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Presentacion

El estudiante de bachillerato cuenta con diferentes
opciones (Preparatoria, CCH, Colegio de Bachilleres) para
formarse e ingresar en el ciclo de licenciatura y continuar
sus estudios en los distintos niveles del posgrado. En los
programas de ensefiara de este nivel educativo, se han
establecido temas comunes, o subsisternas, que se imparten
de manera permancnte. La correlacidn de estos subsiste-
mas ha generado efectos de distinto tipo, entre los cuales
destaca el aumento de la demanda de materiales de apoyo
diddenico,

Para contribuir a la solucion de esta demanda, asuies ha
creado la serie Temas bdsicos, considerando la calidad cien-
tifica de la ensefianza media superior y la diversidad de asig-
naturas, Por ello, en el programa editorial de esta serie se
ha concedido particular importancia a la actualidad del
desarrollo cientifico, a la consistencia metodoldgica v a la
claridad en la comunieacidn, con el fin de que los estudian-
tes de uno u olro subsistema puedan satisfacer lo esencial
de sus requerimientos educativos. Por otra parte, la pre-
gente serie no s0lo estd destinada a proveer de elementos de
estudio a los alumnos, sino también de textos concisos que
abrevien esfuerzos de investigacion a los profesores,

La serie estd estructurada o 10 dreas: Lenguage v Lite-
ratura, Taller de lectura v redaccion, Filosofia, Clencids
socialss, Loug;.m.s.“ ;-.ﬂmﬂjurpsl Historia :I..I.'HI-1I'|E'I"I'EIr Chutrriice,
Matemiticas, Fisica ¥ Biologia, Su publicacién es con-
pruente con los estatitos y acuerdos de la anmns, gque sefialan
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compromisos para promever la investigacion en el campo
educativo, Los Temas bdsicos se sindan en este contexto v
tienen la fnalidad de difundir lo fundamental de Jas disci-
plinas que se imparten en la educacidn media superior,

Los médulos de la serie Temas bdsicos mantienen una
dinamica propia que se renueva permanentemente y brinda
una aportacion diddctica y adecuada a las demandas actuales
del sistema educative de México. Este trabajo de actualiza-
cidn de contenidos es el fruto de los esfuerzos de sus muto-
res, que revelan un efectivo dominio en el campo especifico |
de sus conocimientos,

Las obras que constinzyen la serie Temas bdsicos, escritas
como unidades o midulos, forman pante de los programas
vigentes de ensefianza. El enfogque que se les ha dado, Ia
amplitud de su desarrollo y la seriedad con que han sido tra-
tados, permiten afirmar que su edicién y reimpresion, en
funcién de los actzales planes v programas de ensefianza,
serin de utilidad para sus vsuarios.

Azociacidn Macional de Usiversidades
e Institutos de Ensefianza Superior



INntroduccion

Generalmente, ¢l nombre gue se asigna a un obje-
to refleja algo de su naturaleza, Asi, el nombre con que
s¢ conocen los mimeros complejos da la idea de gque estin
compuestos de varias partes; v cfectivamente, asi es. Como
veremos més adelante, cada nimero consta de dos paries o
componentes. Una de ellas es un mimero real. Ala otra se
acosiumbra llamarla “parte imaginaria”.

Ahora bien, con respecto al nombre de “componente
imaginarta” con que se conoce a la segunda parte de cada
complejo, podemos afirmar que ésta, mds que su naturale-
za, refleja su historia. En efecto, al no poder encontrar
soluciones dé ciertas ecuaciones, se empezd, no sin cierta
desconfianza, a hablar de ciertos “nlimeros imaginarios™
gue representaran las soluciones de esas ecuaciones. Por
tal motive, estos niimeros, aun cuando no tengan nada de
"imaginario” ni de misterioso, pasaron a la historia con este
nombire.

Para nosotros, los mimeros complejos serén simple-
mente los puntos del plano con dos operaciones convenien-
temente definidas.
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EStructuras
NUMErcas
va
estudiadds






Con &l fin de ubicar los ntmeros complejos en el lugar
gue les corresponde, conviene antes revisar las estructuras
numéricas con las que ya estamos familiarizados. Hasta
ahora hemos estmudiado las siguientes:

Los nimeros naturales

N={1,23,.. |

Los mlumeras anieros

Tmfo,—3=2-1,01,2 3..]

Los nimeros racionales; éstos se pueden escribir como
cocientes de dos enteros:

Q-:{ .':|mlnezlnqhu}
Al escribir éstos en forma decimal, se obtienen decima-

les con un nimero finito de cifras, o bien, decimales perid-
dicos. Por efemplo:

1 2 = ],
;= 025 = 0.666...= 0.6 - = 0.142857

Finalmente, tenemaos los ndmeros reales. Fstos pueden
escribirse como nimeros decimales A. a2, a, a5, (linitos ©
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no, peridédicos o no). El conjunto de nimeros reales estd en
correspondencia bivectiva con les puntos de la recta; esto
significa que a cada nidmero real le corresponde un punto y
solo uno de la recta, ¥ que a nimeros reales distintos les
corresponden puntos distintos de la recta. En esta forma,
{Dﬂ nimeros reales pueden identificarse con los puntos de
a recta.

n i ’ =
Figura 1.1.

En estos cuatro conjuntos de nimeros hay dos operacio-
nes: la adicidn v la multiplicacién. Por eso se acostumbra
decir que son estructuras suwéricas.

En general, cuando en un conjunto A se tienen una o
varias operactones, se habla de una estructura algebraica,
Las estructuras numéricas son estructuras algebraicas de
tipos especiales.

Las estructuras algebraicas reciben distintos nombres
seglin las propiedades que sus operaciones satisfacen, Asi,
se habla de grupos, anillos, campos, digebras, etc. En parti-
cular, Z ez un aniflio y Q vy R son campos.

En el capitulo 10 hablaremos de una estructura alge-
braica formada con matrices, Esta serd un anillo,

Regresemos a las estructuras numéricas que conoce-
mos. Sabemos ya que cada una de ellas es una extensidn de
la anterior:

Los nameros naturales son enteros: los enteros no
negativos.

Los nimeros enteros son racionales: aguellos que se

pueden escribir en la forma ? con m entefo.

Los nitmeros racionales son reales. Son aquellos quese
pueden representar como decimales perladicos,

La estructura numérica de los nidmeros complejos que
VAmOS 8 CONSiruir, ¥ que denotaremos con €, contendrda la
de los niimeros reafes. Asi tendremos las contenciones

NCZCQCRCC

Como 0 y R, © seri tambign un campo. Por ello habla-
remos del campeo de los mbmeros complefos.
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2

¢, Por qué
l0s NUMeros
complejos?






ﬁuﬂ:ﬁ la razdn por la gue se necesita extender el cam-
po de los nameros reales? .

Mas adelante veremos que los nimercs complejos
resuclven el problema de encontrar las soluciones de algo-
nas ecuaciones que no tienen solucion en R.

Pero antes conviene que examinemos las razones por
las cuales se necesita extender ¢ada una de las estructuras
muméricas de las que hablamos en el parrafo anterior,

La estructura numérica mas simple, v la que aparecid
primero en 1 historia del conocimiento hummao, es la de
los mameros paturales

N=i1,2 3..]

Estos responden a la simple necesidad de contar. Tam-
bién las operaciones de adicidn y multiplicacién de nime-
ros naturales responden a la misma necesidad.

Pero a pesar de su gran utilidad, la estructura de los
niameros naturales es bastante pobre. Son muy pocas las
ecuaciones que se pueden resolver con esos nlimeros. Por
gjemplo, la ecuacion

r+T=5
no tiene solucion en N. Es decir, ne hay uiogin admero
natural ntal quen + 7 =5, puessin EN,n +7>7 > 5y, por
lo tanto, n+ 7 * 5.
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En general, sl p ¥y g son nimeros naturales, la
ecuacion

T+p=g
tiene solucidn en N solamente cuando p<g, (La solu
cign, en este caso, es el nimero natural g-p, pues
{g-pl+p=9q) i

Para poder resolver este tipo de ecuaciones, sin ninguna

restriccion para p v g, se extendid la estructura de los mime-
ros natirales ¥ se cred la de los nameros enteros

© Zefuy=2,-1,0,1, 2.}
Con estos niimeros, cualguier ecuacion de la forma
x4p=g

con p y g naturales y, ain més, con p y g enleros, tiene por
solucidn un nimero entero. Asi, por ejemplo, la solucidn
de x+ 7 =15 es el entero - 2, porgue { — 2) + 7 = 5; la solu-
cibndex+({—3)=-Bes-5 pues{—5)+(-3})=-B. En
general, la solucion de x + p =g (con p v g enteros) es el
entero g = p.

Ahora bien, tampoco en  se pueden resolver muchas

ecuaciones. Ni siquiera muchas de primer grado. Por
gjemplo, la eeuncidn

2x+5=10

no tiene solucidn en X, porgue 51 s £ Z, entonces 2m es un
namerc par, de donde 2m +5 es impar y, por tanto,
2+ 5 ¥ 0, ;

Fara poder resolver este tipo de ecuaciones, es necesa-
rig extender la estructura de los niimeros enteros y crear el
campo de los mimeros racionales ’

u~{§|mbﬁnb+ﬂ}

En los racionales se pueden resolver todas las ecua-
ciones

at + & =1

18



con a, benterosya ¥ 0. Y no sdlo.eso, sino gue se pueden
resolver todas las ecuaciones del tipo anterior con a y b
racionales (a # 0). Por ejemplo, la solucidn de

1 z
EI'I"?-:E

g5 el mimero racional - 2 . Bfectivamente,

% By TN RN S e S A
Fw g T §F R :

En general, i @ v & son racionales v a + 0, la solucion
de la ccuaciom de primer grado

ax + b= )

]
ex el nimero racional — —.

a

La introduccién del campo de los nimeros reales R,
como extension del campo de los nimeros racionales 0,
obedece a razones de otra indole gue sogui no Trtaremes,
Pero si mencionaremos que en R todas las ecuaciones de
primer grado ax + =0 (2, bER, a # 0) tienen solucién.
Esta es ol nﬂm&mrﬂlv%.

¢0ué ocurre con las ecuaciones :|1: segundo E;mdcl en WP
Vercmos gue muchas de cllas no tienen soclucién en cse
campo. Por gemplo, consideremos la ecuacidn de sepun-
do grado

¥+1=0
Supongamos que a ¢s un nimero real. Entonces, a* 20

y, por tanto, o° £ 1 > 0; egto implica que cualquiera que sea
el nimere real g, tenemos que

af+l #= 0
e decir, la ecuacidn £+ 1 = 0 no tiene salucidn en K,

18



Ademds, como demosiraremos mas adelante, uns ecua-
ciion de sepundo grado

ad+bhx+ec=0(a b, cER, a0
tiene solucidn enﬁll sl ¥ solamente si el discriminante
Ble=dac >0

Por tanto, cuando b — d4ae 65 mennr que cero, la ecua-

cidn no tiene solucidn en R.
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Adiciénueﬁ C






Denotaremos ahora con € al producto cartesiano de R
por B

C=RxR={a b) | aER BER

Es decir, C consta de todas las parejas ordenadas (a, &)
de mimercs reales,

Teniendo en cuenta las operaciones que definiremos
entre clementos de €, a éstos los llamaremos wdmeros
commplejos, Asi,

(1,00 (0, 13, (1, 1}, (3, =T, (=2, = 1),
(W2, = 2, (12, 1/3)

son mimeros complejos. Las operaciones que entre ellos se
definen son tales que con esos nimeros se resuchve el pro-
hlema planteado en el anterior.

Antes de hablar de las operaciones conviene représen-
tar geométricamente a los nimeros complejos. Esto es
muy Ficil si, como de costumbre, elegimos un sistema de
coordenadas formado por dos rectas perpendiculares entre
si, adoptamos una unidad de medida y a cada nidmero com-
plejo u ={a, b) asociamos el puno del plant gue tiene
como abscisa o v como ordenada b



“

————==gu=ia b}
EI{

Figura 3.1.

Ejermplo 1. En la siguiente figura se han marcado varios
numeros complejos,

I:‘ 1,32) (R ER]

lel=la

Figurs 3.2,
Ejerciclo 1.

¢ (i mimeros complejos representan los puntos indics-
dos en la siguiente figura?

24



Ejercicio 2.

Flgura 3.3,

En un sistema cartesianc de coordenadas, represente
los sipuientes nimeroes complejos:

a= {0, 0}
e,~(1,0)
g,=(0, 1)
e=(=10
e,= {0, 1)

u,=(1,1)

Ejercicio 3.

Hy={-1,1) v =4, 4)
]
w,=(1,— 1) we= (3, 4)

- B |
?l-(——z.-.-'f 'I-'l-’3={3-',—-'ﬂ

vy={—2,2) w, = (3, 0}

5
v=(-3,3) wsn(:;.-s)

En el eje de las abscisas estin representados todos los
niimeros complejas de la forma {a, 0). (De qué forme son
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todos los ndimeros complejos que estan en el eje de las orde-
nadas? sQué nimero complejo representa el origen del sis-
tema de coordenadas?

Efv gr ias ordensdar
"‘l-.-r"'f
Sepunde cuadvanie FPriwier cusdranis

r.a—E,r-er-:H {03 @ivhc (it

I\ ore

Tercer coadranie | Chorte cradramie

Figura 3.4,

Ejercicio 4,

En el primer cuadrante estin representados todos los
numeros complejos (g, &) tales que, a 20, 5> 0. O sea,

Primer cuadrante = | (a, &) | az=0,b20]

El segundo cuadrante es

Segurido cuadrante = {(a, b) | a <0, b2 0}

Describa en forma andloga los cuadrantes tercern ¥
cuarto (vea la figura anterior),

La adicion de nimeros complejos se define de la
siguiente manera:

Definicion. La suma de dos nimeras complejos {a, ), ¥
(e, d} es el numero complejo (a+ ¢, b+ d), O sea.

{ﬂa E?}-F{E. d}-{d-f-{.!,,fl!'-tﬂ



Ejermplo 2,

(1.2)+(3,4) = (4, 6)

{-" II 3.:|+{2r _1} - {11 I::I

2 0N+-2-1) = (0.0
fo,0+(1,2) = (1, 2)

(a, By + (0, 0) = (a, b)
(B.0+0,7) =1(3,7)

{a, 01+ (0, b) = (a, b)

(Za, 3b) + {= Zu, — 3Ly = (0, 0

Ejerciclo 5,

Encuentre las sumas de los siguientes nameros com-
plejos:

3. 10+ 2) (a, By + (0, 00 (2= 3v) + (3x, Ty)

(-5, 4)+(54 (LO+0,1) (ab)+(xy)

(=5 4)+(5,-4) (aB)-(,1) (ab+{-a -b)

La suma de ntimeros complejos se interpreta geométri-
camecnte como sigue

Wotw=o+ghb+d
r= g d

¥ = o b)

(0,0}

Figura 3.5.

Ea decir, u + v es el cuarto vértice del paralelogramo deter-

minado por «, v ¥ el origen. :
Ohservemos que la adicion de niimeros complejos se ha

definido utili o la adicion de nidmeros reales, etectuan:

ar



do ésta "coordenada por coordenada”, Por eso es que
muchas propiedades de la adicion de mimeros reales se
transfieren a la adicidm en €. En efecto, la adicién de mame-
ros complejos satisface las siguientes propiedades ba-
sicas:

L u+ve=v+u(u veEC)
(u+v)+we=us+(v+w) (v, weC)

3, Existe un ndmero complejo, el (0, 0, tal que para
todo ueC, [0, 0) + 0= .

4. Dado un nimero complejo s, existe un ndmero come-
plejo, denotado — w, tal que u + (= ) = (0, 0).

La propiedad 1 es la propiedad conmutativa, v1a 2, la
asociativa. Al elemento (0, 0) se le llama el elemento neurro
aditivo, o simplemente, el cero. Al elemento — use le llama
el inverso aditive de u.

Demostraremos estas propiedades.

" 1. Seau=(g, b). v=(c, £). Entonces
u+ve=(g b +ic, dl=(a+te b+d)
vitus(e, di+{a b)=(c+a d+h)

={a+¢c, b+d)

(sabemos que a+e=c+ay d+b=h+d, porque la adi-
cion de mimeros reales e conmutativa). Por tanto,
t+ ve= v+ u, pues ambos son iguales a {a + ¢, b+ d).

Fjercicio 6.

Haciendo u = (g, b), v=(c, d), w= (e, f) demuestre la
propiedad 2 en forma similar a 1 (utilice la propiedad aso-
ciativa de la adicidén de nimeros reales).

3, Que (0, 0) tiene la propiedad indicada es ficil de
comprobar:

51 u = (a, b}, entonces
0 M+ =00+ (g b)={a b)=u



4. 5i uw={a, b), entonces —u ={ —a, — b, puesio que
w{—uy=1(a bl +{=a, =b= {0, 0). Por tanto, tenemos
que

=g, b)={—a, -

La diferencia u — v de dos mimeros complejos, se define
utilizando el inverso aditive de w

H=v=u+ =¥
For cjemplo,

(1L3}H-2,4)=(LN+(-2,-4=(-1,-1)
{ﬂ!b}“{c!'d.}n{ﬂ-b]i’{_Ej_ff}='{ﬂ-—ﬂ'Jb—d}

Ejercicio 7.

Stu=(-1,3),v=(—4, =2}, w= (3, 0), encuentre
= H—wW B— W= L= (W + W)
¥ W= i v w— B+ w

Resalveremos shora alpunas scuaciones muy simples
con ndmeros complejos.

Ejercicio 8.
Seap=(1,=-2),v=(2 3, w=(-1,2)
@) Encuentre z £ C tal que

=W

Solucion. Sea z=(x, ¥) con x, y reales. Entonces, la
ecuacidm planteada es

(L-2+E=»N=(-112
Fur Lanulo,
l+x—-2+¥=(-1173)
29



de donde,

l+x==1, —Zhy=3
r=-—1 y=4

Luepo, I solucidn es 2= (- 2, 4).
b) Encuentre ;EC ta].qu-e

=Wy —
c) Encuentre zEC 1al que

(Z-v)-(wt+u)y=v
Ejercicio 9.
Pruebe que si u, v, w son nimeros complejos y

W V=W
entonces
Vo

Observacidn, Sl en un conjunto G hay una operacian
gue satisface las propicdades I

1. Conmutativa
i. Asociativa
- Existe en G un elemento neutre para la operacitn
4. Todo elemento de G tiene inverso con respecio a la
Operacion

se dice gue G, CON 253 OPETACion, €5 un grupo conmedativo,
Agi, podemos decir gue los nimeros complejos, con la adi-
cidn, € un grupo conmutativo.
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Multiplicacion
en C






Definiremos ahora una operacion entre ndmeros com-
plejos, a la que lamaremaos multiplicacidn. Esta definicion
puede parecer algo artificiosa, pero es precisamente esta
operaclén la que, junto con la adicion, hace de C la estruc-
tura algebraica que resuelve el problema de solucion de
ecuaciones que tratamos en los primero: pdrrafos.

Defintcidn. El producto de dos ndmeros complejos (a,
by v (e, d) es el nimero complejo (ac —bd, ad + bc). Es
eeir,

{a, B)Yc, d) = {ac - bd, ad + bc)

La sipulente figura puede ayudar & recordar la abscisa y
la ordenada del producto:

¥

T
Absciza e, &) o, d] ao = bd
Ordenda fo, e}, {e, ) ad + ke
h‘.'qgaf.l
Figrura 4.1.



Observamos que para definir el producto de nimeros
complejos hemos utilizado las operaciones de adicion v
multiplicacidn de mimeros reales,

Ejemplo 3.

@) (LG =1 - 3-2 - 4,1 - 442 - 1)
={3-8,4+6)=(-5, 10)
B (=1L, 2}3, -4)=[(=1)3-2( -4,
(-1-4+2 - 3)
={=~3+8 4+86)
= (5, 100
e) (L(=2, -3)=[1{=2)-0{—3), 1{=13)
+0{ - 2}]
=(—-2+0,-3+0)=(-2, -3
d) (1, 0)0, M)=(1 - 0=0- 81 - b+0 - )
= (0=0,5+0)=(0, b
e} {1, 0)ia, b) = (1 !-:a—ﬂ- b1 - b+0 - a)
= {a, b}
DO IM2,49)={(0 - 2=1 - 4,0 - 441 + 2)
=(=4 3)
8 (0, 1Ha,b)=(0 - a=1+ b0 - b+1 - a)
={—b, a)
) (a, — b)ia, b) = (a+ b, ab — ab)
= {a*+ b, 0)

Ejercicio 10,

Encuentre el producto de los siguientes niimeros com-
plejos:

a) (3, 4)(1, 2)

b (3, -4} -1,2)
c) {=2, —3)(1,0)
dy (0, B)y(1, 0)

) (a, b)Y {1, O)

N (2. 4 (0, 1)

£} {a, B) (D, 1)

) (@, B} (a, = B)



5l comparamos los resultados obtenidos en el 'Em%lln
con los del ejercicio anterior, vemos que al intercambiar los
factores se obliene ¢l mismo producto. Esto es cierto en
general:

Si u ¥ v son ndameros complejos, entonces
KV = Wl

Esta propiedad se llama propiedad commutativa de [a
multiplicacion de mimeros complejos v su demostracion es
Ly simple:

Sea u = (g, b) y v = (¢, d). Entonces,
wv=(a, ¥ (¢, d) = (ac — bd, ad + be)
v ={c, d) (a2, b) = (ca = db, cb + da)
ghora bien, como ac—bd=ca - db y ad+ bc = ch+ da,

EnCmOs que uy = V.

Ejercicio 11.

Slu=il ), v=(3, =2}, we={ =12, 1], tenamaos que
[eev] w=[(1, 2)(3, = 2))( -2, 1}
={1 - 3-2(-2),1{-2)+2 - 3){-2,1)
=(3+4 —2+6-2 1)
= (7, 4(-2, 1)=
= [7(=2)=4 « 1,7 - 1+4(-2)]
=(—-14—-4 T=8)={=18 -1}

Encuentre a [vw] = (1, 2) [(3, = 2) (= 2, 1)] ¥ compare
los resultados,

En el gjercicio anterior vimos que para los mimeros
complejos que se dieron, se tiene que [uv] w = 4 [vw]. Esto
s cierto en general, ¥ se conoce como la propiedad asocia-
tiva de la multiplicacidn de nimeros complejos:

i M, 1, W 508 RARNEr0s complefos, eniomncEs
[av] w = u [vw]



Esta propiedad permite escribir productos de tres o més
factores sin necesidad de usar paréntesis. Asi, podemos
escribir wvw en lugar de [rv] w o de o [vw].

. Ejercicio 12,
Demuestre la propiedad asociativa de la multiplicacion
de nimeros mm]:llei'-oﬁ. Siga los pasos del ejercicio 11,
haciendo, por ciemplo, u = (a, b), v = {c, d}, w = (&, f).
El de un mimero complejo u se define como
w'=yu y, en general, sl m es un mimero mayor gue 1 se
define

W= gy - - v o
e —
n foctocres

Esta definicidn se completa haciendo ! = g y o = (1,0).

Efemplo 4,
(@, by = (a, b)(a, b) = (a* = B, 2ab)
(e, &)= {a, &) (a, b) = {a’— &, 2abjiu, b}
= (@%= gh*— Jab?, o’k - 5+ 2ab)
= (a*- 3ab?, 3a’h - b%)
{0, 13= {0, 1}0, =0 =1, 04+0)= (=1, 0)
(0, 1¥= (0, 17 (0, 1) =( -1, O)D, 1) = (0, - 1)
Ejercicio 13,
Encuenire
(e, -BF (0,1 (20F (200 (a0p
(a, = B 0, 1y {a, 0P (2,00 (a0
En unw de lus ejemplos anterlores vimos que

(1, O) {a, b) = (a, &)



{compruébelo muevamente). Es decir, el nimero (1, ) se
comporta camo ¢l 1 en los nimeros reales, por lo que se le
acostumbra llamar el elemento neutro multiplicativo.

“En Q ¥ R sabemos que todo nimero distinto de cero
ticne inverso multiplicativo. Es decir, si a s un olme-
ro racional (respectivamente, real) distinto de cero, hay
otro nimero racional (respectivamente, real), que se

|
denota a- ' tal que ag~"= 1. F'urcj:mplu,siu=3.d"-r3.

5 2 5

ues — - J=ligia= —, a7 '= — pucs — + — =l
P 5 i a 2 a 5 = 3

2 2
5!:1=\I'i.n"-%!purqueﬁ # %-E-L

Veremos ahora que lo mismo ocurre con los nimeros

complejos.

Si u es un nimero complefo distinte de cero, existe otro
numero complefo, gue seé demota con u™!, tal gue

dt={(1,0)
(! se llama el inverso multiplicativo de u).

En efecto, sea u = (g, b) + (0, 0). Queremos encontrar
u "=z, ¥) de ial manera que uw'=(1, 0), es decir que

{a, Bjix, y)=(1, 0)
Tenemaos gue
{ax = by, ay + by) = (1, 0)
£z decir que

ax — by =1
B+ ay =0 (*)

ar



Como (&, b) = (0, 0), a*+ b* # 0, por lo que el sistema
anterior tiene solucidn, Bsta es (véase el sjercicio 5)

= i = -!1.-“-. *&
4 el YT T ELR =
Por tanto
a -b
o= (ot ) L
 Ejercicio 14.

Demuestre que (**) es la solucion del sistema (*).
Ejemplo 5. Encontrar el inverso multiplicativo de (3, 2).

Solucifn, Buscamos un mimero complejo (x, ¥) tal
que
(3. 4)x, ¥)=(1,0)
Tenemos que
(3, 4)(x, ¥} = (3x = dy, Iy + 4x) = (1, 0)
de donde,
Ix-dy=|
dx+ 3y =0

Multiplicamos la primera ecuacion por 4 y la segunda
por 3, ¥ luego restamos de la segunda la primera:
12x = 1oy = 4
1264 %=0_
25v = =4

4
porlo quey = — s - Sustituyendo en la segunda ecuacion

2
-4.#'?3(—275 =}

‘obtenemos



de donde,

] 3
e m R
Por tanto, el inverso multiplicativo de (3, 2) es
2 )
25" 15
Ejercicio 15.
Procediendo como en el ejemplo anterior, encuentre
los inversos multiplicativos los siguientes nimeros
complejos:

(L0} {a,0) (43 (-4.3
0.1 (04 513 (1,1)

(suponemos a + (),

Ejercicio 16,

Utilizando la fdrmula (***) compruebe los resultados
obtenidos en el ejercicio antevior.,

Asi como para definir la diferencia de dos niimeros com-
plejos se usa el inverso aditivo, para definir el cociente se
usa el inverso multiplicativo:

5 i
El eociente — de dos nimeros complejos u y v (con

v
v # 0) es, por definicidn, el nivmero complejo uv";
E .:H‘r-l
v

Ejemplo 6. Encontrar el cociente

-E cons=(1,2) v=(3 4)



Solucién. Sabemos, del ejemplo 3, que

e [l _*‘_)
235" 15
Por tanto,

—-=mr‘-|:l l}( - 4 )
i Bk B8 ) ( N

Ejerciclo 17.

Encu:ntra% para los siguientes valores de u, » (utilice
los resultados del ejercicio 15):

u= (3, 5),v=(1,1)
u= (a, 0), v=_(b, ﬂ}{b’l“'ﬂ}
= (1, 0) v=(0, 1)

w= (1, I}, v=(-—4,3)

e (28, v=(,0)

u= {a, b),v=1{c.0)
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Propiedades

del campo
de |los ndmeros

complejos






En este capitulo haremos un resumen de lo que hemos
aprendide en los capitulo 4 v 5.
Los nameros complejos constan del conjuntc

C=RxR=-|(ab)|acER bER ]
en ¢l gue se definen las dos operaciones siguientes:

fu, by +{c, d)=(a+te b+ d)
{a, b}, d) = {ac — bd, ad + bc)

Estas operaciones satisfacen las propiedades siguientes:

a) Nt W=V E N

a') v = Vit

b) (u+v)+w=mn+ (v+w

B (rev) W= a0 (v,

¢} En € hay un neutro aditive. Este es (0, 0
(a, b) + (0, 0) = {a, b).

¢") En € hay un newtro multiplicativo, Bste es (1, O):
{a, B)(1, 0) = (a, b).

d) Todo nimero complejo tiene inverso aditiva.
8lu=—1(a, b), —u=(=a —h

d') Todo nimero complejo distinto de cero tiene inver-
so mulliplicativo. g& o= (i, By #= (0, O3,

43



-1 ( a i)
= al+ b’ al+ B

e} ulb W) = e+

Las propiedades a) y a") se llaman conmutativas; bB)vb"),
asociativas y d), distributiva.

En los capitulos anteriores hemos demostrado todas
estas propiedades, excepto la @), a cual demostraremos a
continuacion,

Sea u = (g, B), v=(c, d), w= (g, f).
Entonces,

u(y + w) = (a, b) [{e, d) + (e, ]
= [aud(c+e d+)
= [aic + &) = bid + f), a{d + f) + b(c + €]
= (ac + ae — bd - bf, ad + af + be + be)

Como ejercicio, caleule wv + uw, ¥ compruche que se
obticne el mismo resultado. Con esto quedard demostrada
la propiedad distributiva. - '

Cuando se tiene un conjunto con dos eperaciones que
satisfacen las condiciones acabadas de mencionar; se dice
que esta cstruciura es un camipo. Por esta razon, al hablar
de los nimeros complejos, nos referiremos a ellos comao ef
campo de los ndmeros complejos.

Los niimeros veales R también forman un campo, asi
como los niimeros racionales Q.

Los niimeros enteros Z no forman un campo, pues hay
enteros que no tHenen inverso multiplicative en Z. Por
cjemplo, 2 no tiene inverso multiplicativo en Z, pues no hay
ningun éntero 1 tal que 2n = 1. En. 7 se satisfacen todas las
propiedades anteriores, excepto d'). Cuando en un conjun-
0 con dos operaciones se satisfacen las propledades an-

a4



teriores, excepto (posiblemente) la d°), se dice gue es un
antillo conmutativo. Asi, Z esun anillo conmutativo (que no

€5 campo).
En el capitulo 10 hablaremos de otro anillo, el anillo de

las matrices cuadradas de dos por dos.
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INclusion
deRenC






Consideraremos ahora al conjunto R de los mimeros
reales como un subconjunto de €, identificando cada na-

mero real g con el nimero complejo (a, 0). Expresado
con mas precisidn, establecemos una funcién de R en C,

asociando a cada nimero real 2 el nimero complejo (2 ,0).
Esta funcitn es, evidentemente, inyectiva, lo que permite
pensar en ¢ ¥ en (g, 0) como on mismo DUMEro Y es-
cribir
a=(a, 0)
" Podemos ilustrar esto asi:

Nimeros comléegos:
el plano

t\ Wedmeras realer:
[contenida en ol plona

Figura 6.1.



Una vez hecha esta identificacian, podemos decir que
los miimeros reales son complejos ¥ que un ndmero comple-
jo es real si y sdlo si su segunda coordenada es cero.

Por esarazén, al gje de las abscisas se le [lama eje real.

Ahora bien, es importante que la identificacitn de cada
real @ como el complejo (a, 0) sca compatible con la opera-
cion de sumar y con la de multiplicar, en el sentido s}
Euiente,

St tomamos dos nimeros reales y los sumamos como
tales, debemos obtener el mismo resu;mdu que gi los pensa-

mas como complejos y los sumamos como tales (y lo mismo
con ¢l producto),

i = {a, )
b = (B0
a+b (@, 0)+ (b 0)y=(ash B
sipdtados coma sumados como complefos
reales ’

Obtcnemos la misma suma, pues a + b = (o + b, 0).
Lo mismo con la multlplicacién:

a = [a,
b = (bW
ab (&, UMb, 0) = (ab, 0)
rreliiplicados multiplicades como complsios
eorie reéales
y ab = (ab, 0).

Conviene ohservar gue ﬁgﬁgmas identificar de muchas
otras formas a R como subconjunto de €. Sin embargo,

como hemos dicho, lo que interesa es que la identificacian
sea compatible con las operaciones. Esto no ocurre con
otras identificaciones. Por ejemplo, si fdentificiramos a
cada real a con el complejo fll}. a), es decir, si hiciéramos
@ = (0, a), todo iria bicn con la suma, pues

4 = (D, a)
h = (0, F)
a+h (0, a) + (0, B)= (0, a + )

B0¢



'}, a+b=(0, a+h) pero no seria compatible con la
multiplicacion:

i = [0, a)
b = (0, h
ah ( —ab, 10

¥, con esta identificacion ab = (0, ab) ¥ (- ab, 0).

Ejerciclo 18,

Como en el ejernplo anterior, compruebe que la incls-
siom de R en C, determinada al identificar a con (g, a), &8
compatible con la adicidn, pere no con la multiplicacion.

Con la identificacién qué hemos hecho, el neutro aditi-
vo de € es el mismo que el neutro aditivo de R, pues 0 = {0,
0). Sucede andlogamente con los neutros multiplicati-
vos: 1={1,0).

Esta forma de considerar a R como parte de C, permite
escribir en otra forma cada mimero complejo.

{a, By = (&, 0) + (0, b) = (a, 0) + (&, OHO, 1)

= g+ &0, 13

El niimero compleja {0, 1) s& acostumbra denotar con la
letra i {inicial de “imaginario™), Tenemos, con esta nola-
cHon, gue

{a, b) = a+ bi
(Aqud, i es a-ijmzducm de los niimeros complejos b = (b, ()

ei= (0, 1),y el + denota la suma de los nimeros complejos
indicados,)

En :[.'I'\il.ll‘tiﬁ-uti[', lgs nitmeros complejos de la forma (0, b)
se pueden escribir como bi; es decir,

{0, b) = Bi.
A estos nimeros se acostumbra Hamarles imaginarios, y
uedan representados por los puntos del gje de las ordena-
355 que, por eso, se [lama el sje imaginario.

5%



- {'
Eje srvapimario
l"-gp real
Figura 6.2,

Una observacion mas. Sia es un mimero complejo real
¥ (e, d) es un complejo arbitrario, entonces

ale, d) = (a, 0)(c, ) = (ac - 0d, ad + Oc)

= {ﬂ-ﬂ, ﬂd}
0 sen,

alc, d) = {ac, ad)
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Resolucion
de la ecuacion
72 +1 = 0.
Raices
cuadaradas






Hasta aqui hemos creado un campo C gue extiende al
campo R de los mimeros reales. jHabremos logrado que la
ecuacton ' + 1 = 0 tenge solucién en ©2?

SIS AN e D sl
(x, yx, ¥y + (1, 0y = (0, 0)
Esto egquivale a
(= 200 + (1, M = (0, 0)
o bien a
=y'+ 1, 2xy) = (0, 0)
Esto ociuirre si v salo s1

A=yt 1=
2ey =10

Como 25y = 0, o bien, x = 0, o bien ¥ = 0 {pues x, ¥ son reales
vy, enR, munpmducm:—sccm alguno de bos factores o es),
Supclng,umm primero que x = 0. Entonces, la primera
ecuacidn queda - '+ 1 =0,05ea, =1, dedondey=1, 0
hien y=—1. Asi pues, en este caso, obtenemos las

solucionds
=10 r={
¥=1 y==1



o sei, obtenemos los nimeros complejos (0, 1) v (0, = 1).

Si suponemas gue y = 0, éentonces la primera ecuacidn
resulta x*+ 1 = 0y ésta no tiene solucion, pues x debe serun
nimero real.

Podemaos comprobar (va se ha hecho en ejercicios ante-
riores) que (0, 1= (0, — 1)'= ~ 1.

D¢ esta manera, hemos demostrado que la ecuacidn
£+ 1 =0 tiene exactamente dos soluciones en C, {0, 1) ¥
{0, = 1}. Al niimero complejo (0, 1) se le denota, como men-
cionamoes en el capltulo anterior, con i. O sen

fw (0, 1), —i={0,-1)

Por tanto, ks ecuacion 22 + 1 = 0 tene dos soluciones en
C, que son {y — i

Puesto que == 1 y (= {)*=— 1, decimos que iy — i son
las dos raices cuadrdas de - 1.

Recordemos que en R cada nimero real positivo tiene
exactamente dos raices cuadradas, una positiva y la otra
negativa, Por ejemplo, las raices cuadradas de4son 2y - 2,
las de 1 son 1y ~ 1. Siaesun mimero real positivo, a la raiz
cuadrada positiva de a se le denota fu, v la negativa es
= Ja. Asi, 4 =2y~ & =-2son las dos raices cuadra-
das de 4.

Sabemos también gue los nitmeros reales negativos no
ticnen raices cuadradas en R; en otras palabras, 5i a €5 un
mimero real negativo, no hay ningrdin nimero real x tal que
x'= g. (En particular, como yavimos, £ = — 1 no tiene solu-
cidn en R.)

En resumen, los nédmeros reales positives tlenen dos rai-
ces en R (el 0 tiene una, 0) y los negativos no tienen raices
en R

A continuacion examinaremos las raices cuadradas de
cualquier nimero complejo. Demostraremos que todo
nimero complejo | ¥ 0) tene exactamente dos raices com-
plejas. En particular, los mimeros reales negativos tienen
dos raices cuadradas en € (por gjemplo, - 1 tiene dos rai-
ces, i ¥ =ik

Emperaremos con un éjemplo.

Ejemple 7. Encontrar las raices coadradas del complejo
{12, = 5%



Solucion, Buscamn.;l- un namero complejo (x, ¥) tal
q'l.lE‘
Tencmas que

ix, ¥){x, ¥) = (z*— ¥ 2xy) = (12, - 5)

s decir, gue
x=yi= 12
dxy=~3
Elevando al cuadrado ambas ecuaciones, obtenemos
= Dyt + yt= 144
Gript= 25

v sumando las ecuaciones obtenidas, llegamos a que
4 Dyl 4 yi= 169
de donde,
A+yi=13
(Descartamos la posibilidad de que x*+ y* = = 13, pues

£, yER y £+ 12 0.) Sumando esta ecuacion con ¥ = y* =
17 gbtenemos 2ot = 25 y restandolas, 2y'= 1. Por tanto

25 1
:- — L e
x 5 ¥ 3

por lo que
5 1
x= ?-E-',_‘j'“ - _'JIE
Como 2ty = = 5 < 0, 1 ¥ ¥ no pusden ser ambos positivos

ni ambos negativos. Entonces, las posibles soluciones
500

57



}"“"ﬁ' T"ij

Obtenemos de esta manera los dos nimeros complejos

= (Ged) (i)

Una comprobacién directa demuestra que Z=zl=(12,
— 5). Hemos demostrado asi gue (12, - 5) tiene exactamen.
te dos raices cuadradas.

Ejercicio 19.

Procediends como en el ejemplo anterior, encuentre
las rafces cuadradas de Jos siguientes mimeros complejos:

3 4 (-3, 4) i
3 -4 (-8, &) i |
Ejercicio 20. -

Compruebe que 1, i, = 1 y —{ son raices cuartas de 1.

Ejercleio 21,

con - 2)y (1-2)
pmebtqutl,( 33 ¥ 54 2
son rajices cibicas de 1.

Siguiendo los pasos del ejemplo 1 v del ejercicio 1, pade-
mos demostrar que todo mimero complejo distinto de cero
tiene exactamente dos raices cuadradas (el 0 tiene yna sola
raiz cundrada, gue es 0).

Seau = (¢, dj un nimero complejo distinio de cero, Por
comodidad, llamemos r al nimero real positive Jo&@+ o
Buscamos un nimicre complejo (x, ¥) yu

x, ¥F= (e, d)



Como antes, 1enemaos

(=, ¥)(x, ¥) = (' = ¥, 2uy) = (¢, d}

de donde,
{r‘-—f-—-e {.t'—lr‘f+f==ﬂ“
2oy d dxty? = 4
| E.H'L_!.'tl:p"—.gji-d?ﬁﬂ
Piyie=r
Zet=p4cz0 ar—c20
(pues r 2 c). Por tanto,
F+c F=c
x=F 5 y=% 3

Si d es positiva s& ohtienen dos soluciones [+, +1,{=,=)
y si d es negativa también se tienen dos soluciones { +, =),
': '} +.:|-

En el caso particular de que {c, d) sea un ntimero real
negativo, es decir, que (¢, d) ={ — a, 0) con a > 0, las solu-
ciones anteriores resultan ser como sigue:

reJOtd = f{=a)f+ 0 = a(puesa>0), dedonde,

r+i—a o=

g JEOI oy fFE
r-l—a) a+a

- o= o = -

R cico P < Ry

-t Ju




For tanto, las raices cuadradas del niumero real negati-
Vo —a, (a >0, son

(0, o) (0, - Va)
gquie s& pueden escribir en forma
Jai - Jat

Ctbservacidn. El uso del simbolo 4 se reserva sola-
mente para 'a con a real positivo, pues su uso descuidado,
cuando a es un real negativo o, en general, un complejo
cualquiera, puede conducir a confusiones. Por ajmnp?u,
podemos equivocarnos al escribir

=lmii=e /=T =1 = J[-D(=-D)
=41=1
¢Puede usted decir qué propiedades estamos usando

aqui que no hemos demostrado y que, en general, no son
clortas?



Fcuaciones
de segundo
grado






En cursos anteriores aprendimos a resolver ecuaciones
de aeg,uml:::dgmd::- con coeficientes reales. Se dijo gue las
soluciones de la ecuacldn :

ax?+ bx+ec=0 {a, b, cER, a £ )

! 2u

Ahora bien, si b* - 4ac es negativo, nos encontramos
con la raiz cuadrada de un nimero negative que, como
sabemos, no existe en R, i

Por tanto, conviene examinar con mas cuidado las ecua-
ciones de se%ui.min grado y sus soluciones. Pero como ya-
disponemos de los nimeros cnm;l:g:a, partiremaos de una
ecuacion de segundo grado con cientes complejos, es
decir, de

act+bx+c=0 g, b, eEC, aw D)

En particular, los coeficientes a, b v ¢ pueden ser reales
vy, de esta maners, nuestro estudio el caso anterior.

Un numero compldo x s solucidn de la ecuacidn ante-
rior s v salo si

__-bsJF-Ba b da
h ¥

dxt*+ hx 4+ =10



es decir, si y sdlo si

axr'+bx=-c
o bien, puesto que a # 0,

&
Pr— zm—

Extu eyuivale a

Asi pu;s, x es solucidn de la ecuacidn dada, si y solamen-
te si x + —— es una raiz cuadrada de b—:-_«if-':._
24 Bt
Pueden occurrir dos eaeos:

1. 81 ¥ — dac =0, entonces s = [} y por tanto,
la tinica raiz cuadrada de este mimero es cero, Entonces,
hay una sola solucidn de la ecuacidn dada por x + % =00
bien, por

bt —

2. 81— d4ac #* 0, entonces T?E #= 0y, sepinlo
demostrado en el capitule 7, este namero tiene exactamen.
te dos rafces. 51 d es una de ellas, la otra es — d. Entonces,
la ecuacién tiene dos soluciones que se obtienen de



b &
:+E-d: I+E=_d

B decir, las soluciones son

b
W gt famspr e

Resumiendo, hemos demostrado gue:
La ecuaciom de segundo grado
ad+hzr+e=0 {a, b, eeEC, ax i

flente
R b .
1. Una solucidn dvica #=—op 5i b = due = (L

2, Dos soluciones si b*— 4ac # 0 y éstas son

b b
Hm=smtd  m=-go—d
en dovde d v = d son las dos raices cuadredas de
b= dae
A qt

Ejemplo 8. Resolvamos la ecuacion
24+(2, x4+ (0,2 =0

o bien, escrita en otra forma,
B2+ {2+ 2ix+2i=0

Encontramios

B —dac=(2, 20 =40, 2) = (0, 8) - (0, 8) =0



es decir, estamos en el caso 1. Por tanto, hay una sola solu-
cidn gque es

K== :."le =—{1, 1}

0 con la otra notacion, x= - (1 +{=—1—-i
Ejemplo 9, Resolveremos la ecuacion
24+ (l-2)2+(1+5) =0
que, escrita en otra forma, es
24, =x+ (1, 5H=0
Encontramos

b= dac={1, —27- 41, Sy=(—3,=4)=(4 20)
=(-T7,—-24) % 0

Por tanto, hay dos soluciones. Para encontrarlas, calcu-
lamos primero las ralces cuadradas de

= dac ( 7 24
4’ 4

=
H

da 4
Hacemos
mﬂluw-zamh({—.-?
i : }"‘"IJ-"E‘+:“-%
= ayy- 2
a2 e £ yria 2



1 13
Fndmery T
25 3 32
Jﬂ+f=_;{ _21 - 4
e 3
}’I=T y==% 35
=4 g= 1t 2

Como vz <0, las raices cuadradas son

d-—(%.—l). ~d'-(— %z)

Por tanto, las soluciones de la ecuacion son

- daa-{-20)5 (2 =029
b 1 3
I:"_':._'&'d'(" 3¢ ')"'(‘_3-3)"'{'13]'

Expresadas en la notacidn a + bi, las soluciones son

1=t -2+ 5

Ejercicio 22,
Encuentre las soluciones de las ecuaciones siguientes:

a) - (14, 2)x + (48, 14) =0
respuesta: (T, 1), d=0
by 2406, -4x+(=10,-4)=0
respuesta: (1, 1), (=T7. 3 d=(4, -1}
o) 4l — At (—9, -T)=0

respuesta: (2, 33, (—3, 1 d= (E = 1)



d) 2= (10, 4)x + (21, 20} =0
respuesta: (3, 2y, d=0

e} 2+ (-4, 0x+(7, -4 =0
respuesta: (3,21 (1, -2y d=(1, - 2)

f) (0, 1)c*+ (0, — S)x + (0, 6) =0
respuesta: (2, 0), (3, ) d-%—

g) 1= (6, = L)x+ (10, = 6) =0

Faspuesfar (4, 1), (3, —2); d = (1. _g.

En el caso en que a, b y ¢ son reales y que b*— dac >0,
- B
recupcraremos la Bsrmula conocida. En efecto, AA=dac

d_dz
tiene dos raices reales (0 una, =i es cern), que son

- 451—4.:::: o -JE‘—!;:..:-
24 2a

Entonces, las soluciones son

AP -dac | b+ JF-dac

2a 2a
S =

2da

I:“*—ﬂ 3

r o=

que, & veces, se escriben en una sola férmula, asi:

—-b + JF=dac
? 2a

X
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El campo de |os
NUMEIOS
complejos es
algebraicamente
cernaao






Hasta agui hemos construido un campo en el cual,
seglin demostramos, toda ecuacion de segundo grado tiene
soluciin. Ahora bien, podemos preguntarnos qué ocurre
con las ecuaciones de mayor grado; por ejemplo, las de ter-
cer grido

act+ bt cx+d=0 fa + 0)
o las de cuarto grado
art+ by ol dx +e=0 {a =0

o, en general, con las de grado n
n‘;:"+a"_l,_th"'+.,,+a.:+.ﬂn-l} fa, # 1)
Si nos viéramos obligados a extender de nuevo € con el
fin de que las ecuaciones de tercer grado tuvieran solucion,
después volver a hacer lo mismo para las de cuarto grado, ¥
asi sucesivamente, el problema se complicaria muche.
Sin embargo, se puede demostrar que no es éste el

casn, Hay un resultado, que a veces llaman “teorema fun-
damental del dlgebra”, que dice:

Teorema. Toda ecuacidn con coeficientes complejos
ax'ta,_ X+ rax+a=0
o, #0,n21)

tiene solucion en C.



Es decir, toda ecuacion con cocficientes complejos (o

cn particular, reales), sea el grado que sea, tiene solucion
en .

Esta propiedad se menciona dicienda que el campo C de
los mimeros complejos es algebraicamente cerrado.

La demostracidn de este resultado es bastante dificil ¥
no esta, desde luego, dentro de las posibilidades de un folle-

to como el presente.

De hecho, el teorema implica que cada ecuacion de gt
do #, con cocficientes en €, tiene » soluciones {contadas
comvenientemente). En esta forma, el campo de los name-
ros complejos acaba con el problema de encontrar exten-
stones del campo de los niumeros reales, en las cuales todas
las ecuaciones tengan solucidan,

Por ejemplo, la ecuacion de tercer grado

2-1=0

ticne tres raices:

1 (34) 0 (3-8

la ecuacidn de quinto grado
Lttt e x+ 1=0

tiene cinco soluciones:

(2:9). (1.2

Ejercicio 23,

Compruche las afirmaciones de los dos ejemplos ante-
riores,

72



Ejercicio 24.

Encuentre cuatro soluciones de la ecuacidn
¥=1=0

Ejercicio 25.

Utilizando los resultados del ejercicio 24 y el hecho
de gue

(=1 + 2+ O+t + x4 1)
=t ]
encuentre 7 soluciones de la ecuacion

Attt + i x+1=0
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Representacion
maftricial

de los ndmeros
complejos






Una peateiz real de 2 = 2 esth formada con cuatro nGme-
ros reales, dispuestos en dos renglones ¥ dos colummnas:

a b
.&- (E‘ nl)-{ﬂfbr':rdER}

{a, b) es el primer renglén; (¢, d), el segundo;

ol h
(c) es la primera columna y (d') I segunda,
Por ejemplo, i
( 1 1 ) ( 1 —2 ( 1 0 )
1 15 -3 475 a1
(ﬂ' -1 ) ( 0o 0 2 = 3)
1 o/t - 0o orf ¢ 3 2
son matrices reales de 2% 2.
Consideremos el conjunto M de todas las matrices reales
de 2 % 2. En este conjunto se definen dos operaciones: adi-
citn de marrices y multiplicecion de matrices. Con estas

_operaciones, este conjunto adguiere una estructura alge-
braica liamada anillo. Asi pues, hablaremos del anillo de

T



las matrices reales de 2% 2. Las operaciones son las
sigientes;

ADICION DE MATRICES
(o) s )-Conais)
+ -
e d c' c4+e'daed
MULTIPLICACION DE MATRICES
(.:: b) (:1’ b’)_ an'+£u:'m!:'+i:rd')
e d ¢ ca'+ dc" ch' + dd”

La adicidn de matrces no presenta dificultad alguna,
pues se hace “elemento con elemento®.

Efempilo 10,
(I 1)+(2 3) (3 5
3 4 4 5 T 9
G Z)Go)-Go
5 CD-CH
e d 0 q o d
2 + —X=¥ = i 0
(: r) (—1—&') (ﬂ'ﬂ
Ejercicio 26.
Sume las matrices indicadas

GG GG

T8



GG DD
GG CTE D

La forma de multiplicar dos matrices ¢s alpo més dificil
de recordar. Puede ayudarnos un diagrama.

Ejempio 11,
(l 2) (56) (1'5+I'T 1-6+2-8
34 T8 3-5+4-7 3-644-8
19 31)
43 50

T8



(:: b) (l u) (ﬂ~i+b~ﬂ a-0+b -
c o1 c-1l+d -0 ¢-D+44d:
_.(ﬂ )

d
(Z)(_?-:—l) ( er(-l}u l{-n+1-l)
i B (=1 +2 - i
n(ﬂ 1)

—
jp —

—

(1 --2)(1 Z)u(l c L {=2H=2)1 - 24+ (=2) - I)
I | =21 2+1+1{—-1) R JE S R |

(5 0
0 &
(u -!:') (ﬂ ﬂ)=(0 0
cod o o o 0
Ejercicio 27.

CHCD G
CHED CHED
CHCH e

La adicion vy la multiplicacién de matrices tienen las

propiedades signientes:

B0



l.A+B=B+A (A, B EAM)
Z A+ +C=A%(B+C) {4, B, CEM)
¥, {AB)C = A(BC)

3. Existe en M un elemento neatro aditivo. Este es
o 0
o= (% 1)
_ 0 0

A+0=04+A=4 pars coalguier matriz A,
3. Bxiste en M un elemento neutro multiplicative.

u

.y Al =IA = A para cualquier matriz A.
4, Toda matriz 4 tene inverso aditive, que se denota
con — A, Se tiene que A+ (= A) =0,
5. A(B+ C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC.
Observaciones. La multiplicacidn de matrices ne es
conpmutativa. Bs decir, para algunas matrices A y B,
AR # BA, como puede observarse al comparar algunos de

los productos del cjemple 11 con los del ejercicio 27,
Tampoco toda matriz tiene inverso multiplicativo, Por

Ejt.mplﬂ, ﬂi
( )
Jd- =
] D

no hay ninguna matriz A' tal que AA"=1I. En electo, si

G)CDGL)
C-GD

81



lo cual no es posible, porque no puede serquea =1 ya = 0.
La propiedad distributiva debe enunciarse tante por la
derecha como por la izquierda, porque la multiplicacién no
€8 conmutativa.
Ahora demostraremaos-esas propiedades.
Demostracion de 2'. Sean

C D= 5)e-C5)
|‘. - P d B e c; d‘l E L cu -d"
Tenewmios
[l ol ] (R G/
L“B}E'ﬂ e d " dl, LU L
(ﬂa’+&f’ ab’ + bd' ) (ﬂ" B
= ":'I:IJ"' dﬂl -Ebr i Jdu cn d’\-r

(aa’+ beda” + (ab' + bd')c"” (g’ + b )b + (ab’ + bd)d"
= N fca"+deta" + {cb' + dd')e” ca'h™ + de'h” + cb'd” + dd'd”

ﬂﬂ.rﬂ“ + bc-ﬂ.rl + -Eﬁl-ﬂ'" + Ml'l:'" ﬂﬂl-b" + hﬂlb" . ﬂ.&l‘i.lr + l!ﬂi.lli"
= Nea's" + de'a” + eb'e™ + dd'c” ca®” + de’b" + cb'd" + dd"

Ejercicio 28.
Calcule A(BC) ¥y compruebe que {ABIC = A(BC).

Ejerciclo 29,

Demuestre las propledades 1 y 2,
Las propiedades 3 y 3° se han demostrado ya al resolver

los ejemplos 10 y 11, ¥ los ejercicios 26 v 27.
Para la 4, basta observar que si

(u!.-
A-cd



ERLONCes
—-a —-hb
_A::(—.E' -
pues A+ ([ =A)=0.

Ejercicio 30.

Demuesire la propisdsd 3,

Ahora veremos en qué forma los nimeros complejos
pueden considerarse como matrices reales de 2 x 2. Esta
id:autnmpfﬁt:lmente andloga a la de identificar los mime-
ros reales con algunos mimeros complejos. (Recordemos
que a cada nimero real a lo hemmpmﬁﬂcadn con el
nimero complejo (a, 1), y gue esta identificacion es compa-
tible con las operaciones.)

Ahora consideremos al conjunto € de los nidmeros com-
plejos como un subconjunto de M, identificando cada
ndmero complejo (a, #) con la matriz

G2

Expresado con mas precisién, establecemos una fum-
cion de € en M, asociando a cada mimero complejo (a, b) la
mairiz mencionads. Estafuncion es, evidentemente, Inyec-
tiva, }o gue permile pensar en (g, &) ¥ en

(7o)

camo un mismo objeto y escribir

wn=(572)

Esta identificacién de los nimeros complejos con matri-
ces es compatible con las operaciones de adicidn y multipli-

B3



caclon que hay, tanto en C como en M. En efecto,
| b
{a. b) .= (h‘ a )
c-d _
(e, d) N (d = )

a+¢ —{b+d)

(erebvd) - b+d a+ch
Suma como Suma comn’
complejos marices, -

en donde vemos que Jos resultados obienidos son iguales,
segin la identificacion que hemos hecho.

Lo mismo ocurre con la multiplicacidn:

G2)
(a, B)

{c. d) . if_i)

{a, b)(e, d) = (b _i) (d_ti-)

ac—bd  (ad + bc)
ad + be ac —bd

{ac = bd, ad + b =

Cuando se tiene una funcién de una estructura algebrai-
ca, can dos operaciones en M, gue sea compatible con las
operaciones, como en el caso de la identificacidn de com-

jos con matrices, s¢ dice se tiene una representacion
de dicha estructura por mc&m de matrices. Asi, la funcidn
de C en M que 1dem‘1fn:a cada numero mmplagu con la

Fespectiva s una m]:i'msmfﬂcmu de Iﬂ: miferos
ctmpléjos mediarite matrices reales de 2 %2,

ﬁ*
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