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Prefacio

El éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Es quizas,
la rama més poderosa e influyente de toda la Matematica. Influye en casi todas
las disciplinas cientificas, artisticas (en la Misica, en particular) y en la propia
Matematica de una manera fundamental. La Teoria de Grupos extrae lo esencial
de diversas situaciones donde aparece algin tipo de simetria o transformacion.
Dado un conjunto no vacio, definimos una operaciéon binaria en él tal que cumpla
ciertas axiomas, es decir, que posea una estructura (la estructura de grupo). El
concepto de estructura y los relacionados con éste, como el de isomorfismo,
juegan un papel decisivo en la Matematica actual.

La teoria general de las estructuras es una herramienta muy poderosa. Siem-
pre que alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axiomas de cierta
estructura, obtiene, de inmediato para sus objetos, todos los resultados validos
para esa teoria. Ya no tiene que comprobar cada uno de ellos particularmente.
Actualmente, podria decirse que las estructuras permiten clasificar las diversas
ramas de la Matematica (o inclusive los distintos objetos de la Musica (!)).

Este texto estd basado en el de “Teoria de Grupos: un primer curso” de
Emilio Lluis-Puebla publicado en esta misma serie. Contiene el material corres-
pondiente al curso sobre la materia que se imparte en la Facultad de Ciencias
de la Universidad Nacional Auténoma de México, aunado a material optativo
introductorio a un curso béasico de la Teoria Matematica de la Musica.

Este texto sigue el enfoque de los otros textos del Emilio Lluis-Puebla sobre
Algebra Lineal y Algebra Homolégica. En él se escogié una presentacién mo-
derna donde se introduce el lenguaje de diagramas conmutativos y propiedades
universales, tan requerido en la matematica actual asi como en la Fisica y en la
Ciencia de la Computacién, entre otras disciplinas.

La obra consta de cuatro capitulos. Cada seccién contiene una serie de prob-
lemas que se resuelven con creatividad utilizando el material expuesto, mismos
que constituyen una parte fundamental del texto. Tienen también como finalidad
la de permitirle al estudiante redactar matemética. A lo largo de los primeros
tres capitulos se incluyen ejemplos representativos (no numerados) de la apli-
caciones de la Teoria de Grupos a la Teoria de Matemdtica de la Musica, para
estudiantes que ya tienen conocimiento de la Teoria Musical.

En el capitulo 4 se exponen con detalle més aplicaciones de la Teoria de
Grupos a la Teoria Musical. Se explican algunos aspectos basicos de la Teoria
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v Prefacio

Matematica de la Musica y, en el proceso, se pretende dar elementos a lectores
de diversos antecedentes, tanto en la Matemaética como en la Mtsica. Por este
motivo, los ejemplos se siguen de algunos aspectos tedricos sobresalientes de los
capitulos previos; los aspectos y términos musicales son introducidos conforme
se van necesitando para que un lector sin formacién musical pueda entender la
esencia de como la Teoria de Grupos es empleada para explicar ciertas relaciones
musicales ya establecidas. Asimismo, para el lector con conocimiento de la Teoria
Musical, este capitulo provee elementos concretos, asi como motivacién, para
comenzar a comprender la Teoria de Grupos.

Finalmente, agregamos que hemos decidido incluir este texto dentro de las
Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matemética Mexicana con el dnimo
de predicar con el ejemplo y mostrar la confianza en este tipo de publicaciones.

Octavio A. Agustin-Aquino
Universidad Nacional Auténoma de México

Janine du Plessis
Georgia State University

Emilio Lluis-Puebla
Universidad Nacional Auténoma de México

Mariana Montiel
Georgia State University
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Introduccion

La Matematica existe desde que existe el ser humano. Practicamente to-
do ser humano es un matematico en algin sentido. Desde los que utilizan la
Matematica hasta los que la crean. También todos son hasta cierto punto fil6so-
fos de la Matematica. Efectivamente, todos los que miden, reconocen personas
o cosas, cuentan o dicen que “tan claro como que dos y dos son cuatro” son
matematicos o filésofos de la Mateméatica. Sin embargo, hay un nimero muy
reducido de personas que se dedican a crear, ensenar, cultivar o divulgar la
Matematica.

La Matemadtica es pilar y cimiento de nuestra civilizacion. Desde la primera
mitad del siglo XIX, debido al progreso en diversas ramas se le dio unidad
a la Ciencia Matemaética y justificaron el nombre en singular. Segin decia el
periodista y filélogo Arrigo Coen, mathema significa erudicién, manthdnein el
infinitivo de aprender, el radical mendh significa en pasivo, ciencia, saber. Luego,
es lo relativo al aprendizaje. Asi que en sentido implicito, Matematica significa:
“lo digno de ser aprendido”. También se dice que Matemadtica significa “ciencia
por excelencia”.

Sin embargo, de muy pocas personas podria decirse que poseen informa-
cién correcta y actualizada sobre alguna de sus ramas o subramas. Los ninos
y jovenes de nuestros dias pueden poseer una imagen bastante aproximada de
electrones, galaxias, agujeros negros, c6digo genético, etc. Sin embargo, dificil-
mente encontraran durante sus estudios, conceptos matematicos creados més
alld de la primera mitad del siglo XIX. Esto es debido a la naturaleza de los
conceptos de la Matematica.

Es muy comun la creencia de que un matemdtico es una persona que se
dedica a realizar enormes sumas de niimeros naturales durante todos los dias de
su vida. También, la gente supone que un matemaético sabe sumar y multiplicar
los niimeros naturales muy rédpidamente. Si pensamos un poco acerca de este
concepto que la mayoria tiene acerca de los matematicos, podriamos concluir
que no se requieren matematicos ya que una calculadora de bolsillo realiza este
trabajo.

También, cuando uno pregunta ;cudl es la diferencia entre un matemaético
y un contador? la consideran una pregunta equivalente a ;cudl es la diferen-
cia entre x y x? Es decir, suponen que hacen lo mismo. Si uno dice que un
matematico rara vez tiene que realizar sumas o multiplicaciones, les resulta in-
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creible. También les resulta increible el que los libros de Matematica rara vez
utilizan nimeros mayores que 10, exceptuando quizas los numeros de las péagi-
nas.

Durante muchos anos, a los nifios se les ha hecho énfasis en el aprendizaje
de las tablas de multiplicar, en el calculo de enormes sumas, restas, multipli-
caciones, divisiones y raices cuadradas a lapiz pero de niimeros muy pequenos
(para los ntimeros grandes, la mayorfa de las personas tiene poca idea de su
magnitud). Después, cuando jévenes, aquellos que sumaban y multiplicaban
polinomios eran considerados por sus companeros como genios poseedores de
un gran talento matematico y posteriormente a éstos, si tenian suerte, se les
ensefiaba a sumar y multiplicar niimeros complejos.

Pareciera ser, entonces, que el mateméatico es aquel ser que se pasa la vida
haciendo sumas y multiplicaciones (de niimeros pequetios), algo as{ como un
encargado de la caja de un negocio. Esta impresién subsiste en una gran mayoria
de las personas. Nada maés lejos de esto. Los matematicos no son los que calculan
o hacen cuentas sino los que inventan céomo calcular o hacer cuentas. Hacer
Matematica es imaginar, crear, razonar.

Para contar fue necesario representar los nimeros de alguna forma, por ejem-
plo, los dedos de la mano. Después, el dbaco constituyé un paso todavia ligado
a contar con los dedos, el cual todavia se utiliza en algunas partes del plane-
ta. Posteriormente la maquina aritmética de Pascal inventada en 1642 permitia
efectuar sumas y restas mediante un sistema muy ingenioso de engranes. En la
actualidad, las calculadoras de bolsillo permiten realizar, en segundos, calculos
que antes podrian haber llevado anos enteros y también le permitieron a uno
deshacerse de las famosas tablas de logaritmos y de la regla de céalculo.

Sin embargo, en general, los alumnos de cualquier carrera y los egresados de
ellas a los cuales se les pregunta, -;qué es la suma? o mejor dicho, jqué es la
adicién?- simplemente encogen los hombros, a pesar de que han pasado mas de
doce anos sumando y de que la suma es un concepto muy primitivo. También
suele suceder que cuando un nino o un joven o un adulto profesionista se enfrenta
a un problema, no sabe si debe sumar, restar, multiplicar o llorar.

El concepto de operacion binaria o ley de composicién es uno de los mas
antiguos de la Matematica y se remonta a los antiguos egipcios y babilonios
quienes ya poseian métodos para calcular sumas y multiplicaciones de ntimeros
naturales positivos y de nimeros racionales positivos (téngase en cuenta que no
posefan el sistema de numeracién que nosotros usamos). Sin embargo, al paso del
tiempo, los matematicos se dieron cuenta que lo importante no eran las tablas
de sumar o multiplicar de ciertos “numeros” sino el conjunto y su operacion
binaria definida en él. Esto, junto con ciertas propiedades que satisfacian dieron
lugar al concepto fundamental llamado grupo.

Histéricamente, el concepto de operacién binaria o ley de composicién fue
extendido de dos maneras donde solamente se tiene una resemblanza con los
casos numéricos de los babilonios y los egipcios. La primera fue por Gauss,
al estudiar formas cuadraticas con coeficientes enteros, donde vio que la ley
de composicién era compatible con ciertas clases de equivalencia. La segunda
culminé con el concepto de grupo en la Teorfa de Sustituciones, (mediante el
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desarrollo de las ideas de Lagrange, Vandermonde y Gauss en la solucién de
ecuaciones algebraicas). Sin embargo, éstas ideas permanecieron superficiales,
siendo Galois el verdadero iniciador de la Teoria de Grupos al reducir el estudio
de las ecuaciones algebraicas al de grupos de permutaciones asociados a ellas.

Fueron los matemaéticos ingleses de la primera mitad del siglo XIX los que
aislaron el concepto de ley de composicién y ampliaron el campo del Algebra
aplicdndola a la Légica (Boole), a vectores y cuaternios (Hamilton), y a ma-
trices (Cayley). Para finales del siglo XIX, el Algebra se orient6 al estudio de
las estructuras algebraicas dejando atras el interés por las aplicaciones de las
soluciones de ecuaciones numéricas. Esta orientacién dio lugar a tres principales
corrientes:

(i) la Teoria de Nimeros que surgié de los matemadticos alemanes Dirichlet,
Kummer, Kronecker, Dedekind y Hilbert, basados en los estudios de Gauss. El
concepto de campo fue fundamental.

(ii) la creacién del Algebra Lineal en Inglaterra por Sylvester, Clifford; en
Estados Unidos por Pierce, Dickson, Wedderburn; y en Alemania y Francia por
Weirstrass, Dedekind, Frobenius, Molien, Laguerre, Cartan.

(iii) la Teorfa de Grupos que al principio se concentré en el estudio de gru-
pos de permutaciones. Fue Jordan quien desarrollé en gran forma el trabajo de
Galois, Serret y otros de sus predecesores. El introdujo el concepto de homo-
morfismo y fue el primero en estudiar grupos infinitos. Mas tarde, Lie, Klein
y Poincaré desarrollaron este estudio considerablemente. Finalmente se hizo
patente que la idea fundamental y esencial de grupo era su ley de composicién
u operacién binaria y no la naturaleza de sus objetos.

FEl éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Bas-
ta nombrar su influencia en casi toda la Matematica y otras disciplinas del
conocimiento. Los ejemplos escritos en 1.1 podrian dejar perplejo al no ilustrado
en Matematica con un pensamiento acerca de los pasatiempos que los matemati-
cos inventan combinando “numeros” de una manera perversa. Sin embargo,
ah{ hemos considerado ejemplos vitales para la Teorfa de los Ndmeros (se po-
drfa reemplazar el ntimero 3 por cualquier ndmero natural n (si n = 12 obtene-
mos los nimeros de los relojes) o por un nidmero primo p obteniendo conceptos
y resultados importantes), para la propia Teoria de Grupos (grupo diédrico y
simétrico) o para la Miisica, en lo que respecta a la escala cromética. Al observar
esto, lo que realmente se ha hecho en la Teoria de Grupos, es extraer lo esencial
de ellos, a saber, dado un conjunto no vacio, definimos una operacién binaria
en él, tal que cumpla ciertas axiomas, postulados o propiedades, es decir, que
posea una estructura, (la estructura de grupo). Existen varios conceptos ligados
al de estructura, uno de los més importantes es el de isomorfismo.

El concepto de estructura y de los relacionados con éste, como el de isomor-
fismo, juegan un papel decisivo en la Matematica actual. Las teorias generales
de las estructuras importantes son herramientas muy poderosas. Siempre que
alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axiomas de cierta estruc-
tura, obtiene, de inmediato, todos los resultados validos para esa teoria en sus
objetos. Ya no tiene que comprobar cada uno de ellos particularmente. Un uso
actual en la Matematica, de las estructuras y los isomorfismos, es el de clasificar
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las diversas ramas de ella (no es importante la naturaleza de los objetos pero
si lo es el de sus relaciones).

En la Edad Media la clasificacién en ramas de la Matematica estaba dada
por la de Aritmética, Musica, Geometria y Astronomia las que constituyeron el
Cuadrivium. Después y hasta la mitad del siglo XIX, las ramas de la Matematica
se distingufan por los objetos que estudiaban, por ejemplo, Aritmética, Alge—
bra, Geometria Analitica, Analisis, todas con algunas subdivisiones. Algo asi co-
mo si dijéramos que puesto que los murciélagos y las aguilas vuelan entonces
pertenecen a las aves. Lo que se nos presenta ahora es el ver mas alld y extraer
de las apariencias las estructuras subyacentes. Actualmente existen 63 ramas
de la Matemética con mas de 5000 subclasificaciones. Entre ellas se encuen-
tran la Topologia Algebraica (estructuras mixtas), el Algebra Homolégica (la
purificacién de la interaccién entre el Algebra y la Topologia, creada en los anos
cincuenta del siglo pasado), y la K-Teor{a Algebraica (una de las méds recientes
ramas, creada en los anos setenta del siglo pasado).

Laidea de una conexién entre la Matematica y la Miisica ha tenido aceptacién
a lo largo de la historia y el alcance de esa conexién ha sido ampliado significa-
tivamente desde que fue hecha explicita, por primera vez, por Pitdgoras de
Samos. El capitulo 4 presentard una faceta del desarrollo moderno de la Teoria
Matematica de la Musica, basada en su naturaleza transformacional. En este
aspecto, la Teoria de Grupos desempena un papel protagénico.

Los fundamentos de esta aplicacion pueden ser atribuidos, en particular, a
David Lewin, quien desarrollé la Teoria Transformacional, y dio lugar a una
nueva forma de teoria musical, disenada para analizar la misica moderna. Esta
nueva teoria se conoce como la Teoria Neo-Riemanniana.

La Teoria Neo-Riemanniana esta inspirada en la obra del teérico aleman de
la musica Hugo Riemann, quien contribuy6 mucho a los esfuerzos de establecer
relaciones entre tonos e intervalos. La necesidad de este cambio surgié de los
cambios industriales, politicos y sociales que ocurrian a lo largo del siglo XIX.
Era inevitable que hubiera un efecto importante sobre la miusica de ese tiempo,
y estos cambios frecuentemente eran expresados por medio de modulaciones
audaces, progresiones innovadoras de acordes, disonancias y resoluciones y, en
general, mucho menos preparacién para los cambios abruptos en la Mtsica. Estas
radicales transformaciones dieron lugar, en la Musica, al posromanticismo vy,
finalmente, a la atonalidad. Naturalmente, la teoria tonal de la Misica no podia
seguir cumpliendo con su responsabilidad y nuevas herramientas tenian que ser
construidas para poder analizar y explicar esta musica en evolucién; asi nacié la
teoria Riemanniana.

Mientras que Riemann estaba interesado, primordialmente, en sustituir el
sistema de etiquetar los acordes y eventos musicales en boga, Lewin vio la po-
tencialidad de estas etiquetas para describir el movimiento entre estos eventos
musicales. El trabajo de Lewin toma forma en su contribucién extensiva a la
definicién de las operaciones que describen el movimiento musical (eso es, la
Teoria Transformacional) y, yendo ain mas lejos, aplica la Teoria de Grupos a
la Musica. Estos conjuntos de transformaciones no sélo forman grupos, sino que
son isomorfos entre si y al grupo diedral. Es més, satisfacen varias propiedades
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que nos permiten concluir que existe una dualidad.

Algunos piensan que la Matematica es un juego simple que sola y friamente
interesa al intelecto. Esto seria el olvidar, afirma Poincaré, la sensacién de la
belleza matematica, de la armonia de los nimeros y las formas, asi como de la
elegancia geométrica. Esta es ciertamente una sensacién de placer estético que
todo verdadero matemaético ha sentido y por supuesto que pertenece al campo de
la emocién sensible. La belleza y la elegancia matematica consisten de todos los
elementos dispuestos armoénicamente tales que nuestra mente pueda abarcarlos
totalmente sin esfuerzo y a la vez mantener sus detalles.

Esta armonia, contintia Poincaré, es, de inmediato, una satisfaccién de nues-
tras necesidades estéticas y una ayuda para la mente que sostiene y guia. Y al
mismo tiempo, al poner bajo nuestra visién un todo bien ordenado, nos hace
entrever una ley o verdad matemadtica. Esta es la sensibilidad estética que jue-
ga un papel de filtro delicado, la cual explica suficientemente el porqué el que
carece de ella nunca serd un verdadero creador, concluye Poincaré.

Para los autores de este texto, la Matematica es una de las Bellas Artes, la
mas pura de ellas, que tiene el don de ser la més precisa y la precisién de las
Ciencias.
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Capitulo 1

1.1. Operaciones Binarias

En esta seccién presentaremos uno de los conceptos mas antiguos de la
Matemaética, la operacién binaria o ley de composicion. También veremos qué tan
ciertos son unos “dichos populares” como son los de “tan claro como que dos y
dos son cuatro” y “el orden de los factores no altera el producto”.

Recordemos algunos conceptos elementales.
Primero, recuerde el conjunto de los niimeros enteros

Z={.—-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

Segundo, preguntese: -;cé6mo se relacionan dos conjuntos “adecuadamente”?
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Diremos que f : A — B es una funcién
de A en B si a cada elemento de A le asociamos un elemento tnico de B.

Por ejemplo, si A = {a,b,c} y B = {p,q,r, s} entonces f: A — B dada por
la siguiente asociacién

a — p
— q

cC +—— T

es una funcién, mientras que la asociacion

—
—
—
—

o oV 2
TR QR

no es una funcién, puesto que a un objeto de A no se le asocia un tinico elemento
de B, (a a se le asocian p y ¢). Los conjuntos A y B se llaman dominio y
codominio, respectivamente, de la funcion f.

7
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El subconjunto del codominio que consiste de los elementos que son asociados
a los del dominio se llama imagen de f. Asi, en la funcién anterior, la imagen
de f es el conjunto {p,q,r}; el elemento s de B no estd en la imagen de f, es
decir, no es imagen de ningun elemento de A bajo f.
Utilizamos la siguiente notacién para denotar las imagenes de los elementos
de A bajo f:
f: A — B

a — fla)=p
b o+ f(b)=g¢
c — flg=r

Tercero: considere el producto cartesiano de un conjunto A que se denota
A x Ay que consiste de todas las parejas ordenadas de elementos de A, es decir

Ax A={(a,b)la,be A}

Ahora ya podemos definir el importantisimo concepto de operacién binaria o
ley de composicién. Sea G un conjunto no vacio. Una operacién binaria o ley
de composicién en G es una funcién f : G x G — G donde (x,y) — f(z,y).

Como es obvio, podemos denotar una funcién con cualquier simbolo, por
ejemplo f,g,h, ¢, A, &, Q, x,®,*, etc. Asi, en Z podemos tener una operacién
binaria

f: Zx7Z — Z
(y) — flz,y)

y por abuso o conveniencia de notacién denotamos f(z,y) como x fy. Por ejem-
plo, (3,2) — f(3,2) = 3f2.

Si la operacién binaria f la denotamos simplemente como + (la suma usual
en 7Z) entonces (3,2) — +(3,2) = 342 que es igual a 5. Si la operacién binaria f
la denotamos como - (la multiplicacién usual en Z), entonces (3,2) — +(3,2) =
3-2 que es igual a 6. Observe que una operacién binaria se define en un conjunto
no vacio G.

1.1 Ejemplo. Definamos un conjunto de la siguiente manera: considere tres
cajas y reparta los nimeros enteros en cada una de ellas de una manera ordenada
como sigue:

—6 | -5 | —4
-3 -2 -1
0 1 2
3 5
6 7 8
9 10 | 11
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Las cajas las denotaremos asi: [0] por contener al cero, (o bien 0 + 3Z, es
decir, los multiplos de 3), [1] por contener al uno (o bien 1 + 3Z, es decir, los
multiplos de 3 mas 1), y caja [2] por contener al dos (o bien 2 4 37Z, es decir,
los multiplos de 3 mas 2). Asignémosle a la caja [0] el nimero 0, porque sus
elementos dan residuo 0 al dividirlos entre 3; andlogamente asignémosle a la caja
[1] el nimero 1 y a la caja [2] el ntimero 2, pues sus elementos dan residuo 1y 2
respectivamente, al dividirlos entre 3. Consideremos el conjunto Zs = {0, 1,2}
llamado juego completo de residuos mdédulo 3, pues al dividir cualquier
entero entre 3 da residuos 0,1 6 2. Definamos en él una operacién binaria que
podriamos denotar con f,g,h, ¢, A, &, O, X, ®, *, etc; escojamos +. Asi

con

Escribamos su tabla de sumar:

Veamos otro

1.2 Ejemplo. Consideremos el juego completo de residuos médulo 5, es decir,
los posibles residuos que se obtienen al dividir cualquier niimero entero entre 5,
el cual denotaremos con Zs = {0,1,2,3,4}. Dibuje usted las cajas. Definamos
una operacion binaria en Zs

<2l X Ly — Zs
de la siguiente manera:
(2,2)— -(2,2) =22=4
(2,1)—-(2,1)=21=2
(2,3)— +(2,3)=23=1
(3,4)— -(3,4) =34=2
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Figura 1.1: La escala cromaética.
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Figura 1.2: Las escalas de C mayor (izquierda) y de F mayor (derecha).

Ejemplo. En la Teoria Matemaética de la Miusica es muy util intepretar a la
escala cromaética equitemperada (figura 1.1) como el grupo Zj2, con las asocia-
ciones

C—0,Cf—1,D+— 2D — 3,
E—4F—5Fi—6G—7T,
Gf— 8,A— 9 Af — 10,B — 11,

si nos interesa la altura de un tono! sin tomar en cuenta la octava? en la que se
encuentra.

De esta manera, es facil transponer melodias, escalas o acordes. Por ejem-
plo, la escala de C mayor {C,D,E,F,G,A,B} = {0,2,4,5,7,9,11} se puede
transponer a la de F mayor (figura 1.2) sumando 5 a cada nota. De manera
explicita, tenemos que

{04+5,245,4455+57+59+5,11+5}
=1{5,7,9,10,0,2,4} = {F,G,A, Af,C,D,E}.

Es comun oir el dicho “tan cierto como que dos y dos son cuatro” . Sin
embargo, como hemos visto en los ejemplos anteriores 2 +2 = 1, 24+ 1 = 0,
2.3 = 1, 34 = 2, etc. y claramente 2 + 2 # 4. En los ejemplos anteriores
hemos considerado los conjuntos Zs y Zs a los cuales le hemos definido una
“suma” u operacién binaria. La suma usual en los niimeros naturales y enteros
es una operacion binaria, lo mismo que la multiplicacién definida en ellos. Estas

LE] tono es la percepcién que se tiene de la frecuencia de un sonido. En la Miisica se eligen
algunos tonos fijos para realizar las composiciones, como es el caso de los que conforman la
escala cromética equitemperada. Véase el capitulo 4, seccién 1.

2Una octava es la distancia (o intervalo) que se percibe entre un tono y otro con el doble
(o la mitad) de su frecuencia. Véase el capitulo 4, seccién 1.
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son las operaciones binarias consideradas en el dicho. En los primeros anos de
escuela se pone un énfasis especial en uno de los muchos algoritmos para sumar
y multiplicar nimeros naturales (i.e. en el procedimiento o manera de sumarlos
y multiplicarlos). Después de varios afios se pone un especial énfasis en sumar y
multiplicar niimeros enteros y en multiplicar y dividir polinomios. En general,
cuando se “suma” hay que especificar siempre el conjunto en el cual se define
la operacién binaria.

También es comun oir el dicho “el orden de los factores no altera el produc-
to”. ;Sera esto siempre cierto?

1.3 Ejemplo. Consideremos el conjunto Az de los movimientos rigidos de un
tridngulo equildtero con vértices A, B, C, es decir, las rotaciones sobre el bari-
centro de 0°, 120° y 240° y las reflexiones sobre las medianas. Denotemos éstos
movimientos rigidos de la siguiente manera:

0 = [ABC/ABC),1 = [ABC/BCA],2 = [ABC/CAB]

3 = [ABC/ACB],4 = [ABC/CBA],5 = [ABC/BAC)

Los elementos 0,1 y 2 corresponden a las rotaciones. Los elementos 3,4 y 5
corresponden a las reflexiones. Definamos una operacion binaria o en As:

o Ag X A3—>A3

(z,y)= o (z,y) =xoy

Calculemos:
[ABC/BCA] o [ABC/BCA|] = [ABC/CAB]
esto es
(17 1)—>o(1, 1) =1lol =2.
[ABC’/CAB] o [ABC/ACB] = [ABC/BAC]
esto es
(2,3)—0(2,3) =203 =5.
[ABC/ACB] o [ABC/CAB] = [ABC/CBA]
esto es

(3,2)—0(3,2) =302 =4.

Observe que
203#302.

Ahorasi, j(24+2=4y203=3027

El concepto de operacion binaria o ley de composicién es uno de los mas
antiguos de la Matematica y se remonta a los antiguos egipcios y babilonios
quienes ya posefan métodos para calcular sumas y multiplicaciones de nimeros
naturales positivos y de niimeros racionales positivos (téngase en cuenta que no
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posefan el sistema de numeracién que nosotros usamos). Sin embargo, al paso del
tiempo, los matematicos se dieron cuenta que lo importante no eran las tablas
de sumar o multiplicar de ciertos “ntimeros” sino el conjunto y su operacién
binaria definida en él. Esto, junto con ciertas propiedades que satisfacian dieron
lugar al concepto fundamental llamado grupo.

Es asi que, de manera informal que posteriormente precisaremos, diremos
que un grupo es un conjunto no vacio G junto con una operacién binaria f :
G x G — G, denotado (G, f) la cual cumple con ser asociativa, poseer elemento
de identidad e inversos. La imagen de (z, y) en G la denotamos (x,y) — f(z,y).
Por abuso o conveniencia de notacién denotamos f(x,y) como zfy y se llama
composicion de z y y.

Es facil comprobar (ver los Problemas abajo) que los conjuntos Zs, Zs y A
con su operacion binaria respectiva, poseen la estructura de grupo. Como se
puede ver en el caso de (As, o), el concepto de grupo esta estrechamente ligado
con el concepto de simetria. Los ejemplos anteriores muestran algunos conjuntos
que poseen una estructura de grupo y lo variantes estos pueden ser.

Podemos definir funciones f : G — G, g: G2 =GxG — G, h: GxGxG —
G o bien j: G" = G x ... x G — G dando asi lugar a operaciones unarias,
binarias, ternarias o n-arias. La operacién nula es una funcién i : {e} — G.

Una estructura algebraica o sistema algebraico es un conjunto C' junto
con una o mas operaciones n arias definidas en C' las cuales podrian satisfacer
ciertas axiomas o propiedades. En la siguiente seccién definiremos algunas.

1.4 Definicién. Considere H un subconjunto de un grupo (G, o). Diremos que
H es estable o cerrado con respecto a la operacién binaria o si x oy € H,
para cualesquiera elementos x,y € H. Obsérvese que la restriccién de o a un
subconjunto estable o cerrado H proporciona una operaciéon binaria para H
llamada operacién binaria inducida.

Problemas

1.1 Haga una tabla que represente la multiplicacién de todos los elementos de
Zs.

1.2 Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos de Zs.

1.3 Construya una tabla que represente la multiplicacién de todos los elementos
de Z5 .

1.4 Compruebe que Az con la operacién binaria definida en el Ejemplo 1.3 es
un grupo.
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1.5 Sea X3 el conjunto de las permutaciones de 1,2,3. Calcule el nimero de
elementos de Y3. Defina una operacién binaria en Y3 y construya su tabla.

1.6 Sea X, el conjunto de las permutaciones de un conjunto con n elementos.
Calcule el nimero de elementos de X,,.

1.7 Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos de Zg
y compérela con las tablas de X3 y Az. Observe que las tablas de X3 y Az son
la misma salvo por el orden y el nombre de los elementos. Compruebe que éstos
dos ultimos son grupos y establezca una funcién biyectiva entre sus elementos.
Observe que la tabla de Zg le permite comprobar que es un grupo, pero que su
tabla es totalmente diferente a las otras dos.

1.2. Estructuras Algebraicas

En esta seccién definiremos varias estructuras algebraicas algunas de las
cuales ya han sido implicitamente estudiadas. Tiene como finalidad la de pre-
sentar un breve panorama de algunas de las estructuras algebraicas (no el
del estudio propio de la categoria de grupos) y as{ situar al lector en una mejor
posicién para comprender los objetos de estudio de la Teoria de Grupos. Supon-
dremos que el lector ya conoce los fundamentos del Algebra Lineal como en [L12]
y utilizaremos la notacién que ahi se expone.

Sea (V,+, 1) un espacio vectorial sobre un campo K tal como se defini6 en
Algebra Lineal. Si quitamos la multiplicacién escalar p nos quedaremos con un
conjunto con una operaciéon binaria + que cumple las cuatro axiomas usuales.
Entonces diremos que (V, +) es un grupo conmutativo bajo +. Formalmente,
con esta notacién y en este contexto (en la préxima seccién daremos otra
versién de la definicién de grupo més general) repetimos, para ligarla con el
estudio de espacios vectoriales, la definicién de grupo introducida en la seccién
anterior:

2.1 Definicién. Un grupo es una pareja (G, +) donde G es un conjunto no
vacio y

+:GxG—G

es una operacién binaria
(u,v) — +(u,v)

donde, por conveniencia o abuso de notacién se escribe
+(u,v) =u+v

tal que

(i) +(+(u,v),w) = +(u, +(v,w)), es decir, (u +v) + w=u+ (v+ w)

(ii) existe un elemento O € G, llamado elemento de identidad, tal que
+(v,0)=v+0=vw
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(iii) para cada v € G existe un elemento, llamado inverso, denotado con
—uv, tal que +(v,—v) = v+ (—v) = O.

Diremos que el grupo es conmutativo si ademés satisface
(iv) +(u,v) = +(v,u) es decir, u + v = v + u.

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto E con una operacién
binaria + sin que cumpla alguna condicién, decimos que (E,+) es un magma
(o grupoide).

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto .S con una operacién
binaria + que cumpla (i) diremos que (S, +) es un semigrupo.

También, si en la definicién 2.1 consideramos un conjunto M con una op-
eracién binaria + que cumpla (i) y (ii) diremos que (M, +) es un monoide.

2.2 Ejemplo. El conjunto N de los nimeros naturales con la suma usual es un
semigrupo pero no un monoide pues no tiene elemento de identidad. (Z,+) y
(Zy,,+) (con n € N) son monoides conmutativos bajo la “suma” y (N,-), (Z,)y
(Z,,-) son monoides “multiplicativos”.

2.3 Ejemplo. El lector podrd comprobar que (Z,+), (nZ,+), n € Z, (Q,+),
(Q* =Q- {O}u ')a (R7+)v (R* =R-— {0}7 ')7 (C7+)7 (C* =C- {0}7 ')7 (Zn>+)7
(Az,0), (X3,0), (X,,0), (M, K,+), donde M,, K denota las matrices cuadradas
de n xn con coeficientes en un campo K, (GL,K,+)y (GL,K,-), donde GL, K
denota las matrices cuadradas invertibles de n x n (n € N) con coeficientes en
un campo K, son grupos (con las operaciones binarias usuales en cada uno de
ellos).

Ejemplo. Es frecuente que los compositores tomen un tema y le apliquen dife-
rentes simetrias para darle variedad a una creacién musical.

Tres procedimientos comunes son la inversién (I;) respecto al tono s, la
retrogradacion (R) y la retrogradacién con inversién (RI,). Para fijar
ideas, definamos provisionalmente un n-motivo como una sucesién {z;} ; con
x; € Z12 para todo i (teniendo en cuenta la identificacién que vimos en la seccién
anterior). Denotemos con 7 (n) al conjunto de todos los n-motivos. Definimos
las funciones inversién, la retrogradacion y la retrogradacion con inversion segin

I, : T(n)— T(n),
{ziticn = {yi = 25 — 2}y,

R:T(n)—T(n),

{witicy = {yi = Tn—ig1}iz1s



1.2 Estructuras Algebraicas 15

RIS . T(n) — T(n)’
{zitics = {yi = 25 — 2t }ing.

n
i=1

Sea s un tono fijo en la escala equitemperada y {z; € 7 (n). Vemos que

Iso I({zi}iny) = Ls(yi = {2s — zi}iy)
={wi =2s — (25 —2i) iy
={w; =2s — 25+ x;}1q

={wi =z} = {7}y,

es decir, I o Iy = id7 (). También

RoR({wi}i—1) = R({yi = Tn—it+1}i1)
={w; = Yn—ir1}i=1
={w; = Tp_(n—ir1)11) bzt
= {wi = Tn_nti—141}im

={w; = z:}io = {7}y

lo que indica que R o R = id7 (). Por dltimo

Iso R({zi}i1) = Is({yi = Tp—iv1}iz1)
={w; =25 —yi}iq
= {wi =25 — xn—i-i—l}:‘l:l = IRS
={wi = Yn—ir1}tim1
=R({yi = 2s —xi}j_y) = Ro L({zi}iy)
de donde se concluye que
I,oR=IR,=Rol,,

y que también implica que

IRs0IR;, =(Roly)o(IsoR)

Lo anterior quiere decir que la composicién de funciones restringida al sub-
conjunto

STS = {Isa R) IRsvldT(n)}
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Figura 1.3: Motivo con simetrias.

del conjunto de transformaciones de 7 (n) en s{ mismo es cerrada. Como de suyo
la composicién es asociativa, tenemos que (S7 g, 0) es un grupo, cuya identidad
es idz () y los inversos de I, R e IR, son ellos mismos.

Por ejemplo, tomemos el 5-motivo

{.1‘1:Azg,l‘g:G:7,$3:F:5,I4=E:4,$5:G:7}

que aparece en el compas 29 de la Fuga 6 en D menor del primer libro del “Das
Wohltemperierte Klavier” de J. S. Bach. Si lo invertimos respecto al tono G =7
(recordando que 2 -7 = 14 = 2), obtenemos

{y1:2—$1:5ay2=2—1‘2:7a
ys=2—23=9,u=2—-24=10,ys =2 — 5 =T}

que es
{y1 =F,y2 = G,ys = A, ys = Bb,ys = G};

y se encuentra en el compés 33.

Si lo retrogradamos, resulta el motivo {y1 = G,y2 = E,y3 =F, 54 = G, y5 =
A} (pues es simplemente ver al original de adelante hacia atrds) que aparece
entre el compds 7 y 8. Si le aplicamos una retrogradacién con inversién tenemos
{11 = G,y2 = Bb,y3 = A, ys = G, y5 = F}. Una transposicién de este dltimo se
aprecia en el compas 36 de la obra.

Las transformaciones del motivo se pueden ver en la figura 1.3, donde a) es
el motivo original, b) es su inversién respecto a G, ¢) es su retrogradacién y d) es
su retrogradacion con inversién respecto a G. Una presentacién mas geométrica
de las transformaciones del motivo de Bach se ve en la figura 1.4.

Recordemos que podemos denotar la operaciéon binaria en un conjunto con
cualquier simbolo, por ejemplo, +, %, 0,0, x,0, e, A, etc.lo cual haremos en ade-
lante. Diremos que el orden de un grupo (G, -) es el nimero de elementos del
conjunto G y lo denotaremos con o(G) o bien con |G| indistintamente. Asi,
varias formas de escribir esto son: (Z,,+) tiene orden n, o(As, o) = 6, |¥3| =6,
o(X,) = nl. Si |G| es infinito (finito) diremos que G es infinito (finito). Asi, Z
es (constituye un grupo) infinito (bajo la suma usual).
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Figura 1.4: Representacién geométrica de las simetrias.

Para relacionar dos grupos es necesario definir una funcién que preserve la
estructura de grupo.

2.4 Definicién. Sean (G, o) y (G', %) dos grupos. Un homomorfismo de gru-
pos es una funcién f: G — G’ tal que f(uov) = f(u)* f(v).

Ejemplo. Consideremos el conjunto de funciones
T:{et Itezlg}
donde definimos

t
e : Ly — Lo,

ar— a-+t.

Entonces (T,0) es un grupo, donde o es la composicién de funciones. Este
grupo es isomorfo a (Z12,+), bajo el isomorfismo

¢ Zyg — T,

x — e’
Efectivamente,

Pz +y) =e" =e"oe’ = (z) 0 Py);
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dejamos al lector demostrar que ¢ es biyectiva y que su inversa también es un
homomorfismo.

Desde el punto de vista musical, T es el grupo de todas las transposiciones, y
esto demuestra que es isomorfo a la escala cromatica equitemperada. Para mas
detalles sobre las transposiciones, véase el capitulo 4, seccién 4.2.

Ahora, recordemos la definicién de accién y definamos el concepto de grupo
con operadores:

2.5 Definicién. Sean Q2 y A dos conjuntos. Una accién de 2 en A es una
funcién de 2 x A en el conjunto A.

2.6 Definicién. Sea 2 un conjunto. Un grupo (G, -) junto con una accién de €2
en (G,")
0:Ox G — G,
(o, ) —  ola,r) =aox =1x%
que sea distributiva con respecto a la ley de composicién de (G,-) se llama
grupo con operadores en ).

Ejemplo. Sea GL(Z12) = {1,5,7,11} C Z15 (los elementos de Z15 con inverso
multiplicativo). Si G = (Z12,+), entonces definiendo la accién

o GL(Z]_Q) X Z12 i Zlg

(u,x) — uzx
tenemos que Zi2 es un grupo con operadores en GL(Zi2). Efectivamente
o(u,x +y) = u(x +y) = ur +uy = o(u, ) + o(u, y).

El conjunto de operadores es, de hecho, un grupo bajo la multiplicacién en
Z12. Recordemos que Z12 puede interpretarse como la escala temperada médulo
octavas, asi que estos operadores tienen mucha importancia porque sirven para
clasificar acordes, escalas o motivos considerando equivalentes a aquellos que
se transforman de acuerdo a GL(Z12), y esto tiene un significado musical. Por
ejemplo, si 11 € GL(Z13) actia en Zjo invierte los tonos, una operacién muy
utilizada en el contrapunto y la manipulaciéon de motivos.

La ley distributiva puede expresarse como

(o3

(29)® = 2%y
- (o, 29) — o(a,7) = a0 (zy) = (@ 0 z)(a 0 y).

2.7 Observacién. En un grupo G con operadores en 2, cada elemento de 2
(lamado operador) define un endomorfismo (i.e.un homomorfismo de G —
@) del grupo G. Consideremos 2 = Z y para z € G, n € Z definamos

0:ZxG — G,

(n,x) — nox ="
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Si G es abeliano, tenemos que

n(zy) = (zy)" = z"y" = (nz)(ny).
Luego, todo grupo abeliano G puede verse como un grupo con operadores
en Z.

2.8 Definicién. Un anillo es una terna (A, +,-) donde A es un conjunto, + y
- son operaciones binarias tales que

(i) (A, +) es un grupo conmutativo,

(ii) (A,-) es un semigrupo,

(iil) u(v + w) = wv + vw y (u+ v)w = vw + vw.

El lector podréd comprobar que (Z,+, ), (Zn,+,),(Q,+,-), (R,+,-),
(MnKv +7 ')7 (Ka +7 ),(K[J?], +7 ')7 ( a+7 ) son anillos.

Si un anillo (A, 4+, -) satisface
(iv) (A,+) es un semigrupo conmutativo, entonces (A, +, ) se llamard anillo
conmutativo.

Si (A, -) es un monoide, diremos que (A, +, ) es un anillo con identidad o
con uno.

Recuerde que si el producto de dos elementos distintos de cero de un anillo
A es el elemento cero del anillo, entonces esos dos elementos se dice que son
divisores de cero. Si el anillo (A, +,-) con 1 # 0 no posee divisores de cero, se
llamard dominio entero. Si un dominio entero posee un inverso multiplicativo
para cada elemento no nulo, se dice que es un anillo con divisién.

Finalmente, un campo es un anillo conmutativo con division.

,Cémo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la es-
tructura de anillos. Si (A, o, *) y (A’,+,) son anillos, un homomorfismo de
anillos es una funcién que es un homomorfismo del grupo conmutativo de A en
el grupo conmutativo de A’ y que también es un homomorfismo del semigrupo
de A en el semigrupo de A’, es decir,

fluov) = f(u)+ f(v) y fluxv) = f(u)- f(v).

Si en la definicién de espacio vectorial consideramos un anillo (A, +,-) con-
mutativo con 1 en lugar de un campo K, obtendremos una estructura alge-
braica llamada A-mdédulo (izquierdo). Entonces, como caso particular de los
A-moédulos estan los K-mdodulos, i.e. los espacios vectoriales sobre un campo K.

Muchos de los resultados para los espacios vectoriales son validos para los
A-moédulos, basta tomar K = A un anillo conmutativo con 1. En particular,
relacionamos dos A-médulos mediante un homomorfismo de A-mdédulos.
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Los A-mddulos son generalizaciones de los conceptos de grupo conmutativo y
de espacio vectorial, y son los objetos de estudio del Algebra Homoldgica (véase
[L11]). Imitando a los espacios vectoriales, si un A-médulo posee una base, lo
llamaremos A-mddulo libre. No todo A-mddulo posee base, es decir, no todo
A-mdédulo es libre, pero todo espacio vectorial o K-mddulo es libre, es decir,
si posee una base. Diremos que un A-moédulo es proyectivo si es sumando
directo de un libre y que es finitamente generado si posee un conjunto finito
de generadores.

Ejemplo. El producto cartesiano Z = Z15 X Z15 puede verse como el conjunto de
todos los intervalos de contrapunto equitemperados: la primera componente
representa el tono “base” del intervalo y la segunda su “longitud”. Por ejemplo,
el par (0,0) representarfa al unisono (u octava, no habria diferencia) con tono
base C, mientras que el par (2,7) representaria una quinta ascendente sobre D
(o también una cuarta descendente sobre D)3.

En este conjunto podemos definir una suma

+:Ix7T—-T1T,
((a,b),(c,d)) — (a+ ¢, b+ d).

y una multiplicacién por escalar

LM Zlg x T — 1-7
(k. (e, d)) > (ke, kd).

que lo convierte en un Zis-moédulo. Estas operaciones tienen significado musi-
coldgico. Por ejemplo, la multiplicacién por el escalar —1 = 11 € Z5 equivale a
invertir los intervalos y reflejar el punto base con respecto al tono C. Sumar (¢, 0)
a cualquier elemento de la forma (a,b) equivale a transponer al tono base a en
¢ unidades y pero preservando la distancia del intervalo. Tales procedimientos
son comunes en el contrapunto.

Un 4lgebra sobre A (A un anillo conmutativo con uno) es un conjunto A que
simultdneamente es un anillo y un A-médulo. Es decir, un algebra (A, +, u, )
es un A-mdédulo con otra operacién binaria, llamada multiplicacién con una
condicion extra que hace compatibles las operaciones binarias y multiplicacion
escalar, la cual es la siguiente:

Au+ Nv)w = AMuw) + N (vw)

w(Au + Nv) = AMwu) + M (wv)  para A, N € Aju,v,w € A

En particular se tiene que (Au)v = A(uv) = u(Av) y por lo tanto Auv es
un elemento bien definido de A. Dejamos al lector proporcionar la definicién de
homomorfismo de algebras asi como percatarse de varios ejemplos de dlgebras
ya conocidos introducidos implicitamente.

3Esta ambigiiedad se resuelve ddndole a un intervalo de contrapunto £ € Z una orienta-
cién, que es + si es ascendente y — si es descendente y se escribe (§,+) o (£, —). Si no se
especifica, se sobreentiende que la orientacién es ascendente.
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Figura 1.5: Multiplicacién del intervalo descendente ((2,7), —) por (—1,2) para
obtener ((10,9),+).

Ejemplo. Podemos definir una multiplicaciéon en Z de la siguiente manera:

x: I XTI —1T,
((a,b), (¢,d)) — (ac,ad + be).

De esta manera (Z,+,-,*) se convierte en una dlgebra sobre Z2, pues por
un lado

((a,b) + (¢, d)) * (u,v) = (a+ ¢, b+ d) * (u,v)

= ((a+u, (a+cjv+ (b+ d)u)
= (au + cu,av + cv + bu + du)
= (
= (a,

au, av + bu) + (cu, cv + du)
b) * (u,v) + (¢, d) * (u,v),

por otro
(u,v) * ((a,b) + (¢,d)) = (u,v) * (a 4+ ¢,b+d)
= (u(a +¢),u(b+d) +v(a+c))
= (ua + uc, ub 4+ ud + va + vc)
= (ua,va + ub) + (uc, ud + cv)
= (u,v)(a,b) + (u,v)(c,d)
y también

(k- (a,b)) * (u,v) = (ka, kb) x (u,v)
= (kau, kav + kbu)
= k(au,av + bu) = k- ((a,b) * (u,v)).

Esta multiplicacién es significativa desde el punto de vista musicolégico. Para
dar una razén, definamos primero las funciones

a4 III—>Zlg,
(z,y) =z +y,
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a_ II’—>Z12,
(z,y) =z —y.

Las funciones cay y a— permiten, dado un intervalo de contrapunto (z,y) €
7, recuperar el “extremo” del intervalo dependiendo de su orientacién. Por ejem-
plo, si ((7,7),4) es la quinta ascendente sobre G, el “extremo” lo podemos
obtener sumando al tono base la “longitud” del intervalo

ap(1,7)=T+7=2

es decir, el tono de D. Si ahora ((2,7),—) es la quinta descendente sobre D, el
“extremo” resulta de restar al tono base la “longitud” del intervalo

a_(2,7)=2-7=T1,

que es el tono de G.
Observemos que

0‘+((717 2) * (x,y)) = O‘-&-(*xa 2z — y)
=—z+ 2z —y)
=z—y=a_(z,y).

Esta relacion, en términos musicales, nos dice que si tenemos al intervalo de
contrapunto descendente ((z,y), —) con extremo z — y, lo podemos cambiar por
el intervalo de contrapunto ascendente

((71’2) * (x,y),+) = ((*%,2% - y)’+)

si nos interesa que se preserve su “extremo”. Por ejemplo, a la quinta descen-
dente sobre D ((2,7),—) la cambiamos por

((_172) * (2’7)’+> = ((_274 - 7)’ +) = ((10,9)7""),

que es la sexta mayor ascendente sobre Aff. Ambos intervalos de contrapunto
tienen como “extremo” al tono G (figura 1.5).

Lo anterior es importante en el contrapunto, donde generalmente se requiere
que los intervalos que hay entre dos voces tengan una misma orientacién (ya
sea ascendente o descendente). Si llegan a tener direcciones opuestas en algin
momento (como cuando se cruzan las voces), entonces podemos cambiar la o-
rientacién de algunos intervalos multiplicdndolos por (—1,2) hasta uniformarla,
pero preservando invariante una de las voces.

Para més detalles sobre el significado musicolégico de Z visto como Zis-
algebra y sus aplicaciones al contrapunto, puede consultarse [M], parte VII.

Si se imponen condiciones en la multiplicacion de un algebra se obtienen
algebras conmutativas, algebras asociativas, algebras con uno.
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Un dlgebra asociativa con uno tal que todo elemento diferente de cero sea
invertible se llama algebra con divisién.

2.9 Ejemplo. (M, K,+,,u), donde M, K denota las matrices cuadradas de
n X n con coeficientes en un campo K (u denota la multiplicacién escalar) es
un dlgebra al igual que (K, +,-,u) v (K[z], +, -, p).

Definimos un 4lgebra graduada como una sucesiéon A = (Ap, A1, As,...)
de &lgebras A;, una para cada indice i € N.

Para quienes han estudiado, dentro de un curso elemental de Algebra Lineal,
el Algebra Multilineal (como en [L12]), recordardn los siguientes conceptos que
no son requisitos para este texto.

2.10 Ejemplo. Sea T*(V) = @*V = V®g---®@x V el producto tensorial de un
espacio vectorial V sobre un campo K, k veces. Llamaremos a T*(V) espacio
tensorial de grado k de V. Si definimos una multiplicacién

TV x T'V — TV mediante
(U ®@...Qug) (1N ®...0V) = ® ... UL QU] ® ... Uy
tenemos un 4lgebra graduada (donde definimos T°V = K y T'V = V) TV =
(K,V,T?V, T3V, T*V,...) llamada 4lgebra tensorial de V.

2.11 Ejemplo. Sea /\k V =V A...AV el producto exterior de un espacio
vectorial V' sobre un campo K, k veces. Consideremos la multiplicacién exterior

definida por
k+1

NKVXAVaAV

Entonces tenemos un dlgebra graduada

2 3
AV =EV,AV.AV...)

llamada algebra exterior o dlgebra de Grassmann de V.
Problemas

2.1 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas en el
Ejemplo 2.2 son efectivamente monoides.

2.2 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas en el
Ejemplo 2.3 son efectivamente grupos.

2.3 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas en el
Ejemplo 2.9 son efectivamente algebras.

2.4 Compruebe que los numeros complejos bajo la multiplicacién forman un
monoide.
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1.3. Propiedades Elementales

En esta seccion presentaremos algunas propiedades elementales de los gru-
pos. Como se ha explicado anteriormente en general, ahora en particular apli-
cado a la Teoria de Grupos, siempre que se pruebe alguna propiedad para un
conjunto con una operacién binaria que satisfaga los axiomas de grupo, de in-
mediato, esa propiedad es véalida para todos esos conjuntos que satisfagan las
axiomas de grupo.

Consideremos un grupo (G, -). Si z y y son elementos de G, denotaremos z -y
simplemente como xy para simplificar la notacién. Sea e el elemento de identidad
de G. Con esta notacién, la definicién generalizada de grupo que prometimos
en la seccién anterior es:

Un grupo es una pareja (G, -) donde G es un conjunto no vacfo y
2 GExG—G

es una operacién binaria
(z,y) — (z,9)

donde, por abuso o conveniencia de notacién se escribe

(r,y)=x-y=uy

tal que
(i) (zy)z = z(y2); z,y,2 € G.
(ii) existe un elemento e € G tal que ey = y, para toda y € G.
(iii) para cada y € G existe un elemento, denotado y~!, tal que (y~ 1)y =e.

Diremos que el grupo es conmutativo o abeliano si ademaés satisface
(iv) zy = yz, para toda z,y € G, es decir, si su operacién binaria es conmu-
tativa.

Si el grupo es abeliano, se acostumbra denotar su operaciéon binaria con el
signo +.

Podemos ver el concepto de grupo como un caso especial del de grupos con
operadores en @ (con accién, la unica posible de @ en G).

El elemento e lo llamaremos elemento de identidad izquierdo o simple-
mente identidad izquierda de x y y~'lo llamaremos inverso izquierdo de y.
De manera anéloga se tiene el elemento de identidad derecho y el inverso
derecho. Cuando es clara la notacién de la operacién binaria, con frecuencia se
omite y simplemente se designa un grupo (G, -) con G.

Veamos a continuacién que en nuestra definicion de grupo, el pedir que se
tenga elemento de identidad por la izquierda e inverso izquierdo implica que se
tiene también identidad e inverso derechos.
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3.1 Proposicién. En un grupo (G, ), si un elemento es inverso izquierdo en-
tonces es inverso derecho. Si e es identidad izquierda, entonces es identidad
derecha.

Demostracién. Considere "2 = e para cualquier elemento x € GG. Considere
el elemento inverso izquierdo del elemento 271, es decir (z71)~tz~! = e. Luego

1

zrt=e(zz™) = (") e Y@z = (@) teat = (z7) e = e
Asf que 27! es inverso derecho de x. Ahora, para cualquier elemento z,
considere las igualdades

re =x(z7'z) = (zo7Hr = ex = .

Luego e es identidad derecha.4

Diremos que e es el elemento de identidad de un grupo G si e es elemento
de identidad izquierdo o derecho y hablaremos del inverso de un elemento si
existe su inverso izquierdo o derecho.

A continuacién veamos algunas propiedades elementales:

3.2 Proposicion. El elemento de identidad e de un grupo G es unico.
Demostracién. Sea ¢’ otro elemento de identidad tal que e¢’e = e. Como e es
también identidad, entonces e’e = €’. Luego ¢ = ¢’. 4

3.3 Proposicion. Si en un grupo G se tiene que ry = zz, entonces y = z.
También, si yxr = zz, entonces y = z.

Demostracién. Si ry = xz, entonces =1 (zy) = 2~ !(x2). Por la asociatividad,
(x7tz)y = (z712)z. Luego, ey = ez y finalmente y = z. De manera semejante
se prueba que si yx = zx, entonces y = 2.4

3.4 Proposicién. En un grupo cualquiera, el inverso de cualquier elemento de
un grupo es unico.

Demostracién. Sea x’ otro inverso del elemento z. Luego, 2’z = e. También
z 'z = e. Luego, 2’z = 'z = e. Por la proposicién anterior, '’ = z~!.4

3.5 Proposicién. En un grupo cualquiera G, si x,y € G, las ecuaciones za = y
y bx = y tienen solucién tnica en G.

Demostracién. Puesto que x(x~'y) = (zz7 1)y = ey = y. Luego, a = 2y es
una solucién de za = y. Supongamos que hay dos soluciones, xa =y y za’ = y.
Entonces za = xa’, luego a = a’. Andlogamente para el otro caso.4

3.6 Proposicién. En un grupo G, se tiene, para cualesquiera elementos x, y de

G
(ay) ™t =y laTh
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Demostracion. Como

o) = gy el =aa =

(zy)(y
(y 'z Hzy) = y '@ la)y=yly=e

entonces (zy) ! =y lr~l.¢

Recordemos la definicién de homomorfismo de grupos de la seccién anterior
con la notacién siguiente:. Sean (G, +) y (G’,-) dos grupos. Un homomorfismo
de grupos es una funcién f: G — G’ tal que f(u+v) = f(u) - f(v).

Veamos algunos ejemplos.

3.7 Ejemplo. Sea G = R? y G’ = R con la suma usual. Definamos f : G — G’
mediante la regla f(x,y, z) = 8¢ — 4y + 4z. Veamos que f es un homomorfismo.
Como

F((@1,y1,21) + (22,92, 22)) = f(w1 4+ 22,91 + y2, 21 + 22)
8(x1 +x2) —4(y1 +y2) +4(21 + 22) v
(871, —4dy1 + 421) + (82 — 4ya + 422),

f(x1,y1,21) + f(22,92, 22)

f es un homomorfismo.

3.8 Proposicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Si ¢ es el
elemento de identidad de G entonces f(e) = ¢’ es el elemento de identidad de
G'.

Demostracién. Considere €' f(z) = f(z) = f(ex) = f(e ) x). Multiplicando
ambos lados por el inverso de f(x )obtenemos efx)f(x)~t = fle)f(x)f(x)~ L.
Luego ¢’ = €’'e’ = f(e)e’ = f(e). Asi que e/ = f(e).4

3.9 Ejemplo. Sea G = G’ = R2 Definamos f : G — G’ mediante f(x,y)
= (z+ 8,y + 2). Como f(0,0) = (8,2) # (0,0), f no es homomorfismo pues
todo homomorfismo de grupos envia el elemento de identidad del dominio en el
elemento de identidad del codominio.

3.10 Proposicién. La composiciéon de dos homomorfismos de grupos es un
homomorfismo de grupos.
Demostracién. Sean f : G’ — Gy g : G — G” homomorfismos de grupos.

Luego (9o f)(z +y) = g(f(z +y)) = 9(f(x) + f(y)) = 9(f()) +9(f(y)) =
(go f)(x)+ (go f)(y). Por lo tanto (g o f) es un homomorfismo.4

3.11 Definicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Diremos que

f es un isomorfismo, y escribiremos f : G = G’ si existe un homomorfismo
g:G —Gtalquegof=1gy fog=1¢g.

Es fécil comprobar (Problema 3.13) que, si g existe, estd determinada en
forma, tinica; la denotaremos con f~' y se llama inverso de f. Asi, f: G — G’
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es isomorfismo si, y sélo si, es biyectiva. Diremos que dos grupos G'y G’ son
isomorfos si existe un isomorfismo f : G = G’ y escribiremos G = G'.

3.12 Definicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. El niicleo
de f, denotado ker f, es el conjunto de todos los elementos = € G tales que
f(x) = ¢ donde ¢’ denota la identidad de G’. La imagen de f, denotada im f,
es el conjunto de f(z) con z € G.

Si en la definicién de homomorfismo se tiene que ker f = {e} diremos que
f es un monomorfismo y lo denotamos f : G — G’; si im f = G dire-
mos que f es un epimorfismo y lo denotamos f : G - G’ y si f es tal que
ker f = {e} e im f = G’ entonces diremos que f es un isomorfismo. Dicho
de otra manera, f es un monomorfismo cuando es inyectiva; es un epimorfis-
mo cuando es suprayectiva y es un isomorfismo cuando es biyectiva (Problema
3.13). Llamaremos endomorfismo a un homomorfismo f : G — G y diremos
que es automorfismo si dicha f es biyectiva.

3.13 Proposicién. Sean f: G' — G, g: G — G” dos homomorfismos de grupos
y h = go f la composicién. Entonces, (i) si h es monomorfismo, f es monomor-
fismo, y (ii) si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que h es monomorfismo. Si f(z) = f(y) luego
h(z) = g(f(x)) = g(f(y)) = h(y). Como h es monomorfismo, z = y. Por lo
tanto, f es monomorfismo. (ii) Supongamos que h es epimorfismo. Entonces
h(G') = G". Luego, G" = h(G") = ¢g(f(G')) C g(G) C G". Por lo tanto,
9(G)=G".¢

Diremos que un homomorfismo f: G — G’ es trivial si f(z) = ¢’ para todo
x € G. Es decir, im f = {e'}. Si f es trivial, lo denotaremos con O (véase el
Problema 3.9). Asi que, f = O si, y sélo si, ker f = G.

A continuacién nos preguntamos acerca de los subconjuntos de un grupo que
son, a la vez, grupos.

3.14 Definicién. Diremos que un subconjunto H de (G,-) es un subgrupo
de G si H es un grupo estable o cerrado bajo la operacion binaria inducida. Lo
denotaremos H < G.

Veamos un resultado que proporciona una manera de comprobar si un sub-
conjunto de un grupo es un subgrupo de él.

3.15 Proposicién. Un subconjunto H de (G, ) es un subrupo de G si, y sélo
si, se satisfacen las siguientes tres condiciones:

(i) H es estable o cerrado bajo -.

(ii) el elemento de identidad e de G estd en H.

(iii) si # € H, entonces x~! € H.
Demostracion. Véase el Problema 3.4.4¢
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3.16 Ejemplo. (Z, +) es subgrupo de (R, +). (Q*,-) es un subgrupo de (R, -).
También, (Q,+) es un subgrupo de (R,+), (R,+) es un subgrupo de (C,+) y
(2Z,+) es un subgrupo de (Z,+).

3.17 Ejemplo. Sea (G, ) un grupo. Tanto G como {e} son subgrupos de (G, -),
llamados subgrupos impropios. Los deméas subgrupos se llaman propios. El
subgrupo {e} se llama subgrupo trivial y se acostumbra denotar, por abuso,
simplemente como e donde e puede denotarse como 0 o 1 o cualquier otra
notacién que denota el elemento de identidad del grupo que se esté considerando.

3.18 Proposicién. La interseccién de subgrupos de G es un subgrupo de G.
Demostracion. Sea {H,};cr una coleccién de subgrupos de G indizada por un
conjunto de indices I. Tomemos x,y € N; H;. Como N; H; C H; para cualquier
i, tenemos que x,y € H;. Como H; es subgrupo de G, x +y € H;, e € H;,
x~' € H; para toda i € I. Por lo tanto, z +y € NH;,e € NH;,z~' € NH;.4

3.19 Proposicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces, si
H es un subgrupo de G, f(H) es un subgrupo de G’ y si H'es un subgrupo de
G', f~1(H’) es un subgrupo de G.

Demostracion. Veamos que f(H) = {f(z)|x € H} es un subgrupo de G'. Sean
v,w € f(H), luego, existen x,y € H tales que f(z) = v, f(y) = w. Como H
es subgrupo de G, z +y € H. Como f es homomorfismo, f(e) = ¢’ € f(H),
v+w= f(z)+ f(y) = f(x+y) € f(H). Sixz € H entonces f(z) € f(H). Por ser
H subgrupo de G, =1 € H. Luego (Problema 3.18) f(z~1) = f(x)~! € f(H).
Por lo tanto, f(H) es un subgrupo de G'.

Ahora, veamos que f~'(H') = {z € G|f(z) € H'} es un subgrupo de G.
Sean x,y € f~Y(H'), entonces f(x)y f(y) estdn en H'. Como H' es un subgrupo
de G’ y f es homomorfismo, f(x +y) = f(x)+ f(y) € H' y f(e) = ¢ € H'.
También, dado f(z) € H', como f(x)~t = f(z~1), f(x)~t € H'. Asi f~Y(H')
es un subgrupo de G.4

Observe que en la Proposicién anterior, la imagen inversa es un subgrupo del
dominio aunque no exista una funcién inversa f~' para f. La imagen inversa
de {e’} es el nticleo de f y la imagen inversa de cualquier subgrupo contiene al
nucleo de f.

3.20 Corolario. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces im f
es un subgrupo de G’ y ker f es un subgrupo de G.
Demostracién. Inmediata de la proposicién anterior tomando H = Gy H' =

e.¢

Denotemos con Hom(X,Y") el conjunto de homomorfismos del grupo abeliano
X en el grupo abeliano Y. Sean f,g: X — Y homomorfismos de grupos
abelianos y definamos f + g: X — Y mediante (f + g)(z) = f(z) + g(x).
Es facil comprobar que esta definicién hace de Hom(X,Y) un grupo abeliano,
(Problema 3.21).
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Sea ¥:Y’" — Y un homomorfismo de grupos abelianos y (X Sy )
)

un elemento de Hom(X,Y"). Asociemos a f un homomorfismo (X - V) e

Hom(X,Y') mediante una funcién
e = Hom(X,v): Hom(X,Y') — Hom(X,Y)

dada por ¥, (f) =¥ o f. Entonces ¥, es un homomorfismo de grupos abelianos
(Problema 3.22), llamado homomorfismo inducido por .

Sea ¢: X' — X un homomorfismo de grupos abelianos y (X —- Y) €

Hom(X,Y). Asociemos a g un homomorfismo (X’ 4, Y) € Hom(X',Y) me-
diante una funcién

0" =Hom(p,Y): Hom(X,Y) — (X')Y)

dada por ¢*(g) = g o ¢. Entonces ¢* es un homomorfismo de grupos abelianos
(Problema 3.23), llamado homomorfismo inducido por ¢.

Sean¢: Y — Y y ¢': Y — Y homomorfismos de grupos abelianos y X
un grupo abeliano. Sily : ¥ — Y eslaidentidad, entonces 1y, : Hom(X,Y) —
Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ 0 %)« = ¢, o 1. (Problema
3.24). Esto lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

x v € Hom(X,Y")

| [ N
X*>Y € Hom(X,Y) {1y }w;ow*
- I

(X HY”) € Hom(X,Y")

Sean ¢: X' — X y ¢’': X — X" homomorfismos de grupos abelianos y Y’
un grupo abeliano. Si1x: X — X eslaidentidad, entonces 1% : Hom(X,Y) —
Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), v (¢’ o 9)* = ¢* o ¢'*. (Problema
3.25). Esto lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

x' —L oy € Hom(X',Y)
J“’ N
”(X—nf € Hom(X,Y) [ Lx. >(¢o¢)*

b A

(X" L y) € Hom(X",Y)
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Problemas

3.1 Establezca la definicién de grupo conmutativo escrito “aditivamente”, asi co-
mo las propiedades elementales arriba expuestas.

3.2 Pruebe que (z71) "' =z yquee ! =e.

3.3 Pruebe que si xy = yx en un grupo G entonces (xy)™ = x"y".

3.4 Pruebe la Proposicién 3.15.

3.5 Muestre que hay dos grupos que tienen 4 elementos, escriba sus tablas,
encuentre sus subgrupos y su red de subgrupos. Uno es Z,4 y el otro se conoce
como el grupo 4 de Klein denotado con la letra V.

3.6 Compruebe las afirmaciones del Ejemplo 3.16.

3.7 El grupo de simetrias de un poligono regular de n lados se llama grupo
diedral de grado n, denotado D,,. Escriba las tablas de multiplicar de D3 y Dj.
Determine el orden de D,,.

3.8 Sea G = G’ = K™ donde K es denota un campo. Pruebe que f: G — G’
dado por f(uq,...,un) = (ui,us,...,u,—-1,0) es un homomorfismo.

3.9 Sea G un grupo. Pruebe que la funcién 1g: G — G y la funcion Og: G — G
dadas por 1g(z) = x y Og(z) = O para toda x € G, son homomorfismos. 1¢
se llama homomorfismo identidad de G y O¢g se llama homomorfismo
trivial.

3.10 Compruebe cuales funciones son homomorfismos y cuales no lo son:
(i) f: K™ — K™, f(x) = Az donde A es una matriz de m x n con elementos
en el campo K.
(i) /1 K? — K2, f(z,y) = (4y,0).
(i) f: K — K5, f(z,9,2) = (—2
(iv) f: K? — K2, f(z,y) = (2%, 2y).
(v) f: K° — K%, f(u,v,2,y,2) = (2uy, 322, 0, 4u).
(vi) f1 K% — K3 f(a,y,2) = (2 4+ 2,5+ 2,2+ 2).

LT, Y)-

3.11 Establezca, si es posible, homomorfismos no triviales en los siguientes
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(Vl) ZQ X ZQ — ZQ.
(Vll) Z4—>Z2 X Zg.

3.12 Denotemos con Hom(G, G") el conjunto de homomorfismos del grupo G en
el grupo abeliano G'. Defina f + ¢g: G — G’ mediante (f + g)(z) = f(z) + g(z),
x € G. Pruebe que (Hom(G,G'),+) es un grupo.

3.13 Pruebe que si f : G — G’ es un isomorfismo de grupos como en la Defini-
cién 3.11, g esta determinada en forma tnica y que f es isomorfismo si, y sélo
si es biyectiva.

3.14 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos biyectivo. Pruebe que la
funcién inversa f~! : G’ — G es también un homomorfismo.

3.15 Pruebe, sin utilizar la Proposicién 3.19, la afirmacién del Corolario 3.20.

3.16 Demuestre que un homomorfismo de grupos f: G — G’ es inyectivo si, y
sblo si, ker f = {e}.

3.17 En un grupo G pruebe que si un elemento z es idempotente (z-x = z) en-
tonces x = e, donde e es el elemento de identidad de G. Utilice esto para probar
que bajo un homomorfismo de grupos, el elemento de identidad del dominio es
enviado bajo el homomorfismo al elemento de identidad del codominio.

3.18 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Pruebe que si x € G entonces

f@™h) = fl)~h

3.19 Sean X,Y y G grupos abelianos. Diremos que f: X XY — G es una funcién

biaditiva, si f(z1+22,y) = f(21,9)+f(22,9) v [ (2,91 +y2) = f(z, 1)+ f (2, y2)
para x,x1,%2 € X, y,y1,y2 € Y. Pruebe que

(i) f(A\z,y) = Af(z,y) = f(z,\y) paratodaz € X,y €Y y A € Z.

(ii) f nunca es inyectiva a menos que X =Y = 0.

3.20 Pruebe que el grupo (Z[z],+) es isomorfo al grupo (QT, ).

3.21 Considere Hom(X,Y') el conjunto de homomorfismos del grupo abeliano X
en el grupo abeliano Y. Sean f,g: X — Y homomorfismos de grupos abelianos
y definamos f + g: X — Y mediante (f + g)(z) = f(x) 4+ g(z). Pruebe que
esta definicién hace de Hom(X,Y’) un grupo abeliano.

3.22 Sea 1: Y/ — Y un homomorfismo de grupos abelianos y (X N Y")

un elemento de Hom(X,Y"). Asociemos a f un homomorfismo (X - Y) €
Hom(X,Y) mediante una funcién

e = Hom(X,¢): Hom(X,Y') — Hom(X,Y)



32 Capitulo 1

dada por 9. (f) = o f. Pruebe que 9, es un homomorfismo de grupos abelianos.

3.23 Sea p: X’ — X un homomorfismo de grupos abelianos y (X 2, Y)e

Hom(X,Y). Asociemos a g un homomorfismo (X’ N Y) € Hom(X',Y) me-
diante una funcion

0" = Hom(p,Y): Hom(X,Y) — (X',Y)
dada por ¢*(g) = gop. Pruebe que ¢* es un homomorfismo de grupos abelianos.

3.24 Sean ¢: Y/ — Y y ¢': Y — Y” homomorfismos de grupos abelianos
y X un grupo abeliano. Pruebe que si 1y: Y — Y es la identidad, entonces
ly, : Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ o)), =
foi 0 s

3.25 Sean p: X' — X y ¢': X — X" homomorfismos de grupos abelianos
y Y un grupo abeliano. Pruebe que si 1x: X — X es la identidad, entonces
1%: Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢’ o p)* =
SD* o (PI*.

1.4. Grupos Ciclicos

Consideremos un grupo multiplicativo (G, -) y las potencias de un elemento
fijo z € G, es decir, {z"|n € Z} donde definimos 20 = e.

4.1 Proposicién. El conjunto {z"|n € Z} denotado (x) es un subgrupo de G.
Demostracién. Como 2’2/ = 217, el producto de dos elementos del conjunto
estd en el conjunto y por lo tanto (z) es cerrado. Como 2° = e, e € (z).
Finalmente, para =", consideremos x~". Luego, z"z™" = ec.4

4.2 Definicién. El subgrupo (z) lo llamaremos subgrupo ciclico de G gen-
erado por uno de sus elementos = y diremos que z es un generador de (z). Si
(x) = G diremos que G es un grupo ciclico generado por z.

Si para el subgrupo (x) no existe un ndmero natural n tal que z™ = e
decimos que (z) es ciclico infinito. Si n es el natural més pequerio tal que
2" = e, entonces (z) consiste de los elementos "1, .2 e = 2™ y en este caso

decimos que () es un grupo ciclico de orden n.

4.3 Ejemplo. Z y Z,, son grupos ciclicos, el primero infinito, y el segundo finito.
También, 3Z = (3) y en general, nZ = (n) son grupos ciclicos infinitos n € N.
Observe que (8) = 8Z <(4) = 4Z <(2) = 2Z.

4.4 Ejemplo. (1) = (3) =Z4, (1) = (-1) = Z.

4.5 Proposicién. Si G es un grupo ciclico, entonces es conmutativo o abeliano.
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Demostracién. Sea (z) = G. Entonces z™a" = 2™+ = 2"+t™ = "™ Luego,
G es conmutativo o abeliano.¢

4.6 Definicién. Sea G cualquier grupo y = un elemento de G. Sea r el niimero
natural mas pequeno tal que z" = e, entonces decimos que = es de orden r.
Si no existe un nimero natural r tal que " = e, decimos que = es de orden
infinito.

Cuando consideremos grupos no abelianos utilizaremos la notacién multi-
plicativa y cuando los grupos sean abelianos utilizaremos la notacién aditiva,
aunque por costumbre se usara la notacién multiplicativa para los grupos ciclicos
(los cuales son abelianos).

Tenemos las siguientes propiedades (conocidas como las leyes de los expo-
nentes) en notacién multiplicativa

™ = xn—Q—m’ (xn)m _ mnm7x—n _ (mn)—l
y, en notacion aditiva

nx +mz = (n+m)x, m(nx) = (mn)z, (—n)z = —(nx).

Si ademads el grupo G es abeliano, se tiene

n(z +y) = nx + ny.

Observe que (una vez resueltos los Problemas 4.2 y 4.3) para cada n € N
hay un grupo ciclico de orden n, (n) = nZ. Observe también que si tenemos
dos grupos ciclicos de orden n, al tomar sus generadores, podemos hacer una
correspondencia biunivoca con cada potencia del generador de manera que ten-
driamos esencialmente un solo grupo ciclico de orden n. En otras palabras, dos
grupos ciclicos del mismo orden son isomorfos, como veremos abajo.

4.7 Teorema. Sea (G, ) un grupo ciclico infinito. Entonces la funcién
h:7Z— G

dada por

n——x"

para un elemento fijo z de G es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. h(n +m) = 2"t™ = z"z™ = h(n)h(m), luego h es un homo-
morfismo. Si h(n) = ™ = 2™ = h(m), entonces n = m. Luego h es inyectiva.
Para cada x™ € G, el entero n va a dar a " bajo h. Luego h es suprayectiva.4¢
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Ejemplo. Consideremos el subgrupo ciclico infinito de (R*,-) (los nimeros
reales no nulos con la multiplicacién usual) generado por el elemento

z= V2. (1.1)

El ntimero x es, por definicién, el cociente de las frecuencias entre un tono
y otro que estd un semitono por arriba (véase el capitulo 4, seccién 1). Los
nimeros x* (salvo multiplicar por una constante) corresponden a las frecuencias
en hercios de los tonos utilizados en la Musica con la afinaciéon equitemperada.

Por el teorema 4.7 se tiene que (z) es isomorfo a (Z,+). Abusaremos de este
isomorfismo para asociarle un tono a cada elemento del grupo (Z,+) o al grupo
(Z12,+), como puede verse en la seccién 2 del capitulo 3.

Ademis, tal isomorfismo refleja el modo en que nuestro cerebro interpreta
las distancias (o intervalos) musicales (para mds detalles, véase la seccién 2 del
capitulo 3 y la seccién 1 del capitulo 4).

4.8 Teorema. Todo grupo ciclico finito de orden n con generador de orden n
es isomorfo a Z,,.
Demostracion. Sea G un grupo ciclico de orden n. Sea x un generador de G
tal que ™ = e. Definamos

h:%Z, — G

dada por
[m] — h([m]) = 2™,

Supongamos que h([j]) = h([k]), entonces 27 = x*. Luego, 277% = e. Asi,
j—k=rnymn|j— k. Porlo tanto, [j] = [k] en Z,.O bien, supongamos que ker
h = {[j]}. Entonces h([j]) = e. Luego 27 = e = 2. Asi, [j] = [0] en Z,. Por lo
tanto h es inyectiva. Es facil ver que h estd bien definida, es homomorfismo y
es suprayectiva, (Problema 4.5).4

4.9 Observacion. Considere un grupo ciclico generado por un elemento = de
orden n y g un entero tal que n = mgq. Las distintas potencias de x, digamos

3q mq _

29,229 239 ™ =" =,

forman un subgrupo ciclico de (z) de orden m.

También, si N es un subgrupo no trivial de () podemos tomar el menor
entero positivo m tal que z™ € N. Como e = z" = 2™, m|n y (x) consta de
m = n/q elementos. Finalmente, si o(G) = n, entonces 27 es un generador de G
si, y sélo si (n,7) = 1, (Problema 4.7).

4.10 Ejemplo. Counsidere (Z12,+). Los generadores de Z15 son los elementos j
tales que (12,j) =1, estoes j =1,5,7y 11. Asi, Z15 = (1) = (5) = (7) = (11).
Las posibilidades para gy men 12=gmson 1y 12,2y 6,3y 4,4y 3,6y 2,
12 y 1 respectivamente. Asi, las distintas potencias de un generador ,

xl 22 g3 M =g12 =0
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forman un subgrupo ciclico de (z) de orden m. Si tomamos z = 1 por fa-
cilidad de calculo, obtendremos las potencias de 1: Para ¢ = 1, m = 12,
At 2t 13 112t = 112 = 0} las cuales se convierten, en notacién adi-
tivaen {1-1,2-1,3-1,...,12-1 = 0} que es precisamente (1) = Z13. De manera
semejante, para ¢ = 2, m = 6, obtenemos {12,122 132 162 =112 = 0} las
cuales se convierten, en notacién aditiva en {2-1,4-1,6-1,....,12-1 = 0} =
{2,4,6,8,10,0} = (2). Para ¢ = 3, m = 4, obtenemos {13 123 133 143 =
112 = 0} las cuales se convierten, en notacién aditiva en {3-1,6-1,9-1,12-1 =
0} = {3,6,9,0} = (3). Para ¢ = 4, m = 3, obtenemos {14,124 134 = 112 = 0}
las cuales se convierten, en notacién aditiva en {4-1,8-1,12-1 = 0} = {4,8,0} =
(4). Para ¢ = 6, m = 2, obtenemos {116,126 = 112 = 0} las cuales se convierten,
en notacién aditiva en {6-1,12-1 = 0} = {6,0} = (6). Finalmente, para ¢ = 12,
m = 1, obtenemos {1112 = 0} la cual se convierte, en notacién aditiva en
{12-1 =0} = {0} = (0) = O. Asi, tenemos un diagrama de contencién o red
de subgrupos de Zs:

Z12 = (1)

VR
N/

Problemas

4.1 Sea h : G — G’ un homomorfismo de grupos multiplicativos. Pruebe que
h(z™) = (h(x))™, n € Z.

4.2 Pruebe que los multiplos de Z, nZ con n € Z, son subgrupos de Z.

4.3 Pruebe que todo subgrupo de Z es ciclico.

4.4 Pruebe que cualquier subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. Sugerencia:
utilice el Problema 4.2 para el caso infinito y la observaciéon 4.9 para el caso
finito.

4.5 Complete la demostracion del Teorema 4.8.

4.6 Pruebe que solamente existen (salvo isomorfismo) un solo grupo de orden
1, 2 y 3; 2 grupos de orden 4 y 2 grupos de orden 6.
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4.7 Sea G un grupo ciclico de orden n generado por z. Pruebe que z7 es un
generador de G si, y sélo si (n,j) = 1.

4.8 Encuentre los subgrupos y la red de subgrupos para (Zis,+), (Zo4,+) y
(Z31,+). {Qué puede intuir para (Z,,+) con p primo?
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2.1. Swucesiones Exactas

En esta seccion estudiaremos sucesiones finitas e infinitas de homomorfismos
r f g "

de grupos. Comenzaremos por estudiar sucesiones en las cuales el nicleo del
homomorfismo “saliente” contiene a la imagen del homomorfismo “entrante”.

1.1 Definicién. Diremos que una sucesién de grupos

Ji—1 fi fit1
'—’Gifll—)Gi—1> i+17—>
es semiexacta en G; si im f;_1 C ker f;. Si es semiexacta en cada grupo, la
llamaremos sucesion semiexacta.

Esta definicién equivale, como a continuacién veremos, a que la composicién
de los dos homomorfismos, el “entrante” y el “saliente”, es el homomorfismo
) )
trivial. Denotaremos por abuso con e el elemento de identidad de cualquier
grupo o bien con eg, para especificar la identidad del grupo G; y con O el
morfismo trivial o “cero”.

1.2 Proposiciéon. Una sucesiéon de grupos

Gy f;>Gz i, i1 fL)
es semiexacta en G; si, y sélo si, la composicién f; o f;_1 = O.
Demostracién. Supongamos que la sucesién es semiexacta en G;. Entonces im
fi—1 C ker f;. Veamos que la composicién [f; o fi_1](z) = O(z) = eq,,, para
toda x € G;—1. Como f;—1(x) € im f;—1 C ker f;, tenemos quef;(fi—1(z)) =

37
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ea,., = O(x). Luego, como x es arbitraria, f; o fi_1 = O. Ahora, supongamos
que f;o fi_1 = O. Sea y € im f;_1 arbitraria. Entonces existe x € G;_1 tal
que fi1(z) = y. Entonces fi(y) = fi(fi1(z)) = Ox) = ea,,,, por o que
Yy € f[l(e) = ker f;. Hemos visto que, si y € im f;_1, entonces y € ker f; para
cualquier y. Luego, im f;_1 C ker f;. 4

1.3 Definicién. Diremos que una sucesion de grupos

fi—1 fi fit1

— G — G — G ——

es exacta en G; si es semiexacta e im f;_1 D ker f;. Si es exacta en cada grupo,
la llamaremos sucesion exacta.

Equivalentemente, dicha sucesién es exacta en G; si, y sélo si, im f;_1 =
ker f;. Toda sucesion exacta es semiexacta, pero no toda sucesion semiexacta es
exacta. A una sucesion exacta de la forma

e—G -Lata—e
la llamaremos sucesion exacta corta.
1.4 Ejemplo. Considere la sucesién
oz, =27, %7, 5 0.
Aqui, f estd dada por f(0) =0y f(1) =2;9(0) =g(2) =0y g(1) =9(3) =
1. Es facil comprobar que f y g asi definidos son homomorfismos de grupos. Es

claro que im h = {0} = ker f, im f = {0,2} = ker g, e im g = {0,1} = ker k.
Luego, es una sucesiéon exacta corta.

1.5 Ejemplo. Considere la sucesion
0z, L2,x2, L2, 5 0.

Aqui, f estd dada por f(0) = (0,0) y f(1) = (1,0); g(0,0) = g(1,0) =0y
9(0,1) = g(1,1) = 1. Es fécil comprobar que f y g asi definidos son homomor-
fismos de grupos. Es claro que im h = {0} = ker f, im f = {(0,0),(1,0)} = ker
g, e im g = {0,1} = ker k. Luego, es una sucesién exacta corta.

Ejemplo. Sea M un R-médulo (que ciertamente es un grupo bajo la adicién),

y
MF=MoM® --d&M.

k

En una primera aproximacion, los objetos musicales (lldmese una escala,
un acorde, un motivo, el ritmo) pueden verse como un subconjunto de algin
médulo M* apropiado. Es de gran interés en la Teorfa Matematica de la Misica
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clasificar a los objetos musicales salvo isomorfismos de M* que tengan algin
significado musical. Por ejemplo, jcudntas acordes o escalas diferentes hay si
consideramos equivalentes a todas sus transposiciones? o jcuantos motivos hay
si las permutaciones de sus elementos se consideran esencialmente el mismo
motivo?

Una sucesién exacta corta que se utiliza en la clasificacién de objetos musi-
cales es

0 — M 2zt gyt Dty

donde Aj es el morfismo diagonal

Ay M — MF,
m— (m,m,...,m)
k
y di+1 el morfismo de diferencias
dpgr : M*TE — M,
(mo,...,mg) — (M1 —mo,...,mg —mg).

Como A, 41(m) =0 siy sélo si m = 0, tenemos que ker A, ;1 = 0. También

dpy1(mo,...,my) = (my —mo,...,m, —mg) = (0,...,0)
si, y s6lo si, my = mg para k = 1,...,n. Por lo tanto, kerd,+1 = im A, ;1.
Finalmente, d, 41 es suprayectiva, pues para cualquier (mq,...,m,) se tiene
que
dn+1(0,m1,...,mn) = (m1 —O,...,mn — 0) = (ml,...,mn).

En otras palabras, imd,,; = M™.
A menudo suprimiremos o de la notacién g o f y simplemente escribiremos
gf. Consideremos una sucesién exacta de grupos

Hm e

con f epimorfismo y A monomorfismo. Entonces im f = H y ker h = e. Como
la sucesion es exacta, H = im f = kerg e im g = kerh = e; luego, g es el
homomorfismo trivial. Inversamente, si g es el homomorfismo trivial, entonces
f es epimorfismo y h es monomorfismo. Por lo tanto, tenemos la siguiente

1.6 Proposicién. Si
IR RN

es una sucesién exacta de grupos, h es un monomorfismo si, y sélo si, g es trivial;
g es trivial si, y sélo si, f es epimorfismo.

Asi, cuando tenemos una sucesioén exacta corta de la forma

e—a gL g —e
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la escribiremos indistintamente como
Gl >i) G ;(7» GI/
donde — denota inyectividad y — suprayectividad.

1.7 Definicién. Sean G, G', H, H' grupos, con f, f’, g, ¢’ homomorfismos de
grupos. Decimos que el diagrama

f/

Gd ——

v |7

G’ 9 H
conmutasi fo f'=gog:G— H'.

. . f f g g .
1.8 Proposicién. Sean G' — G - G" y H' — H — H'" dos sucesiones exactas

cortas, y supongamos que, en el siguiente diagrama conmutativo

e e

T

H/) g S H 9 5 H//

dos de los tres homomorfismos A/, h, k' son isomorfismos. Entonces el tercero
es también isomorfismo.
Demostracién. Supongamos que h’ y h"” son isomorfismos. Veamos que h es
monomorfismo: sea x € ker h; entonces gh(z) = gleny) = h" f(x) = ep. Como
h" es isomorfismo, entonces f(z) = eg~. Por lo tanto, existe 2’ € G’ tal que
f'(z") = x, por ser exacta la sucesién superior. Entonces hf'(z') = h(z) = eg =
g'h'(z"). Como ¢'h’ es inyectiva, entonces ' = eg. Luego, f/'(z') = = eg.
Ahora veamos que h es epimorfismo: Sea y € H. Como h”es un isomorfismo,
existe 2”7 € G tal que g(y) = h”(2"). Como f es suprayectiva, existe z € G tal
que f(z) = z”. Luego,

9(y—"n(2)) = g(y) —gh(z) = gly) = 1" f(2) = g(y) =" (2") = g(y) —g(y) = ey
Por lo tanto, y —h(z) € ker g. Como la sucesidn inferior es exacta, existe y' € H’

con ¢'(y') = y—h(z). Como h’ es isomorfismo, existe ' € G’ tal que h'(2') = y/'.
Luego

h(f' (@) 4+ 2) = hf'(x') + h(z) = g’ (z") + h(z) = g'(y) +y — 9'(¥) = v.

Si definimos x = f’(z')+z, tendremos que h(z) = y. Los otros dos casos posibles
los dejamos como ejercicio, véase el Problema 1.6.4
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Observemos que la proposicién anterior establece los isomorfismos s6lo cuan-
do existe la funcién h: G — H compatible con los isomorfismos dados y el
diagrama conmuta. Por ejemplo, si consideramos el siguiente diagrama

(& ZQ X2 Z4 Z2 e

I I

e ZQ Zg X Zg Z2 e

hemos visto que Zs X Zso no es isomorfo a Zy.

Sea {C)}nez una familia de grupos abelianos y {0, : C,, — Ch_1}nez
una familia de homomorfismos de grupos abelianos tales que 9, o 0,41 = 0.
Llamaremos complejo de cadenas (o cadena) a la pareja C = {C,,,0,}, y lo
escribimos

Ont1 I?)
Cioo s Co 225 0 2 Oy —

Dicho de otra manera, un complejo de cadenas (o cadena), es una sucesién
semiexacta descendente de grupos abelianos con indices en Z.

Sean C = {C,,0,} vy D = {D,,d,} dos complejos de cadenas de grupos
abelianos. Un morfismo de cadenas ¢ : C' — D es una familia de homo-
morfismos de grupos abelianos {y, : C,, — D,} tal que los cuadrados, en el
siguiente diagrama conmutan:

On On On O —
c: .. 2 Ch o, Choq —= ...
J/SO l‘ﬂn#»l l‘ﬂn l¢n71
a9, a9, O or,—
D: "'i’DnJrl T1 D, anl—Q)
Problemas

1.1 Defina homomorfismos adecuados para que, para un nimero primo p, las
sucesiones
O—Zy— Ly — Ly, — O

O—72Z—72—1Z,— O

sean exactas cortas.

1.2 Pruebe que, en una sucesién exacta de grupos

h

RV Ny

H=—H
f es un epimorfismo y k£ un monomorfismo si, y sélo si, G = e.

1.3 Pruebe que, si e — G — e es una sucesién exacta de grupos, entonces
G=e.
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1.4 Sea
h k
G/ngG// H H -4 g
una sucesion exacta de grupos. Pruebe que g, k son homomorfismos triviales si,
y sélo si, h es isomorfismo, y que h es isomorfismo si, y sélo si, f es epimorfismo

y ¢ monomorfismo.

1.5 Pruebe que, si

h
e —H —G—e

es una sucesién exacta de grupos entonces h es un isomorfismo.
1.6 Pruebe los dos casos restantes de la Proposicion 1.8.

1.7 Sea {C"},cz una familia de grupos abelianos y {6" : C" — C"*1}, oz
una familia de homomorfismos de grupos abelianos tales que 6"*! o §% = 0.
Llamaremos complejo de cocadenas (o cocadena) a la pareja C = {C™, 9"},
y lo escribimos

n—1 n n+1
C:oee s on1 9 on %, ont1 7

Dicho de otra manera, un complejo de cocadenas (o cocadena), es una sucesién
semiexacta ascendente de grupos abelianos con indices en Z. Defina el concepto
de morfismo de cocadenas ¥V : C — D.

2.2. Grupos Cociente

Consideremos el primer ejemplo de la seccién 1. Ahi repartimos los niimeros
enteros en tres cajas donde ningun entero estd en dos o més cajas, solamente
estd en una sola caja. Etiquetamos las cajas con tres etiquetas. Al conjunto de
cajas le dimos una estructura de grupo definiéndole una operacién binaria. El
lector comprobd que efectivamente es un grupo conmutativo. A las cajas las
llamaremos clases laterales y al grupo lo llamaremos grupo cociente. En
este caso es el cociente de Z “mdédulo” 3Z, el cual denotamos Zs.

Recordando el concepto de espacio vectorial cociente estudiado en el curso
de Algebra Lineal (ver [L12]) y considerando la parte aditiva se tenfa que para
el caso en que G es un grupo conmutativo y H un subgrupo de G con = € G,
denotdbamos con x + H el conjunto {z + y|ly € H}. Dichos elementos = + H los
llamamos clases laterales de H en G. Como0 € Hyx=xz+0¢€ z+ H, cada
x € G pertenece a una clase lateral. Se comprobd que cualesquiera dos clases
laterales son ajenas o son iguales. Se denoté con G/H el conjunto de todas las
clases laterales de H en G y se le dio a G/H una estructura de grupo mediante

+:G/HxG/H — G/H
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dada por
(z+H),(y+ H)) — ((z+y)+ H).

También se comprobé6 que la operacion binaria anterior estd bien definida y
que define una estructura de grupo abeliano (la parte aditiva de espacio vecto-
rial) en G/H. Llamamos a G/H, grupo cociente de G médulo H.

También, se vio que si H es un subgrupo del grupo G y siy € = + H,
entonces existe w € H tal que y = ¢+ w. Asi y —x = w € H. Luego, si
y—x € H entonces y —xz = w € H. Entonces y = z +w €  + H. También
y—x€H <— —(y—z)=x—-—y€H <= z€y+ H. En resumen,

ye€x+H < y—zre€H < zecy+ H

Finalmente, se consideré p: G — G/H dada por x — x + H. Si z,w € G,
entonces

pxt+w)=(x4+w)+H=(x+H)+ (w+ H) = p(z) + p(w).

Por lo tanto, p es un homomorfismo llamado proyeccién canénica.
Todo esto se realizé para espacios vectoriales sobre un campo K. Recuérdese
de nuevo que la parte aditiva es un grupo conmutativo.

Pero para el caso no conmutativo ;qué sucede? Imitaremos todo lo anterior
v lo adecuaremos a la situaciéon no conmutativa. Para comenzar, considere de
nuevo el primer ejemplo de la seccién 1. Ahi se tom6 una relacién de equivalencia
llamada congruencia médulo 3, donde x = y (mod 3) si, y sélosi 3| —z +y, o
bien, dicho de otra manera, que —x + y € 3Z. Lo que haremos es generalizar
esta relacién de equivalencia al caso en que tengamos un grupo no abeliano
utilizando notacién multiplicativa como sigue:

2.1 Definicién. Consideremos un subgrupo H de un grupo (G, ) y elementos
x,y € G. Diremos que z es congruente por la izquierda con y si 7'y € H
(es decir, si y = xh para alguna h € H) y la denotamos con = =; y (mod
H). Andlogamente, diremos que x es congruente por la derecha con y si
ry~! € H y la denotamos con = =4 y (mod H).

Observe que para el caso abeliano, los conceptos de congruencia izquierda y
derecha coinciden pues =1y € H si, y sélo si, (x71y) ' =y lo =ay~! € H.

2.2 Proposicion. Las relaciones de congruencia izquierda y derecha son rela-
ciones de equivalencia.

Demostracién. Como z =; = (mod H) <= z 'z = ¢ € H, se tiene la
reflexibilidad. Como x =; y (mod H) <= z 'y € H < (a71y)7 ! ¢
H < y're H < y =; v (mod H) se tiene la simetrfa. Finalmente,
siz=;y (mod H)yy=; z (mod H) entonces z~'y € Hy y 'z € H. Luego
(x7'y)(y~2) e H <= a7 lez=a"12€ H Asi x =; 2 (mod H) y se tiene la
transitividad. Anédlogamente para la congruencia derecha.¢
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2.3 Proposicién. Las clases de equivalencia izquierdas y derechas [z] de la
relacién definida arriba son de la forma

xH = {zhlh € H}

Hzx = {hzlh € H}

respectivamente.
Demostraciéon. Las clases de equivalencia de cualquier elemento = de G son
de la forma (utilizando la simetria):

[z] = {yeGly=;x (mod H)}

= {yeGlz=;y (mod H)}
{yeGlz~ly=hec H}
{y € Gly=xh;h € zH}
= {zhlh e H} = zH.

Anslogamente para las clases de equivalencia bajo la relacién de congruencia
modulo H derechas. ¢

Observe que un grupo G es unién de sus clases laterales izquierdas o derechas
de H en G. También, observe que dos clases laterales o son ajenas o son iguales.
Las clases de equivalencia x H y Hx las llamaremos clases laterales izquierdas
y derechas respectivamente.

Consideremos el conjunto de todas las clases laterales izquierdas y denotémoslo
con G/H. Deseamos darle a este conjunto una estructura de grupo y hacer de
la proyeccién natural o candnica p : G — G/H un homomorfismo. Esto
no siempre es posible pero veamos a continuacién cuando si lo es.

2.4 Definicién. Diremos que el subgrupo H de G es normal en G (denotado
H < G) sipara toda x € G, zHx™! C H donde xHz ™' = {zha~'|h € H}.

En esta definicién, puesto que zHz~' C H vale para todo elemento z € G,
en particular vale para 2~ € G. Luego, x 'Hz C H. Asi, para toda h € H,
h=az(z " hz)z=t € zHx~'. Luego H C xHx~ 'y xHx~! = H. De aquf es facil
ver que toda clase lateral izquierda es derecha y que tH = Hx para todax € G
(Problema 2.4). También observe que todo subgrupo de un grupo abeliano es
normal y que los subgrupos triviales son normales en G (Problema 2.5).

2.5 Proposicién. Un subgrupo H de G es normal si, y sélo si, (¢H)(yH) =
(xy)H para todo x,y € G.

Demostracién. Supongamos que H es normal y tomemos dos elementos cua-
lesquiera z,y € G. Es facil ver que (zH)(yH) = (zyH) Problema 2.9. Ahora,
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supongamos que (zH)(yH) = (zy)H para todo z,y € G. Sean he Hy z € G
arbitrarios. Entonces

rhe™' = (zh)(z™'e) € (xH)(x 'H) = eH = H,
por lo tanto, H es normal.4

2.6 Teorema. Sea H un subgrupo normal de G. Entonces G/H es un grupo
con operacion binaria

-:G/HxG/H — G/H
dada por

((zH), (yH)) — -(«H), (yH)) = (zH) - (yH) = («H)(yH) = (zy)H.

Ademsds, la proyeccién canénica p : G — G/H es un epimorfismo cuyo
ntcleo es H, i.e. kerp = H.
Demostracién. Es inmediato comprobar que G/H cumple las axiomas de
grupo con eH = H como elemento de identidad y 2~ 'H como inverso de zH.
Como p(zy) = (xy)H = (zH)(yH) = p(z)p(y) y p es suprayectiva, entonces es
un epimorfismo. Finalmente,

ker(p) = {re€Glp(x)=eH=H}=
= {ze€GzH=H}={xe€Glx€ H}
= H¢

2.7 Corolario. Si H <1 G entonces H es el nicleo de un homomorfismo g de G
en G’ para un grupo G’, i.e. H = ker(g : G — G’) para un grupo G'.
Demostracion. Como H es normal, entonces es el nicleo de un epimorfismo
como en el teorema anterior.¢

2.8 Proposicién. Si H = ker(g : G — G’) para un grupo G’ entonces H < G.
Demostracién. Sean h € H y « € G arbitrarios. Entonces

g(zha™) = g(z)g(h)g(z™") = g(a)eg(z™") = g(z)(g(z)) " =e.

Luego, zhx~! € ker(g: G — G') = H.4

Por el corolario y proposicién anteriores, la condicién de normalidad es nece-
saria y suficiente para tener el concepto de grupo cociente.

2.9 Teorema. (Lagrange) Si G es un grupo de orden n y H < G, entonces
o(H)|o(G).

Demostracién. Como G es unién de sus clases laterales izquierdas, el niimero
de elementos n de G, es igual al producto del nimero de clases laterales izquier-
das r por el nimero de elementos de cada clase m = o(H) ya que las clases
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laterales de H tienen el mismo nimero de elementos m (Problema 2.2) y o son
ajenas o son iguales. Asi, n = rm, es decir, o(H)|o(G).4

Al ntimero de clases laterales izquierdas (o derechas) de un subgrupo H < G
lo denotaremos (G : H) y lo llamaremos indice de H en G, es decir, (G : H) =
o(G/H). Por el Problema 2.4, el indice de H en G no depende de si se consideran
clases laterales izquierdas o derechas. Puede ser finito o infinito. Claramente,
como cada clase lateral tiene o(H) elementos, (G : H) = o(G)/o(H).

2.10 Corolario. Si el orden de un grupo G es primo, entonces G es ciclico.
Demostracion. Sea p = o(G) y () el subgrupo ciclico generado por el elemento
x # e € G. Por el teorema de Lagrange 2 < o((x))|p. Luego, o((x)) = p y por lo
tanto () = G y G es ciclico.¢

Del corolario anterior se desprende que existe uno, y solamente un grupo
(salvo isomorfismo) de orden primo. Observe que un grupo de orden primo no
puede tener subgrupos propios no triviales. Los subgrupos triviales G y e son
normales en G. Asi, G/G es el grupo trivial e y G/e es isomorfo a G. Diremos
que un grupo G es simple si sus unicos subgrupos normales son los triviales.
Se sabe que el grupo alternante A,, es simple para n > 5 como veremos en el
siguiente capitulo.

Finalmente tenemos el siguiente

2.11 Teorema. Sea (x) un grupo ciclico generado por z y h : () — H un
homomorfismo de grupos. Entonces im h = h((z)) es un subgrupo ciclico de H.
Demostracién. Supongamos que (z) es de orden n. Si h es un homomorfismo
y x genera (x), como h(x") = [h(x)]" (Problema 2.13), h(x) genera im h pues
h(e) = (h(z") = [h(z)]" = e.4

Ejemplo. El cerebro humano percibe dos tonos como esencialmente idénticos
cuando sus frecuencias guardan una razon igual a 2" con r € Z. Es decir,
“identifica” dos frecuencias u, w € (z) < (R*,-) cuando u~'w € (2'?), donde =
es el ndmero real dado por la ecuacién (1.1). Efectivamente,

1,12 _ ( 1\26)12 —9
yutw="% e (2) = (2'?) significa que ¥ = 2" para algin r € Z.
Puesto que
h:Z — (z),
n—z",
define un isomorfismo entre Z y (z), resulta que para la percepcién humana los
tonos esencialmente distintos son aquellos del cociente

@ o2 _,
(x12) ~ 122~ T
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el lector debe verificar que, efectivamente, (2'2) = 12Z bajo el isomorfismo h.

Asi se justifica el abuso de nomenclatura al identificar tanto a un elemento
de Z como a uno de Zio con un tono. Esto también es muy ttil para definir
rigurosamente el concepto de escala. Una escala E es un subconjunto de Z (al
que vemos como tonos) tal que

e?(E)=E+12=F

es decir, z + 12 € E para todo = € F.

Las escalas se comportan bien bajo la proyeccion canédnica p : Z — Zqs =

%, en el sentido de que
p~H(p(E)) = E.

Al conjunto p(E) C Zis se le llama acorde de la escala'. Generalmente
se abusa de la nomenclatura al referise a una escala por su acorde, como en el
ejemplo de la seccién 1 del capitulo 1.

De hecho, dado un subconjunto S C Zq2, podemos definir una escala a través
de

E=p '(9);

el lector debe demostrar que esto efectivamente define una escala y que el acorde
de dicha escala es precisamente S. Por ejemplo, la escala que proviene de S = Zi5
es justamente la escala cromaética.

Sea C = {C,,0,} un complejo de cadenas o cadena. El grupo de ho-
mologia de grado n de C, H,(C) se define como el cociente H,(C) = ker
On/im Opy1. Es decir, dada una cadena

On+1 On
c: ... — n+1n_>Cn—>Cn71_)"'

consideramos el nicleo de 9y, ker 0,, C Cp,, y la imagen de im 9p+1 C Cp, y
formamos el cociente ker 9y, /im 9,,4+1. N6tese que C es una sucesion semiexacta,
es decir, im 0,41 C ker 9, y que el cociente H, (C) = ker 9,,/im 0,41 nos mide
la inexactitud de C. Efectivamente, si C' es exacta, entonces im 0,41 = ker 0,
y Hn(C) = 0.

Los elementos de C), se conocen como cadenas de grado n, y los homo-
morfismos 0, se llaman diferenciales u operadores frontera. Los elementos
del nucleo de 9,, se denominan ciclos de grado n, denotados con Z,(C) y los
elementos de la imagen de 0,41 se llaman fronteras de grado n, denotados
con B,(C). Asi, H,(C) = Z,(C)/B,(C).

Diremos que dos elementos de H,(C) son homdlogos si pertenecen a la
misma clase lateral. El elemento de H,,(C), determinado por el ciclo ¢ de grado
n, se llama clase de homologia de ¢ y se denota con [c]. Entonces, para cada
n € Z, definimos un grupo de homologia H,(C). Denominamos a H,(C) =
{H,(C)} homologia de la cadena C.

1En el capitulo 3, seccién 2, se vers que este nombre es muy apropiado.
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Problemas

2.1 Pruebe que la relacion de congruencia derecha es una relacién de equiva-
lencia.

2.2 Demuestre que todas las clases laterales de un subgrupo H de un grupo G
tienen el mismo ndmero de elementos, es decir o(xH) = o(H) = o(Hzx) para
toda x € G.

2.3 Encuentre todas las clases laterales para el subgrupo H = {0,3} de A3 de
los movimientos rigidos de un tridngulo equildtero.

2.4 Pruebe que si xHz~! = H, toda clase lateral izquierda es derecha y que
xH = Hx para toda = € G. Concluya que esto ultimo implica que, para toda
reG, zHx ' C H.

2.5 Pruebe que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

2.6 Pruebe que bajo un homomorfismo de grupos, la imagen homomérfica de
un subgrupo normal es normal en la imagen.

2.7 Pruebe que bajo un homomorfismo, la imagen inversa de un subgrupo nor-
mal es un subgrupo normal en el dominio.

2.8 Establezca el que un grupo G es unién de sus clases laterales izquierdas o
derechas de H en G y que dos clases laterales o son ajenas o son iguales.

2.9 Compruebe que (xH)(yH) = (xyH) en la demostracién de 2.5.

2.10 Pruebe que el orden de un elemento x de un grupo finito G divide al orden
del grupo.

2.11 Pruebe que si N, H, G son grupos tales que N < H < G, entonces (G :
N) = (G : H)(H : N) y que si dos de éstos indices son finitos, entonces el
tercero también lo es.

2.12 Pruebe que un grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.

2.13 Pruebe que h(z") = [h(z)]", en la demostracién del ltimo teorema de esta
seccién.

2.14 En un grupo G, un elemento de la forma xyz~'y~' se llama conmutador.

Pruebe que el conjunto de conmutadores genera un subgrupo normal de G,
denotado con G’ y que el cociente G/G’ es abeliano.

2.15 Sea C = {C™,6"} un complejo de cocadenas. Defina el grupo de coho-
mologia de grado n de C, H"(C).
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2.3. Teoremas de Isomorfismo

3.1 Definiciéon. Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo de G en

G.

Para cada elemento x € G, la funcién

Ly :+ G — G dado por

y— cyr !

es un automorfismo de G, ver Problema 3.1, llamado automorfismo interior.
En estos términos podemos decir que H es un subgrupo normal (o invariante)
si, y sélo si, H es invariante bajo cada automorfismo interior de G.

3.2 Proposicién. Sean H <« G y H' < G'. Considérense las proyecciones
candnicas a los cocientes correspondientes p: G — G/H y p' : G' — G'/H'.
Sig: G — G es un homomorfismo de grupos tal que g(H) C H’, entonces
g*: G/H — G'/H' dado por xH — g*(xH) = g(x)H' estéd bien definido y es
un homomorfismo de grupos llamado homomorfismo inducido por g en los
grupos cociente. También, el siguiente cuadrado es conmutativo

g 2.,

K v
G/H —2— G'/H'

eim g* =p'(im g) y ker g* = p(g~ ' (H")).

Demostraciéon. Si z € G y y € H son arbitrarios, puesto que g(xy) =
g9(x)g(y) € g(x)g(H) C g(x)H', la imagen de xH bajo g estd contenida en
una tunica clase lateral de H', digamos g(zH) C g(x)H’. Luego, definamos

g*: G/H — G'/H' mediante
xH +—  g*(zH)=g(x)H' .

Es inmediato comprobar que g* esta bien definido y para probar que es un
homomorfismo, considere cualesquiera clases laterales zH y 2’ H. Entonces,

g ((zH)(2'H)) = g"((va")H))
g(zx’)H'
= (9(z)g ( NH
(g9(x)H")(g(z")H')
= ¢'(zH)g"(2'H).

Veamos que el cuadrado conmuta: consideremos cualquier elemento = de G.
Entonces (p' o g)(z) = p'(9(z)) = g(x)H" = g"(zH) = g"(p(x)) = (9" o p)(x).
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Luego (p' o g) = (g* o p). También, como p y p’ son epimorfismos, claramente
im g* =p'(im g) y ker g* = p(g~ ' (H')).4

3.3 Teorema. Bajo las mismas hipétesis de la proposicion anterior, en partic-
ular, si g es un epimorfismo con H' = ey H = ker g entonces G'/H' =2 G y g*
es un isomorfismo en el siguiente diagrama conmutativo:

G—L—»q

pl :J/IGI

G/kerg AN Q.

Demostracién. Si g es un epimorfismo con H' = e y H = ker g entonces
G' = G'/H' y g* es un isomorfismo pues como ker g* = p(g~1(e)) = p(ker g) =
p(H) = el = eq/g = e, entonces g* es monomorfismo y como im g* = p'(im
g) = G’ entonces g* es epimorfismo y por lo tanto es isomorfismo.

Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

G¢—r g

pJ/ Ellg/

G/kergg*>G’,
¢

3.4 Teorema. Sean H < G y, como caso particular del teorema anterior, e =
H' < G' con H C ker g. Entonces existe un homomorfismo dnico g* : G/H —
G’ dado por ¢H +— g*(zH) = g(z)H' = g(z). Ademés, ker g* = kerg/H e im
g =1m g*. g* es un isomorfismo si, y sélo si, g es un epimorfismo y H = ker g.

Demostracion. Por el teorema anterior, g es un homomorfismo. Es tnico
puesto que estd determinado por g. También, zH € ker g* si, y sblo si g(x) = e,
lo cual sucede si, y sélo si « € kerg. Asi, kerg* = {xH|z € kerg} = kerg/H.
Claramente im g = im g*. Finalmente, ¢* es un epimorfismo si, y sélo si g es un
epimorfismo y ¢g* es monomorfismo si, y sélo si ker g* = ker g/ H es el subgrupo
trivial de G/H lo cual sucede cuando ker g = H.4

3.5 Corolario. (Primer Teorema de Isomorfismo). Bajo las mismas hipdtesis
del teorema anterior G/ ker g = im g.
Demostraciéon. Como g es epimorfismo, im g = G', luego G/ker g 2 im g.4

En otras palabras, si g : G — G’ es un epimorfismo de grupos con ntcleo ker
g, entonces existe un isomorfismo tinico g* : G/ ker g = G’ tal que g = g*op, es
decir, cualquier homomorfismo de G con nicleo ker g tiene imagen isomorfica
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a G/ker g. Ademds, nos dice que cualquier epimorfismo g : G — G’ tiene
por codominio un grupo cociente, es decir el codominio de g es el cociente del
dominio de g entre el nicleo de g. Alin més, nos dice cuél isomorfismo: aquel tal
que im g = im g*. Este resultado, G/ ker g = im g se conoce como el Primer
Teorema de Isomorfismo. Dado un grupo y un subgrupo normal se puede
“determinar” cudl es el grupo cociente sin necesidad de establecer las clases
laterales como veremos maés adelante.

3.6 Ejemplo. Sea H un subgrupo normal de un grupo GG. Consideremos el grupo
cociente G/H. Sea i: H — G el monomorfismo de inclusién y p: G — G/H
el epimorfismo de proyecciéon. Entonces im i = H = ker p y, por lo tanto,

e—>HL>GL>G/H—>e

es una sucesién exacta corta. Consideremos ahora una sucesién exacta corta

e e gt ar e
Entonces im f = kerg, f es monomorfismo (pues e = im h = ker f) v,
ademds, g es epimorfismo (pues im g = kerk = G”). Sea H = im f = kerg el
cual es un subgrupo normal de G, entonces f establece un isomorfismo H =«
y g establece otro isomorfismo G/H — G” por el primer teorema de isomor-

fismo. Por lo tanto, una sucesién exacta corta es una sucesién con un subgrupo
y el grupo cociente de un grupo.

3.7 Ejemplo. g : G -» G’ donde G = Z y G’ = Z,, es un epimorfismo con
ntcleo el subgrupo nZ, es decir,

g
e — ntl — L—%, — €
es un sucesién exacta corta. Luego, por el teorema anterior Z/nZ = Z,,.

3.8 Ejemplo. Sea G es el grupo multiplicativo de los nimeros reales distintos
de cero R* y G’ es el grupo multiplicativo de los reales positivos P*. Considere
el epimorfismo ¢g : G - G’ dado por z — g(x) = |z| donde |z| denota el valor
absoluto de z. El nucleo de g es {£1}. Entonces la sucesién

e— {1} — R* L P —e¢
es exacta. Por el teorema anterior, el grupo cociente R*/{%1} es isomorfo a P*.

3.9 Ejemplo. Sea G es el grupo aditivo de los nimeros reales R y G’ es el
grupo multiplicativo de los niimeros complejos S' con valor absoluto igual a 1.
Sea g : G — G’ el epimorfismo dado por 6 +— g() = €2, Su niicleo es Z.
Entonces la sucesién

e—7—R-LS' —e
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es exacta y por el teorema anterior, R/Z = st

Generalizaremos el concepto de clase lateral:
3.10 Definicién. Sean H y N cualesquiera subgrupos de un grupo G. El pro-
ductode Hy N es HN = {zylx € H,y € N}.

Asi, una clase lateral izquierda es * H = {x} H, para z € G. Podemos gener-
alizar este concepto y definir, para una familia de subgrupos {H;|i € I} con I
un conjunto de indices linealmente ordenado

[1H: = {z12ams - xjlan € Hiy iz <ip < -+ <ij,j >0}
el

Observe que HN no es necesariamente un subgrupo de G pues al multiplicar
dos de sus elementos no necesariamente es un elemento de la misma forma. Si
G es abeliano entonces si se tiene un subgrupo de G.

3.11 Teorema. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea H < G, N < G.
Entonces (HN)/N = H/(H N N).
Demostracién. Como N < G, es facil ver que (H N N) < H. Definamos

h:HN — H/(H N N) mediante zy — h(zy) = 2(H N N).

Veamos que h estda bien definido: supongamos que x1y; = zy, luego
7l = yyfl. Asi, x7'zy € Hy o 'z, € N, luego z~'2; € H N N. Entonces,
en H/(HNN),z(HNN)=x:(HNN) y h(zy) = h(z1y1).

Veamos que h es un homomorfismo. Como N < G, z1ys = ysxs. Luego,
h((z1y1)(@2y2)) = h((z122)(y3y2)) = zr122(H N N) = x1(H N N)aa(H N N) =
h((z1y1)h(z2y2)).

Como ker h={zxy € HN|lxr € HNN}=H/(HNN) = N y como h(ze) =
z(H N N) para toda z € H, utilizando el Primer Teorema de Isomorfismo,
HN/N=H/(HNN).¢

3.12 Ejemplo. Considere

G = ZXZXZXTIZ,

H = ZxZxZx{0}y

N = {0} xZxZxZ.
Luego

HN = ZXZXZXZy

HnNN = {0} xZ xZx{0}.

Por lo tanto,
HN/N=7Z>=H/(HNN).
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3.13 Teorema. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean H <Gy N < G
con N < H. Entonces, G/H = (G/N)/(H/N).
Demostracién. Definamos
h: G — (G/N)/(H/N) mediante
x+— (xN)(H/N).

Como

hay) = ((zy)N)(H/N) = ((«N)(yN))(H/N)
= [(@N)H/N)|[(yN)(H/N)] = h(z)h(y),

h es un homomorfismo. Su ntcleo es ker h = {k € G|h(k) = H/N}. Estos son
precisamente los elementos de H. Utilizando el Primer Teorema de Isomorfismo,
G/H = (G/N)/(H/N).

ker h© G G/H
J\ Jm
H G/N —— (G/N)/(H/N)

¢

3.14 Ejemplo. Consideremos N = 6Z < H = 27Z < G = Z. Entonces G/H =
Z/27 = Zy. G/N = Z/6Z. También, (Z/6Z)/(2Z/6Z) tiene 2 elementos y es
isomorfo a Zs.

Problemas

3.1 Pruebe que para cada elemento x € GG, el homomorfismo

Ly : G — G dado por
Y ryr !

es un automorfismo de G, llamado automorfismo interior.

3.2 Considere el conjunto de todos los automorfismos interiores de un grupo G,
denotado In(G). Pruebe que es un grupo bajo la composicién.

3.3 Cousidere el conjunto Aut(G) de todos los automorfismos de un grupo G.
Pruebe que Aut(G) es un grupo bajo la composicién y que In(G) < Aut(G).
Se dice que dos automorfismos f,g pertenecen a la misma “clase de auto-
morfismos” si f = h o g para algin automorfismo h. Pruebe que las clases
de automorfismo forman un grupo Aut(G)/In(G) llamado “automorfismos
exteriores de G”.
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3.4 En la demostracion del Teorema 3.2 proporcione los detalles de que g*
est4 bien definido. También pruebe que im g* = p/(im g) y ker g* = p(g~1(H’)).

3.5 Proporcione los detalles completos de la demostracién del Teorema 3.4.

3.6 Llamaremos coimagen y conticleo de un homomorfismo de grupos abelianos
g: G — G" alos grupos cocientes de G y G”

coimg = G/ker g

coker ¢ = G"/im g.

Sea g: G — G un homomorfismo de grupos abelianos. Pruebe que la sucesién
e — kerg — G — G"” — coker g — ¢

es exacta. Observe que, en este contexto, el Primer Teorema de Isomorfismo
dice que coim g = im g.

3.7 Pruebe que un homomorfismo de grupos g : G — G es monomorfismo
(escribase como repaso) si, y sélo si, ker g = e y que es epimorfismo si, y s6lo
si, coker g =e.

3.8 Compruebe que las sucesiones mostradas en los ejemplos, son efectivamente,
sucesiones exactas cortas.

2.4. Productos

Recordemos que si H y N son cualesquiera subgrupos de un grupo G, el
producto de H y N es HN = {ay|lzr € H,y € N} y para una familia de
subgrupos {H;|i € I} con I un conjunto de indices linealmente ordenado

HHi = {1711‘2583__.xj|1‘k S Hikyil <l <0 < ij,j > 0}
il
Recuerde que H N no es necesariamente un subgrupo de G pues al multiplicar
dos de sus elementos no necesariamente es un elemento de la misma forma. Si
G es abeliano entonces si se tiene un subgrupo de G.
Consideremos una familia de grupos {G;}. El producto directo externo

de esa familia es
1_[6'z = {(.’1?1, ,l‘n)ll‘l S Gl}
iel

el cual tiene una estructura de grupo dada por

(xlv ~-«7$n)(y17 7yn) = (xlylu 7xnyn)

Si utilizamos la notacion aditiva, escribiremos @ G; y la llamaremos suma
il

directa completa.
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f)
=3 ]
[ W A | |
ANEVALS 1 | |
o) o
(0,0) (1,2) (2,4)

Figura 2.1: Un motivo de tres notas.

Ejemplo. La suma directa completa
Loy, ® Ly

se usa en la Teoria Matemaética de la Musica para estudiar los motivos en escalas
n-temperadas y con inicios? m-ciclicos. De modo més especifico, si

J4 Zm S Zn - Zma
(z,y) —

es la primera proyeccién, un motivo u en Z,, ® Z,, es un elemento del conjunto
potencia® p(Z, ® Zy,) de Zy, ® Z, tal que p;(u) # p1(v) para todo u,v € u. La
idea es que, dado un inicio ¢, no concurran en él més de una nota.

Por ejemplo, {(0,0),(1,2),(2,4)} C Z3 & Z12 representa el motivo C, D, E
(en ese orden) en un compds ternario, como el que se ve en la figura 2.1. Por
otro lado, el conjunto {(0,0),(1,2),(1,4)} C Z3 @ Z12 no es un motivo pues

p1(1,2) =1 =p1(1,4), lo que significarfa que en el inicio 1 concurren los tonos
CyD.

Recordemos que el producto cartesiano [[X; de una familia de conjuntos
il
{X;}ier es el conjunto de funciones h : I — 'UIXi tales que h(i) = h; € X;
1€
para toda ¢ € 1.

Sean G1 y G2 dos grupos. Su producto G; x Gy consiste del conjunto de
todas las parejas (z,y) con z € G1, y € Ga y con operacién binaria

(G1 X Gg) X (Gl X GQ) — (G1 X GQ)
((z1,91), (22,92)) = -((w1,91), (T2, 92)) = (z1,91) - (T2, 92) = (172, Y1Y2)

Dicha operacién binaria lo dota de una estructura de grupo. Las proyecciones
(z,y) — x y (z,y) — y son homomorfismos de grupos

G1XG2

RN

G1 GQ-

2Traducimos como inicio la voz inglesa onset, que corresponde al punto en un compés en
el que inicia el sonido de una nota.
3El simbolo pX denota el conjunto potencia de X.
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Observe que toda funcién h : {1,2} — G1 U G2 tal que h(1l) € Gy y h(2) €
G5 determina un elemento (21, z2) = (h(1), h(2)) € G; x G2 y que inversamente,
una pareja (r1,22) € G1 X G2 determina una funcién h : {1,2} — G UG,
dado por h(l) = z1 y h(2) = z5. Asi, existe una correspondencia biunivoca
entre el conjunto de todas las funciones asi definidas y el grupo G; x Gs.

4.1 Teorema. Sea G un grupo. Consideremos una familia de grupos {G;}icr
y una familia de homomorfismos {¢; : G — G| };ecr. Entonces existe un homo-
morfismo unico ¢ : G — [[ G; tal que p; o p = ¢; para toda i € I.

icl
Demostracién. Consideremos el producto P = [[G; con proyecciones p; :
iel
[I1G: — G;. Dado (G, p; : G — G;), definamos ¢ : G — [] G; mediante
i€l il

g+— hg: I — UG,
i hg(i) = ¢i(g) € Gi.

Es facil ver que ¢ es un homomorfismo de grupos. También, es claro que
piop = ; para toda i € I.

Supongamos que ¢’ : G — [[ G; es otro homomorfismo tal que p; o’ = ¢;
i€l
para toda ¢ € I. Pero

(" (9)(i) = pi (9) = @ilg) = hy(i) = (£(9)) (i)
Luego ¢ = ¢ .4
Supongamos que existe otro grupo P’ con p} : P’ — G, tal que pop = ¢,

para toda i € I. Consideremos los siguientes diagramas que representan la
propiedad aplicada a lo que corresponde:

P/
, / J“’
pi/"
P =1l Gi
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P = Hie] G;
o
Pi ///
/’/ P/
/ pz

Como Ip : P — P hace lo mismo que po ¢, por la unicidad, Ip = poy. De
manera similar, po ¢ = Ipr. Asi, ¢ es biyectiva (es ficil comprobar que todas
las funciones son efectivamente homomorfismos de grupos) y por lo tanto es un
isomorfismo.

Esta propiedad universal del producto directo determina al producto

]I G; de manera tinica salvo isomorfismo.
i€l

Consideremos una familia de grupos {G;}. El producto directo externo
débil de esa familia es

d
H G,={f¢€ HGz|f(z) = ¢; € G, para casi toda i € I}.

i€l i€l

En el caso en que se tengan solamente grupos abelianos lo llamaremos suma

directa externa y lo denotaremos Y G;. Si I es finito, los productos directos
i€l
externo y débil coinciden.

4.2 Teorema. Sea G un grupo abeliano. Consideremos una familia de grupos
abelianos aditivos {G;} y una familia de homomorfismos {v; : G; — G}icr.

Entonces existe un homomorfismo tnico v : Y. G; — G tal que yor; = v; para
=
toda i € I.

Demostracién. Consideremos elementos distintos de cero g;,, ..., g, = {gi;} €
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> G; y definase
i€l

v ZGi — G mediante
iel
00,

{9i} = v{g:i}) = 7ii (9ir) + - +7i.(95,) = Z'Yij(gij)v

esta tltima suma sobre los indices para los cuales g; # 0, el cual consta de
un nimero finito. Es inmediato comprobar que v es un homomorfismo tal que
vy ot =; para toda i € I pues G es conmutativo.

Observe que {g;} € > Gi,{g:} =D ¢;(g;), esta tltima suma sobre los indices
iel

para los cuales g; # 0 el cual consta de un numero finito. Sin: >.G; — G es
iel
tal que no¢; = ; para toda ¢ € I entonces

g = (3 ule) = S nle) = > vuile) =7 (D ulen)) = v({aih).
Luego n = y por lo tanto 7y es tnica.4$

Este teorema determina a » G, de manera tnica salvo isomorfismo.
iel
A continuacién veamos en un caso de dos factores, cuando un grupo G es
isomorfo al producto directo externo débil de sus subgrupos.

4.3 Proposicién. Sean H y N cualesquiera subgrupos normales de un grupo
G.SiHN =Gy HNN = e entonces H x N ZG.
Demostraciéon. Como HN =G, sig € G, zy = g con x € H,y € N. Veamos
que = y y estan determinados en forma unica por g: pues si ¢ = x1y; entonces
2y = 21y1. Luego z 'z = yyfl. Como este elemento esta en la interseccién de
HyN, x_lxlzyyflze. Luegox =21y y =v1.

Ahora establezcamos un isomorfismo entre H x N y G. Definamos h :
H x N — @ dado por (z,y) — h(z,y) = zy. h es un homomorfismo
pues si consideramos el conmutador !y~ !zy entonces (z 'y~ lz)y € N pues
N es normal en Gy o~ '(y~tzy) € H pues H es normal en G. Asi, como
x 'y lzy estd en la interseccién de H y N, x 'y~ lay = e, luego xy = yx. Asi,
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h((21,91)(22,¥2)) = h(@172, Y192) = T172Y1Y2 = T1Y172Y2 = (w1, y1)h(T2, Y2).
Finalmente, es facil ver que h es biyectiva (Problema 4.12).4

4.4 Definicién. Diremos que un grupo G es un producto directo (interno)
de H y N si H y N son subgrupos normales de G tal que HN =Gy HNN =e.

Observe que en esta definicion H y N son subgrupos de G. Si G = H x N
como producto directo externo, podemos considerar a GG como producto directo
interno pero de los subgrupos que son imégenes de H y N, a saber de H x {1}
y {1} x N, mas no de H y N. Entonces es claro que los dos tipos de productos
proporcionan en realidad grupos isomorfos y usaremos el nombre de producto
directo a secas.

4.5 Proposicion. Sean {X;}ier v {Yi}ier familias de grupos abelianos, X y Y
grupos abelianos. Entonces Hom()_ X;,Y) = [[,c; Hom(X;,Y).

icl
Demostracién. Definamos p mediante p(¢) = (¢t;)icr. Es claro que p es un
homomorfismo. Veamos que p es monomorfismo: supongamos que p(p) = 0;

entonces (pt;) = 0 para cada i € I. Es decir, en el siguiente diagrama

Y

]
©
Xi L)ZzEIX’L

el homomorfismo 0: X; — Y es tal que 0 = ¢ o 1;. Luego, ¢ = 0. Por lo tanto,

ker p = {0}. Veamos que p es un epimorfismo: sea (;)icr € [[;c; Hom(X;,Y).

Entonces tenemos ¢;: X; — Y para cada ¢ € I. Por la propiedad universal de

la suma directa, existe un homomorfismo ¢: > X; — Y tal que ¢i; = ¢; para
il

cada i € I. Luego, p(¢) = (vi)icr-¢

Problemas

4.1 Pruebe que si H <Gy N < G, entonces HN < G.

4.2 Sean G1,G2 v G5 dos grupos. (i) Pruebe que su producto G; X G2 con
la operacién binaria definida arriba es efectivamente un grupo.(ii) Pruebe que
Gl X G2 = G2 X Gl(lll) Pruebe que Gl X (G2 X Gg) = (Gl X Gz) X Gg.

4.3 Establezca una definiciéon del producto directo externo en términos de la
observacién anterior al Teorema 4.1.

4.4 Pruebe que ¢; : G; — [1°G;: dado por tj(g) = {gi}ier donde
i€l

{e, para i # j,
gi = . .
g, parair=}j,
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es un monomorfismo de grupos llamado inyeccién candnica, que ¢;(G;) <

[1G: vy que HdGi < T1G;.

il il il

4.5 Pruebe que el grupo Zs x Zs es isomorfo al grupo 4 de Klein V. (Sugerencia:
Pruebe que Zs X Zs no es ciclico).

4.6 Pruebe que Zs x Zs = Zg.(Sugerencia: pruebe que Zs X Zs es ciclico en-
contrando un generador y como s6lo hay un grupo ciclico de cada orden, el
resultado se sigue).

4.7 Pruebe que Zs x Zs 2 Zg.(Sugerencia: compruebe que Zz X Z3 no es ciclico).

4.8 Pruebe que el producto directo externo de una familia de grupos {G;},

[1Gi = {(z1,...,xn)|x; € G;} tiene una estructura de grupo dada por
i€l

(mlv "'>:En)(y17 >yn) = (xlyla 7wnyn)

y que es abeliano si cada grupo de la familia lo es.
4.9 Pruebe que Z; x Z; = Z; ; si, y s6lo si el maximo comin divisor (i, j) = 1.
4.10 Pruebe que para cada j € I la proyeccion candnica

ijHGi — G

il
dada por f — f(j) es un epimorfismo de grupos.
4.11 Proporcione todos los detalles de la demostracién del Teorema 4.1.
4.12 Proporcione todos los detalles de la demostracién de la Proposicién 4.3.
4.13 Pruebe que si G = H x N, entonces G/(H x {1}) = N.
4.14 Generalice el problema anterior.

4.15 Sean Hi < G1 y Hs < G5 subgrupos normales. Pruebe que Hy X Hs <
Gl X GQ y que Gl X GQ/Hl X H2 = Gl/Hl X GQ/HQ.

4.16 Proporcione una generalizacién de la proposicién 4.3.

4.17 Sean {X;}icr v {Yi}lier familias de grupos abelianos, X y Y grupos
abelianos. Pruebe que Hom(X,[[;c; Yi) =2 [[,c; Hom(X,Y;).
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3.1. Grupos Abelianos Finitamente Generados

Diremos que un grupo G esta finitamente generado si posee un conjunto
finito de generadores. El resultado fundamental acerca de los grupos abelianos
finitamente generados se puede formular de dos maneras que proporcionan “in-
variantes”, en el sentido siguiente: dos grupos son isomorfos si, y sélo si, poseen

los mismos invariantes numeéricos.

1.1 Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado GG es isomorfo al
producto directo de n grupos ciclicos de orden pf"’con r grupos ciclicos infinitos,
donde los p; son nimeros primos no necesariamente distintos y las A; son enteros
positivos. Auin maés, el producto directo es tinico salvo el orden de los factores.

Esto quiere decir que G es de la forma

G2Z »x;, X oo XLrg XL X ... X 7.
Py P
La segunda manera de establecer el resultado fundamental es:

1.2 Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo al
producto directo de n grupos ciclicos de orden m; con r grupos ciclicos infinitos,
donde m;|m;1 para 1l <i<n—1.

Esto quiere decir que G es de la forma
G =y X oo X Lin,y) XL X ... X L.
Los enteros m; se llaman coeficientes de torsiéon de G. Estos dos teoremas

nos proporcionan una clasificaciéon salvo isomorfismo de los grupos abelianos fini-
tamente generados, es decir, si se tiene un grupo abeliano finitamente generado,

61
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éste debe ser uno de los de la forma descrita en los teoremas anteriores. Como
casos especiales se tienen los descritos en el siguiente

1.3 Teorema. (i) Si G es un grupo abeliano finitamente generado que no posea
elementos de orden finito entonces es isomorfo al producto directo de un niimero
finito de copias de Z y (ii) Si G es un grupo abeliano finito entonces es isomorfo
a un producto directo de grupos ciclicos finitos de orden m; donde m;|m;1 para
1<i<n-1.

Esto es, en el caso (i) G 2 Z x ... X Z con r copias de Z y decimos que G
es un grupo abeliano libre de rango r. En el caso (ii) G = Zyy, X ... X Zyy,,
donde m;|m;y1 para 1 <i < n—1 los elementos de la lista my, ..., m,, se llaman
factores invariantes grupo G. Dos grupos abelianos finitos son isomorfos si, y
s6lo si, poseen los mismos factores invariantes. Se puede dar una lista de todos
los grupos abelianos no isomorfos de cierto orden n. Bastaria encontrar todas las
listas posibles de my, ..., m,, tales que m;|m;41 para 1 < i < n—1 con producto
n. En resumen tenemos:

1.4 Teorema. Sea G = Zyp,, X ... X Ly, X L X ... X Z, con r copias de Z, donde
mi|mip1 para 1 <i <n—1y G' = Zy, X ... X Ly; X L X ... X Z, con s copias de
Z, donde k;|k; 11 paral <i < j—1.Si G = G’ entonces m; = k; para 1 <1i <mn,
n=jyr=s.

Aunque ya en un curso de Algebra Lineal (como el de [L12]) se estudia el
Teorema de Descomposicion Primaria, debido al enfoque de esta presentacion
de la Teorfa de Grupos (como un primer curso), el cual es hacia el Algebra
Homoldgica y la Topologia Algebraica, la demostracién de estos teoremas prefe-
rimos posponerlas para un curso posterior de Teoria de Mdédulos y ver estos
teoremas como caso especial de los teoremas correspondientes para moédulos
finitamente generados sobre un anillo de ideales principales y asi poder exponer
otros temas usualmente excluidos del programa. El lector interesado puede ver
la demostracién en [B-M, Cap. X] o [H, Cap. I y IV]. Veamos a continuacién
cémo se utilizan.

1.5 Ejemplo. Los posibles grupos de orden 36 se obtienen asi: para obtenerlos
de la primera manera, descompéngase 36 en potencias de primos como 36 =
22.32. Luego, los posibles grupos de la primer manera (no isomorfos uno con el
otro) son

Zio X Lo X X3 X L3,
Zy X L3 X 23,

Zo X Lo X Zg,
Ly X Zig
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y de la segunda manera (no isomorfos uno con el otro) son

Ze X Lg,
73 X Z12,
Zo x Zss,
Z36.

Asi, tenemos cuatro grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 36. Los
de la primera lista corresponden en el orden escrito a los de la segunda lista.

1.6 Ejemplo. Los posibles grupos de orden 540 se obtienen asi: para obtenerlos
de la primera manera, descompoéngase 540 en potencias de primos como 540 =
22.33.5. Luego, los posibles grupos de la primer manera (no isomorfos uno con
el otro) son

Zio X Uiy X Lz X Lz X g X L,
Ty X Ly X 1z X g X Zs,

Zio X Lo X Tz X Tg X s,

Lo X Lo X Lio7 X s,

Ty X Lz X g X L,

Ly X Zio7 X s

y de la segunda manera (no isomorfos uno con el otro) son

Zi3 X Lg X Z3o,
Zs X L3 X Lo,
Ly X Lo,
Z¢ x Lgo,
Z3 x Zso,

Zi540.

Asi, tenemos seis grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 540. Los de
la primera lista corresponden en el orden escrito a los de la segunda lista.

Consideremos una cadena C' = {C,,,0,} de grupos abelianos finitamente
generados y el grupo de homologia de grado n de C, H,(C) = ker 9,/im
Ont1 = Zn(C)/B,(C). Los subgrupos Z,(C) y B,(C) de C,, son finitamente
generados, luego H,(C) es finitamente generado. Los coeficientes de torsién
de H,(C) se llaman coeficientes de torsién de grado n de C y el rango
de H,(C) se llama nimero de Betti §,(C) de grado n de C. El entero
x(C) =3, (=1)"3,(C) se llama caracteristica de Euler-Poincaré de la
cadena C.
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Problemas

1.1 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 8, 10.
1.2 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 12, 16.
1.3 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 32.
1.4 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 720.
1.5 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 860.

1.6 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden 1150.

3.2. Permutaciones, Orbitas y Teoremas de Sy-
low

Consideremos el conjunto X, consistente de todas las permutaciones del

conjunto I, = {1,...,n}, es decir, ¥,, consiste de todas las funciones biyectivas

de I,, en I,,. En 1.2 vimos que ¥,, es un grupo bajo la operacién binaria o y que
|2,| = n! Recordemos X3 y su tabla correspondiente como en I.1. Sus elementos

son
(123 (123 (12 3
L= 1 3 y P1 = 2 1 y P2 = 3 ) )
(123 (12 3 (12 3
m = 1 3 2 y T2 = 3 1 y N3 = 2 3 .

El céalculo de la composiciéon de dos permutaciones lo haremos siguiendo el
mismo orden que el de las funciones, por ejemplo:

(123 123\ (12 3\ _
prem=+{ o9 3 1 132) (21 3)7™m

es decir, primero consideramos 77 y luego p;. Asi,

oo (123 123\ (12 3)._
mep=1{1 3 2 231 ) \32 1) ™

Su tabla es (considerando la forma de componer dos funciones, primero la
derecha (columna izquierda) y después la izquierda (renglén superior)):

NN DN
NN W
=N =N

© L pr P2 N1 N2 73

L L Pr P2 M T2 13
P1 | P1 P2 L 2 N3 T
P2 | P2 L P1 N3 M M2
M| m n3 72 L P2 P1
m | m2 M 13 pP1 L P2
3| M3 N2 M P2 P1 L




3.2 Permutaciones, Orbitas y Teoremas de Sylow 65

Hemos escrito para I, = {1, ...,n} una permutacién o : I,, — I, como

Diremos que una permutacién o de I, es un ciclo de longitud r (o r-ciclo)
si existen enteros i1, ...7,- en I,, tal que

’ij+1, SlZ:Z]y1S]<’I’,
o(i) = < iy, si i =iy,
i, siifiylAj<n,

y lo denotamos mediante o = (i1, i2, ..., %, ). Por ejemplo,

(12)-0a

es un ciclo de longitud 3. Observe que (1,2,3) = (2,3,1) = (3,1,2), es decir,
hay 3 notaciones para este ciclo y en general véase el Problema 2.3.

Diremos que un ciclo de longitud 2 es una transposicién. Un ciclo de lon-
gitud 1 lo omitiremos usualmente cuando tengamos un producto de ciclos.
Por ejemplo:

(515628 71)-w320000

donde (1,3,2) es un triciclo, (4,6) es una transposicién, (5) y (7) son ciclos de
longitud uno y se acostumbran omitir.

Sea o una permutacién de %, y definamos en I,, = {1,...,n} una relacién
dada por @ = j si, y sélo si 0"(i) = j, para algin entero r. Es inmediato
comprobar que tenemos una relacién de equivalencia en I, (Problema 2.4). Las
clases de equivalencia las llamaremos érbitas de 0. Por ejemplo, la orbita del
elemento 1 de la permutacién

1 2 3 4 5 6 8§ 9 10 11 12
3 5 6 11 2 4 7T 10 12 8 1
0

= (1,3,6,4,11,8,7,9,10,12)(2,5)

7
9

es {1,3,6,4,11,8,7,9,10,12}, la del elemento 2 es {2,5}. Observe que si la
orbita contiene més de un elemento, entonces forma un ciclo de longitud igual
al nimero de elementos de la 6rbita. Asi, si Oy, ..., O son las érbitas (que son
ajenas) de una permutacién o y ci, ..., cx los ciclos (ajenos) dados por ¢;(i) =
o(i)sii € Oj oisii¢ O; entonces 0 = ¢1¢---c. Por lo tanto tenemos la
siguiente
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2.1 Proposicién. Toda permutacion o se puede escribir como producto de
ciclos ajenos.4¢

Observe que la representaciéon como producto de ciclos ajenos es unica sal-
vo por el orden en que aparecen. Claramente la composicién de ciclos ajenos
s{ es conmutativa y como todo ciclo se expresa en la forma (iy,is,...,43,) =
(il, ’L'T)(’L'l, ir—l) s (il, ig)(il, ’LQ) tenemos el

2.2 Corolario. Toda permutacién o € ¥, para n > 2 es un producto de
transposiciones no necesariamente ajenas. ¢

Por ejemplo,

(1,3,6,4,11,8,7,9,10,12)(2,5)
= (1,12)(1,10)(1,9)(L, 7)(L, 8)(L, 11)(1, 4)(1, 6)(1, 3)(2,5).

Observe que al descomponer una permutacion como producto de trans-
posiciones siempre podemos agregar la transformacién identidad escrita como
(45,1%)(45,1%) de tal manera que dicha descomposicién no es la tnica posible.

2.3 Definicién. Diremos que el grupo G actda (por la izquierda) en un con-
junto X si existe una funcién

a: GxX — X,
(9,2) = alg, ),

donde a(g,x) se denotard gz, tal que se cumpla (e,z) — ale,z) = ex = x y
(99',2) — algg’,x) = (99")z = g(g'z).

Si se tiene que G acttia en X se dice que X es un G-conjunto. En la notacién
(g,2) — a(g,x) = gz, el hecho de escribir gz es un abuso comin de notacién y
estd definido de manera particular en cada caso. Se puede definir un concepto
analogo definiendo la accién por la derecha.

Veamos algunos ejemplos.

2.4 Ejemplo. Todo grupo G es un G-conjunto con la operacion binaria vista
como accién. También todo grupo puede considerarse un H-conjunto con H un
subgrupo de G, aqui se tendria H x G — G dada por (h,z) — a(h,x) = ha.
Dicha accién se llama translacién (por la izquierda). Todo espacio vectorial V
sobre un campo K puede verse como un K-conjunto donde la parte multiplica-
tiva de K actia en V.

2.5 Ejemplo. I,, es un ¥,-conjunto con la accién a : ¥,, x I,, — I,, dada por
(0,i) — a(o,i) = o(i).
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2.6 Ejemplo. Consideremos una accién de un subgrupo H de G, a : H x G —
G dada por (h,z) — a(h,z) = hah~!. Esta accién se llama conjugacién por
h. El elemento hxh~! se dice que es un conjugado de z.

Sea X un G-conjunto con a : G x X — X. Diremos que dos elementos
z,y € X estan relacionados y escribiremos x ~ y si, y sélo si, existe g € G tal
que a(g,x) = gr = y para alguna g € G.

2.7 Proposicién. ~ es una relacién de equivalencia y el conjunto
Gy ={g € Glgz =z}

es un subgrupo de G.

Demostracion. Como para cada = € X, ex = z, entonces * ~ . Si z ~ y
entonces existe g € G tal que gr = y para alguna g € G. Luego, x = ex =
(971g9)r = g7 (9x) = g7 'y y por lo tanto y ~ z. Si z ~ y y y ~ z entonces
existen g,g’ € G tales que gx = y y ¢’y = 2z para algunas ¢g,¢9’ € G. Entonces
(d9)x = ¢'(gx) = g'y = 2z, luego © ~ z. Consideremos g,g' € G,. Luego
gr =z y gx =z Asi, (99')r = g(¢’z) = gz = x. Por lo tanto, g¢’ € G,.
Claramente ex = x, luego e € G,. Finalmente, si g € G, entonces gr = = y
r=ecx = (97 g9)r = g7 '(g9x) = g~ 'z. Por lo tanto, g~! € G,. Luego, G, es un
subgrupo de G.4

El subgrupo G, se llama subgrupo de isotropia de = o estabilizador de
z. Llamaremos orbita de X bajo G a cada clase de equivalencia de la relaciéon
~ . Si x € X llamaremos 6rbita de = a la clase de equivalencia de z la cual
denotaremos con Gz.

Daremos nombres a diversas Orbitas:

(i) Si un grupo G acttia sobre sf mismo bajo conjugacién, la érbita {grg='}
con g € G la llamaremos clase conjugada de z.

(ii) Si el subgrupo H < G actia en G por conjugacion, el grupo de isotropia
H, = {h € H : hx = zh} se llama centralizador de x en H y lo denotaremos
con Cy(x).

(iii) Si H = G, Cg(x) se llamard centralizador de z.

(iv) Si H < G acttia por conjugacién en el conjunto de los subgrupos de G,
entonces el subgrupo de H que deja fijo a K se llamard normalizador de K
en H, denotado Ny (K) = {h € HIhKh™! = K}.

(v) En particular, si tenemos el caso en que se tome Ng(K) lo llamaremos
normalizador de K.
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2.8 Teorema. Sea X un G-conjunto con a : G x X — X. Si z € X, entonces
el numero de clases de equivalencia u 6rbitas es igual al indice de G, en G, es
decir, |Gz| = (G : Gy).

Demostracion. Definamos una funcién

w: Gz — G/Gy dada por
alg,z) =gr=y — wlalg,r)) =w(gr) = 9Ga.

Veamos que w estd bien definida: supongamos que también a(h,z) = hx =y
parah € G. Luego gr = hx , g ' (gr) = g~ (ha) yx = (97 h)x. Asi, g7 1h € G,
h e gG, v gGr = hG,.

Ahora veamos que w es inyectiva: si y,2 € Gr y w(y) = w(z). Entonces
existen h,k € G tal que a(h,x) = hx =y y a(k,z) = kx = z, con k € hG,.
Entonces k = hg para alguna g € G, luego z = kx = (hg)x = h(gz) = ha = y.
Por lo tanto, w es inyectiva.

Veamos que w es suprayectiva: sea h(G, una clase lateral izquierda. Entonces
si hx = y, se tiene que hG, = w(y). Luego w es suprayectiva. Por lo tanto,

|Gx| = (G : G,).¢

2.9 Corolario. Si o(G) es finito, entonces o(Gz)|o(G).
Demostraciéon. Como o(G) es finito, entonces o(G) = o(Gx)o(G). ¢

Ejemplo. Definamos un acorde S como un subconjunto de la escala Zs, es
decir S € p(Z12). El grupo

GTL)(ZH) = {et ‘Ut € Zio,u € GL(Zlg)}

llamado grupo afin general de Z15 (o grupo de simetrias afines de Z3)
actia sobre ©(Z12) a través de

a:T x p(Zi2) — p(Z12),
(e, () > {et - u(e)} = {uz + 1},

Por ejemplo, al acorde de D menor! {D, F, A} = {2,5,9} lo podemos trans-
poner al acorde de E menor usando a e? - 1, es decir

- 1({D, F, A}) = ¢® - 1({2,5,9})
={e?-1(2),e* - 1(5),e* - 1(9)}
={4,7,11} = {E,G, B}.

Guerino Mazzola ha calculado todos los grupos de isotropia de los acordes
de Zi2, y una tabla que resume tal informacién se encuentra en su libro The
Topos of Music [M], en el apéndice L. En particular, el grupo de isotropia de un
acorde mayor es siempre trivial (es decir, es {€” - 1}), por lo que la cardinalidad

—
de su 6rbita es |GL(Z12)| = 48 y lo mismo sucede con los acordes menores.

1Para las definiciones de acorde mayor y menor, véase el capitulo 4.
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Esto quiere decir que, desde el punto de vista afin, hay 48 acordes mayores o
menores en la érbita de cada uno de ellos, o que esencialmente existe un solo
acorde mayor (o menor). Por otro lado, un acorde aumentado A (por ejemplo,
Caus = {0,4,8}) tiene un grupo de isotropia de cardinalidad 12. Por lo tanto,
hay

O(CTIi(Zu).A) = 70(6;11(212)) = g =

 o(GL(Zaz)a) 12

elementos en su érbita, y esencialmente doce acordes aumentados desde el punto
de vista afin.

2.10 Teorema. Sea G un grupo finito, g € Gy Xy, = {z € X|gz =z}. Sin es
el nimero de érbitas de X en GG entonces

n= Z|XQ|O(G)_1.

geG

Demostracién. Sea r el nimero de parejas (g, x) tales que gz = . Hay | X,|
parejas para cada g y |G| para cada z. Entonces

r= Z|X9| = Z|Gac|

geG reX

Como o(Gz) = (G : G,) = Jo(G) por el teorema anterior, entonces

0
o(G,) = o(G)/o(Gx). Asi, r = > (|G|/|Gz|) = |G| > (1/|Gz]). Pero 1/|Gx|
zeX reX
tiene el mismo valor para toda x e

(@)
(
€
n la misma 6rbita y si O denota cualquier
6rbita, entonces Y (1/|Gz|) = > (1/|0|) = 1. Sustituyendo, obtenemos r =
z€0 z€O
o(G)n.4

Ejemplo. Denotemos a Zq5 @ Z12 con Z%Q y consideremos el grupo
ﬁ(ng) ={eV . (u,v) : 5,t € Zyg,u,v € GL(Z13)}

y su accién sobre los motivos en Z2,. Harald Fripertinger (véase [M]) ha calcu-
lado el nimero de orbitas de esta accion sobre todos estos motivos y, en par-
ticular, el numero de clases de los motivos de 72 elementos. Segun sus calculos,
este nimero es

2230741 522 540 743 033 415296 821 609 381912 = 2.23 ... x 10%3.

que rebasa incluso a la cantidad aproximada de estrellas en la Via Léctea, que
es 1011,

2.11 Proposicion. Sea X un G-conjunto. La funcién

w: G — Yx
g = w(g) =o04x) =gz
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es un homomorfismo.
Demostracién. Veamos que o, : X — X es efectivamente una permutacion:
Si og(x) = 04(y), entonces g = gy. Luego g~ (gz) = g~ (gy) v (9 'g)x =
(g7 'g)y. Asi, ex = ey y x = y. Por lo tanto, o, es inyectiva.

Como ag(g o) = g(g7'z) = (997 ')x = ex = x, para cada z existe g~z
tal que o,(g~'z) = z. Luego, o, es suprayectiva. w es un homomorfismo pues

wlgg') = ogq () = (99 N =g(g' r) = gog ()
o4(0g (7)) = w(g)(og(z)) = w(gw(g')-¢

2.12 Corolario. (Cayley) Si GG es un grupo entonces existe un monomorfismo
G — Y, es decir, todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones. Si G
es un grupo finito de orden n entonces es isomorfo a un subgrupo de %,,.
Demostracion. Consideremos la accién de G en si mismo mediante transla-ciéon
por la izquierda y asi aplicamos la proposicién anterior obteniendo

w: G — Y. dada por
g  wlg) =o0y(x) =gz

Si w(g) = o4(z) = gz = Ig, entonces o4(z) = gr = z para toda =z € G.
Si tomamos x* = e entonces ge = e y por lo tanto g = e. Luego, w es un
monomorfismo. Como caso particular, si o(G) = n entonces Xg = X,,.

Otra redaccién es la siguiente: Propondremos a

H={0,:G— G|z o4(x) = gz, para cada g € G fija}

como candidato a subgrupo de Xg. 04 : G — G es claramente una permutacién
de G pues si o4(x) = 04(y) entonces gz = gy y © =y, ademas, si & € G entonces
oy (¢97'z) = g9~ ' = 2. Es inmediato comprobar que H es un subgrupo de S¢
pues o400y () = 04(¢'z) = g(¢'z) = (99’)x = 044 (x) para toda z € G, como
o.(x) = ex = x para toda x € G, H contiene a la permutacién identidad y
finalmente, como 040y = 04g/,0404-1 = Ogg-1 = Oc Yy Og-10g = O = 0,
tenemos que o,-1 = (04)~*. Ahora, definamos

g tg

h : G — H mediante
g = h(g)zog.

Como

hgg')(x) = a4/ () = (99") = g(g'z) = 04(0g (2)) = (7404)(x)) = h(g)h(g")

h es un homomorfismo. Si h(g) = h(g’) entonces, en particular, o4(e) = ge =
g=¢ =g'e=04(e),luego g = g’ y h es inyectiva. Luego h es un isomorfismo.4

Los teoremas de Sylow nos proporcionan informacién importante acerca de
los grupos finitos no conmutativos. Nos dicen, entre otras cosas, que si la po-
tencia de un primo divide al orden de un grupo este posee un subgrupo con ese
orden.
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2.13 Definicién. Un grupo G se dice que es un p-grupo (p un nimero primo),
si todos los elementos de G tienen orden una potencia de p.

2.14 Teorema. (Primer teorema de Sylow) Sea G un grupo de orden p™"m
donde p es primo, n > 1 y tal que p { m. Entonces, G contiene un subgrupo de
orden p’ para cada i tal que 1 < i < n, y todo subgrupo H de G de orden p’ es
un subgrupo normal de un subgrupo de orden p‘t! para 1 < i < n.

2.15 Definicién. Sea p un numero primo. Diremos que P es un p-subgrupo
de Sylow si P es un p-subgrupo maximo de G i.e si K es un p-grupo tal que
P < K < G entonces P = K.

2.16 Teorema. (Segundo teorema de Sylow) Dos p-subgrupos de Sylow de
un grupo finito G son conjugados.

2.17 Teorema. (Tercer teorema de Sylow) Si G es un grupo finito y p|o(G)
( p primo), entonces el niimero de p-subgrupos de Sylow de G divide al orden
de G y es congruente con 1 médulo p.

Véase [A] o [F] para las demostraciones de los teoremas de Sylow.

Problemas

2.1 Compruebe que a : Z x R — R dada por (g,2) — a(g,z) = gz es una
accion de Z en R llamada translacién.

2.2 Considere la accién a : H x s(G) — $(G) de un subgrupo H de un
grupo G en el conjunto s(G) consistente de todos los subgrupos de G dada por
(h, K) — hKh~1. Pruebe que hKh~! es un subgrupo de G isomorfo a K.
hKh~! se dice que es un subgrupo conjugado de K.

2.3 Pruebe que para un ciclo de longitud r hay exactamente r notaciones en
forma de ciclo.

2.4 Pruebe que si o es una permutacién de ¥, y en I, = {1,....,n}, i =j si, y
sélo si 0" (i) = j, para algin entero 7, entonces = es una relacién de equivalencia
en I,.

2.5 Definimos el signo de una permutacion o € ¥,, como

[t =t

so(0) =1 ™=

i<j

Pruebe que si ¢’ es otra permutacion, entonces sg(c’oc) = sg(c’)sg(o) y que
si 7 es una transposicién, entonces sg(7) = —1. Diremos que una permutacién
es par o impar si su signo es 1 o —1 respectivamente. Concluya que si n > 1,
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el conjunto de las permutaciones pares de I,, forman un subgrupo A, de %,
llamado grupo alternante de grado n.

2.6 Defina un homomorfismo & : ¥,, — {1, -1} dado por h(c) igual a 1 si o
es par y —1 si 0 es impar. Pruebe que A, es el nicleo de h, y por lo tanto un
subgrupo normal de ¥, tal que o(4,,) = %‘

2.7 Pruebe que si un ndmero primo p divide al orden de un grupo finito o(G),
entonces G tiene un elemento de orden p y por ende un subgrupo de orden p.
(Teorema de Cauchy)

2.8 Pruebe que un grupo finito es un p-grupo si, y sélo si, el orden de G es una
potencia de p.

2.9 Pruebe que si o(G) = p™, p un ndmero primo, entonces posee un centro no
trivial.

2.10 Demuestre que si o(G) = p? para p un niimero primo, entonces G es ciclico
o isomorfo a Z;, X Zy.

2.11 Pruebe que el subgrupo K es normal en Ng(K).

2.12 Pruebe que K es normal en G si, y sélo si Ng(K) = G. Compruebe que
los 2-subgrupos de Sylow de X3 tienen orden 2 y que éstos son conjugados unos
con otros.

2.13 Pruebe que solamente existe un grupo de orden 15.

2.14 Pruebe que no existen grupos simples de orden 15, 20, 30, 36, 48 y 255.

3.3. Grupos Libres

Considérese el producto cartesiano A = X X Zs donde X denota cualquier
conjunto y Zy = {—1,1}. Para cada elemento x de X usaremos las notacién
! = (z,1) y 2! = (2, —1). Consideremos el conjunto K de todas las sucesiones
finitas de elementos con repeticiéon del conjunto A. Definamos una operacion
binaria en K

KxK — K,
(zla"'amT)(ylﬂ"'ays) = (xh"'?x?"aylw"vys)'
Llamaremos alfabeto a los elementos de A, y palabras a los elementos de

K, los cuales son productos formales de elementos de A.

3.1 Ejemplo. Témese X = {x1,x2,x3,24}. Las siguientes expresiones son

palabras: x%x;lx}x;xéxglx;lmé, x;lmélem%mglxéxémzl, xémzlx%x;mé.



3.3 Grupos Libres 73

Diremos que una palabra estd reducida si para todo elemento z de X, z'
nunca estd junto a ' o viceversa. Sea L el conjunto de todas las palabras
reducidas de K y adjuntémosle la palabra vacfa (la cual no estd en K) misma
que denotaremos con 1.

Ahora definamos una operacién binaria en L con las siguientes condiciones:
si alguno de los elementos x o y es 1 entonces su producto es x o y, de otra
manera su producto es una palabra reducida zy. Se puede comprobar que esta
operacion binaria proporciona a L una estructura de grupo.

3.2 Definicién. Un grupo libre en el conjunto X es una pareja (L, f) donde
Lesun grupoy f: X — L es una funcién tal que, para cualquier funcién
g : X — G, G un grupo cualquiera, existe un homomorfismo tnico h: L — G
tal que el siguiente triangulo es conmutativo:

X%

W

Definamos una funcién f : X — L mediante f(z) = 2! € L. Supongamos
que g : X — G es cualquier funcién de X en un grupo G. Definamos una
funcién h : L — G mediante

h(k) = eg sik esla palabra vacia,
h(k)
paran;, = =+1,1<i<n.

gla1)" g(w2)™ - - glan)™ stk = x{"xg® -2,

Es facil comprobar que h es un homomorfismo de grupos tal que ho f =
g. Aun més, si b’ : L — G es otro homomorfismo de grupos tal que h' o
f = g. Entonces para la palabra k = z1'23* - 2'» tendriamos que h'(k) =
R (x1)Mh (x2)" -+ b/ (x,)™ = g(x1)" g(x2)™ - - - g(T5)™. Luego h = h'. Asi es
que tenemos el siguiente

3.3 Teorema. Para cualquier conjunto X siempre existe un grupo libre en X .4

Considérese un grupo libre en el conjunto X denotado (L, f), donde f :
X — L es una funcién. Veamos que dicha funcién f es inyectiva: Supongamos
que z,y € X con x # y. Consideremos un grupo G y g : X — G una funcién
tal que g(x) # g(y). Como h(f(z)) = g(x) # g(y) = h(f(y)) se tiene que
f(x) # f(y). Adn més, veamos que f(X) genera L: sea H el subgrupo de L
generado por f(X). Entonces f define una funcién g : X — H coniog = f
donde ¢ denota la inclusién de H en L. Como L es libre, existe un homomorfismo
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h:L— H tal que ho f =

Considere el diagrama

X—>L

Rt

Es claro que Iy, o f = f, yiohof:iog:f. Por la unicidad, i o h = I,.
Luego, i debe ser suprayectiva. Asi, H = Gy f(X) genera L.

Supongamos que (L', g) es otro grupo libre en el mismo conjunto X que L.
Entonces podemos considerar el siguiente diagrama:

X%L

N
N

L.

Aqui, como L es libre, existe un homomorfismo tnico h tal que g = ho f y
como también L’ es libre, existe un homomorfismo tinico A’ tal que f = h' o g.
Por la unicidad, Iy, = I/ o h. Andlogamente podemos considerar el diagrama

x>

[X]
!

y obtener que Iy, = hoh'. Luego, L = L’. Podemos resumir lo anterior en el
siguiente

3.4 Teorema. Sea (L, f) un grupo libre en X. Entonces f es inyectiva y f(X)
genera L. Aun més, (L, f) es unico salvo isomorfismo. 4

Obsérvese que cada conjunto X determina un unico grupo libre. Como f es
inyectiva identificaremos X con su imagen y f(X) es un subconjunto generador
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de L. Podemos decir que toda funcién g : X — G se extiende a un homo-
morfismo tnico h : L — G. Llamaremos a L grupo libre generado por los
elementos del conjunto X. Observe que todo grupo libre es infinito.

Sea G cualquier grupo. Podemos escoger un subconjunto X de G que genere
a (. Siempre se puede, pues podriamos escoger X = G. Consideremos el grupo
libre generado por X. Entonces la funcién de inclusién g : X — G se extiende
a un homomorfismo h : L — G. h es suprayectiva puesto que X genera G y
X =¢(X) C h(L). Si N es el nicleo de h, por el primer teorema del isomorfismo,
G = L/N. Podemos resumir esto en el siguiente

3.5 Teorema. Cualquier grupo es isomorfo al cociente de un grupo libre.4

Denotemos con R el conjunto de generadores del subgrupo N del grupo
libre L. Como el grupo L estd totalmente determinado por el conjunto X y
el subgrupo normal N lo estd por el conjunto R, el grupo G = L/N puede
definirse dando un conjunto cuyos elementos los llamaremos generadores de

G y mediante un conjunto R cuyos elementos los llamaremos relaciones que
definen G.

Consideremos una palabra reducida k = z7'zJ*--- 2" # 1, es decir, un
elemento de R tal que si N no es el subgrupo trivial omitimos el 1 del conjunto R.
Como k € N, representa el elemento de identidad en el cociente. Lo denotaremos
mediante la expresiéon 7' zd? - -z = 1.

Diremos que los conjuntos X y R dan una presentacién (X|R) del grupo
G = L/N. Puede haber presentaciones diferentes de un mismo grupo. En tal
caso las llamaremos, presentaciones isomorfas.

3.6 Ejemplo. El grupo diedral D,, n > 2, es el grupo de orden 2n generado

por dos elementos, a y b con relaciones a” =1,0> =1y bab=a""'.

3.7 Ejemplo. (z|.) es una presentacién del grupo libre Z. Esto es, un generador,
pero ninguna relacién. De aqui el término libre, es decir, libre de relaciones.

3.8 Ejemplo. (z|z™ = e) es una presentacién del grupo ciclico Z,.

3.9 Definicién. Un grupo abeliano libre en el conjunto X es una pareja (L, f)
donde L es un grupo abeliano y f : X — L es una funcién tal que, para
cualquier funcién g : X — G, G un grupo abeliano cualquiera, existe un
homomorfismo tnico h : L — G tal que el siguiente tridngulo es conmutativo:
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Los siguientes dos teoremas se prueban exactamente como los correspondi-
entes a grupos libres:

3.10 Teorema. Sea (L, f) un grupo abeliano libre en X. Entonces f es inyectiva
y f(X) genera L. Atin més, (L, f) es tnico salvo isomorfismo. 4

3.11 Teorema. Cualquier grupo abeliano es isomorfo al cociente de un grupo
abeliano libre.¢

3.12 Teorema. Para cualquier conjunto X siempre existe un grupo abeliano
libre en X.

Demostracion. Sea (K,i: X — K) un grupo libre en un conjunto X. Con-
sidérese el grupo cociente L = K/K'donde K’ denota el subrupo conmutador y
la proyeccién a dicho cociente p : K — K/K'. Veamos que (L, f) es un grupo
abeliano libre en X, f = poi.

Sea g : X — G cualquier funcién de X en un grupo abeliano G. Como K es
un grupo libre en X, existe un homomorfismo k : K — G tal que koi = g. Como
G es un grupo abeliano, k envia el subgrupo conmutador K’ de K al elemento
0 de G. Luego, k induce un homomorfismo h : L — G tal que h o p = k. Luego
hopoi=koi=g. La unicidad es inmediata y la dejamos como un ejercicio.4¢

Como la funcién f = poi es inyectiva, podemos identificar X con su imagen
f(X) en L. Asi, X es un subconjunto de L que genera a L misma. Decimos que
la funcidén g se extiende a un homomorfismo tnico A y llamamos a L el grupo
abeliano libre generado por (los elementos) del conjunto X. Diremos
que un grupo cualquiera GG es un grupo abeliano libre, si es isomorfo a un
grupo abeliano libre L generado por un conjunto X. Si f’ : L — G y denotamos
con f la restricciéon de f'a X, entonces (G, f) es un grupo abeliano libre en el
conjunto X. Llamaremos base del grupo abeliano libre G a la imagen f(X).
Es claro que toda funcién ¢ : f(X) — H donde H es cualquier grupo abeliano
se extiende a un homomorfismo tnico h : G — H. (Problema 3.3).

3.13 Ejemplo. Considere el grupo que consiste de la suma directa de n copias
de Z. Entonces (1,0, ...,0), (0,1,0,..,0),..., (0, ..., 0, 1) es una base de dicho grupo
abeliano libre. El grupo de los enteros médulo n no es abeliano libre.

Problemas

3.1 Sea L el conjunto de todas las palabras reducidas de K y adjuntémosle la
palabra vacia (la cual no estd en K) misma que denotaremos con 1. Definamos
una operacién binaria en L con las siguientes condiciones: si alguno de los ele-
mentos o0 y es 1 entonces su producto es x o y, de otra manera su producto
es una palabra reducida xy. Pruebe que esta operacion binaria proporciona una
estructura de grupo a L.
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3.2 Considere la funcién h : L — G definida mediante

h(k) = eg sik esla palabra vacia,
h(k)
para 7;

g(@1)" g(z2)™ - g(2y)™ stk =223 -2l
+1,1<i<n.

Compruebe que h es un homomorfismo de grupos tal que ho f = g en el
contexto del Teorema 3.3.

3.3 Diremos que un grupo cualquiera G es un grupo abeliano libre, si es
isomorfo a un grupo abeliano libre L generado por un conjunto X. Si f': L — G
y denotamos con f la restriccién de f' a X, entonces (G, f) es un grupo abeliano
libre en el conjunto X. Llamaremos base del grupo abeliano libre G a la
imagen f(X). Pruebe que toda funcién g : f(X) — H donde H es cualquier
grupo abeliano se extiende a un homomorfismo tnico h : G — H.

3.4 Decimos que un grupo abeliano libre es de rango finito o infinito si posee
una base finita o infinita respectivamente. Pruebe que si una base es finita con
n elementos (infinita), entonces cualquier otra base es también finita con n
elementos (infinita).

3.5 Sean Ly L' grupos abelianos libres isomorfos generados por X y X’ respec-
tivamente. Pruebe que si X consiste de un nimero finito de elementos, entonces
X'’ consiste del mismo niimero de elementos.

3.6 Sea {G;}jcx una familia de grupos abelianos indizados por el conjunto X
con cada G; = Z,j € X. Defina L = {a : X — Z|a(j) = 0 para casi toda
j € X} junto con una operacién binaria dada por (a + 8)(j) = a(j) + 5())
jeX.

(i) Pruebe que L es un grupo abeliano.

(ii) Defina f : X — L mediante j — f(j)(¢) = 1si ¢ = 5,0sii # j. Pruebe
que (L, f) es un grupo abeliano libre en X.

(ili) Pruebe que >, v G; = (L, f).

(iv) Concluya que un grupo abeliano es de rango m si, y sélo si, es isomorfo
a la suma directa de m grupos ciclicos infinitos.

Los siguientes problemas son optativos (no se espera que sean resueltos
sin ayuda externa) y establecerdn, (junto con los problemas de las secciones
y capitulos anteriores) los grupos de orden menor que 16, a saber:

Orden

1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15
Nimero 1 1 1 2 1 2 1 2

8
) 2 1 5 1 2 1

donde el renglén superior indica el orden del grupo y el rengléon inferior indica
el nimero de grupos salvo isomorfismo de ese orden.
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3.7 Pruebe que si p es un numero primo que divide al orden de un grupo,
entonces el grupo contiene un elemento de orden p. Este es el Teorema de
Cauchy.

3.8 Pruebe que solamente existen dos grupos de orden 2p para cada nimero
primo p, uno es ciclico y el otro es D,,.

3.9 Escriba todos los grupos, salvo isomorfismo, de cada orden menor a 16.
3.10 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 10.

3.11 Compruebe que las siguientes presentaciones de Zg son isomorfas:

(z,yloya™ly™ = e,a’ = ey’ =) y (al2® =)

3.12 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 8. (Son cinco, de
los cuales tres son abelianos y dos son no abelianos).

3.13 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 12. (Son cinco,
dos son abelianos y tres son no abelianos. Sugerencia: utilice los Teoremas de
Sylow y argumentos semejantes a los usados en el problema anterior).

3.4. Producto Tensorial

Definiremos un grupo abeliano en el cual solamente se tienen relaciones bia-
ditivas.

4.1 Definicién. Sean X y Y grupos abelianos. El producto tensorial de X
y Y es la pareja (T, f), donde T es un grupo abelianoy f: X xY — T es
una funcién biaditiva, tal que si, G es un grupo abeliano y g: X XY — G es
biaditiva, entonces existe una homomorfismo tinico h: T'— G tal que g = ho f.

La condicién g = h o f se puede representar mediante el diagrama

XxY -2

\ lh
g
G
La definicién anterior nos dice que cualquier funcién biaditiva g: X XY — G

puede expresarse en términos de f: X x Y — T como g(x,y) = h(f(x,y)) para
un homomorfismo tnico h: T — G.

Veamos a continuaciéon que, si existe, el producto tensorial de dos grupos
abelianos es tnico. Es decir, dados dos productos tensoriales (T, f) y (T, f') de
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X y Y existe un isomorfismo entre 7'y T". Esto es inmediato, pues, por ser T
un producto tensorial, existe h: T — T" tal que f’ = ho f. Andlogamente, como
T’ es un producto tensorial, existe h': T/ — T tal que f = h' o f’. Consideremos
los siguientes diagramas

T/

Por ser T' un producto tensorial, como 17: T — T es tal que 1po f = f
se tiene que también que h' o h o f = f. Luego, por la unicidad, tenemos que
h' o h = 1p. De manera semejante, por ser 7’ un producto tensorial, como
1pr: T' — T es tal que 1y o f/ = f' y también ho h' o f' = f', se tiene,
por unicidad, que h o b’ = 17/. Por lo tanto, h es un isomorfismo. Entonces
podemos hablar de el producto tensorial T'de X y Y, denotadocon T'= X QY
o simplemente X ® Y.

Ahora veamos que, dados dos grupos abelianos, siempre existe su producto
tensorial.

4.2 Proposicion. Sean X y Y grupos abelianos. Entonces existe un grupo
abeliano T' que cumple la definicién anterior.

Demostracién. Sea L el grupo abeliano libre con base X x Y y sea G el
subgrupo de L generado por los elementos de la forma (z+2',y) — (z,y) — (¢, y)
v (@, y+y)—(z,y)— (z,y') donde x,2" € X y y,y’ € Y. Definamos XY =T =
L/G. Denotemos con z ® y la clase lateral (z,y) + G. Es inmediato comprobar
que f: X XY — X ®Y, dado por f(z,y) = z ® y es biaditiva, (Problema
4.1). Veamos que que X ® Y es, efectivamente, un producto tensorial. Sea G’
un grupo abeliano cualquiera. Consideremos el triangulo

X><Yf4>T

N

G/
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donde ¢ es biaditiva. Como L es libre con base X x Y, existe un homomorfismo
h': L — G tal que g = h' o f. Es ficil ver que h’ se anula en los elementos gene-
radores de G. Por lo tanto, G C ker i/, e induce un homomorfismo h: L/G — G’
tal que el siguiente tridngulo conmuta:

XxY 1o r/jG=XoY

N

G
Es fécil comprobar que h es unica (Problema 4.1).4

Para cada x € X y y € Y, el elemento f(z,y) lo escribiremos en la forma
x ® y. Es ficil comprobar (Problema 4.2) que f(X x Y) genera el producto
tensorial T', el cual denotamos X ® Y. De manera que cada elemento de X ® Y
se puede escribir en la forma >\, \j(z; @ y;) con \; € Z, xz; € X, y; € Y.
Esta expresion no es tnica pues se pueden escoger diferentes representantes de
una clase lateral. Debido a lo anterior, podemos alternativamente definir X Y
como el grupo abeliano generado por todos los simbolos x ® y, z € X, y € Y,
sujeto a las relaciones

(T1+22)@Yy = T11QY+220Y,
@1 +y2) = @y +2Qys.

Esta expresién no es unica pues de la biaditividad de f se tiene que

(T1+a22) @y = (11Qy)+ (220Y),

@ ty2) = (2@y1)+ (@®y2),
donde x1,z2,¢ € X y y1,y2,y € Y. Como caso particular se tiene que, para
ANEZ,(M)Ry = AMzxRy) =2 (A\y). Si A = —1 se tiene que (—z) @y =
—(z®y) =z® (—y) ysi A =0 se tiene que 0@y = 0 = z ® 0. Por lo tanto,
cualquier elemento de X ® Y puede escribirse en la forma

T

Z(l‘i ® i)

i=1

donde z; € X, y; € Y.

La funcién biaditiva f se llama funcién biaditiva universal (cualquier
otra funcién biaditiva g: X XY — G se obtiene de f). Decimos que debido a la
propiedad universal, el grupo abeliano X ® Y esta determinado en forma tnica
salvo isomorfismo.

Sean p: X’ — X, ¢: Y/ — Y homomorfismos de grupos abelianos y

exP: X'xY' - X xY
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dado por
(p x P)(z,y) = (p(x),1(y)).

Sean f: X' xY' — X' @Y ' yg: X xY — X ®Y las funciones biaditivas
respectivas. Consideremos la funcién biaditiva

go(pxv): X'xY' - X®Y.
Como X' ® Y’ es el producto tensorial, existe un homomorfismo tinico
h: X' Y - XY
que denotaremos con ¢ ® ¥ tal que el siguiente diagrama conmuta:

X'xy — . x gy

wxwl lw®w
Xxy —2 5 XV
ie.,
(p@vY)o flz,y) =go (¢ xP)(x,y); (z,y) € X' x Y.
Luego
(p@Y)(zey) =p)@Y(y),zc X yeY'

’
. .. . @ @
Como consecuencia de la unicidad de ©®1) tenemos que si X' — X — X"

yY’ v X, ¥ son homomorfismos de grupos abelianos, entonces
(¢ op)® W oy) = (¢ ®Y) o ().

En particular, las siguientes proposiciones son inmediatas.

4.3 Proposicién. Sean ¢: Y — Y y ¢': Y — Y” homomorfismos de grupos
abelianos y X un grupo abeliano. Entonces

(i)silx: X - X yly:Y — Y son los homomorfismos de identidad en-
tonces 1x ® 1y es la identidad de X Q Y, y

(i) (Ix ®@¢) o (Ix ®¢) = (Ix @ (¢ 0 ¢)).4
Podemos escribir estas afirmaciones en el siguiente diagrama:

Y’ XY
ld’ \ ll)(@w

X®7?
y;\}y/ oy —2 L X QY @@h 1x @ (3 o)

Jw’/ }X@w/

Y/I X ® Y/l
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Andlogamente tenemos la siguiente

4.4 Proposicién. Sean ¢: X' — X y ¢': X — X” homomorfismos de grupos
abelianos y Y un grupos abeliano. Entonces

(i)si 1x: X - X y 1y: Y — Y son los homomorfismos de identidad,
entonces 1x ® ly es la identidad de X @ Y, y

(i) (¢’ @1ly)e(p®ly) =((¢' o) ®1y).¢

Podemos escribir estas afirmaciones en el siguiente diagrama:

X' XY

PN N

X J Joop ——— X QY Tedly | (¢ op)®1y

|«/ [

X// X/I ® Y

Se tiene el siguiente resultado acerca del producto tensorial de una suma
directa de grupos abelianos:

4.5 Proposicidn. (i) Sean X y Y grupos abelianos con Y = Y Y;. Entonces
i€l

X® <ZY> =N (X oY)

(ii) Sean X y Y grupos abelianos y X = > X;. Entonces

icl
(Z Xi) ®Y = Z(Xz ®Y)
el icl

Demostracién. Sea g: X x(>_Y;) — > (X ®Y;) dada por g(z, (v;)) = (zQy;).
iel i€l
Es facil comprobar que g es biaditiva. Luego, existe
h: M@ (N;) — (M ® N;)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

X % (XierYi) T x @ (Xier Yi)

T

Yier(X ©Y3)
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Sea p;: X ®Y;, - X ® (DY;) dada por ¢;(z ® y;) = = ® ty,(y;) donde
i€l
ty;: Y; — Y, es la inclusién. Luego, por la propiedad universal de la suma
=,
directa, existe un homomorfismo tnico

@:Z(X@E)HX@J(ZE)

iel el
tal que si txgy;: X ®Y; — > (X ®Y;) es la inclusién entonces ¢; = v o txgy;,
il
es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i € I

X® (Tier i)

/}a

X®Yim@ieI(X®Yi)~

Es facil comprobar que 9 o h = lxg(yv,) ¥y que ho ¢ = lg,_,(xey,)  La
i€l
demostracién de (ii) es anédloga.¢

. oo R W ¥ .y
4.6 Proposicién. (i) Si Y/ — Y — Y es una sucesién exacta de grupos
abelianos y X un grupo abeliano, entonces

Xov 2% x oy 2% x oy’ 0

’
L N @ ® .
es una sucesién exacta. (i) Si X’ — X — X" es una sucesién exacta de grupos
abelianos y Y un grupo abeliano, entonces

X oy 22, xov 29, x ey -0

es una sucesion exacta.

Demostracion. (i) Veamos que 1x ® ¢’ es un epimorfismo: sea t" = > (z; ®
y ) eX®Y" z;€ X,y € Y. Como ¢ es un epimorfismo, existe y; € Y tal
que ¥’ (y;) = yi para toda i. Luego,

(x @) (M @ieu) =Y @ o).

Como
(Ix 2y )(Ix®¢)=(Ix@YY) =1x®0=0
se tiene que im(lx ® ¢) C ker(lx ® ¢’). Resta unicamente comprobar que
(1x ® ) D ker(1x ® ¢'), lo cual dejamos al lector, as{ como la parte (ii).4

El resultado anterior es lo mejor que podemos obtener. Por ejemplo, si con-
sideramos la sucesion exacta

2.
7Z—7—7]2
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donde 2._ denota la multiplicacién por dos, al hacer el producto tensorial con
Y = Z/2 obtenemos

ZRLI2Z5TQL)2— T)2R L2

la cual es equivalente a
7)2 25 7)2 > 7)2

pero 2, no es inyectivo.

A continuacién estableceremos algunas propiedades del producto ten-
sorial.

4.7 Proposicién. Sea Y un grupo abeliano. Entonces Y @ Z=Y 2 7Z® Y.
Demostracién. Sea g: Y x Z — Y la funcién biaditiva dada por g(y, \) = Ay,
A €Z,y €Y. Entonces existe una homomorfismo tinico h: Y ® Z — Y tal que
ho f =g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

YxZ—1svez

S

Y.

La funcién biaditiva g es suprayectiva pues g(y,1) = 1-y = y. Como hof = g
entonces h es suprayectiva.

Veamos que h es inyectiva: sea x € Y @Z. Entonces existen elementos {y; }_,
enY y {\;}" en Z tales que z es de la forma Y- (y;®\;) paray; € Y, \; € Z.

Pero
n n

r=> o)=Y Qwel)= lp)el=yel,

i=1 i=1 i=1

luego
h(z) =h(y®1) =h(f(y,1)) =gy, 1) =1-y=1y.

Si h(y ® 1) = 0 entonces y = 0 y por lo tanto x = y® 1 = 0. Asi, h es
inyectivo. Dejamos al lector probar que Y 2 Z ® Y (Problema 4.5).4

4.8 Proposicién. Sean X, Y, Z grupos abelianos. Entonces
(XY)eZ2X(YR2)2XY®Z
Demostracién. Consideremos la funcién biaditiva
g X xY -XeY®Z
dada por ¢"(z,y) = r®y®w para w € Z fija, la cual induce un homomorfismo

hy: XQY - XRY®Z
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tal que
hp(z®y)=2Qy®w.
Sea
g (XY)xZ—-XeY®Z
dada por

g(t,w) = hy(2).

La funcién g es biaditiva y por lo tanto induce un homomorfismo
h: ( X@Y)®Z -XQYR®Z

tal que
Mrzey) ®w) =10y w.

Construyamos ahora una funcién
M XeY®Z—>(XY)®Z

tal que h' o h = 1(xgy)ez ¥ hoh' = lxgyez. Para construir A’ considere la
funcién

g XXxYXZ—-(XRY)®Z

dada por
g'(z,y,w) = (z@y) ®w.

g’ es lineal en cada variable, luego induce un homomorfismo
M XY®Z—-(XeY)®Z

tal que
hz®@y@w)=(z®y) ®w.

Es inmediato comprobar que h/ o h = 1(xgy)gz ¥ que hoh' = lxgyez ¥,
por lo tanto, h y A’ son isomorfismos. La demostracién de que X @ (Y ® Z) =
X ®Y ® Z es analoga.¢

Problemas

4.1 Pruebe que en la Proposicién 4.2 f: X XY — X®Y', dado por f(z,y) = 2Qy
es biaditiva, b’ se anula en los elementos generadores de G y h es tnica.

4.2 Verifique que f(X xY') genera a X®Y . (Sugerencia:defina un homomorfismo
1: X xY - X ®Y y utilice la unicidad para mostrar que i es suprayectiva.)

4.3 Sea g: X x (DY) — Y. (X ®Y;) dada por g(z, (y;)) = (x ® y;) como
iel i€l
en la Proposicion 4.5. Compruebe que g es biaditiva. También compruebe que
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poh =1lxgxy) yque hop = lg,_,(xey,)  Realice la demostracion de la
i€l

parte (ii).

4.4 En la Proposicién 4.6 compruebe que (1x ® ¥) D ker(1x ® ¢'), asi como la
parte (ii).

4.5 Pruebe que Y X Z ®Y.
4.6 Pruebe que X Y 2Y ® X.

4.7 Pruehe que X @ (Y Z) 2 X QY ® Z.

4.8 Pruebe que si X' L. X % X es una sucesién exacta de grupos abelianos
que se escinde (es decir, X 2 X’ & X”) y Y un grupo abeliano, entonces

0= X oy 22, xov 29, xoy 0

es una sucesion exacta que se escinde (es decir, X @ V 2 X' @Y ¢ X" ®Y).



Capitulo 4

En este capitulo se expondré con todo detalle algunas aplicaciones de la
Teoria de Grupos a la Teoria Musical. Se explicaran algunos aspectos basicos de
la Teoria Matemaética de a Misica y, en el proceso, se pretende dar elementos a
lectores de diversos antecedentes, tanto en la Matematica como en la Mtisica. Por
este motivo los ejemplos siguen de algunos aspectos tedricos sobresalientes de los
capitulos previos; los aspectos y términos musicales son introducidos conforme
se vayan necesitando para que un lector sin formaciéon musical pueda entender la
esencia de cémo la Teoria de Grupos es empleada para explicar ciertas relaciones
musicales ya establecidas. Asimismo, para el lector con conocimiento de la Teoria
Musical, este capitulo provee elementos concretos, asi como motivacién, para
comenzar a comprender la Teoria de Grupos.

Una meta de la Teoria Musical es describir las posibilidades de un sistema
de tonos. El tono es el sonido que se escucha y que, usualmente, se asocia con
las frecuencias de vibracién. Tradicionalmente, el estudio de los intervalos entre
tonos se hacia usando las razones de frecuencia de las potencias de los enteros
pequenos. La Teoria Matematica de la Musica moderna ofrece una manera in-
dependiente de entender el sistema de tonos, considerando los intervalos como
transformaciones. El surgimiento histérico de las estructuras algebraicas en la
Musicologia llevé a la Teoria Transformacional, que se concentra en las ope-
raciones que forman grupos matematicos. En este capitulo vamos explorar y
desarrollar aspectos de la Teoria Neo-Riemanniana, en particular la dualidad
los grupos TI y PLR. El contenido de este capitulo estd basado en [CFS] y
[DP].

87
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4.1. Antecedentes Musicales

Los doce tonos de nuestro sistema moderno llevan los nombres de las primeras
7 letras del abecedario'. Cada letra representa una frecuencia distinta y las le-
tras se repiten cuando se duplica la frecuencia del tono. El rango de tonos
que comienza con una frecuencia hasta su doble, se conoce como una octava.
Convencionalmente se divide a la octava en 12 intervalos iguales, de modo que
obtenemos un conjunto de tonos tales que la frecuencia de cada uno resulta de
multiplicar por /2 la del anterior?. Esto se conoce como la afinacién de tem-
peramento igual o equitemperada. Previo a la afinaciéon de temperamento
igual, los misicos usaban (entre otras) la afinacién justa, que es un sistema
con notas que tienen frecuencias que estan relacionadas por razones de niimeros
enteros. En la afinacion equitemperada, la diferencia en frecuencia entre cada
nota se llama semitono. Con sélo 7 letras y 12 notas, el simbolo f es usado
para denotar un tono que es un semitono por arriba del original y el simbolo b
para denotar un tono que es un semitono por debajo del original. Por ejemplo,
si hablamos del tono G, entonces la nota que estd por arriba un semitono seria
Gf y la nota un semitono por abajo serfa Gb. El conjunto completo de doce
notas se llama la escala cromatica y se denota, musicalmente, como sigue:

C,Ct,D,Dt, E,F, Ft, G, Gi, A, A, B.

Como se mencioné anteriormente, dos notas sucesivas difieren por un semito-
no. La nota que estd un semitono por arriba de G es Gf, aunque también esa
misma nota estd un semitono por debajo de A y por ello puede ser denotada
con Ab. Esta propiedad de las notas de poseer multiples nombres en la afinacién
bien temperada, se conoce como la equivalencia enarménica. Esto se muestra,
junto con los valores de la frecuencia de cada tono (comenzando con la nota C
central® y las once notas que la siguen), en la cuadro 4.1.

Como todos los multiplos de una cierta frecuencia son representados por
la misma letra, es matematicamente conveniente representar este conjunto de
doce notas por los enteros médulo 12 (Z15), donde cada elemento es una clase y
representa un conjunto infinito de niimeros. De acuerdo con la literatura sobre

1La Teorfa Matemética de la Musica usa la notacién cientifica del tono. Debe tenerse en
mente que, generalmente, en los paises de habla romance se acostumbra hacer las identifica-
ciones do=C, re=D, mi=E, fa=F, sol=G, la=A y si=B.
2El cerebro humano interpreta las distancias entre tonos de manera logaritmica. Es decir,
la distancia (en octavas) entre un tono con frecuencia Fi y otro con frecuencia F» se percibe
como
[logy (F1) — logy (F2)]-

Es por eso que si F» = 2F7, entonces la distancia es
|logs (F1) — logy (F2)| = | logs(F1) — loga (2F1)| = |loga(57)| = |logg 3| = | — 1] = 1.

El lector podra comprobar que al dividir la distancia entre F7 y 2F» en doce partes iguales,
las frecuencias de los tonos resultantes son iguales a multiplicar F; por potencias sucesivas de
213,

3En la notacién cientifica del tono, el llamado C central se ubica en la cuarta octava. Por
ello se denota con Cy.
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Nota Frecuencia (Hz) Nota Frecuencia (Hz)
Cy 261.63 Ft4/Gby 369.99
CHa/Dby 277.18 Gy 392.00
Dy 293.66 Aby/GHy 415.30
Eby /Dty 311.10 Ay 440.00
E4 329.63 Bby /Aty 466.16
Fy 349.23 B4 493.88

Cuadro 4.1: Frecuencias correspondientes a las notas en la octava central.

Cz Di Fg Gf o Ag
1 3 6 8 10
CID[E|F|[G[A]|B
012457 ]9]11

Figura 4.1: Notas asignadas a los elementos de Zqs.

la Teoria Matematica de la Musica, asignaremos los nimeros a las letras como
se indica en la figura F:Asig.

Esta asignacién no es rigida y es vélido asignar el 0 a cualquiera de las
12 notas. Para los fines de este capitulo, estamos interesados en conjuntos de
notas que se tocan simultaneamente. Tales conjuntos de notas se conocen como
acordes. Nos concentraremos, en particular, en el grupo de acordes conocidos
como triadas, es decir, conjuntos de 3 notas se tocan simultdneamente. Ahora
bien, hay (132) = 220 subconjuntos de de 3 notas del conjunto de 12 notas.
Sin embargo, nos limitaremos a estudiar a los conjuntos de 3 elementos que se
conocen como acordes mayores y menores.

Las tres notas en una triada son conocidas como la fundamental o raiz, la
tercera y la quinta (respectivamente). A cada triada se le nombra segin su
fundamental (o raiz). No obstante, en nuestro trabajo, las triadas son conjuntos
y el orden no importa (salvo para identificar a la raiz, claro estd). Los acordes
mayores y menores se definen como sigue:

1.1 Definicién. Diremos que el acorde {a,b,c} € p(Z12) es un acorde mayor
sib=a+4yc=a+T.

Los acordes mayores en este orden estdn en la posicién fundamental (o posi-
cién raiz) y son designados con maytsculas, como Gf = {8,0,3}.En el caso de
Gf, la fundamental es Gff = 8, la tercera es B = 0, y la quinta es Df = 3.

No obstante esta observacién musical, en el trabajo matemadtico con las
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triadas (que son conjuntos de tres elementos) insistimos en que el orden no
importa: a veces serd mas apropiado referirse a Gff como, digamos, {3,0,8}. Lo
mismo es cierto para los acordes menores que se definen a continuacién.

1.2 Definicién. Diremos que el acorde {a,b,c} € p(Z12) es un acorde menor
sib=a+3yc=a+T.

Los acordes menores en este orden también estan en la posiciéon de funda-
mental y serdn denotados con letras mintsculas, como f = {5,8,0}. Ahora que
hemos definido los elementos, nos referiremos a ellos como triadas de clases
de tonos.

1.3 Definicién. El conjunto completo de los 24 acordes mayores y menores se
denotara con M. Especificamente,

M={z,2+3,2+7TH{X, X +4, X + 7}z, X € Z15}.

Volvemos a resaltar que los acordes son conjuntos y que por ello no estan
ordenados. En otras palabras: si el conjunto {5,8,0} se escribe en otro orden,
digamos {0, 8,5}, el significado es el mismo pues de ambas maneras representa
al acorde de F menor. El acorde de F menor se forma tocando las notas F, Ab,
y C simultdneamente. Si tomamos {0, 8,5}, todavia estamos indicando que las
notas C, Ab, y F serdn tocadas juntas, lo cual significa que se toca el acorde
de F menor. De esta forma, la posicién fundamental del acorde (como en las
definiciones 1.1 y 1.2) muestra cémo se incluyen las componentes del acorde, pero
las notas individuales pueden distribuirse de multiples maneras sin cambiar la
identidad del acorde.

Hay un detalle respecto al término “triada de clases de tono”. Debe quedar
claro con qué elementos estamos trabajando ya que, hasta ahora, nos hemos
referido a la triada de clases de tono como triada, a secas. Sin embargo, un
elemento x en M es una triada, donde x = {a, b, ¢}, y a,b, ¢ € Z12. Esta notacién
se usa porque es comoda y sencilla, pero para ser més precisos debemos recordar
que Zq2 es un conjunto de clases:

Ziz =A{[0], [1],...,[11]},
donde

0]={...,—24,-12,0,12,24,.. .},

[11] ={...,—-13,-1,11,23,.. .}.

Asi es que, cuando se lee a € Zja, se quiere decir realmente que [a] € Zqs.
Llamamos estas clases de tono porque, como ya se menciond, cada nota de C a
B representa para nosotros todos los tonos que son multiplos de él, de la misma
manera en que cada clase en Zi5 representa todos los nimeros médulo 12 de que
son multiplos. En consecuencia, cuando se lee, z = {a, b, ¢}, realmente se tiene
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[x] = {[a], [b],[c]}. Por lo tanto, se extiende esta idea de clases de tono hasta
triadas de clases de tono, donde todos los elementos en M también son clases.
Como ejemplo, témese el acorde de C mayor, = {0,4, 7}. Si se ve a C mayor
como una clase de triadas, debemos representarlo de la siguiente manera:

C= [x] - {[0}7 [4]7 [7]} - { i {7127 -3, *5}3 {0a4; 7}3 {127 16, 19}7 T }

Ahora que hemos aclarado la diferencia entre elementos bésicos y clases, en
aras de la simplicidad, continuaremos denotando [z] simplemente con x.

4.2. Las Transformaciones T e I

La transposicion, en la Teoria Musical, se refiere al proceso de trasladar un
tono, o un conjunto de tonos, por un intervalo constante. La definicién musical de
esta transformacion se traduce directamente en una definicién de transformacién
matematica.

2.1 Definicién. Sea x € M, donde z = {a,b,c}. Una transposicién es una
funcién T, : M — M dada por

T.(z)=xz+n={a+n,b+n,c+n},
donde n € Z.

Se puede aplicar T,, solamente a los 24 elementos (triadas) en M, pero hay
una cantidad infinita de transposiciones de cualquier triada, ya que n € Z. No
obstante, después de haber transpuesto cualquier triada 12 veces, se obtiene la
misma sucesiéon de triadas de nuevo. Por ejemplo:

TO(C) = TO({Ov 4, 7}) = {0’ 4, 7}
T (C) = Tl({0a4v 7}) = {1’ 5, 8}

Tlg(C) = T12({0,4, 7}) = {0,4, 7} = T‘()(C)
T13(C) = TlS({Ov 4, 7}) = {13 D, 8} =T (C)

Se ve entonces que Ty se comporta como la funcién identidad y que, por
cada triada, no hay més que 12 transposiciones distintas.

Geométricamente, podemos ver las transposiciones como las rotaciones de un
tridngulo a través de 12 puntos igualmente distribuidos en un circulo. Los tres
vértices de un tridngulo representan los tonos de una triada. Por ejemplo, en la
esquina superior izquierda de la figura 4.2 se ubica el acorde de C mayor {0,4, 7}.
Después se rotan los tres vértices, o tonos, hacia la derecha, uno por uno. La
figura 4.2 presenta el proceso de aplicar T, ({0,4,7}), para toda 0 < n < 12, al
acorde de C mayor.
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T,({0.4.7}) T ({0.4.7}) T ({0.4.7})

Figura 4.2: Las doce transposiciones de la triada de C mayor {0,4, 7}.
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2.2 Definicién. Sea x € M, donde = = {a, b, c}. Una inversidén es una funcién
I, : M — M dada por

I(z)=—-2x4+n={-A+n,—B+n,—C+n}
donde n € Z.

Como en el caso de las transposiciones, hay 24 triadas para invertir y un
numero infinito de inversiones de cada triada. Sin embargo, una vez mas, cuando
invertimos una triada, y luego transponemos 12 veces, obtenemos nuevamente
la misma sucesion de triadas. Por ejemplo:

IO(C) = IO({0747 7}) = {07&5}
Il(C) = Il<{074a 7}) = {179a6}

I2(C) = I12({0, 4, 7}) ={0,8,5} = IH(C)
Ii3(C) = I13({0,4,7}) = {1,9,6} = [,(C)

Se ve otra vez que para cada triada no hay mas que 12 inversiones dis-
tintas. En contraste con la representacién geométrica de la transposicién, la
representacion correspondiente a la inversion es relativamente mas descriptiva.
Todas las inversiones pueden ser ilustradas como reflexiones de tridngulos re-
specto al eje vertical que pasa por el 0 y el 6 en el circulo. Lafigura 4.3 no
presenta a primera vista las 12 inversiones de {0,4,7}. Mds bien, a fin de ilus-
trar la reflexién, la figura presenta la forma invertida de cada triada mayor. Sin
embargo, cada una de tales triadas es, en ultima instancia, una transposicién
de la trfada original {0,4,7}. Dicho de otra manera, si se reflejan cada una de
las triadas de la figura 4.2 se obtienen las de la figura 4.3.

2.3 Proposicién. Para toda n, k € Z, tal que n = k mod 12,
T, =T y In = Ik

Demostracion. Como n =k mdd 12, entonces n = 12q+ k, para algun g € Z.
Por lo tanto

Tn = T12q+k = T12q e} Tk = (To)q o Tk = (Z)q O Tk = Tk
donde i es la transformacion identidad (o la traslacién por 0) y
I = Iagpr = Tizq 0 I, = (Tp)? o Iy = ()7 o Ij, = I;

la igualdad marcada con un asterisco la demostraremos en el lema 2.5. ¢
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1({9.1,4}) 1({10,2,5}) 1({11,3,6})

Figura 4.3: Las doce inversiones de la triada de C mayor {0,4,7}.
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2.4 Definicién. El conjunto de todas las funciones de transposicion e inversion
se denota TI, y se define como:

TI={T,,I,jn=0,...,11}.
Resulta que podemos representar todos estos elementos de una forma mas
compacta si analizamos las cuatro posibles composiciones de las funciones de T

el

2.5 Lema. Se tienen las siguientes relaciones en el conjunto TI:

Tm o Tn - Tm+n méd 125

Tm o In = dm+n méd 12,
Iy ol = Iny— méd 125
ImOIn = Im—n méd 12-

Demostracién. Para el primer inciso tenemos

TmoT, =Tn(Th({a,b,c}))
=Tn{a+nb+n,c+n})
={a+n+mb+n+m,c+n+m}
={a+(m+n),b+(m+n),c+(m+n)}

— dm4n maéd 12

mientras que para el segundo

Tmol, =Tn(I.({a,b,c}))
=Tn({—-a+n,-b+n,—c+n})
={-a+n+m,—-b+n+m,—c+n+m}
={-a+(m+n),-b+(m+n),—c+(m+n)}

= dm+n mdd 12-

La demostracién de las otras dos igualdades se deja como ejercicio para el
lector. ¢

Si se aplican consecutivamente las funciones del conjunto TI a cualquier
triada en M, se reproduce todo el conjunto M. Reiteramos que las figuras 4.2 y
4.3 muestran el resultado de aplicar todas las funciones de T eI a C = {0,4, 7}.

Se deja al lector, en los ejercicios, mostrar que las funciones en T e I estan
bien definidas.

2.6 Teorema. El conjunto TT forma un grupo bajo composicién.

Demostracion.
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1. Para toda f,g € TI, fog = h € TI, por el lema 2.5. Por lo tanto, TI
estd cerrado bajo composicién.
2. Se satisface lo siguiente:
TO o Tn = T()_;,_n = Tn7
Tpoly= Tn—i—O =Ty,
TO o In = IOJrn = I’ru
In o) TO = In,() = In
Por lo tanto, Ty =i € TT (i.e. Ty es el elemento identidad).

3. Por un lado, las relaciones

TnoTia—p =Tht12—n = T12 = T,
T12—n o Tn = T12—n+n = T12 = TOa

implican Tnfl = Ti2_,, mientras que I, o I, = T},_,, = Ty. muestra que

IV =1,.

4. Por las propiedades de la composiciéon de funciones, la operacién o es
asociativa.

Asi es que TT es un grupo bajo composicion. ¢

Problemas.

2.1. Muestre que las operaciones en T estdn bien definidas. Es decir, si [z] es
una triada de clases de tonos en M, para toda x1,z2 € [z] tenemos que:

To(x1) = Th(za), e Tp({a1,b1,e1}) = Tn({az, ba,ca}).

2.2. Demuestra que las operaciones en [ estdn bien definidas. Es decir, si [z] es
una triada de clases de tonos en M, para toda x1,zs € [z] tenemos que:

In(l‘l) :I,L(IQ), i.e. In({al,bl,cl}) ZIn({ag,bQ,Cg}).

2.3. Demuestre las tltimas dos igualdades de Lema 2.5.

4.3. Las Transformaciones P, L y R

Aunado a las transformaciones T e I que se aplican al conjunto M, también
se tienen las funciones paralela (P), intercambio de la séptima, o leittonwechsel
(L) y relativa (R). Andlogamente a lo ocurrido con las funciones T e I, hay
descripciones musicales, con la Teoria de Grupos, asi como geométricas, de las
funciones P, L y R. Las descripciones y definiciones de las tres no seran separadas
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como fue el caso con las funciones T e I y se proveerdan varios ejemplos después
de la definicién formal.

Dos triadas son paralelas si tienen la misma letra como nombre, pero su
paridad es opuesta (por paridad se entiende si el acorde es mayor o menor). Por
ejemplo, la triada paralela de F mayor F = {5,9,0} es F menor f = {5,8,0}.
Ambas triadas se denotan con la letra F, pero una es mayor y la otra menor.

Dos triadas son relativas si son de paridad opuesta y la raiz de la que es
menor se encuentra tres semitonos por debajo de la raiz de la triada mayor.
Para ilustrar, se toma F mayor {5,9,0} y se cuenta tres semitonos por debajo
de 5, lo cual da 2. A continuacion, se construye un acorde menor comenzando
con 2. Este es el acorde de D menor, {2,5,9}, por lo que D menor es la relativa
de F mayor.

Finalmente, el intercambio de la séptima (L) también es de paridad
opuesta y, en este caso, simplemente la raiz de la triada original se reemplaza
con su “séptima”’. Una vez més se usa F- mayor {5,9,0} para ilustrar. La raiz
de F es 5, que se reemplaza con su séptima, que es 4. El tinico acorde menor con
tonos 4, 9, y 0 es A menor, {4,0,9}, que es el intercambio de la séptima de F.

Continuamos ahora con las definiciones matematicas de P, L y R, después
de las cuales siguen mas ejemplos.

3.1 Definicién. Sean z,Y € M, donde = = {a,b,c} es una triada menor y
Y = {A, B,C} es una triada mayor, entonces

P(z) = P({a,b,c}) = {a,b+1,c},
PY)=P{A,B,C})={A,B—-1,C},
L(z) = L({a,b,c}) = {c+ 1,a,b},
LY)=L{A,B,C})={B,C,A -1},
R({E) = R({av ba C}) = {ba ¢, a— 2};
R(Y)=R({A,B,C})={C+2,A,B}.

Por ejemplo,

P(c)=P({0,3,7}) ={0,4,7} = Cy P(F) = P({5,9,0}) = {5,8,0} = f,
L(e) = L({4,7,11}) = {0,4,7} = Cy L(G) = L({7,11,2}) = {11,2,6} = b,
R(5) = R({11,2,6}) = {2.6,9} = Dy R(4) = R({9,1.4}) = {6,1,9) = Jt.

Ahora se exploran las funciones que forman el conjunto de P, L y R y se
comienza con la representacion geométrica. Lo mismo que con las funciones
T e I, hay una representacién interesante de las funciones P, L. y R sobre un
entramado de tridngulos conocido como Tonnetz.

La palabra Tonnetz significa “red de tonos” en aleman. Aunque esta confi-
guracion es un invento de Leonhard Euler, fue Hugo Riemann quien explord su
capacidad para trazar el movimiento arménico, o el movimiento de un tono o
triada a otra. Por varios motivos, el Tonnetz tiene miltiples variaciones, pero
aqui se usa la versiéon mostrada en la figura 4.4. Notese que los vértices son clases
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\/ \/ \/ \/ \/
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\0/ \7/ \2/ \9/ \4/

Figura 4.4: El Tonnetz de Oettingen-Riemann.

de tonos y los triangulos representan triadas mayores y menores. Como ya se
menciono, las transformaciones P, L, y R preservan 2 tonos cuando son aplicadas
a cualquier triada de M. Por lo tanto, la rotacién del tridngulo alrededor de
cualquiera de sus aristas arroja otro tridngulo que es equivalente a una de las
tres triadas que producirian P, L, o R. Nétese que si se expande el diagrama
con mas vértices, éstos comienzan a repetirse vertical y horizontalmente y, en
efecto, se produce un enrejado que esta sobre un toro.

Ahora analizaremos las composiciones de P, L, y R y las potencias de las
composiciones, para determinar los elementos del conjunto. Nétese que P, L, y
R son involutivas. En otras palabras:

PP=1?>=R%?=.

Se demuestra esto para la funcién P. Las funciones L y R se comportan de
la misma manera.

PoP({a,b,c})=P{a,b+1,¢c})={a,(b+1)—1,c} ={a,b,c} =i({a,b,c})

Si se aplica R a cualquier triada, luego L al resultado y repetimos esto, se
producird la siguiente sucesién de triadas (de nuevo, las maytsculas representan
las trfadas mayores y las mintsculas las menores).

C,a,F,d,Bb,g,Eb,c, Ab,f, Db, bb, Gb,eb, B, g, E, cff, A, f},D,b,G,e,C  (4.1)

Esta sucesion resulta ser una progresién famosa de la Novena Sinfonia de
Beethoven, observada por Cohn [C]. Veamos el primer paso en la construccién
de esta sucesién. Inicialmente se toma C = {0,4, 7} y se aplican las funciones R
y L. Obtenemos primero

R({0,4,7}) = {4,0,9} = a.
Asi es que llevamos a C a su relativo menor, que es a. Luego resulta

LoR({0,4,7}) = L({4,0,9}) = {5,9,0} = F,
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lo cual muestra que se lleva a su intercambio de séptima, que es F mayor. Si
se continua de esta manera, finalmente se producird la fila de triadas exhibidas
arriba. Es mas, cuando las funciones R y L son aplicadas a cualquier triada
mayor de M en ese orden, resultard la misma sucesiéon ciclica de triadas. Por
otro lado, la sucesion se produce al revés si se aplica a cualquier triada menor.
En general, podemos observar primero que

(LoR)*({A,B,C}) = (Lo R)*(Lo R({A, B,C}))
=(LoR)*({B+1,C +2,A})
=(LoR)(C+3,A+2,B+1)
={A+3,B+3,C+3}

y usar este patrén cuatro veces para obtener

(Lo R)2({A, B,C}) = (Lo R((L o R*({A, B,C})
=(LoR)’({A+3,B+3,C+3})
=(LoR)(LoR)*({A+3,B+3,C+3)}))
=(LoR)°({A+6,B+6,C +6})
=(LoR)*((LoR)*({A+6,B+6,C +6}))
=(LoR)*({A+9,B+9,C +9})
={A+12,B+12,C + 12}
={A,B,C} =i({A,B,C}).
Andlogamente, si se aplica (Lo R)'?2 = (Lo R)o (Lo R)!! a una trfada menor,

se obtiene la misma triada. El siguiente paso en el proceso de calcular el efecto
de las potencias de Lo R es Ro (L o R)'. Primero tenemos

Ro (Lo R)2({4, B,C}) = {C +2,B, A} = R({4, B,C}).
Si ahora se calcula Lo Ro (Lo R)'?2 = (Lo R)' se obtiene
(LoR)P({A,B,C}) ={A+1,C +2,B} = Lo R({A,B,C})

y vuelve a repetirse el patrén.
De esta manera se constata que (L o R)? se comporta como la identidad y
se puede afirmar que
(LoR)™2=i=(LoR)".

Se observa de nuevo que una potencia arbitraria de la funcién siempre ten-
dré el mismo efecto que una potencia con exponente en el conjunto

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}.

Se formaliza este hecho en una proposicién.
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3.2 Proposicién. Para n,k € Z tales que n = k mdd 12

(LoR)" = (Lo R)*

Ro(LoR)" = Ro(LoR)".
Demostracién. Recordando que (L o R)!? = (L o R)? = i, tenemos que

(Lo R)" = (Lo B2+t
= (Lo B)*(LR)"

= (Lo R)")"(Lo R)*
= i%(LR)* = (Lo R)*.

La segunda igualdad se sigue inmediatamente de la primera. ¢

3.3 Definicién. El conjunto de las funciones paralela, relativa e intercambio
de la séptima se denota con PLR. Especificamente,

PLR = {(LoR)",Ro (Lo R)"|n=0,...,11}.

Es curioso que las funciones P y L no aparezcan mencionados explicitamente

en la definiciéon del conjunto PLR, pero podemos generar todo el conjunto M

sin emplearlas. Ademas, tanto P como L, si estan representadas porque el lector
puede demostrar que

P=Ro(LoR)3 (4.2)

L=Ro(LoR)". (4.3)

Estas igualdades se cumplen independientemente de que se apliquen a una
triada mayor o menor.

Otro asunto preocupante es que las funciones de la forma R o L introdujeran
funciones distintas adicionales al conjunto. Sin embargo, como las funciones P,
L y R son involutivas, cuando se aplica la funcién L primero, seguido de R, de
forma consecutiva, también se obtiene la sucesién mencionada, pero al revés. El
cuadro 4.2 muestra las relaciones entre las funciones Lo Ry Ro L.

Ahora podemos concluir que la lista de todas las funciones (Lo R)" y Ro
(Lo R)™ es mucho mas exhaustiva de lo que aparenta. Contiene un conjunto de
composiciones que incluyen las funciones P, L y R asi como las composiciones
de Lo Ry Ro L. Mas anin, estas 24 funciones distintas transforman cualquier
elemento de M en otro elemento distinto de M.

En lo subsecuente, denotaremos a las composiciones LoR y RoL simplemente
como LR y RL, respectivamente.

3.4 Lema. El conjunto PLR es cerrado bajo la composicién o.
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Ro(RLY=R=Lo(LR)"| Lo(LR)®= Lo (RL)
LR = (RL)! (LR)" = (RL)®
Ro(RL)= Lo (LR)™ Lo (LR)"=Lo (RL)*
(LR)” = (RL)™ (LR)* = (RL)"
Ro(RL)?> = Lo (LR)® Lo(LR)®= Lo (RL)?
(LR’ = (RL)" (LR)” = (RL)"
Ro(RL)3 = Lo (LR)3 Lo(LR)Y = Lo (RL)?
(LR)* = (RL)® (LR)™ = (RL)®
Ro(RL)*= Lo (LR)” Lo (LR)"Y = Lo (RL)
(LR)®> = (RL)" (LR) = RL
Ro(RL)> = Lo (LR)® Lo(LR)" =L(RL)°=1L

(LR)® = (RL)° (LR)" = (RL)"

Cuadro 4.2: Equivalencias entre las funciones LRy RL.

Demostracion. Como se tienen dos tipos funciones principales en el conjun-
to, (LR)™ y Ro (LR)™), se tienen cuatro composiciones posibles que deben
examinarse, para asegurarse de que permanezcan en el conjunto PLR:

Ro(LR)"oRo (LR)™ (4.4)
(LR)" o (LR)™, (4.5)
Ro(LR)" o (LR)™ (4.6)
(LR)" o Ro (LR)™. (4.7

Hay que recordar siempre que L v R son involutivas, esto es, que L? = R? =
i. Veamos primero el caso de la composicién (4.4). Si m = n = 0, su pertenencia
a PLR es clara porque

Ro(LR)oRo(LR)°=RoioRoi=R*=1i=LR".
Supongamos que Ro (LR)" o Ro (LR)” =4 paran=1,..., k. Entonces
Ro(LR)* o Ro(LR)*' = Ro(LR)*o Lo Ro Ro (LR)"*

= Ro(LR)*oLoR?o (LR)*!
Ro (LR)* o Lo (LR)*+!
=Ro(LR)*oLoLoRo(LR)*
(LR)* o L? o Ro (LR)*
(LR)* o Ro (LR)* =

por hipétesis de inducién, y en consecuencia también estd en PLR. Si m > n,
entonces

Ro(LR)"oRo(LR)™ =(Ro(LR)"oRo(LR)")o (LR)™™ "
=io(LR)™ " =(LR)™"
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mientras que si m <n

Ro(LR)" o Ro (LR)™

o(LR)""™o(LR)™ o Ro (LR)™
o(LR)"™ YoLo(Ro(LR)™oRo (LR)™)
o(LR)*™ ™ 'oLoi

o(LR)"™ 1o

= (RL)"™™ = (LR)“(” ™)

R
R
R
R

(pues por el cuadro 4.2 sabemos que RL = (LR)!!) y ambos resultados pertenecen
a PLR. Para (4.5) tenemos que

(LR)" o (LR)™ = (LR)"*™ = (LR)"*tmm5d12 ¢ PLR

usando el lema 3.2. El caso de (4.6) es una consecuencia directa de (4.5). Resta
elucidar qué sucede con (4.7). Puesto que

(LR)"oRo(LR)™ = Lo (Ro(LR)" *oRo(LR)™)
=Ro(LR)" o(Ro(LR)"'oRo(LR)™)

usando el primer caso concluimos que también permanece en PLR. ¢

Se deja al lector, como ejercicio, mostrar que las operaciones P, L y R estan
bien definidas y que todas las composiciones posibles de P, L y R estan en el
conjunto PLR.

3.5 Teorema. El conjunto PLR forma un grupo bajo composicién. En parti-
cular,

(R(LR)")™" = R(LR)" 'y ((LR)")™" = (LR)"
donde k£ = —n mdd 12.

Demostracion. El lema 3.4 demuestra que todas las composiciones posibles,
incluyendo las inversas, permanecen en el conjunto PLR.

Asi, todas las funciones P, L y R cumplen con todas las propiedades de grupo,
ya que la asociatividad es una propiedad de las funciones. Aunque sabemos que
los inversos existen, es de interés ver los inversos de los generadores del grupo
PLR. Por la demostracién del lema 3.4, para toda funcién de la forma Ro(LR)",
se tiene Ro (LR)" o Ro (LR)"™ =i. Por lo tanto, (Ro (LR)")"! = Ro (LR)".

En cuanto a todas las funciones de la forma (LR)™,

((LR)") ™ = (LR)™" = (LR) ™" ™12 = (LR)".

donde £ = —n mdd 12. ¢
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R+ I() Ro (LR)4 = Ig Ro (LR)S — Iy
LR— T} (LR)> — T5 (LR)® — Ty
RO(LR) '—>111 RO(LR)Si—)I7 RO(LR)Q'—)L’,
(LR)2 = Tg (LR)G — TG (LR)lO = T10
Ro (LR)2 = .[10 Ro (LR)G = -[6 Ro (LR)lO = IQ
(LR)3 (g T3 (LR)7 = T7 (LR)ll = T11
Ro(LR)>—1Iy | Ro(LR)"—I5 | Ro (LR)"' — I,
(LR)* — T (LR)® — Tk (LR)" — Ty
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Cuadro 4.3: El isomorfismo ¢ : PLR +— TI.

Problemas.

3.1. Exhiba una trayectoria en el Tonnetz tal que una sucesiéon de funciones R
y L transforme la triada {5,9,0} en si misma, después de pasar por todas las
otras triadas de M en el proceso.

3.2. Muestre que las operaciones P, L y R estén bien definidas. Es decir, si [z]
es una triada de clases de tono en M entonces, para toda x1,zs € [x] tenemos:

P({a1,b1,c1}) = P({az, bz, c2}),
L({a1,b1,c1}) = L({az, b2, c2}),
R({a1,b1,¢c1}) = R({az, ba, ca}).

P(.fl)l) = P(.Z‘Q), i.e.
L(xq1) = L(z2), ie.
R(ﬁl) = R(l‘g), ie.

4.4. El Isomorfismo entre PLR y TI

Ahora exhibiremos un isomorfismo explicito entre los grupos TI y PLR
aunque, como ambos son isomorfos al grupo de simetrias del dodecdgono (véase
los ejercicios 4.2 y 4.3), son isomorfos por transitividad.

El isomorfismo entre los grupos TI y PLR que nos interesa no manda (como
se podria pensar) una funcién en uno de los grupos a una funcién en el otro,
tal que ambas transformen una triada x en una misma triada y. Considérese
la transformacion denotada por ¢, en el cuadro 4.3. Este es, precisamente, el
isomorfismo que se verificard en el teorema 4.1.

El isomorfismo se construye de la siguiente forma. Primero se identifican los
generadores y las identidades de los grupos TI y PLR. En otras palabras, los
generadores de T1 son T3 e Iy, con las relaciones

(M) =iy (lo)=i.
Asimismo, los generadores del grupo PLR son LR y R, con las relaciones
(LR =i y R*>=i.

Tales hechos nos sugieren hacer lo siguiente: llevar 77 a LR e Iy a R. La
identidad Ty, necesariamente, se lleva a la identidad (LR)°. Las otras funciones
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revelan un patrén entre las potencias de RL y los subindices de las funciones T
el

4.1 Teorema. Existe un homomorfismo biyectivo ¢ : PLR — TI tal que
O((LR)") =Ty, ¢(Ro(LR)") = Iy,
donde n = —z mdéd 12.

Demostracion. Usando el cuadro 4.3 podemos concluir que la funcién es
biyectiva. A continuacién se hace una evaluacién puntual de todas las posi-
bles combinaciones de los generadores del grupo PLR. Se mostrard que para
toda g,h € PLR y para toda x € M,

¢(g 0 h)(x) = ¢(g)(o(h)(x)).

Sea © = {a,b,c} € M, y sean g = LR y h = R. Entonces el lado izquierdo
de la ecuacién es

¢(goh)({a,b,c}) = ¢((LR) o R)({a, b, c})
— 6(Lo Ro R)({a,b,c})
= ¢(L)({a,b,c}) (pues R? = 1)
= ¢(Ro (LR)'")({a,b,c}) (usando (4.3))
= nL({a,b,c}) (por el cuadro 4.2)

={-a+1,-b+1,—-c+1},
mientras que el lado derecho resulta

o(9)(¢(h)({a, b, c})) = o(LR)(6(R)({a, b, c}))

=Ti(Io({a,b,c})) (por el cuadro 4.2)
= IL+0({a,b,c}) (por el lema 2.5)
= Il({aa bv C})

={-a+1,-b+1,—c+1}.

A continuacién, sean ¢ = Ry h = LR, entonces el lado izquierdo de la
ecuacién resulta ser

¢(goh)({a,b,c}) = ¢(Ro LR)({a,b,c})
= I1({a,b,c}) (por el cuadro 4.2)
—{—a+11,-b+11,—c+11}

mientras que el lado derecho resulta ser

¢(9)(@(h)({a, b, c})) = d(R)(S(LR)({a, b, c}))

= Iy(T1({a,b,c})) (por el cuadro 4.2)
= Io—1({a,b,c}) (por el lema 2.5)
= Ifl({av b, C})

= 111({(1,17,6})
={—a+11,-b+11,—c+11}.
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Ahora sean g = LR y h = LR, entonces el lado izquierdo de la ecuacion es

¢(goh)({a,b,c}) = 6((LR) o (LR))({a,b, c})

= o((LR)*)({a,b,c})
=T»({a,b,c}) (por el cuadro 4.2)
={a+2,b+2,c+2}

mientras que el lado derecho es

¢(9)(d(h)({a, b, c})) = d(LR)((LR)({a,b, c}))

=T1(Th({a,b,¢})) (por el cuadro 4.2)
=T1+1({a,b,c}) (por el lema 2.5)
=T>({a,b,c})

={a+2,b+2,c+2}.

Finalmente, sean ¢ = Ry h = R, entonces el lado izquierdo de la ecuacién

d(goh)({a,b,c}) = ¢(Ro R)({a,b,c})
= ¢(i)({a, b, c}) (pues R® = 1)
= ¢((LR)°)({a,b,c}) (por el cuadro 4.2)
=To({a,b,c}) (por el cuadro 4.2)
={a,b,c}

mientras que el lado derecho es

¢(9)(o(h)({a, b, c})) = o(R)(¢(R)({a, b, c}))

= Iy(Ip({a,b,c})) (por el cuadro 4.2)
= Tor0({a,b,c}) (por el lema 2.5)
=To({a,b,c})

= {a,b,c}.

Asi es que ¢(g o h)(x) = ¢(g)(¢(h)(x)) para toda g,h € PLR y para toda
r € M. Esto demuestra que ¢ es un isomorfismo. ¢

Problemas.

4.1. Dado el lema

Sea © € {(LR)",Ro (LR)"}, y y = aox, donde a € {P,L, R}.
Entonces y = aoz € PLR.
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demuestre por induccién que todas las posibles composiciones de P, L y R estéan
en el conjunto PLR. (Sugerencia: exprese P de la forma Ro (LR)3 y L de la
forma R o (LR)! y, junto con R, se verifica que para n = 1, z € PLR en los
tres casos. Luego, suponga que z tiene longitud a lo mds k).

4.2. Muestre que el grupo TT es isomorfo al grupo diedral de orden n = 12, es
decir, que

(M) =i, (I)?* =i, (4.8)
IyoTy =T oy, .
TL={i,T1,Ts, ..., Tp_1,I0, 11, ..., In_1}. (4.10)

4.3. Muestre que el grupo PLR es isomorfo al grupo diedral de orden n = 12,
es decir, que

(LR)" =i, R?=i, (4.11)
Ro(LR) = (LR)" 'oR, (4.12)
PLR = {i,(LR),(LR)?,...,(LR)**,R,Ro (LR),...,Ro (LR)*'}.  (4.13)

4.5. La Dualidad de los Grupos TI y PLR

Sabemos del capitulo 3, definicién 2.3, lo que significa que un grupo G actie
sobre un conjunto X.

5.1 Lema. El conjunto M es un TI-conjunto. En otras palabras, el grupo TI
actia sobre M.

Demostracién. Definimos las acciones de T;,, I,, € T sobre x € M a través
de la evaluacion, es decir,

¢(Tm7x) =Thxx= Tm(m> y ¢(In7m) =1, xx = I,(x).
Puesto que para cualesquiera funciones f, g € TI se satisface
(fog)xx=(fog)(x) = flg(x)) = fx*(g*x)

y, ademds, i x x = To x x = To(x) = = = i(x), se sigue que TT actida sobre M. ¢

5.2 Lema. El conjunto M es un PLR-conjunto. En otras palabras, el grupo
PLR actia sobre M.

Demostracién. Definiendo la accion a través de la evaluacion, la demostracion
es esencialmente la misma que la del lema anterior. ¢

También del capitulo 3, recordemos la definicién de la 6rbita de X bajo G.
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5.3 Lema. Para toda z € M, la érbita Tlz de = es M.

Demostracion. Como se ilustra en las figuras 4.2 y 4.3, cuando todas las
funciones que se aplican a una sola triada, se genera la totalidad del conjunto
M. Aun y cuando la tabla sélo muestre las funciones aplicadas al acorde de C
mayor, se puede verificar facilmente que las funciones actiian de manera igual
sobre cualquier triada mayor o menor. Asi es que la érbita del grupo TT es:

Tlx = {f x x| f € TI} = M.

Dejamos como ejercicio la demostracién de que para toda x € M, la 6rbita
PLRz también es M. Recordemos del capitulo 3 la definicién de subgrupo de
isotropia, o estabilizador, asi como el teorema 6rbita-estabilizador (teorema 2.8).

5.4 Lema. Sea x € M. Entonces el estabilizador de = bajo PLR es
PLR, = {f € PLR|f xz =z} =i = (LR)"
Demostracién. Usamos el teorema 3.2.8. para ver que

IPLR|

PLR,| = .
| | IPLRz|

Pero |PLR| = 24 pues hay 24 funciones in PLR y |PLRxz| = 24 dado que

PLRx = M. Esto nos da 04
PLR,| = — =1.
IPLRs| = o

Naturalmente, i x x = x, asi que i € PLR, y es el inico miembro del con-
junto. Por lo tanto, el estabilizador es trivial. ¢

Dejamos como ejercicio la demostracion de que si x € M, entonces el esta-
bilizador de = bajo TTI es

Tz ={feTl|fxz=a}=1i="T,.

5.5 Definicion. Una accién del grupo G en el conjunto X es libre si para
cualesquiera g,h € G y x € X se cumple que g * x # f * x. Esta condicién es
equivalente a que g x x = x si, y sélo si, g es el elemento identidad de G.

5.6 Corolario. Los grupos TI y PLR actian libremente sobre M.

Demostracién. Ya hemos establecido que para toda x € M los estabilizadores
son precisamente TI, = ¢ y PLRx = 7. Por lo tanto, las acciones de los grupos
TI y PLR sobre M satisfacen la definicién de accién libre. ¢
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5.7 Definicién. Una accién del grupo G en el conjunto X es transitiva si
para cualesquiera x,y € X existe g € G tal que g xxz = y.

5.8 Definicién. Una accién del grupo G en el conjunto X es regular si es
transitiva y libre.

Ahora demostraremos que los grupos T1 y PLR actiian regularmente sobre

M.

5.9 Proposicion. Las acciones de los grupos TT y PLR sobre M son regulares,
es decir, son transitivas y libres.

Demostracién. Podemos deducir la regularidad de las figuras 4.2 y 4.3 y la
ecuaci6n (4.1). Primeramente, se ve que todas las funciones actuando sobre
cualquier z producen la totalidad del conjunto M. En otras palabras, para toda
x y y en M siempre existe una funcién g tal que g(x) = y. Mds atin, esto sucede
sin que ocurra una repeticién de triadas, lo cual significa que sélo una funcién
transforma cualquier triada en cualquier otra triada. Por lo tanto, g es unica.

Por otro lado, se puede usar lo encontrado arriba para inferir la regularidad.
Puesto que para todo x se cumple que Tlx = M, entonces dados z,y € M se
cumple que existen f,g € TI tales que f*xx =z y g *x = y. Esto quiere decir
que

N =k (fra)=(f o N ra—iva =2

y que
(gof Nxz=gx(fl(z) =gra=y

por lo que g o f~" es un elemento del grupo que envia a z en y a través de

la accién. Finalmente, si existen g1, go € TI tales que g1 * © = g9 * = entonces

(95" 0 g1) * & = x. Pero si el estabilizador de z es trivial, asi que g5 ' 0 gy =i

y por ello go = g1. Esto demuestra que la acciéon de T'I es regular. El caso de

PLR es analogo. ¢

-1

Recuérdese la definicién de centralizador de un grupo del capitulo 3. El con-
cepto de centralizador se basa en la conmutatividad, por lo que examinaremos
la conmutatividad entre los elementos de TI y PLR.

5.10 Lema. Todos los elementos de los grupos PLR y TT conmutan.

Demostracion. Basta mostrar la conmutatividad de los generadores de cada
grupo, o sea, que

Ty 0 (LR) = (LR) o Ty, (4.14)
TioR=RoTh, (4.15)
Iyo (LR) = (LR) o I, (4.16)
Ipo R = Rol. (4.17)

Se deja como ejercicio completar la demostraciéon de este lema. ¢



4.5 La Dualidad de los Grupos TI y PLR 109
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Figura 4.5: Ilustracién musical de Ts o L(C) = L o T5(C).
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Figura 4.6: Ilustracién musical de Iy o R(a) = R o Iy(a).
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Las figuras 4.5 y 4.6 proporcionan ejemplos musicales de la conmutatividad
con el uso de los diagramas conmutativos.

Puesto que las relaciones de conmutatividad son validas cuando se evalian
en cualquier elemento de M, para toda f en TI y para toda g en PLR vale el
diagrama conmutativo

ML Mm

| E

M — M.

Por ejemplo,

M —— M

r| |x

M— M

significa que L oT,, =T, o L.

La naturaleza conmutativa de los grupos TI y PLR nos lleva a la ultima
nocion que se requiere para la dualidad.

Como los grupos TI y PLR son transformaciones de M en si mismo, son
grupos de permutaciones y, por lo tanto, subgrupos del grupo simétrico en M
(i.e. Sym(M), que es el grupo de todas las biyecciones de M en si mismo bajo la
composicién de funciones). Recuérdese la definicién de centralizador del capitulo
3. Examinaremos los centralizadores de cada grupo dentro del grupo més grande

Sym(M).
5.11 Lema. Se cumple que

Coymm)(TT) =PLR  y  Csymm (PLR) = TL
Demostracién. Primero, considérese el centralizador del grupo T1I,

Por el lema 5.10 tenemos que para toda g € PLRy f € TI, fog =go f.
Entonces PLR estd contenido en Cgymaq)(TI). Debemos verificar que no e-
xisten otras funciones aparte de las del grupo PLR en Cgymaq)(TI). Comen-
zamos por investigar el estabilizador de z en Cgymag)(TT). Supéngase que
h € Csyma)(TI) y que fija a x € M. Sea g € TI. Entonces

bl

= g(z),
g(x),

x)
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donde la 1dltima igualdad se sigue del hecho de que h esta en el centralizador. Por
la proposicion 5.9 sabemos que TT actia regularmente y, de esta manera, para
toda y € M existe g tal que y = g(x). Esto muestra que para toda x,y € M

h(y) = h(g(z)) = g(z) = y.

Luego h(y) = y para toda y € M. Sin embargo, el unico elemento en
Csym(m)(TI) que fija cualquier elemento en Cgsymag)(TI) es iy, por lo tan-
to, h es el elemento identidad. Asi es que Cgymag)(TT), = i.

Aplicando a Cgyma)(T1), el teorema 2.8 del capitulo 3 (de la érbita-
estabilizador), obtenemos

|OSym(M) (TI)|
|CSym(M) (TI):E I

pues la 6rbita de 2 bajo Cgyma)(TI) esta contenida en M. Por otro lado,
PLR C Cgyma) (TT), asf que

|Csymr (THz| = = [Csyman (TD| < [M] = 24,

24 = [PLR| < |Csym(a (TD-

Combinando estas desigualdades, vemos que |Cgymag)(TI)| = 24 y nece-
sariamente el centralizador de TI es el grupo PLR. Queda por mostrar que
el centralizador del grupo PLR es el grupo TI. Sin embargo, sélo es necesario
voltear los papeles del grupo TI con el grupo PLR, desde el comienzo de la
demostracién, para mostrar que Cgym(aq)(PLR) = TI. 4

5.12 Definicién. Sean H y K subgrupos del grupo simétrico Sym(X) (i.e. H
y K son grupos de permutaciones sobre el conjunto X). Entonces H y K se
dicen duales si cada uno actua regularmente sobre X y uno es el centralizador
del otro en Sym(X).

Los miltiples lemas y teoremas ya vistos se usan para deducir la dualidad
de los grupos TI y PLR.

5.13 Teorema. Los grupos TI y PLR son duales.

Demostracion. Se sigue de la proposicién 5.9 y el lema 5.11. ¢

La dualidad entre los grupos TI y PLR ya existia en la misica antes de que
fuera formalizada matematicamente. Consideremos la progresién de acordes de
la figura 4.7, que aparece en 28 variaciones del Canon en D de Johann Pachelbel.
Se puede ver la dualidad claramente por medio del siguiente diagrama conmu-
tativo:

T,
D —

al |

b — £,
Tz



112 Capitulo 4

D
h 4 b f#
o #L
[
D & h
= - g Z
{2,6,9}  {9,1,4} {6,2,11} {1,9,6}
":ﬁu = I i I
G 7. < ]
| [«

Figura 4.7: Progresion de acordes del Canon en D de Pachelbel.

Como se ha estudiado la dualidad entre los grupos TI y PLR, la composi-
cién de las funciones TT y PLR es lo que ma&s interesa. Por este motivo, las
funciones que se presentan horizontalmente estaran en un grupo diferente de las
que corren vertical. El objeto es encontrar la transformacién entre cada triada,
consciente de que hay que buscar dos funciones, una de TI y otra de PLR.
Asimismo, siempre tiene que haber un cambio en paridad, por la naturaleza de
las transformaciones. En la figura 4.7, la paridad de las triadas horizontales es la
misma, y las triadas verticales son de paridad opuesta. Es claro que las funciones
T mantienen la paridad de la triada sobre la cual se actia y, por lo tanto, la
funcién horizontal debe ser una transposicién. La transformacion vertical tiene
que cambiar la paridad de la triada y debe, por lo tanto, ser un niimero impar de
composiciones de funciones en PLR, (porque ya usamos una funcién del grupo
TT). El acorde mayor D se encuentra a siete semitonos de A y, por lo mismo, las
transformaciones horizontales son T7. Ahora debemos encontrar una funcién, o
composicion de funciones, del grupo PLR que transforme A mayor en F§ menor
y que transforme D mayor en B menor. Tanto A como D son tres semitonos
arriba de la trfada en que se deben transformar (lo cual quiere decir que son
los mayores relativos de sus respectivos menores). As{ es que la funcién vertical
tiene que ser R.

Problemas.
5.1. Demuestre que para toda x € M, la érbita de = bajo PLR es M.
5.2. Demuestre que si x € M, el estabilizador Tlx es

Tz ={f € TI|f xxz =z} = Tp.

5.3. Complete la demostracién del lema 5.10 (que todos los elementos de los
grupos PLR y TI conmutan).
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Contraportada

El éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Es, quizas,
la rama més poderosa e influyente de toda la Matemaética. Influye en casi to-
das las disciplinas cientificas, artisticas (en particular en la Misica) y en la
propia Matematica de una manera fundamental. El concepto de estructura y
los relacionados con éste, como el de isomorfismo, juegan un papel decisivo en
la Matemadtica actual. Este texto estd basado en el de “Teoria de Grupos: un
primer curso” de Emilio Lluis-Puebla publicado en esta misma serie. Contiene
el material correspondiente al curso sobre la materia que se imparte en la Fa-
cultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México, aunado a
material optativo introductorio a un curso béasico de la Teoria Matematica de
la Musica.

Este texto sigue el enfoque de los otros textos del Emilio Lluis-Puebla sobre
Algebra Lineal y Algebra Homolégica. En él se escogié una presentacion mo-
derna donde se introduce el lenguaje de diagramas conmutativos y propiedades
universales, tan requerido en la matematica actual asi como en la Fisica y en la
Ciencia de la Computacion, entre otras disciplinas.

El texto consta de cuatro capitulos. Cada seccidn contiene una serie de pro-
blemas que se resuelven con creatividad utilizando el material expuesto, mis-
mos que constituyen una parte fundamental del texto. Tienen también como
finalidad la de permitirle al estudiante redactar matematica. A lo largo de los
primeros tres capitulos se incluyen ejemplos representativos (no numerados) de
la aplicaciones de la Teoria de Grupos a la Teoria de Matematica de la Musica,
para estudiantes que ya tienen conocimiento de la Teoria Musical.

En el capitulo 4 se exponen con detalle mas aplicaciones de la Teoria de
Grupos a la Teoria Musical. Se explican algunos aspectos basicos de la Teoria
Matematica de la Musica y, en el proceso, se pretende dar elementos a lectores
de diversos antecedentes, tanto en la Matemaética como en la Mtsica. Por este
motivo, los ejemplos se siguen de algunos aspectos teéricos sobresalientes de los
capitulos previos; los aspectos y términos musicales son introducidos conforme
se van necesitando para que un lector sin formacién musical pueda entender la
esencia de cémo la Teoria de Grupos es empleada para explicar ciertas relaciones
musicales ya establecidas. Asimismo, para el lector con conocimiento de la Teoria
Musical, este capitulo provee elementos concretos, asi como motivacién, para
comenzar a comprender la Teorfa de Grupos.





