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1. El campo F,

El concepto de conjunto se construye con alguna formalidad en el presen-
te texto a partir del capitulo 5, previamente a ello, consideraremos la idea
intuitiva de colecciéon como un objeto en el que la relacion de pertenencia
tiene sentido. Si A es una coleccién la afirmacion x € A tiene sentido para
otra coleccion x. Los objetos para los cuales se satisface x € A se dice que
son los elementos de A. En los capitulos del 1 al 4, el término conjunto se
usara de manera informal como sinénimo de coleccién, familia o clase.

Un conjunto se define como un objeto que satisface un cuerpo axiomatico
que se desarrollara a partir del capitulo 5. Al igual que la idea de coleccion,
la nocién de aplicacion se usa de forma intuitiva como una regla que asigna
a cada elemento de una coleccion dominio, un unico elemento de una co-
leccion codominio. En este primer capitulo, y para poder proporcionar una
introduccion algebraica a la Légica, las nociones de para ordenado y produc-
to cartesiano son consideradas estrictamente objetos de naturaleza intuitiva.
Todas estas nociones seran formalizadas satisfactoriamente en los capitulos
del 5 al 9.

Una operacion binaria en un conjunto A # & es una aplicacion

fAx A—s A

Es constumbre denotar una operacion binaria con un simbolo entre los ele-
mentos del par sobre el que se aplica.

p(r,y) =z *y

En funcion de que una operacién se define como una aplicacion, entonces,
la sola regla de correspondencia no determina que una aplicacién, sea o no
una operacion binaria.

Ejemplo 1 Consideremos el conjunto de los digitos
D =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Notese que ni la adicion ni la multiplicacion, ordinarias de los enteros son
operaciones binarias sobre D. La suma de dos digitos no es necesariamente
un digito, y lo mismo ocurre con el producto.

Ejemplo 2 No obstante, la suma modulo 10 y la multiplicacton modulo 10
si son operaciones binarias sobre D. En este caso, T+3 =0y 8+ 6 = 4.
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Ejemplo 3 La adicion y la multilicacion son operaciones binarias sobre el
conjunto de los nimeros naturales N = {0,1,2,...}, pero no es el caso de
la diferencia ni de la division. FEsta dltima ni siquiera estd definida para
todos los pares de naturales. El residuo r si es una operacion binaria en N,
pongamos por caso r(14,6) = 2 que es el residuo de dividir 14 por 6.

Ejemplo 4 FEl producto de dos intervalos es un rectdngulo. El producto car-
tesiano no es una operacion binaria sobre subespacios de la recta.

Una operacion binaria p sobre un conjunto A se dice asociativa si satisface
que
plz, ply, 2)) = p(p(z,y), 2)

o equivalentemente, si

para cualesquiera elementos z,y, z € A.
Una operacion binaria p sobre un conjunto A se dice conmutativa si sa-
tisface que

w(z,y) = u(y, )

o equivalentemente, si
THkY=1Y*T

para elementos arbitrarios z,y € A.

Un grupo es un par (G,*) tal que G # & es un conjunto y * es una
operacion binaria que satisface las siguientes propiedades conocidas como
axiomas de grupo:

13 b

1. La operacion de grupo “*” es asociativa.
2. Existe un elemento e € G tal que
exr=xr*xe=x
para todo x € G. El elemento e se llama elemento neutro.
3. Para todo = € (G existe y € G tal que
TRY=Yy*xx=e€.

Se dice que y es el inverso de x € G.
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Coloquialmente, decimos que G tiene un elemento neutro y elementos
inversos. Un grupo G se dice que es un grupo abeliano si su operacién es
conmutativa.

En un grupo aditivo de la forma (G, +) el elemento neutro se denota
por “0” y el elemento inverso de x € G se escribe como —z. En un grupo
multiplicativo de la forma (G, -) el elemento neutro se denota por “1” y
el elemento inverso de x € G se escribe como z7!. Si (G,+) es un grupo
denotamos G* = G — {0}

Un campo es una terna (IF, +, ) donde F # & es un conjunto y tanto “+”
como “” son operaciones binarias sobre [F, llamadas adicién y multiplicacién
respectivamente, de manera que

1. (F,+) es un grupo abeliano
2. (F*,-) es un grupo abeliano.

3. La multiplicacion se distribuye respecto de la adicion, es decir,
(x+y)z =22+ yz

para cualesquiera x,y, z € F. Esta propiedad se conoce como distribu-
tividad.

Los sistemas de los nimeros racionales QQ, de los niimeros reales R y de
los niimeros complejos C son ejemplos de campos. Para nuestro propédsito de
desarrollar la Légica, el campo que nos interesa es el mas pequeno posible,
el campo con dos elementos Fy = {0, 1} con las siguientes tablas de adicién
y de multiplicacién, respectivamente.

| +]0]1]

010
1|1

1
0

La tabla anterior informa acerca de que 1 + 1 = 0 y la siguiente que
1-1=1.

[0
0
1

00
10




El campo 5, tiene tinicamente dos elementos, pero ya presenta una estruc-
tura de sumo interés, sus elementos son tnicamente los elementos identidad
aidtivo y multiplicativo, y sin embargo es el modelo adecuado para la defini-
cién de los valores y las funciones de verdad. De acuerdo con la terminologia
de Bourbaki!, una funcién es una aplicacién con valores en un anillo, y un
campo es una clase particular de anillo, como veremos mas adelante, enton-
ces, las funciones de verdad son verdaderamente funciones.

'Nicolds Bourbaki es un personaje ficticio bajo cuyo nombre se identifica un colectivo
de matemadticos particularmente influyente.
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2.

Cuaderno de ejercicios no. 1

. Elabore la tabla de adicién de Z/5,

. Elabore la tabla de adicién de Z/6,

|

[0[1[2]3]4]5]

+
0
1
2
3
4
5

e identifique los inversos aditivos.
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e identifique los inversos multiplicativos, asi como los divisores de cero.

|k Joj1]2[3[4]
Ll .

. Elabore la tabla de multiplicacién de (Z/6)*,

|

|
L LT

. Compare las tablas de multiplicacion de Z/5 y de Z/6, reportando tres
similitudes y tres diferencias.

. En la tabla de multiplicacién de Z/5 identifique las sucesivas potencias
de 2.

21 1 22| 23| 24

2

. Reproduzca la tabla de multiplicacién de Z/5 segin se indica.
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10.

y compare con la tabla de adicién de Z/4.

|

[0[1][2]3]

_I_
0
1
2
3

Reporte todas sus observaciones.

Considere el par (Z, *) donde
m*xn=m-+mn— 1.

Determine cudles de las propiedades de grupo abeliano son satisfechas
por este par. Note que en primera instancia debe verificarse que * sea
una operacion binaria.

Considere el par (Z, *) donde
m*n =mn+ 1.

Determine cuéles de las propiedades de grupo abeliano que son satis-
fechas por este par.

Demuestre que (Z/5)* es un grupo abeliano, y que (Z/6)* no tiene
estructura de grupo.
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3. Proposiciones

Si (G,*) y (H,0) son grupos y ¢ : G — H es una aplicacién, decimos
que ¢ es un homomorfismo de grupos si

oz *y) = p(z)0e(y)

para todos x,y € G.

Denotemos por R al conjunto de los niimeros reales positivos, y notemos
que (R,+) y (R,,-) son ambos grupos abelianos. La funcién exponencial
exp : R — R, dada por exp(t) = €' es un buen ejemplo de homomorfismo de
grupos, con dominio en un grupo aditivo y rango en un grupo multiplicativo.

Un homomorfismo biyectivo se llama isomorfismo. Dos grupos G y H
son grupos isomorfos si existe un isomorfiso ¢ : G — H. Es facil ver que la
composicion de isomorfismos es un isomorfismo. Un isomorfismo ¢ : G — G
se dice que es un automorfismo de G.

Ejemplo 5 La multiplicacion por —1 define un automorfismo de (Z,+).

Ejemplo 6 Los grupos abelianos (R,+) y (Ry,-) son isomorfos. La expo-
nencial exp : R — Ry es un isomorfismo posible. Otro isomorfismo posible
estd dado por exp(t) = e~*. Mds generalmente, si a es un nimero real posi-
tiwo, la aplicacion « : R — R dada por a(t) = a* es un isomorfismo.

Si (G, *) es un grupo, H C G y la restriccién de x a H hace de éste un
grupo, decimos que (H,*) es un subgrupo de (G, *) 6 simplemente que H es
un subgrupo de G, lo que suele denotarse mediante H < G. Los subgrupos
triviales de (G, *) son él mismo y ({e}, *).

Ejemplo 7 Note que (R, +) no tiene subgrupos finitos no triviales, pero que
Cy ={—1,1} es un subgrupo finito de (R*, x).

Dado un conjunto A, una aplicaciéon n : A — A se dice que es una

inwvolucion si la composicién n o n es la identidad en A. Notemos que una
involucion es necesariamente biyectiva y que es su propia aplicacién inversa.
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A

Para una involucién se tiene entonces que n(n(a)) = a para todo a € A.

Ejemplo 8 Una funcion dada mediante el cambio de signo es una involu-
cion. En logica, la negacion es una involucion.

Una antinomia? conocida es la llamada “paradoja del mentiroso”:
“Esta frase es falsa”.

La veracidad de esta afirmacién es indecidible, dado que conlleva una
afirmacién acerca de la proposicion misma. Se hace necesario restringir esta
posiblidad a través de la definicién de una funcién de verdad. De esta forma,
una proposicion lo es siempre que sea posible y de forma tunica asignarle un
valor de verdad. Como veremos mas adelante, la funcién de verdad hace las
veces de azxioma de regularidad para la Logica, lo que se conoce también como
principio de bivalencia.

Una funcion de verdad sobre un conjunto A es una aplicacién v : A — Fs.
El valor de verdad de a € A se define como v(a) € F.

Una afirmacién indecidible no es, en la terminologia del presente texto,
una proposicién. Nos interesan las colecciones de objetos que tienen un valor
de verdad, es decir, las colecciones de proposiciones.

Estas colecciones tienen una estructura algebraica de particular interés
a las que llamaremos T-dlgebras, nombre originado en la voz inglesa “true”
cuyo significado es “verdadero”. Otra denominacién para para T-dlgebra es
la de dlgebra Booleana 6 dlgebra de Boole®.

Una T-dlgebra es una cuaterna (A, A, =, v) donde:

1. A es un conjunto no vacio.

2Paradoja sin solucién.

3George Boole (1815,1864), matematico y filésofo briténico, a quien se considera como
el precursor de las Ciencias de la Computacién. Su método de manipulacion algebraica de
la Logica se desarrolla en su obra An investigation of the Laws of Thought, publicada en
1854.
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2. A es una operacién binaria asociativa y conmutativa sobre A.

ANt AxA— A

3. = es una involucién.

-t A— A
4. v es una funcion de verdad, es decir, una aplicacién
v:A— Ty
tal que:

a) v(pAq)=wv(p)-v(q) para todas p,q € A.
b) v(—p) =v(p) + 1 para toda p € A.

La operaciéon A se llama conjuncion, y la involucién — se llama negacion.
Los elementos de A se llaman proposiciones, y se dice que v(p) € Fy es el
valor de verdad de la proposicién p € A. La expresion p A ¢ se lee “py ¢”,
en tanto que la expresion —p se lee “no p”. Las operaciones logicas definidas,
asi como la funcién de verdad constituyen la estructura de T-algebra para el
conjunto A, por ello, si se da por conocida la estructura, tenemos la libertad
de referirnos al conjunto A como la T-algebra A.

Si v(p) = 1 se dice que p es una proposicion verdadera, y si v(p) = 0 se
dice que p es una proposicion falsa. La tabla de verdad de una proposicion es
un arreglo matricial de sus posibles valores de verdad.

Una operacion légica, es decir, una operacion binaria

x  AxA— A

se dice que es conmutativa, si

v(p*q) = v(qg*p)

para proposiciones cualesquiera p, ¢ € A, de la misma manera, se dice que es
asoctalivag si
v((prq)xr)=wv(px(gxr))
para proposiciones cualesquiera p, ¢, € A.
Equivalentemente, la operacién logica * se dice conmutativa si p xq y
q * p tienen tablas de verdad idénticas, y andlogamente si la operacién es
asociativa.
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Teorema 1 La conjuncion es una operacion asociativa y conmutativa.

Demostracién. Estas propiedades se siguen como consecuencia inmediata
de que la multiplicacién es asociativa y conmutativa en el campo Fy. =

Teorema 2 La negacion es una involucion.
Demostracion. Dado que 1 + 1 =0 en 5, entonces

v(=(=p)) = v(=p) + 1 =v(p)
paratodap e A =

Claramente x +x = 0 y 2% = x para todo x € [y, é dicho técnicamente,
los elementos de Fy tienen 2-torsion y son idempotentes bajo el producto.

Teorema 3 Toda proposicion es idempotente bajo la conjuncion.
Demostracion. Es suficiente notar que para toda p € A se satisface

v(p Ap) = v(p)* = v(p),

dado que v(p) € Fo. =

18



Cuaderno de Ejercicios no. 2

1. Demuestre que el par (R*, x) es un grupo abeliano. Demuestre que
¢ : R* = R*, dada por ¢(x) = |z| es un homomorfismo de grupos, pero
que no es un automorfismo.

2. Encuentre un isomorfismo entre Z/2 y (Z/3)*. Construya las tablas
correspondientes.

3. Observe que Cy = {—1,1} es un subgrupo multiplicativo de R*, y
encuentre un isomorfismo entre Z/2 y C5. Construya la tabla de mul-
tiplicacion de Cs.

4. La funcion signo o : R* — (5 se define mediante

Demuestre que la funcion signo es un homomorfismo de grupos.
5. Construya la tabla de verdad de la negacién, usando la expresion
v(=p) =v(p) +1

en la definicién de funcién de verdad.

S

6. Construya la tabla de verdad de la conjuncion, usando la expresién

v(p A q) =v(p)v(qg)

en la definicién de funcién de verdad.

|

lalpha]
1

p
1
1
0
0

0
1
0
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7. Construya la tabla de verdad de la proposicién (—p) A ¢, calculando en
primera instancia una expresién para su valor de verdad.

v((=p) A q))

8. Construya la tabla de verdad de la proposicién (—p) A (—¢q), calculando
en primera instancia una expresion para su valor de verdad.

v((=p) A (—q))

(plal-p[-q](=p)A(=g) ]

ol o | |3

q
1
0
1
0
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4. Proposiciones compuestas

Dadas dos proposiciones p y ¢ en una T-algebra A, la expresién p = q
significa que p y ¢ son proposiciones equivalentes, es decir, que son esencial-
mente la misma proposicién. Dos proposiciones equivalentes tienen el mismo
valor de verdad, es decir, tienen tablas de verdad idénticas.

Ejemplo 9 La afirmacion de que la conjuncion es asociativa y conmutativa
se expresa de forma simbdlica mediante las expresiones

(A Ar=pA(gAT)

PANG=qAp

respectivamente.

Ejemplo 10 La negacion es una involucion, es decir,
(=(=p)=p

para toda p € A.

La operacién binaria

ViAxA— A

dada mediante
pVa=-((-p) A(q))

se llama disyuncion. La expresion p V q se lee “p 6 ¢”.
Teorema 4 FEl valor de verdad de la disyuncion estd dado por
v(p Vv q) = v(p)v(q) + v(p) +v(g)
para cualesquiera p,q € A.
Demostracion. Notando primero que
v((=p) A (mg)) = (v(p) + 1)(v(g) + 1)) = v(p)v(q) + v(p) + v(g) + 1

se obtiene la conclusién de inmediato. m

Los resultados siguientes se obtienen como consecuencia del teorema pre-
vio.
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Corolario 5 La disyuncion es conmutativa.

Demostracién. Basta observar que tanto la adicion como la multiplicaén
son conmutativas en [F,. =

Teorema 6 La disyuncion es asociativa.
Demostracion. Sean p, ¢, r proposiciones cualesquiera, entonces
v((pV @) Vr) = [v(p)v(g) + v(p) + v(g)v(r) + v(p)v(g) + v(p) + v(g) + v(r),
de manera que, factorizando en [Fy, tenemos
v((pV @) Vr)=[v(p) + 1v(g) + Hlo(r) + 1.
Por otra parte,
v(pV (g V) = [v(g)v(r) +vig) +v(r)lv(p) + v(g)v(r) + v(g) + v(r) + v(p),

de donde
v((pVq) Vr)=[v(g) + 1[v(r) + 1][v(p) + 1],

con lo que se concluye la demostracion. m

La operacién binaria

> AxA—A

dada mediante
p=q=(-p) Vg

se llama condicional. La expresion p = ¢ se lee “si p, entonces ¢” o bien “p
implica ¢”. La afirmacién contenida en la proposicion p = ¢ es que “p es una
condicion suficiente para la ocurrencia de ¢” o bien que, equivalentemente,
“q es una consecuencia necesaria de p”.

Teorema 7 El valor de verdad de la condicional estd dada por

v(p=q) =v(p)v(q) +v(p) +1

para p,q € Fy.
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Demostracién. El cilculo de

v((=p) V @) = (v(p) + 1)(v(g) + 1) + v(q)
muestra claramente la veracidad de la afirmacién. m
La definicién de p = ¢ no es simétrica en p y ¢, lo que se observa con
transparencia en el calculo de su valor de verdad, en consecuencia, la condi-
cional es una operacion binaria, pero claramente no es conmutativa. De la

misma manera, la condicional no es asociativa, y la demostracién del hecho
se deja como ejercicio para el lector.

Teorema 8 La equivalencia
p=q=-(pA(7q)
se satisface para cualesquiera p y q en A.

Demostracién. Basta observar que, como v(p A (—q)) = v(p)[v(q) + 1],
entonces

v(p =) = v(p)v(g) +1] + 1= (v(p) + 1)(v(g) +1) +v(9),

dado que v(¢) +v(q) =0. m

La disyuncién exclusiva de dos proposiciones p, q € A se define mediante

pPVa=pAqVI(=p)A(-g)

que coloquialmente se interpreta como “ o bien p o bien ¢”, que se satisface si
el valor de verdad de exactamente una de las proposiciones es 1. La disyuncion
suele ser también llamada disyuncion inclusiva.

Dado que el producto de valores de verdad es el valor de verdad de la
conjuncion, entonces, del ejercicio se sigue que p A p = p, para toda p € A.
Ademas también p V p = p, lo que se sigue inmediatamente de que

v(p)* + v(p) + v(p) = v(p).

Teorema 9 FEl valor de verdad de la disyuncion exclusiva estd dado por

v(p V q) = v(p) +v(q)

para cualesquiera p,q € A.
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Demostracién. Usando la definicién tenemos

v(pVaq) = v(pv(g)(v(p) + 1)(v(g) +1) +v(p)v(g) + (v(p) + 1)(v(g) +1) +1
= v(p)v(q)(v(p) + 1)(v(g) + 1) +v(p) + v(q)

(p)*v(9)* + v(p)*v(q) + v(p)v(q)* + v(p)v(q) + v(p) + v(q)
(p)v(q) +v(p)v(g) +v(p)v(q) +v(p)v(g) + v(p) + v(q)

(p) +

v(p) +v(q)

como se queria demostrar. m

= v

<

De acuerdo con el ejercicio anterior, y el hecho ya demostrado de que

v(p) + v(p) = 0, el valor de verdad de la férmula p V p es siempre cero,
de manera que la férmula es una contradiccion, es decir, una proposicion
compuesta necesariamente falsa.

El bicondicional de dos proposiciones p y ¢ se define mediante

peq=(p=q9N(@=Dp),
y la expresion p < ¢ se lee “p si y sélo si ¢”.
Teorema 10 Sip,q € A, entonces

v(p < q) =v(p) +v(g) + L.
Demostracién. Basta simplificar el producto

[w(p)v(q) +v(p) + 1[v(p)v(g) +v(g) + 1]

sobre Fy. m

El calculo de la funcién de verdad evaluada en la bicondicional, recupera
un hecho avalado por la intuicién: es verdadera cuando tanto p como ¢ tienen
el mismo valor de verdad.

El siguiente resultado se conoce como la ley de contraposicion, y es el fun-

damento logico de las demostraciones por contradiccion, conocidas también
como por reduccion al absurdo.

Teorema 11 La equivalencia
p=q=[(—q) = (-p)]

se satisface para cualesquiera p,q € A.
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Demostracion. Basta calcular el valor de verdad del miembro derecho, y
notamos que

v(=q)v(=p) +v(=q) + 1 = (v(g) + D)(v(p) + 1) +v(q) = v(p)v(g) +v(p) + 1,

como se queria demostrar. m

Los dos resultados siguientes muestran que el comportamiento de los co-
nectivos logicos entre si es bastante peculiar.

Teorema 12 La conjuncion se distribuye respecto de la disyuncion, es decir,

pA(gVr)=(@AgV(pAT)
para elementos arbitrarios de una T-dlgebra p,q,r € A.0)

Teorema 13 La disyuncion se distribuye respecto de la conjuncion, es decir,
que
pVgAr)=(pVaA(pVr)

para elementos arbitrarios de una T-dlgebra p,q,r € A.0]

Las demostraciones de ambos hechos se consideran ejercicios.

Una proposicién compuesta cuyo valor de verdad es 1 con independencia
de los valores de verdad de cada una de las proposiciones que la componen
se llama tautologia. En contraparte, una proposiciéon compuesta cuyo valor
de verdad es 0 con independencia de los valores de verdad de cada una de las
proposiciones que la componen se llama contradiccion. En lenguaje coloquial,
una tautologia es siempre verdadera y una contradiccién es siempre falsa.
Con frecuencia una proposicion compuesta recibe el nombre de formula o
bien féormula légica.

El ejemplo tipico de tautologia es la férmula p V (—p), dado que su valor
de verdad es necesariamente 1, como se observa en el calculo de su valor de
verdad.

v(pV (—p)) = v(p)v(=p) +v(p) +v(—p)

I
S

I
S
3
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Por otra parte, el ejemplo clasico de contradiccién lo encontramos en la férmu-
la p A (—p), como vemos en el calculo que sigue.

v(p A (—p))
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Cuaderno de Ejercicios no. 3

1. Construya la tabla de verdad de la disyuncién, usando la funciéon de
verdad correspondiente.

2. Demuestre la distributividad de la conjuncién respecto de la disyuncion,
es decir, que
pA(gVr)=(@Aq)V(pAT)

para proposiciones arbitrarias p, ¢,r € A. Calcule el valor de verdad de
cada uno de los miembros y use el resultado para construir las tablas
de verdad correspondientes.

|

OO = OO =R

[qvrpA(gVvr) [ pAqlpAr[ (oA VpAT) ]

[l Nl Nel el Y NN R N R e
IR Nl Nel T Nanl ey |

3. Demuestre la distributividad de la disyuncion respecto de la conjuncion,
es decir, que

pVgAr)={@VgApVr)

para proposiciones arbitrarias p, ¢, € A. Calcule el valor de verdad de
cada uno de los miembros y use el resultado para construir las tablas
de verdad correspondientes.
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OO == OO | =R

[qvr]pVigAr) [ pVa]pVr[ Ve AlpVr)]

(] Nesl ol Nl TS N BEY BT R e
Ol OOl o=

. Calcule la funcién de verdad evaluada en la proposicién (—p) V ¢, y
construya la tabla de verdad correspondiente.

. Calcule la funcién de verdad evaluada en la proposicién (—p) V (—q), y
construya la tabla de verdad correspondiente.

7]

|| —~q]| (-p) V(~q) |

ol o | |3

q
1
0
1
0

. Construya la tabla de verdad de la condicional p = ¢, usando la funcién
de verdad evaluada en ella.
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10.

11.

12.

Calcule la funcién de verdad evaluada en la proposicién =(p A (—q)), vy
construya la tabla de verdad correspondiente.

7]

p
1
1
0
0

Demuestre que la condicional no es conmutativa, evaluando la funcion
de verdad en p = ¢ y en g = p.

Demuestre que la condicional no es asociativa, evaluando la funcién de
verdad en p= (¢g=r)yen (p=q) =r.

Demuestre que la férmula (p = ¢) V p es una tautologia. Evalie la
funcion de verdad y construya la tabla de verdad.

|

FIFEENINENN ]
1

p
1
1
0
0

0
1
0

Demuestre que la férmula [p A (=¢q)] = p es una tautologia. Evalie la
funcién de verdad y construya la tabla de verdad.

7]

(¢ [pA (=) [IPA(=9)]=p]

Dl4a
111
110
01
00

Demuestre que la férmula [(p = ¢) Ap] A [(p = ¢q) A (—q)] es una
contradiccion. Evalie la funcion de verdad y construya la tabla de
verdad.
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[ Aq]llp= g ApIAllp=a) A (~q)]]

(el Nes) BN

q
1
0
1
0

13. Demuestre que la formula [(=p) V ¢] A (p A (—=q)] es una contradiccion.
Evaliie la funciéon de verdad y construya la tabla de verdad.

7]

[ (=) Ag [ pA(=g) [[(=p) VA pA(=g)] |

o O | IS

q
1
0
1
0
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5. Funciones proposicionales

Una funcién proposicional sobre un conjunto X # & es una aplicacién
f:X—A

donde A es una T-édlgebra, es decir si z € X se tiene que f(x) es una propo-
sicion.

Los cuantificadores universales constituyen afirmaciones acerca de las con-
diciones bajo las cuales una funcién proposicional admite un valor de verdad
dado. Los cuantificadores son basicamente dos, a saber: el cuantificador uni-
versal y el cuantificador existencial.

En otras palabras, dada una funcién proposicional f, los cuantificadores
son afirmaciones acerca de la imagen de la composicién v o f donde v es la
funcién de verdad de la T-algebra considerada.

Xx— 7 .4

vof

IFy

La expresién Vz(f(x)) que se lee “para todo x se verifica f(x)” es una
proposicién equivalente con la afirmacién de que {1} = im(v o f) o bien que
0 ¢ im(v o f). El significado coloquial es que el todos los elementos = € X
hacen verdadera la funcién proposicional f.

Va(f(z)) = {1} = im(vo f)
El simbolo “V” se conoce como cuantificador universal. Dado que el do-

minio de nuestras funciones proposicionales es una clase dada X, en realidad,
la expresién universal se escribe més propiamente como Vo € X (f(x)).

Ejemplo 11 La expresion “todos los gatos son pardos” es una proposicion
universal, que atribuye una propiedad, en este caso el color, a todos los ele-
mentos de una coleccion dada. Si G representa la clase de los gatos, p la pro-
piedad de “ser pardo”, entonces, la proposicion dada puede escribirse simboli-
camente como Sigue:

Vo € G(p(x)).
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Una equivalencia interesante de la proposicion universal es entonces la
siguiente:
Ve e X(f(z))=(x e X = f(x)).

Tenemos entonces que el cuantificador universal no es sino una forma
funcional de la condicional.

Ejemplo 12 La proposicion “todo nimero natural en entero”, puede escri-
birse como Yx € N(x € Z), o equivalentemente como x € N = x € 7Z.

La expresion Jz(f(x)) se lee “existe un x tal que f(x)” es una proposicién
equivalente {1} € im(vo f) o bien que im(vo f) # {0}. El significado coloquial
es que el menos un elemento x € X hace verdadera la funciéon proposicional

f.
Se(f(x)) =1 € im(vo f)

El smbolo “3” se conoce como cuantificador existencial.
Los cuantificadores se relacionan de manera muy natural mediante

~[Va(f ()] = 3a[~f(2)]

—[Bz(f ()] = Va[-f(2)].

En consecuencia, la equivalencia del cuantificador existencial en términos
del universal tiene la siguiente forma:

Fu(f(z) = =[Va(=f(z))],
es decir, si el dominio de nuestra funcién proposicional es la clase X:
dr e X(f(z) =z e X = (=f(x)].
El lector no tendra dificultad para encontrar otras equivalencias interesantes.

Ejemplo 13 Una expresion como “Ernesto Dominguez tiene al menos un
ancestro” es una proposicion existencial, se invita al lector a encontrar una
expresion simbolica para ella.
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Ejemplo 14 La afirmacion ‘5 tiene al menos una raiz cuadrada real” tiene
la siguiente expresion simbolica:

Jr € R(z* = 5).
Un uso conjunto de los cuantificadores se ilustra enseguida.

Ejemplo 15 La propiedad arquimediana de los nimeros reales afirma que
dado un numero real dado, siempre es posible encontrar un entero mayor que
él. Stimbolicamente

Vo € R(3n € Z(x < n)).

En Légica se impone un uso cuidadoso de las expresiones, para que las
conclusiones que se obtengan sean rigurosamente correctas. Frases como “no
todos los politicos son corruptos” y “todos los politicos no son corruptos”,
tienen significados opuestos, y sin embargo suelen ser usadas coloquialmente
como equivalentes. La primera significa que existe al menos un politico que
no es corrupto, es decir, se ajusta al uso del cuantificador existencial. La
segunda, por su parte, significa que ningin politico es corrupto, por lo que
se ajusta al uso del cuantificador universal.

Las formas simbodlicas de estas dos frases serian

-(Vze Plxe(C)) y VexePlxg¢gl)

respectivamente, si P es la clase de los politicos, y C' la clase de las personas
corruptas..

Un conectivo logico que hasta ahora hemos usado de forma implicita
es ““ 3 7 que se lee “tal que”, y que puede ser usado para simplificar la
interpretacién de algunas expresiones logicas. Las formas generales de los

cuantificadores adquieren entonces las formas simbdlicas como:

Vr(Jy- 3 -f(z,y)).

La proposiciones en matemaéticas tienen que ver con la existencia de ob-
jetos con alguna propiedad en particular, y frecuentemente, la unicidad de la
existencia es también un ingrediente importante. Por ello, resulta de utilidad
el uso de un cuantificador de existencia y unicidad. La expresiéon Jlz(f(z) se
lee “existe un unico x tal que f(x)”, el significado es que existe un elemento
x € X para el cual f(z) es verdadero y ademés es el tinico para el que tal
cosa ocurre.

Fa(f(z)) = #{r € X|f(2)} =1
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Ejemplo 16 La expresion coloquial “madre solo hay una” es un buen ejem-
plo de proposicion de existencia y unicidad.

Ejemplo 17 Todo grupo tiene un elemento neutro, y el elemento neutro en
un grupo es Uunico.

dle € G(Vx € G(ze =z = ex*x)).
Ejemplo 18 En un grupo todo elemento tiene un unico inverso.

Ve e Gy € Glay = e =y *x)).
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Cuaderno de Ejercicios no. 4

1. Considere la funcién proposicional dada por f(x) = (z|77). Determine
el valor de verdad de f(11), f(3), f(1), Vn € N(f(n)) y In € N(f(n)).

2. Demuestre la siguiente equivalencia.

Ao (f(20)) = o) AV # wo(=f(2)]

3. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes proposicio-

1nes.

a) Vo € R(2? > ).
b) E”SCGR(I:—J?).
c)

d)

e) Ve e R
f) Yz eR
g9) Iz eR(x>1= 22 > 1),
)
)

h) VeeR(z>1= == < 3).

r>1= 12> 1).

) EI:UER(x>1:>x2xH<%).

4. Escriba la negacién de cada una de las proposiciones del ejercicio an-

terior y determine su valor de verdad.

a

& o o

3

~

IS NS

)
)
)
)
)
)
)
)
)

0
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. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes proposicio-
nes.

a) Ve eR(1+4=5
b) IreR(1+4=5
c) reR(1+4=05).

).
).

. Escriba la negacién de cada una de las proposiciones del ejercicio an-
terior y determine su valor de verdad.

. Determine el valor de verdad de cada una de las siguientes proposicio-
nes.

a) Vn € N(2" + 1 es primo).
b) In € R(2" + 1 es primo).
c) 3n € R(2" + 1 es primo).

. Escriba la negacién de cada una de las proposiciones del ejercicio an-
terior y determine su valor de verdad.
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6. Conjuntos, extensién y vacio

La segunda parte de este material inicia con una exposicién breve de la
Teoria Cantoriana de los Conjuntos, que una vez formalizada por el sistema
axiomatico de Zermelo-Fraenkel recibe la denominacion de sistema axiomati-
co de Zermelo*-Fraenkel®-Cantor® que es basicamente, la presentacién formal
de la nocién de conjunto que manejamos de forma cotidiana e intuitiva. El
sistema de postulados que presentamos en lo que sigue revela que tras la
nocién ordinaria de conjunto se oculta la suprema belleza de una Teoria que
aporta solidez a la matematica conocida.

Como observaremos, el sistema axiomatico que expondremos dista mucho
de representar la tltima palabra en lo que se refiere a la sistematizacién de
los conjuntos, pues el axioma que la hace Cantoriana, el axioma de eleccion
tan intuitivamente didfano, conduce a paradojas como la de Banach-Tarski
que golpean la intuicién de forma contundente. Estas limitaciones parecen
aun lejos de ser superadas, por lo que hasta el momento, este sistema de
axiomas es el mejor marco con el que contamos para el estudio y el uso de
los conjuntos.

Un conjunto es un objeto de naturaleza estrictamente matematica, de
manera que cuando se habla de conjuntos de nimeros, por ejemplo, enten-
demos que los nimeros pueden ser entendidos como una clase particular de
conjuntos. En ultima instancia todos los objetos de las matematicas son con-
juntos para la Teorfa de los Conjuntos. No existe nada en el contexto de las
matematicas como un conjunto de casas o de personas, aunque una colecciéon
de casas puede “identificarse” con un conjunto abstracto, como por ejemplo,

4Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871 - 1953), matemaético y filésofo aleman. En
1902 publicé su primer trabajo sobre la adicién de cardinales transfinitos, y en 1904, dio con
éxito el primer paso sugerido por Hilbert para la hipétesis del continuo, cuando demostré el
teorema del buen orden: “todo conjunto puede ser bien ordenado”. En 1908 publicé la
primera version de la axiomatica conjuntista. El teorema de Zermelo es equivalente con el
axioma de eleccion.

® Adolf Abraham Halevi Fraenkel (1891 - 1965) matemético alemén. Publicé en 1922 la
version actual de la axiomética conjuntista, complementando el trabajo previo de Zermelo.

6Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918), matemético alemdn, desa-
rrollé en colaboracién con sus compatriotas Julius Wilheim Richard Dedekind (1831 -
1916) y Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848 - 1925) la Teorfa de Conjuntos. Sus traba-
jos de investigacion sobre los conjuntos infinitos lo condujeron a formalizar la nocién de
infinito bajo la forma de los ntimeros transfinitos, por medio de la teoria de ordinales y
cardinales.
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cuando a una casa se le asigna un nimero que la distingue en su calle.

Un “conjunto de casas” es una forma abreviada de expresar que la co-
leccién de inmuebles dada se ha “identificado” con un conjunto matematico.
Un conjunto es un modelo, que en este caso, se ajusta a la situacion préactica
a la que especificamente nos enfrentamos.

Informalmente diremos que todo conjunto es una coleccion pero no toda
coleccion es un conjunto. En otras palabras, no basta con pronunciar palabras
magicas para que se produzca la existencia de un conjunto, la descripcién de
sus elementos debe ser precisa e inequivoca. Consideremos como ejemplo la
paradoja del barbero: En una cierta poblacion cerrada hay hombres barbados
y un barbero; hay dos clases de hombres barbados sin elementos comunes, los
que se afeitan a si mismos, ademas de los que son afeitados por el barbero,
y habra que decidir a cudl de las dos colecciones pertenece el barbero. Por
supuesto esta colecciones no pueden ser consideradas conjuntos, dado que
aportan incertidumbre acerca de la pertenecia o no de un elemento particular.

Las paradojas’ y antinomias® producidas por la ausencia de formalizacién
de la Teoria Cantoriana de los conjuntos plantearon la necesidad de axioma-
tizarla, problema que se resuelve finalmente con la azxiomdtica de Zermelo-
Fraenkel que exponemos a continuacion de manera sucinta. En ella consi-
deramos la nocion de pertenencia como nocién primitiva la cual se expresa
mediante la notacién = € A, que significa que = es un elemento de A o
equivalentemente que x pertenece a la coleccion A. A los nueve axiomas de
Zermelo-Fraenkel se incorpora el arxioma de eleccion, lo que caracteriza la
Teoria de Conjuntos de Cantor, con lo que la axiomatica que exponemos
a continuacién se conoce como el sistema azxiomdatico de Zermelo-Fraenkel-

Cantor (ZFC)?.

Axioma 1 Axioma de Extension. Dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen
exactamente los mismos elementos.

Dados dos conjuntos A y B decimos que A es un subconjunto de B si
r € B para todo x € A. Esta relacién de inclusion se denota mediante

"Una paradoja es un razonamiento que conlleva una contradiccién 16gica. De acuerdo
con su etimologia, es una idea que contradice el sentido comun.

8Una antinomia es una paradoja irresoluble. Etimolégicamente, significa “contra la
regla”.

9Usualmente se interpreta “ZFC” como la axiomdtica de Zermelo-Fraenkel con el axio-
ma de eleccién (choice), adoptamos la terminologia indicada bajo la consideracién de que
el axioma de eleccién es basicamente una aportacién de Cantor.
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A C B. Bésicamente el axioma de estensién afirma que A = B si y solo si
ACByBCA.

De forma coloquial, el axioma de extension afirma que un conjunto queda
determinado por sus elementos. Si A C By A # B, decimos que A es un
subconjunto propio de B, lo que denotamos mediante A C B.

Axioma 2 Axioma del conjunto vacio. Existe un conjunto que no tiene ele-
mentos, al que denotamos por @.

Este segundo axioma es particularmente importante, puesto que indica
que la Teoria de conjuntos no se construye ociosamente, en el sentido de que
al menos existe un objeto al que puede aplicarse, lo que proporciona sentido
al sistema tedrico de que nos ocupamos.

Teorema 14 Si A es un conjunto, entonces & C A.

Demostracién. Supongamos que @ € A, entonces x ¢ A para algin z € &,
pero por el axioma del conjunto vacio se tiene que x ¢ @& para todo conjunto
x. |

Decimos que el resultado anterior se verifica por vacuidad, es decir, porque
no hay elementos que satisfagan la propiedad opuesta. Tenemos entonces que
el conjunto vacio es un subconjunto de cualquier otro conjunto, el resultado,
sin embargo, carece de significado mientras que el conjunto vacio sea el tinico
conjunto visible.

Ciertamente, puede ser un poco desconcertante que el inico conjunto de
cuya existencia tenemos certeza es un conjunto sin elementos, puesto que
intuitivamente pensamos en un conjunto como algo que se caracteriza por
poseerlos, sin embargo, el desconcierto puede encontrar algin alivio ante la
posibilidad de construir {@} que es un conjunto que tiene un elemento.

Axioma 3 Azioma de Apareamiento. Dados dos conjuntos A y B, la colec-
cién {A, B} es un conjunto.

Se abre, por otra parte, la posibilidad de construir una coleccion infinita
de conjuntos de acuerdo con el resultado siguiente.

Teorema 15 Ezisten por lo menos dos conjuntos distintos.
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Demostracion. Como hemos visto, el axioma de apareamiento garantiza la
existencia de {@}, y por el resultado anterior @ C {@}. Ahora bien, {@} Z @
porque & ¢ &. m

Se tiene ya garantizada la existencia de al menos dos conjuntos distintos a
y b, un uso reiterado del axioma de apareamiento nos garantiza la existencia
de los conjuntos (a,b) = {{a},{a,b}} v (b,a) = {{b},{a,b}}, a los que
llamaremos pares ordenados.

Teorema 16 Se satisface que a # b si y sélo si (a,b) # (b, a).

Demostracién. Si a # b los conjuntos {a}, {b}, v {a,b} son mutuamente
distintos. Reciprocamente, si (a,b) # (b,a), entonces {a} # {b}, de donde,
por el axioma de extensién, a # 0. =

Esta definicién de pares ordenados se debe a Kazimierz Kuratowski'?, y
fue popularizada por Paul Halmos!!,y puede ser encontrada en su bello tex-
to Naive set theory'?. Un pequefio problema que impide la generalizacion,
inmediata y mecanica, de esta nocién de orden, es que {{a}} = (a, a). Proce-
diendo entonces de forma andloga al definir (a,b,c) = {{a},{a,b},{a,b,c}}
no seria posible distinguir entre (a, a) y (a, a, a), més ain, no distinguirfamos
entre (a,b,b) vy (a,a,b). Esta formalizacién del orden es, no obstante, facti-
ble de ser generalizada, y se invita al lector a proponer una generalizacion
aceptable.

Claramente podemos hacer A = @ = 0y B = @ = 0 para construir
1 = {0}, ademas de que A = @ y B = {@} posibilita la construccién de
2 = {@,{o}}. La construccién del resto de los nimeros naturales es una
tarea que requiere del axioma préximo.

Axioma 4 Axioma de la Unidn. Dado un conjunto A, existe un conjunto B
cuyos elementos son precisamente los elementos de los elementos de A.

0K azimierz Kuratowski (1896 - 1980), matemadtico polaco, representante de la corriente
conocida como La Escuela de Varsovia.

HPaul Richard Halmos (1916 - 2006), matemdtico htingaro nacionalizado norteameri-
cano.

12publicado originalmente por Van Nostrand en 1960. Hay una versién castellana pu-
blicada por la desparecida editorial CECSA en 1965, bajo el titulo Teoria Intuitiva de los
Conjuntos, y una reimpresiéon del original publicada por Springer Verlag en 1974.
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La notacién usual es B = UA. Si tenemos el caso A = {z,y}, entonces
B =1z Uy, y en general, si A= {z,|a € A}, entonces escribimos B = UA o
de manera méas descriptiva:
B = U Loy

Continuando con el ejemplo de la construccion de los nimeros naturales,
suponiendo inductivamente que hemos construido el nimero natural n, en-
tonces, haciendo uso del axioma de apareamiento contruimos {n} y {n,{n}}.
Finalmente, mediante al auxilio del axioma de la unién arribamos a n+ 1 =
n U {n}. Tenemos entonces que n + 1 ={0,1,...,n}.

El axioma anterior garantiza la existencia de la unién de una coleccion
dada de conjuntos, a condiciéon de que la colecciéon misma sea también un
conjunto, como veremos con posterioridad, no toda coleccién es un conjunto.
Una consecuencia inmediata es que para dos conjuntos cualesquiera z,y,
existe el conjunto = U y.

rUy={ala€xVacuy}

Debe notarse no obstante que el axioma no garantiza la unicidad de la
unién. No tenemos entonces la existencia de “la unién” de un conjunto, el
postulado nos dice que existe al menos “una unién” de un conjunto. Se pide
en los ejercicios, demostrar que existe a lo sumo una, con lo que tendremos
existencia y unicidad.
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Cuaderno de Ejercicios no. 5

1.
2.

10.
11.

Demuestre que existen al menos tres conjuntos distintos.
Exprese A C B en términos de conectivos légicos.

Demuestre que para conjuntos dados A y B necesariamente se cumple
que AC AUB.

Demuestre que {@} ¢ {{@}}.
Demuestre que A C B siy sélosi AUB = B.
Demuestre que AU @ = A para todo conjunto A.

Demuestre la conmutatividad de la unién, es decir, que si A y B son
conjuntos, entonces AU B = BU A.

Demuestre la asociatividad de la union, es decir, que si A, B y C son
conjuntos, entonces AU (BUC) = (AU B)UC.

Demuestre que x = y si y sélo si (z,y) es un conjunto con un unico
elemento.

Demuestre que la uniéon UA de un conjunto dado A es unica.

UAQ:@

siy solo si A, = & para todo a € A.

Demuestre que

43



44



7. Separacion e interseccion

El siguiente grupo de axiomas garantiza la existencia de los conjuntos in-
ductivos, en particular, de los ordinales, y mas especificamente de los niimeros
naturales.

Axioma 5 Azioma de Infinitud. Existe un conjunto N tal que si @ € Ny
z € N entonces también z U {z} € N.

El axioma de infinitud garantiza la existencia de conjuntos infinitos, y
en particular, la existencia del conjunto de los nimeros naturales al que
denotamos usualmente por N. En este punto parece conveniente invitar al
lector a definir la adiciéon en N y a deducir las propiedades conocidas de ella.
El axioma de infinitud es lo que tradicionalmente conocemos como Principio
de Induccion, segin el cual si A C N es tal que contiene a @ y al sucesor de
cada uno de sus elementos, entonces A = N.

Siendo rigurosos, el axioma de infinitud abre el paso a la construccién
de los ordinales finitos, y a un conjunto que los contenga a todos ellos. Este
ultimo conjunto, por supuesto, ya no es finito, y suele hacerse referencia a él
como el primer ordinal numerable, al que se denota por w. Sus elementos son
los conjuntos inductivos generados por &, a los que solemos conocer como
los nimeros naturales. Entonces

w=1{0,1,2,...}.

El conjunto w se denota como N, una vez que estd provisto de la estruc-
tura algebraica que le conocemos. Nos encontramos ahora en el proceso de
construir tal estructura.

Axioma 6 Azioma de Separacion. Dados un conjunto X y una proposicién
p(z), existe entonces un conjunto que contiene los elementos de X que
hacen verdadera a p(z).

Este axioma se conoce también como el azxioma del subconjunto o bien
el axioma de especificacion, pues en particular garantiza la existencia de
subconjuntos de un conjunto dado. Si A es conjunto y p(z) es una funcién
proposicional, entonces, tenemos ahora la garantia de que existe un conjunto
B dado por

B = {z € Alp(x)},
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cuyos elementos son los de A que atisfacen la propiedad p, o si se prefiere, los
elementos de A para los cuales v(p(z)) = 1, donde v es la funcién de verdad
correspondiente al dlgebra Booleana a la que pertenece p(x).

Apoyados en este axioma es que usualmente adoptamos un conjunto co-
mo el conjunto universal correspondiente a una situacion dada. El conjunto
universal es el conjunto que contiene a todos los conjuntos a los que se refiere
un contexto especifico.

Adquirimos también con este axioma la posibilidad de construir la inter-
seccion A 'y B, dado que, considerando la funcién proposicional p(z) como
x € B, podemos construir el conjunto

ANB={zxe€ Alx € B}

o bien
ANB={zlx € ANz € B}.

Dada una coleccién de conjuntos, por ejemlo, si A = {X,|a € A}, entonces
escribimos B = NA o de manera mas alegorica:

B:ﬂXa

acA

para el conjunto {z|r € X, Va € A}.

En este punto se antoja conveniente hacer un alto, para reflexionar acerca
de que ya hemos adquirido la capacidad de construir uniones e intersecciones
de conjuntos arbitrarios, de alguna manera entonces, la infinitud ha dejado
de ser un obstéculo.

Consideremos un conjunto dado U, y una funcién proposicional p(z) con
dominio en U. Debido al axioma de separacion tenemos garantizada la exis-
tencia del conjunto A = {x € U|p(x)}. Ahora bien, claramente también
—p(z) es una funcién proposicional con dominio en U, de suerte que el con-
junto Af, = {x € U|-p(z)} existe, por el axioma de especificacién. Decimos
que Ay, es el complemento de A en U. Otra notacién para una situaciéon como
esta es U—A = Ay, en la que escribimos el complemento como una diferencia
de conjuntos.

En un contexto especifico, U podria contener todos los elementos que nos
interesa considerar, y en tal caso, es comun referirse a U como el conjunto
universal. Si es claro que U es el conjunto universal, la notacién para Af,
puede simplificarse a A°€.
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La diferencia de conjuntos puede formularse en un escenario mas gene-
ral, mediante el uso del axioma de separacion. Dados dos conjuntos A y B,
definimos

A-B={z€ Az ¢ B},

y notamos que esta definicién es completamente independiente de las relacio-
nes de inclusion entre los conjuntos A y B. En este contexto, el complemento
es tan solo un caso particular de la diferencia.

Axioma 7 Azioma de Sustitucion. Dado un conjunto A y una aplicacion f
con dominio A, existe un conjunto /;(A) tal que f(x) € If(A) siy sélo
si x € A. Por razones obvias este axioma es también conocido como el
axioma de la imagen.

Podria pensarse que el axioma de sustitucion es prematuro ya que no te-
nemos la nocién de funcion, sin embargo, un momento de reflexiéon nos indica
que, dado que tenemos pares ordenados, también tenemos productos carte-
sianos, y por el axioma de separacién tenemos aplicaciones!3. Recordemos
que una aplicacion f : A — B es un subconjunto de A x B con la propiedad
de que para todo a € A existe un tunico elemento f(a) € B tal que el par
(a, f(a)) pertenece a la aplicacion.

Por otra parte, dado que al parecer se esta definiendo un subconjunto de
B, nos bastaria con el axioma de separacion, sin embargo, debemos notar
que no hay referencia alguna al conjunto B. Finalmente, diremos que la apli-
cacion mas importante de este axioma radica en la posibilidad de contar mas
alla de los nimeros naturales, abriendo la puerta a los niimeros transfinitos.
El axioma de sustitucién garantiza la existencia de su imagen.

La formulacién que se reproduce arriba del axioma de sustitucién es la
que originalmente se encuentra en la formulacién de Fraenkel de 1921, mis-
ma que fue introducida por primera vez por el propio Fraenkel en 1929, y
aparecié también en los trabajos de Church'* [1942]. Una forma mds débil

13Formalmente una aplicacion es el objeto que se define en el texto, si f : A — B es
una aplicacidn, el dominio de f es A,y su codominio es B. Una funcién es una aplicacién
cuyo codominio es un anillo.

14 Alonzo Church (1903 - 1995), matemético norteamericano, conocido bésicamente por
sus contribuciones a la matematica de la computacion, en particular, el principio conocido
como la conjetura de Church-Turing: “todo lo que es computable es computable por una
méquina de Turing”. Es creador del A-Célculo, que proporciona una semantica adecuada
para la computacién.

47



de este esquema axiomético a parece en los trabajos de Tarski'® [1948].

Teorema 17 Dados dos conjuntos A y B, existe un unico conjunto A X B
tal que (a,b) € Ax B siy solosia € Aybe B.

Demostraciéon. Tomemos a € A, y para cada b € B constriyase el par
(a,b), usando el axioma de los pares, el cual es 1til también para construir el
conjunto {(a,b)} . Usando ahora el axioma de las uniones puede construirse
el conjunto

{a} x B=|J{(a,0)} = {(a,b)|b € B}.

beB

Una nueva aplicacion del axioma de las uniones nos permite construir
Ax B={(a,b)lac ANb€E B}.
Este conjunto es unico, dada la unicidad de la unién. m

Corolario 18 Dados dos conjuntos A y B se satisface que A X B =& si y
solo si A=@ 6 B=0.

Demostraciéon. Procedemos por contradiccion. Si A x B # &, tomese
(a,b) € Ax B, de donde a € Ayb € Bceonloque A+# @y B # &.
Reciprocamente, es claro que si tanto A como B tienen al menos un elemen-
to cada uno, entonces A x B tiene al menos un elemento. m

Como puede observarse, para construir el producto cartesiano'® es su-
ficiente conocer la unién de conjuntos, incluso en el caso de una coleccion
infinita de conjuntos, que debe ser a su vez un conjunto.

Axioma 8 Axioma de las Potencias. Dados un conjunto A, existe un con-
junto P(A) cuyos elementos son todos los subconjuntos de A.

15 Alfred Tarski (1902 - 1983), matemético y filésofo polaco. La formulacién de referen-
cia puede encontrarse también en su texto “Cardinal Algebras”, publicado por Oxford
University Press en 1949.

16E] producto cartesiano recibe su nombre gracias a René Descartes (1596 - 1650),
matematico y filosofo francés. Claramente Descartes no pudo proponer el producto de
conjuntos, sin embargo, su formulaciéon de la Geometria Analitica, en la que considera al
Plano Euclidiano como el producto de dos copias de la recta le ha valido el uso de su
nombre para el producto de conjuntos.
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El conjunto recién definido se conoce como el conjunto potencia de A.
Otra notacién usual para este conjunto es 24, notacién cuya conveniencia
sera clara, cuando tengamos a nuestra disposicion la teoria de los nimeros
ordinales.

Consideremos provisionalmente 2 = {0,1}. Cada aplicacién f : A — 2
determina de forma tnica un subconjunto de A, digamos f~'(1) = {a €
A|f(a) = 1}, conjunto que existe gracias al axioma de especificacién. De
forma andloga, cada subconjunto B C A define de forma tinica una aplicacion
f:A— 2 mediante f(a) =1sia€ By f(a) =0sia¢ A

Proposicién 19 Eziste una biyeccion entre el conjunto potencia de A y el
conjunto de las aplicaciones f: A — 2.0J

Luego de esta primera observacién intentemos una nueva 6ptica para el
conjunto potencia. Consideremos ahora 3 = {0,1,2} y el conjunto de las
aplicaciones f : 3 — 2. El ntimero de tales aplicaciones se identifica en la
aritmética ordinaria mediante 23, lo que explica, al menos en parte, el nombre
de conjunto potencia para el conjunto de los subconjuntos.

Axioma 9 Azxioma de Regularidad. Todo conjunto A tiene un elemento B
tal que AN B = @.

Este axioma se conoce también como el axioma fundacional ya que re-
suelve problemas estructurales como el revelado por la paradoja de Russell,
semejante a la paradoja del barbero. Consideremos el conjunto A de todos
los conjuntos que no se pertenecen a si mismos, es decir A = {A|A ¢ A},
tenemos entonces dos posibilidades:

1. Si A € A, entonces por definicién A ¢ A.

2. Si A ¢ A, entonces por definicién A € A.
Un hecho intuitivamente necesario es que los conjuntos sean colecciones
que no son elementos de si mismos, entonces la coleccion A no puede ser un

conjunto, es decir, no existe el conjunto de todos los conjuntos.

Teorema 20 Si A es un conjunto, entonces A ¢ A.

49



Demostracién. Por vacuidad es claro que @ ¢ @. Supdngase ahora que
A # @ es un conjunto y que A € A, entonces {A} es un subconjunto de A
gracias al axioma de separacién y claramente AN A = A, de manera que {A}
no satisface el axioma de regularidad. m

No toda coleccion es entonces un conjunto, aunque ciertamente, es posible
tratar con colecciones mas generales en un contexto mas amplio, como el
provisto por la teoria de las categorias. Los dos resultados siguientes seran
de utilidad posteriormente.

Corolario 21 Si A es un conjunto, entonces AU{A} ¢ A.C
Proposicién 22 Six € y, entonces y ¢ x.

Demostracién. Basta notar que si se satisfacen simultaneamente z € y y
y € x, entonces el {z,y} no satisface el axioma de regularidad. m

La Teoria Cantoriana de los Conjuntos es Cantoriana, debido justamente
al siguiente postulado.

Axioma 10 Axioma de Eleccion. El producto cartesiano de un conjunto no
vacio de conjuntos no vacios es no vacio.

Como puede verse claramente, este axioma es equivalente con la afirma-
cién de que si A es un conjunto cuyos elementos son conjuntos no vacios y
mutuamente ajenos, existe un conjunto que tiene exactamente un elemento
de cada uno de los elementos de A. Esta es la forma més comin en la que se
presenta el axioma de eleccion, que ha mostrado ser una pieza fundamental
de la Teoria Cantoriana de los conjuntos.

El axioma de eleccién fue propuesto originalmente por Georg Cantor'?,
por lo que su incorporacién a la axiomatica de Zermelo-Fraenkel, hace que
la teoria misma se convierta en el cuerpo axiomatico de Zermelo-Fraenkel-
Cantor.

La nocion de infinito era un problema que ocupaba los esfuerzos de mu-
chos matematicos en la época de Cantor, y la teoria de los conjuntos, a
través de los ordinales y los cardinales, le permitié formalizar el concepto de

17Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918), matematico alemén.
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infinitud, logrando ademas la formulaciéon de la aritmética de los nimeros
transfinitos.

El concepto de infinito es propio de la matemdticas, y sin embargo, no
siempre ha sido bien aceptado por los mateméticos. Por ejemplo Gauss'®, el
llamado “principe de las matematicas”, se pronunciaba por no aceptar a “la
magnitud infinita como algo completo”, senalando que el infinito no es mas
que “una manera de hablar”. Con ello observamos que el infinito no siempre
se entendi6 con claridad, ni siquiera por mentes tan licidas como la de Gauss.

Se debe a Dedekind'® la primera formulacién del infinito, lo que consi-
guié usando como modelo el conjunto de los nimeros naturales. Sus inves-
tigaciones acerca de los fundamentos de la Aritmética, le condujeron a esta
formulacion, y a concebir la primera axiomaéatica para lon niimeros natura-
les, misma que fuera publicada con posterioridad por el italiano Giuseppe
Peano?’, a quien debemos también la introduccién de los simbolos que hoy
conocemos para la unién y la interseccion de conjuntos. Esta forma de deno-
tar uniones e intersecciones aparece por primera vez en su obra Applicazioni
Geometriche del Calcolo Infinitesimale, publicada en 1887.

Cantor se preguntaba acerca de la posibilidad de formular con rigor el
concepto de infinito, con independencia de los niimeros naturales, lo que fi-
nalmente logré mediante la introduccién de la teoria de los ordinales. Aun
que la semilla de la aritmética transfinita se encuentra en las ideas de De-
dekind, cuando hace una distincién clara entre infinitud y continuidad, la
formalizacién se alcanza en las contribuciones de Cantor.

La teoria de los conjuntos es, como toda contribucién cientifica significa-
tiva, el producto de una gran cantidad de contribuciones individuales, mu-
chas de ellas realizadas en colaboracién. No puede entenderse su desarrollo,
asi como la fundamentacién de la Aritmética sin referencia a los trabajos de

18 Johann Carl Friedrich Gauss (1777 1855), matemadtico, astrénomo y fisico aleman que
contribuy¢ significativamente en muchos campos, incluida la teoria de nimeros, el andlisis
matematico, la geometria diferencial, la geodesia, el magnetismo y la éptica. Considerado
“el principe de las matemaéticas” y “el matemédtico mas grande desde la antigiiedad”, Gauss
tuvo influencia notable en muchos campos de la matemética y de la Ciencia, y es conside-
rado uno de los matemaéticos que mas influencia ha tenido en la Historia, extendiendo por
vez primera el concepto de divisibilidad.

19 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916), matemético aleman, que contribuyé a
la fundamentacion del Andlisis Matematico a través de su célebre concepto de cortadura.

20Giuseppe Peano (1858 1932) matemético y filésofo italiano, conocido por sus contri-
buciones a la Teoria de los conjuntos. Se hizo célebre como del profesor de Calculo en la
Universidad de Turin.
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Frege?!, en los que se encuentran una gran cantidad de ideas esclarecedoras
a propoésito de lo que un conjunto es, y de su fortaleza en la construccion del
concepto de nimero. Es justo considerar a Cantor, Dedekind y Frege, como
los principales precursores de la Teoria de los conjuntos, sin olvidar que sus
trabajos se generaron gracias a las contribuciones y reflexiones de todo un
ejército de matematicos y filésofos.

El axioma de eleccién, a pesar de su enorme carga intuitiva, dista mu-
cho de ser trivial, si por trivial se entiende desprovisto de importancia. El
axioma de eleccién produce resultados poco intuitivos como la paradoja de
Banach??-Tarski??, segtin la cual, por ejemplo, es posible descomponer una
esfera de radio 1 en dos esferas de radio 1. Resulta claro, por lo menos de
manera intuitiva que tal descomposicién es imposible si es finita, lo que hace
intervenir de nueva cuenta, como protagonista, al infinito.

Los alcances del axioma de elecciéon son realmente notables, llegando has-
ta la Topologia, y en particular al concepto de compacidad. En 1950 Kelley?*
demostré la equivalencia entre el teorema de Tychonoff®® y el axioma de elec-
cién. El teorema de Tychonoff afirma que un producto arbitrario de espacios
topoldgicos compactos es un espacio compacto.

Ademas de estas consecuencias impresionantes, el axioma de eleccion es
equivalente también con el lema de Zorn y el Teorema de Zermelo, cuyos
enunciados posponemos para la siguiente seccion.

2Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848 - 1925), matemético y filésofo alemén, precur-
sor de la llamada filosofia analitica, término que se refiere al ejercicio de la filosofia con
fundamento en la Légica Formal. Frege es ampliamente reconocido como el mayor de los
l6gicos desde Aristételes.

22Gtefan Banach (1892 - 1945), matemadtico polaco, notable por haber sido autodidacta,
su talento fue descubierto accidentalmente por Juliusz Mien y Hugo Steinhaus.

23 Alfred Tarski (1902 - 1983), originalmente Alfred Teitelbaum, matemético y filésofo
polaco.

24 John Leroy Kelley (1916 - 1999), matemdtico norteamericano, autor de varias contri-
buciones en Topologia y Anélisis Fucional.

25 Andrey Nikolayevich Tychonoff (1906 1993), matemético soviético ruso, conocido por
sus contribuciones en Topologia, Andlisis Funcional y Fisica Matematica.
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Cuaderno de Ejercicios no. 6

1.

AT

10.

11.

12.

Demuestre que para dos conjuntos cualesquiera A y B se satisface que
ANBCA.

Demuestre que para todo conjunto A se satisface que AN Y = &
Demuestre que A C B siy sélosi AN B = A.
Demuestre que & ¢ {{2}}.

Demuestre la conmutatividad de la interseccién, es decir, que si Ay B
son conjuntos, entonces AN B = BN A.

Demuestre la asociatividad de la interseccion, es decir, que si A, B y
C' son conjuntos, entonces AN (BNC)=(ANB)NC.

Demuestre las propiedades distributivas de la unién e interseccién, es
decir, que para tres conjuntos cualesquiera se satisfacen:

a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
b) Au(BNC)=(AUB)N(AUC)

Demuestre que en un conjunto universal U se satisface que A — B =

AN Be.
Demuestre que la interseccion NA de un conjunto dado A es unica.

Dos conjuntos A y B se dicen ajenos 6 disjuntos si AN B = &. De-
muestre que dados conjuntos cualesquiera A y B, los conjuntos A x {0}
y B x {1} son ajenos.

Demuestre que
ﬂ A, =@
acA

si y sélo si existe a € A tal que A, = @.

La forma en la que enunciamos el axioma de eleccién es conocido tam-
bién como el principio de no vacuidad del producto. Una version mas
popular dice que dado un conjunto no vacio de conjuntos no vacios,
existe un conjunto que tiene exactamente un elemento de cada conjun-
to en la coleccion. Demuestre que estas dos versiones son equivalentes.
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8. Algebra de Conjuntos

Ya hemos definido el significado de aplicacién de un conjunto A en un
conjunto B, lo que denotamos por

f:A—B.

Se usa también el término funcion como sinénimo de aplicaciéon, aunque
algunos autores, particularmente en Anélisis Matematico suelen reservar en
término funcién para el caso en el que B tiene estructura de anillo. A lo largo
de la presente exposicion usaremos indistintamente los términos funcion y
aplicacion con el mismo significado.

Si se consideran conocidos los conjuntos A y B decimos que la funcién
se llama simplemente f, de no ser asi, la funcién es una terna (f, A, B). El
conjunto A se llama dominio de f y se denota como

D(f) = A,
en tanto que el conjunto B se llama codominio y se denota mediante
C(f) = B.
El rango también llamado imagen de f se define como
Im(f) = f(A) = [;(4)N B,

donde I;(A) es el conjunto cuya existencia garantiza el axioma de sustitucion.
Si C' C A entonces definimos la restriccién f|c como la interseccién f N
(C' x B), es decir,
fle=Fn(Cx B),

de manera entonces que f(C) = Im(f|c) es la imagen de C' bajo la funcion
f. Si E C B, la preimagen de E se define por f~Y(E) = {x € A|f(z) € E}.
Dado un elemento y € F, la preimagen f~!({y}) se denota mediante f~'(y),
y se dice que es la fibra de f sobre y.

Teorema 23 Dada la coleccion de conjuntos {An|a € A} cada uno de los
cuales estd contenido en el conjunto universal U se satisface:

1. El complemento de la interseccion es la union de los complementos.

0] -u

acA acA
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2. El complemento de la union es la interseccion de los complementos.
c
(U Aa> =) 4.
acA acA

Demostracién. Se considera ejercicio®®. m

Propiedades interesantes de las funciones, ademas de muy 1tiles en el
estudio de la Topologia y el Algebra son aquellas que tienen que ver con
preimégenes.

Teorema 24 Dados dos conjuntos A, B y una funcion f : A — B, entonces
se satisfacen las afirmaciones siguientes:

1. f(©)=2.
2. 51 Ay C Ay C A, entonces f(Ay) C f(Ay) C B
3. Si{AnJa € A} CP(A), entonces

f(U Aa> = |J £(4Ad)

acA acA

4. St {As|a € A} CP(A), entonces

f(ﬂ Aa> C () f(Ad).

acA acA

Demostracion. Ejercicio. m

Ejemplo 19 Consideremos la funcién f : R — R dada por f(x) = .

Notemos por una parte que

f ([O? OO)) = f((—O0,0]) = [0,00).

26Por el axioma de extensién habra que demostrar la igualdad de conjuntos demostrando
la inclusién en ambas direcciones. La técnica para demostrar las inclusiones es el uso de
un argumento puntual, es decir, tomar un elemento arbitrario en uno de los conjuntos y
demostrar que debe estar en el otro.
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Por otro lado [0,00) N (—00,0] = {0} y claramente f(0) =0, en tanto que

S ([0,00)) N f ((—00,0]) = [0, 00).

Esto ilustra el hecho de que el aserto del punto 4 en el teorema anterior es
el mejor resultado posible.

El comportamiento de las preimagenes es bastante mas generoso que los
de las imagenes.

Teorema 25 Dados dos conjuntos A y B y una funcion f : A — B, entonces
se satisfacen las afirmaciones siguientes:

1. f[7Y2)=2.
f1(B) = A.

Si By C By C B, entonces f~1(By) C f~}(By) C A

> e

St {Bg|p € B} C P(B), entonces

7 (U Bﬁ) =J /" (By)
peB BeB
5. St {Bgs|s € B} CP(B), entonces
. (ﬂ Bﬂ) = (/" (By)
BeEB a€eB
6. Si By C B, entonces
FHBE) = 1 (Bo)".

Demostracion. Ejercicio. m
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Cuaderno de Ejercicios no. 7

1.

10.

11.

Construya demostraciones formales de los resultados enunciados en la
seccién anterior.

. Tome dos funciones f,g € B#. Considerdndolas como conjuntos, deter-

mine f N g y discuta su significado.

. Tome dos funciones f, g € B#. Considerdndolas como conjuntos, deter-

mine f U g y discuta su significado.
Determine las circunstancias bajo las cuales

BANDY # &
y discuta el significado.

Una n-ordenacion de un conjunto A es una biyeccién 6 : n — A.
Supdéngase que A admite una 3-ordenacion, determine el nimero de
3-ordenaciones distintas que admite.

Supdéngase que A admite una n-ordenacién, determine el nimero de
n-ordenaciones distintas que admite.

Una 2-particién de un conjunto X es un conjunto {x,y} de dos elemen-
tos tales que x Uy = X y ademas x Ny = &. Encuentre el conjunto de
las 2-particiones ordenadas del ordinal n. Compare con 2".

Denote mediante P2(X) el conjunto de las 2-particiones ordenadas del
conjunto X. Determine el niimero de las 2-particiones ordenadas de un
conjunto finito X.

Determine el niimero de las 2-particiones no ordenadas de un conjunto
finito X.

Una 3-particion de un conjunto X es un conjunto {z,y, 2z} de dos ele-
mentos tales que ztUyUz = X, ademédsde que z Ny =, xNz=3y
y Nz = &. Encuentre el conjunto de las 3-particiones ordenadas de &.
Compare con 3".

Denote mediante Ps(X) el conjunto de las 3-particiones ordenadas del
conjunto X. Determine el nimero de las 3-particiones ordenadas de un
conjunto finito X.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Determine el nimero de las 3-particiones no ordenadas de un conjunto
finito X.

Una n-particidn de un conjunto X es un conjunto {xy, s, ..., z,} den
elementos tales que 1 Uz U ... Uz, = X y ademds x; N x; = & para
1 # j. Encuentre el conjunto de las n-particiones ordenadas de &.

Determine el nimero de las n-particiones no ordenadas de un conjunto
finito X.

Denote mediante P,(X) el conjunto de las n-particiones ordenadas del
conjunto X . Determine el niimero de las n-particiones ordenadas de un
conjunto finito X.

Determine el nimero de las 3-particiones ordenadas de un conjunto
finito X.

El conjunto potencia 2% puede interpretarse como la coleccién de todas
las 2-particiones ordenadas de X. Encuentre una biyeccién entre 2% y

Po(X).

El conjunto potencia 3% puede interpretarse como la coleccién de todas
las 3-particiones ordenadas de X. Encuentre una biyeccién entre 3% y

P3(X).

El conjunto potencia n* puede interpretarse como la coleccién de todas
las n-particiones ordenadas de X. Encuentre una biyeccién entre n* y

Pn(X).
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9. Ordinales y Cardinales

Una relacion R en una coleccién A es una subcoleccion de A x A. Es usual
denotar aRb con el mismo significado que (a,b) € R. Una relacién < se dice
que es un orden parcial sobre el conjunto A si es reflexiva, antisimétrica y
transitiva, es decir, si:

1. a < a para todo a € A.
2. Sia<byb<a,entonces a =b.
3. Sia<byb<c, entonces a < c.

Dado un conjunto A y una relacién de orden parcial < sobre A, decimos
que el par (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado o bien que es un
poset”Un orden parcial sobre un conjunto A es un orden lineal o equiva-
lentemente un orden total si para cualesquiera dos elementos de a,b € A se
verifica al menos una de las proposiciones a < b 6 b < a.

Ejemplo 20 Sean A un conjunto y 2* su conjunto potencia, entonces (A, C)
es un poset, pero no es linealmente ordenado.

N

{0,1}

A

Como se observa en el diagrama previo, no hay relacion de inclusion entre

{0} y{1}.

Un poset (A, <) se dice que es un conjunto bien ordenado o que < es un
buen orden sobre el conjunto A, si dado un subconjunto no vacio B C A
existe un elemento by € B tal que by < b para todo b € B, y en tal caso se
dice que by es un elemento inicial 6 primer elemento de B.

Notemos que la relacién de inclusion es un orden parcial sobre la coleccion
C de los conjuntos, no obstante, el par (C, C) no es un poset, dado que, por el

) {0}
Ve
AN
{1}

2TPartially ordered set.
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axioma de regularidad C no es un conjunto. Una coleccion arbitraria admite
también un buen orden: una coleccién percialmente ordenada se dice que es
bien ordenada si todo subconjunto no vacio de ella tiene un primer elemento.

Ejemplo 21 FEl poset (A, C) tiene un elemento inicial, que es &, pero si A
tiene mds de un elemento, entonces no es bien ordenado, dado que 24 — @
no tiene elemento minimo.

Tenemos ahora suficiente informacién como para enunciar otro equivalen-
te del axioma de elecciéon: el teorema de Zermelo.

Teorema de Zermelo. Todo conjunto admite un buen orden.

Para un principiante, el resultado de Zermelo parece afirmar mas de lo
que en realidad postula. A un conjunto dado se le puede dotar de un buen
orden. Si el conjunto es ordenado, es probable que deba definirse un orden
distinto para hacerlo bien ordenado.

Otro resultado, también equivalente con el axioma de eleccién es el lla-
mado lema de Zorn®®, publicado el 1935, mismo que fuera originalmente
descubierto por Kuratowski?® en 1922.

Si (A, <) es un poset y B C A, claramente la restricciéon de “<X” a B
es también un orden parcial, de manera que (B, <) es un poset, y decimos
que es un subposet de (A, <). Una cadena C' en un poset A es un subposet
totalmente ordenado. Dados un poset (A, <)y B C A, se dice que a € A es
una cota superior para B si b < a para todo b € B. Si ademés a € B, se dice
que a es un elemento maximal de B.

Lema de Zorn. Si toda cadena C' es un poset P tiene una cota superior,
entonces P tiene un elemento mazximal.

De todo orden parcial puede contruirse un orden estricto como sigue:
dados dos elementos a y b en un poset X, se dice que a < bsia < by
ademds a # b. Por otra parte, las expresiones b > a y b > a son equivalentes
respectivamente con a < by a < b.

Z8Max August Zorn (1906 - 1993), matemdtico alemdn nacionalizado norteamericano,
contribuy¢ significativamente en Teoria de Grupos y Andlisis Numérico.

29Kazimierz Kuratowski (1896 1980), matemadtico polaco, uno de los més importantes
precursores de la Topologia moderna.
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Dado un conjunto X, una funcién s : N — X se dice que es una sucesion
en X, y es constumbre escribir s(n) = x,, y denotar la sucesién mediante
s = (z,). Una sucesién es creciente si para todo n € N se tiene que x, <
Tni1 ¥ se dice que es estrictamente creciente si para todo n € N se tiene
que z, < x,11. De manera analoga se definen las sucesiones decrecientes
y estrictamente decrecientes. El siguiente resultado cuya demostracion es
practicamente innecesaria, constituyé un poderoso instrumento en manos
de Pierre de Fermat?®® quien desarrollé en método de descenso infinito para
demostrar propiedades de lo niimeros naturales.

Proposiciéon 26 Un conjunto bien ordenado no admite sucesiones estricta-
mente decrecientes.

Demostracién. Sean C un conjunto bien ordenado y s = (z,) una suce-
sion estrictamente decreciente de elementos de C. Por definicién el conjunto
Im(s) = {zu|n € N} tiene un primer elemento, es decir, existe k € N tal que
xy es el primer elemento de Im(s), y en particular xy < xx.1, sin embargo,
por hipoétesis, dado que s es estrictamente decreciente ;1 < xg, lo que re-
presenta una contradiccion. m

Se dice que « es un conjunto transitivo si x € y € « implica x € a. la
siguiente proposicion no es sino una reformulacion de la definicién.

Proposicién 27 Si a es un conjunto transitivo y x € «a, entonces v C «.lJ

Se dice que « es un conjunto €-transitivo si x € y € z € « implica
x € z. La siguiente proposicion tiene el mismo caracter que la anterior, afir-
ma esencialmente que un conjunto €-transitivo es un conjunto de conjuntos
transitivos.

Proposicién 28 Sia es un conjunto €-transitivo y x € o, entonces T es un
conjunto transitivo.l]

Un conjunto « se dice que es un ordinal si es transitivo y €-transitivo, es
decir, si se satisfacen las dos propiedades simultaneamente.

30Pierre de Fermat (1601 - 1665), abogado francés que fuera juez en la ciudad de To-
louse. Conocido como el “principe de los aficionados”, senté las bases del Célculo, y es
ampliamente conocido por la conjetura de que para n > 2, la ecuacién a™ + b™ = ¢ no
tiene soluciones enteras; demostro el caso n = 3, y el caso general fue demostrado por el
britdnico Andrew Wiles en 2005.
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1. Si z € y € a entonces z € a.

2. Sizx €y € 2z € aentonces x € z.

Entonces, un ordinal es un conjunto transitivo de conjuntos transitivos.
La coleccion de todos los ordinales se denota por Ord.

Teorema 29 Se verifican las siguientes afirmaciones:

1. @ € Ord.

2. Si a € Ord, entonces a U {a} € Ord.

Demostracion. El conjunto vacio es transitivo y €-transitivo por vacuidad.
Supéngase por otra parte que o € Ord, y consideremos 8 = aU{a}. Supon-
gamos que x € y € 3, entonces claramente r € a 6 * = «. En el primer caso
x € a C 3, de donde x € 3, en tanto, para la segunda opcién, r = a € [3,
con lo que se tiene demostrada la transitividad de 8. Supongamos ahora que
x € B, sl x # a, entonces r € «, de manera que en cualquier caso x es un
conjunto transitivo y 3 es €-transitivo. m

Corolario 30 Todo ordinal es un conjunto de ordinales.

Demostracién. Dado que un ordinal es €-transitivo, sus elementos son tran-
sitivos. Ahora bien, si f§ € ay x € y € z € (3, entonces por transitividad
bEayr€EyEzEa conloquex e zyfes e-transitivo. m

Como veremos, el reciproco de este resultado no se cumple.

Teorema 31 Se verifican las siguientes afirmaciones:
1. Si A C Ord, entonces UA € Ord.
2. 8i @ # A C Ord, entonces NA € Ord.

Demostracién. Denotemos B = UA, y supongamos que x € y € B, enton-
ces r € y € A para algin A € A, de manera que x € A C B, y por tanto B
es transitivo. Los elementos de los elementos de A son conjuntos transitivos,
de manera B es &-transitivo. Supongamos ahora que @ # A, y denotemos
C = NA, claramente, los elementos de C' son transitivos, con lo que C' es
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E-transitivo; finalmente, C' es obviamente transitivo. m

En adelante adoptaremos la notacién o + 1 = a U {a}, y decimos que
a + 1 es el sucesor de o, de manera que tenemos ya que & es un ordinal, y
que el sucesor de todo ordinal es a su vez un ordinal. Supongamos ahora que

x €y € Ord,

como y es €-transitivo, entonces x es transitivo y x C y, de manera que x
es e-transitivo, es entonces un ordinal y z € Ord, de donde Ord es tran-
sitivo. Ahora bien, dado que sus elementos son ordinales, son en particular
transitivos y Ord es e-transitivo.

Teorema 32 La coleccion Ord es transitiva y €-transitiva.[]

Tenemos entonces que si Ord fuese un conjunto, entonces Ord € Ord,
de donde se sigue claramente el siguiente resultado.

Teorema 33 La coleccion Ord no es un conjunto.l]

La coleccién Ord seria un buen candidato para ser el mayor de todos
los ordinales, sin embargo, por las propiedades demostradas de los ordinales,
no unicamente Ord € Ord sino que ademas Ord + 1 € Ord, de manera
entonces que Ord + 1 C Ord, lo que se conoce como la paradoja de Burali-
Forti*'. Dado que los ordinales son conjuntos, la coleccién Ord no es un
ordinal, dado que no es un conjunto, de manera pues que Ord € Ord carece
totalmente de sentido.

Recordemos que la expresion A C B indica inclusion propia, es decir, que
A C By A # B. Sobre los ordinales denotamos a < f paraa C Sy a < f3
para o C f3.

Teorema 34 Dados o, f € Ord, entonces a <  si y solo si o € [3.

Demostracion. Si a < 3, entonces a C 3, de manera que « = a N Sy

f=aUpf. n

Teorema 35 La relacion de inclusion C es un buen orden sobre Ord.

31Cesare Buralli-Forti (1861 - 1931), matematico italiano, que fuera asistente de Peano.
Notese que se trata de una persona y no dos.
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Demostracién. Es claro que la relaciéon de inclusion es un orden parcial
sobre Ord. Ahora bien, si @ # A C Ord, entonces, si & € A, de modo
que claramente @ = min.A. Si por el contrario @ ¢ A por el axioma de re-
gularidad, sea a € A tal que aNA = &, y sea € A un elemento arbitrario. m

Corolario 36 Un ordinal es un conjunto bien ordenado.

Demostracién. Sean « € Ord y @ # A C . Si @ € A, entonces clara-
mente @ = min A. En otro caso usese el axioma de regularidad como en la
demostracion anterior. m

Corolario 37 Un ordinal es un conjunto totalmente ordenado.

Demostraciéon. Si x € y € § C «, entonces, por transitividad x € [, pero
ademas x € y € a de donde x € a. Existe entonces v € o tal que v Na = f,
y claramente v = 3, de donde f € . m

Los ordinales son entonces, con toda propiedad, el paradigma de la buena
ordenacién. Con el siguiente resultado formalizamos el orden estricto.

Teorema 38 Si «, 3 € Ord, entonces:
1. SifeaentoncesP+1=adf+1¢€a.
a=U(a+1).

a = Ua o bien a = (Ua) + 1

> e

a={\ € Ord|\ C a}.
Demostracion. Ejercicio. m

Una funcién f : A — B se dice suprayectiva si Im(f) = By se dice
inyectiva si f(xg) = f(x1) implica g = z;. Una funcién que es inyectiva
y suprayectiva se dice que es biyectiva. Un conjunto A se dice que tiene la
misma cardinalidad que el conjunto B si existe una biyeccion f : A — B. Si
los conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad se dice que son equipotentes
y se escribe |A| = |B].
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Sea, A un conjunto arbitrario, dado que la coleccién de los nimeros ordi-
nales o simplemente ordinales esta bien ordenada por la inclusién, entonces
la coleccién

{a € Ord: |A] = |o|}

tiene un elemento minimo. Este elemento minimo se dice que es el numero
cardinal o bien la cardinalidad del conjunto A y se denota por #(A). Tenemos
entonces que en simbolos

#(A) = min{a € Ord : |A| = |a|}.

Es natural que al inicio resulte extrano pensar en el elemento minimo
de una coleccién de conjuntos que tienen todos el “mismo tamano”, pero
las definiciones que siguen disolveran cualquier posible confusion. Antes de
Cantor, cualquier referencia a la infinitud pasaba por una comparacion con los
numeros naturales. Cantor buscaba una definicién de infinito intrinseca, sin
referencias externas, lo que felizmente le condujo a la Teoria de los Numeros
Transfinitos.

Un conjunto se dice que es un conjunto infinito si tiene un subconjunto
propio con la misma cardinalidad que él; mas precisamente, un conjunto A
es infinito si existe B C A tal que |A| = |B|. Un conjunto que no es infinito
se dice que es un conjunto finito.

Un nuimero natural es un ordinal finito, y mas atn, todo ordinal finito es
su propio cardinal.

La coleccion de los nimeros ordinales serda denotada mediante Card y
claramente de entre los cardinales encontramos cardinales finitos e infinitos.
Denostaremos por wy y simplemente por w el conjunto de los cardinales
finitos. Ya antes nos hemos tomado la libertad de simbolizar este conjunto
mediante N y este parece un punto oportuno para corregir el error. El simbolo
N hace referencia a la estructura algebraica que posee w una vez que se
construyen las operaciones de adicién y multiplicacién que definiremos en
breve.

Dados dos cardinales « y 5 definimos:

1. La suma de a y 8 mediante

a+ = [(ax{0}) U (B x{1})].
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2. El producto de a 'y 3 como
af =#(axf).
3. La (-ésima potencia de o por

o = #{f: B — a|f es una funcién}.

Consideremos un conjunto X y una funcién arbitraria f : X — {0, 1}. Si
A = f71(1), entonces decimos que f es la funcién caracteristica de A en X
y se denota por x,.

Lema 39 Para todo conjunto X se tiene que
#(P(X)) = 2.

Demostracién. Por definicién 2 = {0, 1}, entonces el conjunto F(X,2) de
las funciones de X en 2 tiene cardinalidad 2#(*). Es suficiente entonces en-
contrar una biyeccién de P(X) en F(X,2), para lo cual basta establecer la
correspondencia A +— x,. B

Una de las relaciones mas interesantes en la Teoria de los Conjuntos es
la que guardan un cardinal o y la potencia 2. George Cantor demostro el
resultado siguiente mediante una aguda observacion que reproducimos en la
demostracion.

Teorema 40 Para cualquier conjunto X se satisface
#(X) < #(P(X)).

Demostracién. La funcién X — P(X) dada por z — {x} es claramente
inyectiva por lo que entonces #(X) < 2#(X)  Supongamos ahora que existe
una funcién suprayectiva f : X — P(X) y considérese el conjunto A =
{z|z ¢ f(z)} € P(X), yseay € X tal que f(y) = A. Siy € A, entonces
y ¢ Ay reciprocamente, por lo que no existe tal funcién suprayectiva. =
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Cuaderno de Ejercicios no. 8

1.
2.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Resuelva los ejercicios propuestos dentro del texto se la seccién anterior.

Sea X un conjunto no vacio, demuestre que (2X ,C) es un poset que no
es totalmente ordenado ni bien ordenado.

Sea X un conjunto no vacio, demuestre que (2X ,2) es un poset que no
es totalmente ordenado ni bien ordenado.

. Demuestre que {3,4,5,6} es un conjunto €-transitivo, pero que no es

transitivo.

Demuestre que {0,1,2,3,4,5} es un ordinal.
Demuestre que U{2,4, 8} es un ordinal.
Demuestre que N{2,4, 8} es un ordinal.

Demuestre que el conjunto de los pares es un conjunto bien ordenado
bajo la inclusién.

Demuestre que todo subconjunto de un conjunto bien ordenado es bien
ordenado.

Demuestre que si § € a entonces S+1=a 6 f+1 € a, para ordinales
ay f.

Demuestre que o = U(av + 1) para todo ordional a.
Demuestre que si « es un ordinal no vacio, entonces o = (Uar) + 1.

Discuta el significado de 2° = 1, entendido como conjunto de aplicacio-
nes.

Discuta el significado de 1™ = 1, entendido como conjunto de aplica-
ciones.

Determine 2% y 3% como conjuntos de aplicaciones.

69



70



10. La Hipodtesis del Continuo

Un conjunto se dice numerable si tiene la misma cardinalidad que w. La
cardinalidad de w se define como Ny, vy de hecho puede demostrarse que
w = Ny, tenemos entonces que Ny es la cardinalidad de los conjuntos numera-
les. Por otra parte, denotamos por w; el primer ordinal no numerable y por
N; su cardinalidad, de manera que entonces también por definicién w; = N;.

Hipétesis del Continuo. R; = 2%,

La hipdtesis del continuo ha ejercido una poderosa fascinacién durante
muchos anos en la comunidad matematica de todo el planeta. Cantor creia
en la veracidad de la hipdtesis del continuo e intenté obtener una demostra-
cion sin éxito. La célebre lista de problemas abiertos propuestos por David
Hilbert®? en 1900 en Parfs contenfa como el primero de ellos a la hipétesis
del continuo.

Kurt Godel®* demostré alrededor de 1940 que la hipétesis del continuo es
independiente de los axiomas de ZFC, en particular, que su falsedad no puede
ser demostrada usando tal axiomética. Para 1963 Paul Cohen3* obtuvo una
demostracion de que la veracidad de la hipétesis del continuo no puede ser
demostrada con apoyo de la axioméatica de ZFC. Tanto el trabajo de Godel
como el de Cohen parten del popular supuesto de que la axiomatica de ZFC
no contiene contradiciones.

Tomemos un cardinal arbitrario a, consideremos {f € Card|a < S}y
definamos

32David Hilbert (1862 - 1943), matemdtico aleman, uno de los méas influyentes de la
transicion entre los siglos XIX y XX. En el Congreso Internacional de Matematicos de
1900, con sede en Paris, propuso una lista de 23 problemas, que a la postre demostraron
ser la columna vertebral de la investigacion matematica en el siglo XX.

33Kurt Godel (1906 - 1978), matemético hiingaro. Cuando buscaba asilo politico en
los Estados Unidos, con la ayuda de su amigo personal Albert Einstein, propuso hacer
algunas modificaciones a la Constitucién Politica de ese pais, con el fin de evitar una
dictadura. Muere de inanicién victima de su paranoia, la que le hacia creer que habia
personas interesadas en envenenarlo.

34Paul Joseph Cohen (1934 - 2007), matemdtico norteamericano. En 1966 le fue con-
cedida la medalla Fields por sus trabajos en la Hipdtesis del Continuo, lo que también le
merecio la Medalla Nacional de Ciencias de los Estados Unidos. Es el tinico matemético
en ganar la Fields por un trabajo en Logica Matematica.
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o =min{f € Card|a < 8}

Los numeros transfinitos pueden ser entonces definidos recursivamente
mediante

Nt
Npy1 =N,

lo cual, de acuerdo con la hipdtesis del continuo generalizada puede ser escrito
como

Nk+1 - 22

La expresion anterior es una bella construccion que, debido a su indepen-
dencia légica podria adoptarse como uno mas de los axioma de la Teoria de
los conjuntos de Zermelo-Fraenkel-Cantor.

Por otra parte, la cardinalidad de la recta real es otro de los interrogan-
tes se sumo interés. Para calcularla notemos que todo nimero real x en el
intervalo [0, 1] puede ser escrito en base 2 como la serie

oo xn
=25
k=1
donde = € {0, 1}, es decir, cada una de estas series, y en consecuencia cada
uno de estos nimeros reales se asocia de forma tnica con una funcion

N — {0,1}

con lo que

#(0,1] = 2#1 = (P(N)),

es decir, dado que [0,1] y R tienen la misma cardinalidad, entonces

#0,1] = 2% = 8, = #(R).

El siguiente resultado es un teorema de la Teoria de los Conjuntos de
ZFC, sin embargo, si A es un conjunto arbitrario, la afirmacién que sigue es
equivalente con la hipdtesis del continuo.

Teorema 41 Si A C R es un conjunto de Borel, entonces #(A) = #(N)
0 bien #(A) = #(R).
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Un conjunto de Borel es un conjunto que se obtiene mediante uniones e
intersecciones a lo sumo numerables, de abiertos y cerrados de la recta real.
La hipétesis del continuo, dada su independencia logica, puede incorpo-
rarse como un axioma mas en la Teoria de los conjuntos. Una vez hecha la

incorporacién, podemos referirnos al cuerpo tedrico como la axiomdtica de
Zermelo-Fraenkel-Cantor-Cohen (ZFCC).

35Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956), matemadtico y politico francés.
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