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Prefacio

En los cursos intermedios de analisis matematico, el estudiante suele encontrarse por
primera vez con teorias de alto nivel de abstracciéon. Por un lado, aprende la construc-
cién rigurosa de la teoria de la medida; por otro, se introduce en el analisis funcional,
especialmente en espacios de Hilbert, donde aparecen herramientas propiamente intere-
santes de la dimensién infinita como la topologia débil.

Aunque esta etapa es fundamental, no siempre resulta claro cémo articular estas
ideas ni como dar el paso hacia aplicaciones mas concretas. La transicion hacia el
calculo de variaciones o las ecuaciones diferenciales parciales puede sentirse abrupta, y
con frecuencia da la impresién de que estos temas estan desconectados de lo aprendido
anteriormente.

Estas notas surgen con la intencién de hacer mas natural ese proceso. Buscan mostrar
que la teoria de la medida y el andlisis funcional conducen de manera directa al estudio
de los espacios de Sobolev y, a través de ellos, a problemas variacionales y ecuaciones
diferenciales parciales. En este sentido, los espacios de Sobolev funcionan como un punto
de encuentro donde las herramientas abstractas adquieren un significado mas concreto.

El material presentado surge de las lecciones de un seminario de andlisis no lineal
que he impartido durante tres semestres en la Facultad de Ciencias de la Universidad
Nacional Auténoma de México. Se asume, por tanto, que el lector cuenta con cono-
cimientos basicos de analisis real, teoria de la medida y andlisis funcional en espacios
de Hilbert, a partir de los cuales se desarrolla de manera progresiva el estudio de las
técnicas variacionales.

Aunque estas notas se apoyan fuertemente en referencias clasicas como [1], [3], [4],
[8] v [11], he procurado presentar el material de forma accesible, cuidando los detalles
e incorporando ejemplos y ejercicios que ayuden a desarrollar la intuicién y a entender
mejor las conexiones entre los distintos temas.

Finalmente, agradezco al revisor de estas notas por sus valiosos comentarios y suge-
rencias, los cuales contribuyeron de manera significativa a mejorar la claridad y calidad
del presente escrito.

La pintura que ilustra la portada de este texto esta inspirada en la leyenda de la
reina Dido y en el funcional de energia; por esta razon, lleva por titulo: El jarrén de la
reina Dido.

Hugo Guadalupe Reyna-Castafieda, 2026
hugoreynad46@ciencias.unam.mx
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Introducciéon

Los problemas de optimizacién forman parte natural de nuestras experiencias cotidia-
nas: desde encontrar la distancia mas corta entre dos puntos de una ciudad, maximizar
ganancias o minimizar riesgos en contextos complejos. Sin embargo, mas alld de estas
manifestaciones concretas, estos problemas han sido una fuente fundamental de inspira-
cion para el desarrollo del andlisis mateméatico moderno. Desde la antigiiedad, el célebre
problema isoperimétrico, frecuentemente asociado a la leyenda de la reina Dido!, plan-
tea ya la btisqueda de una figura que maximice el area bajo un perimetro fijo. En el siglo
XVII, la braquistocrona, formulada por Galileo y resuelta posteriormente por Johann
Bernoulli, marcé el nacimiento de una nueva forma de pensamiento variacional. A esto
se suman los estudios de Newton sobre cuerpos en medios resistentes y, mas adelante, el
problema del principio de Dirichlet, cuya profunda conexion con la ecuacién de Laplace
lo convirtié en un punto de inflexién en la historia del analisis? .

El problema de la integral de Dirichlet desempend un papel decisivo. Las dificulta-
des asociadas a su formulacién rigurosa llevaron, a finales del siglo XIX y principios
del XX, al desarrollo de nuevas herramientas analiticas. De acuerdo con [5], Hilbert
logré establecer un marco sélido para su resolucion, dando lugar a lo que hoy conoce-
mos como el método directo del calculo de variaciones. Este enfoque fue rapidamente
adoptado y desarrollado por Lebesgue y Tonelli, y sus ideas resultaron fundamentales
en la consolidacién de areas como la teoria de la medida, el analisis funcional, la teoria
de distribuciones y el estudio moderno de ecuaciones diferenciales parciales. En este
sentido, el célculo de variaciones no solo resuelve problemas especificos, sino que ha
moldeado profundamente la estructura del anélisis moderno.

Todos estos problemas comparten una misma esencia: entre todas las configuraciones
admisibles, seleccionar aquella que optimiza una cierta cantidad. En términos modernos,
esto se traduce en el estudio de funcionales F' : X — R, definidos sobre espacios de
funciones X, y en la busqueda de sus puntos extremos. Esta es, precisamente, la idea
central del célculo de variaciones.

En los cursos elementales de calculo, ya aparecen versiones rudimentarias de este
principio, donde la existencia de extremos se fundamenta en propiedades de compacidad.
No obstante, cuando el espacio X es de dimensién infinita, como ocurre de manera
natural al trabajar con funciones, estos argumentos dejan de ser validos: los conjuntos
cerrados y acotados ya no son necesariamente compactos. Este fenémeno no es una
mera dificultad técnica, sino un cambio conceptual profundo que obliga a reformular el

ID. Musielak, Dido’s Problem. When a myth of ancient literature became a problem of variational
calculus. Preprint arXiv: 2301.02917 (2023).

2H.H. Goldstine A history of the calculus of variations from the 17th to the 19th century, Springer,
Berlin, 1980.

3A.F. Monna Dirichlet’s principle: a mathematical comedy of errors and its influence on the deve-
lopment of analysis, Oosthoeck, Utrecht, 1975.


https://arxiv.org/abs/2301.02917

problema en un marco mas abstracto.

Es aqui donde el analisis funcional revela toda su potencia. La nocién de compaci-
dad débil permite recuperar una forma de convergencia compatible con la estructura
variacional. En espacios reflexivos, como los espacios de Hilbert, toda sucesién aco-
tada admite una subsucesiéon débilmente convergente, lo que proporciona el sustituto
adecuado de la compacidad clasica. Esta observacion constituye uno de los pilares del
método directo del calculo de variaciones, permitiendo establecer resultados de existen-
cia en contextos de dimensién infinita. Sin embargo, este enfoque no es completamente
suficiente: el minimo puede no alcanzarse en el sentido fuerte, o bien pueden surgir
dificultades al caracterizarlo. Esto hace necesario incorporar herramientas adicionales,
particularmente técnicas de diferenciacion en espacios de funciones, donde el concepto
mismo de derivada requiere ser reinterpretado.

Un aspecto particularmente profundo es que muchos problemas variacionales no cons-
tituyen un fin en si mismos. Detras de ellos se encuentran, de manera natural, ecuaciones
diferenciales parciales. En efecto, los puntos criticos de un funcional pueden interpre-
tarse como soluciones, en un sentido adecuado, de dichas ecuaciones. Para que esta
conexion sea rigurosa, es necesario ampliar el concepto clasico de derivada. Este es pre-
cisamente el contexto en el que surgen los espacios de Sobolev, introducidos por Sergei
Sobolev en la década de 1930. Estos espacios formalizan la nocién de derivada débil,
permitiendo trabajar con funciones que no son diferenciables en el sentido clasico, pero
que conservan suficiente estructura para formular y analizar problemas variacionales
[5, 6].

Esta idea esta intimamente ligada al desarrollo de la teoria de distribuciones, donde
las derivadas se interpretan en un sentido dual mediante funciones de prueba. Lejos de
ser una mera generalizacion técnica, este marco constituye el punto de encuentro entre
la teoria de la medida, el andlisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales. En
él, problemas que carecen de sentido en el contexto clasico adquieren una formulacion
precisa y, en muchos casos, solucion.

El objetivo de este texto es recorrer este camino de manera progresiva y estructu-
rada. Partiendo de un problema modelo en R”, construiremos los espacios de Sobolev
y estudiaremos sus propiedades fundamentales. Posteriormente, aprovechando su es-
tructura de espacio de Hilbert, desarrollaremos las herramientas basicas del célculo de
variaciones y del andlisis no lineal necesarias para establecer resultados de existencia, asi
como para comprender la profunda relacién entre problemas variacionales y ecuaciones
diferenciales parciales.



1. Motivacion

Sea Z un intervalode Ry f : Z — R una funcién continua. Consideremos el problema:

—u"4+u=f en Z,
(p){ u=0 en OZ.

Una funcién v € C*(Z) que satisface (p) se denomina solucién clasica. Nuestro
objetivo es entender bajo qué condiciones existe y es unica, pero también —y mas
importante— qué informacion podemos obtener de u sin conocerla explicitamente.

Un primer intento natural consiste en integrar la ecuacién. No obstante, esta estrate-
gia presenta dificultades cuando el intervalo Z no es acotado. Para sortear este obstaculo,
consideremos un subintervalo acotado (a,b) de Z. Si u es una solucién clasica de (p),

entonces
b b b
—/u”—i—/u:/f.
a a a

Aplicando el teorema fundamental del calculo, obtenemos que:

_ /ab v = —('(b) —u'(a)),
y, por tanto, b b
—(u/(b) —u’(a))+/a “:/a 1.

Aunque esta identidad es correcta, tiene un inconveniente conceptual: depende de
los valores de u' en los extremos del intervalo (a,b). Es decir, no nos permite extraer
informacion “interna” de u sin conocer su comportamiento en la frontera.

e
e

Aqui aparece una idea clave: en lugar de pedir que la ecuacion se cumpla punto a
punto, podemos pedir que se cumpla “en promedio”. Para ello, introducimos una funcion
auxiliar ¢, “suave” en (a,b), que ademas se anule en los extremos del intervalo, es decir,
p € C®(a,b) y p(a) = ¢(b) = 0. Multiplicamos la ecuaciéon —u” 4+ u = f en (a,b) por

© e integramos:
b b b
—/ U”Wr/ W:/ fe.
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Aplicando integracion por partes y usando que ¢(b) = ¢(a) = 0 obtenemos que:

/abU’sO’Jr/abusoz/abf@ (1)

° ° T

a b

Esta reformulacion constituye un cambio conceptual profundo: la ecuacién deja de
involucrar derivadas de segundo orden de u y pasa a depender iinicamente de su derivada
primera. De hecho, la identidad (1) puede tener sentido incluso para funciones cuya
derivada existe y es continua casi en todas partes. Por ejemplo, funciones como u(z) =
|z| en (—1,1), que no son de clase C?, encajan naturalmente en este marco.

Sin embargo, aun persiste una limitacién: la formulacion anterior depende del in-
tervalo acotado (a,b) de Z. Esto nos conduce a una idea més general y flexible: exigir
que esta identidad integral (1) se satisfaga en todo Z, frente a una clase adecuada de
funciones. De este modo, obtenemos una nocién de solucién que depende tinicamente
de propiedades “promedio” de u, y no de su comportamiento puntual.

Consideramos entonces el conjunto
CX(Z) ={p € C®(Z) : existe un intervalo [a,b] C Z tal que ¢ =0 en Z \ [a,b]},

el cual resulta ser un espacio vectorial sobre R con las operaciones suma y producto
por escalar usuales.

Estas funciones no sélo son suaves, sino que ademas se anulan fuera de algin subcon-
junto compacto de Z, lo que garantiza que no aparecen términos de frontera al integrar
por partes, y que todas las manipulaciones anteriores son validas.
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De este modo, reformulamos el problema inicial de la siguiente manera: encontrar
una funciéon u : Z — R tal que

éw¢+éﬂ¢=éf¢ Vo eC(I). (2)

El lado izquierdo de esta identidad tiene una estructura muy particular sobre el
espacio C°(£2) que permite relacionarla con la teoria de andlisis funcional. En efecto,
la aplicacién

W)= [ v+ [ve 3)

define un producto escalar en C°(Z).
Ejercicio 1.1 Prueba que la expresion
w@w:/w¢+/w¢
I T
define un producto escalar en el espacio C°(T).

Ahora, en la parte derecha de (2), si la funcién f € C°(Z)NL*(Z) esta dada, podemos
definir la funcién T : C*(Z) — R como:

Twwzéfw

la cual es claramente lineal y, por la desigualdad de Holder-Riesz, resulta ser continua
en C(Z) con la norma inducida por el producto escalar definido en el Ejercicio 1.1.
Asi, podemos plantear el problema inicial como sigue:

Buscamos una tnica funcion u tal que satisfaga:
T(p) = (u,0) Ve eCX(I). (4)

Lo anterior nos recuerda al teorema de representacién de Fréchet-Riesz en espacios
de Hilbert que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.2 (de representacion de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de Hilbert
sobre R con producto escalar (-,-) y sea T : H — R una funcion lineal y continua.
Eziste un unico elemento w € H tal que:

T(v) = (w,v) YveH.

Por desgracia, en nuestro problema, el espacio C2°(Z) no es un espacio de Hilbert
con el producto escalar (ver Ejercicio 1.3)

W)= [we+ [ve.
8



Ejercicio 1.3 Prueba que C°(—1,1) no es completo con la norma dada por:

ot =/ [ w2+ [ @2

Sin embargo, no todo estd perdido, pues podemos considerar la completacién del
espacio C°(Z) respecto de dicho producto escalar.

A lo largo de este texto abordaremos el problema (p) desde diversas perspectivas,
utilizando herramientas de teoria de la medida, andlisis funcional y analisis no lineal
y, de hecho, lo haremos en el contexto de RY. Es decir, para € un dominio (subcon-
junto abierto y conexo) de RY y f € C°(2) dada, nos preguntamos por cierta clase de
soluciones u : ) — R al siguiente problema en derivadas parciales

—Au+u=f en
(@){ u=0 en 0,

en donde Au = Zévzl % es el operador de Laplace.
J

Inspirados por las ideas desarrolladas en esta seccién, nuestro primer objetivo sera
entender con precision la completacion del espacio C2°(€2) con el producto escalar defi-
nido en (3). Para ello, estudiaremos su comportamiento desde el punto de vista de la
teoria de la medida e integracion, lo que nos llevard de manera natural a ampliar el
concepto de derivada mas alla del contexto clasico. Es decir, buscaremos una nocién de
derivada adecuada para funciones meramente integrables, que permita dar sentido a la
identidad (2) obtenida anteriormente. Este proceso nos conducira a la construccion de
un espacio de Hilbert apropiado, en el cual el problema pueda formularse de manera
abstracta y resolverse mediante el teorema de representacion de Fréchet—Riesz.



2. El espacio de las funciones continuas con soporte
compacto

En esta primera seccién estableceremos una conexion precisa entre algunos conceptos
fundamentales de teoria de la medida y la estructura topoldgica de los espacios métricos
localmente compactos.

El objetivo principal es demostrar que toda funcién Lebesgue integrable, definida
sobre un espacio de medida regular en €2, puede aproximarse por una sucesion de fun-
ciones continuas con soporte compacto, es decir, funciones continuas que se anulan fuera
de un conjunto compacto. Este resultado es fundamental en andlisis, ya que permite
aproximar funciones integrables mediante funciones con mejores propiedades analiticas
y topoldgicas, lo que facilita su estudio.

Sea Q = (£2,d) un espacio métrico separable, es decir, un espacio métrico con un
subconjunto denso numerable.

Definicién 2.1 Sea O un subconjunto abierto de ). Decimos que un subconjunto abier-
to w de Q) estd compactamente contenido en O si W es un subconjunto compacto
de Q tal que w Cw C O. A tal propiedad la denotaremos por w CC O C €.

Definicién 2.2 Decimos que ) es localmente compacto si para cada x € Q) y cada
vecindad O de x, existe un abierto V de ) tal que x € V y V CC O.

Por ejemplo, RY con la métrica euclidiana es localmente compacto pues, para cual-
quier z € RN y cualquier r > 0, la bola abierta B™(x,r) tiene cerradura compacta.

Ejercicio 2.3 Sea V = (V|| - ||v) un espacio normado sobre R de dimension infinita.
Prueba que V' no es localmente compacto.

Algunas propiedades sencillas de mostrar para espacios métricos localmente compac-
tos se enuncian en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.4 Sea Q2 = (2, d) espacio métrico localmente compacto. Prueba lo siguien-
te:

(a) Si C C Q es compacto y U C Q es un abierto tal que C C U, entonces eziste un
abierto W C Q tal que C C W CcC U.

(b) Si A C Q es abierto, entonces A es localmente compacto con la topologia de
subespacio.
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En lo que resta de esta seccién, Q = (€2, d) denotard un espacio métrico localmente
compacto y separable. Ademés, B(£2) denotard a su o-algebra Borel, es decir, la o-
algebra generada por los subconjuntos abiertos de Q (ver [2, Capitulo 2, Seccién 2.3]).

Definicién 2.5 Sea M una o-dlgebra de subconjuntos de 2. Una medida p : 9N —
[0, +00] es una medida regular si satisface las siguientes propiedades:

(a) B(§2) C M.
(b) w(K) < 400 para todo subconjunto compacto K de S).

(c) p es regular interior, es decir, para cada E € I,

p(E) =sup{u(K) : KCE y K CQ compacto}.

(d) u es regular exterior, es decir, para cada E € N,

p(E) =if{u(O) : ECO y O CQ abierto}.
Un espacio de medida (Q,9M, 1) es regular si p es una medida reqular en (§2,900).
Ejemplo 2.6 En RY, la medida de Lebesque LV es reqular.

Ejemplo 2.7 En (Q,d) definimos p : P(2) — [0, 4+00] como:

0 si B =,
HE) '_{ +oo st E#£ 2.

Entonces (2, P(Q), p) no es regular.
Un resultado 1til es el siguiente:

Teorema 2.8 (Aproximacién) Sea u: 9 — [0, +00] una medida tal que B(Q2) C M
y u(K) < 400 para todo subconjunto compacto K de Q. Entonces, p es regular si y
solo si:

(a) Para todo E € 9M y todo € > 0, existe un abierto O C Q tal que E C O y
(O E) <e;

(b) Para todo E € M tal que p(E) < oo y todo € > 0, existe un compacto K C Q) tal
que K CE yu(ENK) <e.

11



Sea (2,901, 1) un espacio de medida regular. En estas notas consideraremos como
idénticas a dos funciones si coinciden salvo un conjunto de medida cero de 2.

En lo que sigue recordaremos algunas definiciones fundamentales de teoria de la
medida. Dado que no profundizaremos en los detalles; remitimos al lector a [2] para
una exposicion mas amplia.

Una funcién s : 2 — R es simple si existe una cantidad finita de ntimeros reales
ai,...,ay € Ry desubconjuntos Aq,..., Ay € M tales que

N
§= Z a;la;,
i=1

en donde 14, denota la funcion caracteristica del conjunto A;.

Por tanto, una funcién f : 2 — R es medible si y s6lo si f es el limite puntual de
una sucesion (sy) de funciones simples tales que |sg| < |f| en €.

De hecho, si f es no negativa la sucesién de funciones simples (si) es no decreciente.

Sea s : 2 — R una funcién simple no negativa de la forma s = E;V:l a;14,. Definimos
la integral (de Lebesgue) de s como

N
/ sdp =Y aju(A;)).
Q i

La integral (de Lebesgue) en 2 de una funcién medible no negativa h : Q@ — R
esta dada por

/hdu:sup{/sd,u : Ogsgfyssimple}.
Q Q

Decimos que h : 2 — R una funciéon medible no negativa es integrable en (2 si
Jo hdp < 4+00. En consecuencia, una funcién medible f : 2 — R es integrable en ()
siy sblosi |f|:Q — R es integrable en ().

Si p € [1,00), definimos
LP(Q) = LP(Q,M, ) :=={f : Q2 — R : f es medible y |f|” es integrable en Q}

el cual es un espacio de Banach sobre R con la suma y el producto por escalar usuales

en funciones y la norma
1/p
ey = ([ 177 du)

El objetivo de esta seccion es describir de manera mas precisa los elementos del
espacio LP(2), con p € [1,00), en términos de la estructura del espacio métrico (€2, d);
en particular, a través del concepto de continuidad.

12



Definicién 2.9 El soporte de una funcion f : Q — R es la cerradura en ) del
conjunto {x € Q : f(x) # 0}, es decir,

sop(f) == {w € 2 1 J(x) £ 0}.

Ejercicio 2.10 Sea f : Q0 — R funcion. Prueba que:

sop(f) = Q N\ wy.
en donde wy C €1 es el abierto mds grande en el que f = 0, es decir, wy =
int {z € Q: f(x) =0}).

Ejercicio 2.11 Sean f,g: ) — R dos funciones. Prueba lo siguiente:

(a) sop(f + g) C sop(f)Usop(g).
(b) sop(fg) C sop(f)Nsop(g).
(c) sop(f) = sop(|f])

Denotamos por CY(£2) al conjunto de las funciones continuas de Q2 a R, es decir,
C'(Q):={f: Q=R : f escontinua en Q}.

Definimos a C2(£2) como el conjunto de las funciones continuas en € con soporte
compacto en {2, es decir,

Co(Q) == {f €C’) : sop(f) C Q es compacto}.

Ejercicio 2.12 Prueba que C2(Q) es un espacio vectorial sobre R con la suma y pro-
ducto por escalar usual.

Ejercicio 2.13 Prueba que si f € C°(Q) entonces f es uniformemente continua en €.

Observacién 2.14 En RY | dado un subconjunto abierto 2, definimos al espacio C2(S)
como el conjunto de las funciones continuas en §2 con soporte compacto contenido en
Q pues, en general, no es cierto que esto ocurra ya que la cerradura se considera sobre
RY. Por ejemplo, si f(x) =1 para todo x € Q entonces sop(f) = Q.

Notemos lo siguiente: Si f € C%(Q) entonces |f[P € C2(Q) para p € [1,00) y, como
sop(f) es compacto y € es localmente compacto, existe un subconjunto compacto K
tal que:

sop(f) C K C Q.

13



En consecuencia,

L1517 dn < sup | f@)Pu(K) < +oo
zeK

lo que implica que f € LP(Q). Es decir, C2(2) C LP(Q) para p € [1,00). Nuestro
objetivo es de hecho mostrar que CY(f2) es un subespacio denso en LP()) para todo
p € [1,00). Para ello, procedemos como sigue:

El espacio de las funciones simples e integrables,
Si(Q) :={v:Q— R : ¢ essimple e integrable},

es un subespacio vectorial de LP(§2) para todo p € [1,00). M&s precisamente:
Teorema 2.15 S;(2) es denso en LP(QY) para todo p € [1,00).

Demostracion. Sea f € LP(2). Por los lemas de aproximacion, existe una sucesién (1)
de funciones simples tales que || < |f| para cada k € N y ¢, — f puntualmente
en (2. En consecuencia, [g[? < |f|P v |¥k|P — |f|P puntualmente en 2 lo que implica
que (1) es una sucesion de elementos de S;(£2). Dado que [y — fIP < 2P| f|P en Q
para cada k € N, el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que
1Yk — fllr(@) — 0. Esto concluye el resultado. O

Demostraremos que el espacio C2(Q) es denso en S;(f2) y, por el resultado anterior,
podremos concluir que es denso en LP(2). En efecto, dada f € LP(Q2) y € > 0, existe
Y € S(Q) tal que || f — Y|l < 5. Y, para ¥ € §;(9), existe una funcién ¢ € C2(Q)
tal que || — ¢||zr(q) < §. Por tanto, de la desigualdad del triangulo,

1f = @llzr@) < IF = Pllr@ + 1 = ¢llre) <e

Para ello, utilizaremos los siguientes resultados, cuya demostraciéon es sencilla y se
deja como ejercicio.

Ejercicio 2.16 Sea Q = (2, d) espacio métrico y A C Q. Definimos n4 : Q@ — R la
funcion distancia al conjunto A como:

na(z) := dist(x, A) := inf d(z, a).

acA
Prueba lo siguiente:

(a) na es Lipschitz continua en §).
(b) Si A CQ es cerrado, entonces na(x) =0 si y sélo si v € A.
(c) Si A es compacto, para cada x € ), existe a(x) € A tal que:

na(z) = dist(z, A) = d(z,a(x)).
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Ejercicio 2.17 Sea Q = (£, d) espacio métrico y A, B C  no vacios. Definimos la
distancia de A a B como:

dist(A, B) := inf{d(a,b) : a € A ybe B}.
Prueba que si A es compacto, B es cerrado y AN B = & entonces dist(A, B) > 0.

Lema 2.18 (Urysohn) Sea Q = (2,d) espacio métrico, sean F,G subconjuntos ce-
rrados de ) tales que NG = @. Entonces, eziste una funcion continua ¢ :  — [0, 1]
tal que p~1(0) =F y o7 '(1) = G.

Ejercicio 2.19 Prueba que la funcion ¢ : Q — [0,1] dada por:

(2) = dist(z, F)
P = dist(z, F) + dist(z, G)’

satisface el Lema 2.18.

Teorema 2.20 El espacio C2(2) es denso en S;() con la norma || - ||1r) para p €
[1,00).

Demostracion. Sea f € S;(2) y € > 0. Procedemos por casos:

CAsO 1. f=1g con E € M tal que u(E) < +o0.

Existen K C  compacto y U C Q abierto tales que K C E C Uy u(UNK) <e¢
(ver Teorema 2.8). Como 2 es localmente compacto, existe un abierto V' tal que K C
V CcV C U con V compacto. Asi, los subconjuntos K y 2~V son cerrados disjuntos.
El Lema 2.18 asegura que existe una funcién continua ¢ : Q — [0, 1] tal que p=(1) = K
vy H0)=Q\ V.

Notemos que si * € Q .V entonces x € Q\V y asi p(z) = 0. Por lo tanto
sop(¢) C V C U lo que implica que sop(y) es compacto y, en consecuencia, ¢ € C2(£2).

Q
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Entonces,

/IlE—wlpduzf |1E—¢Ipdu+/ g — P du
Q U~K ON(UNK)

=/ \1E—s0\pdu+/ \1E—so|pdu+/ I1g — ¢f? dp.
UK O\U K

“+

T~

a4

E v

Dado que K C E C U y sop(p) C U entonces lp =1=pen K ylg=0=¢pen
Q. U. Por lo tanto,

It = el < [ Mo —¢Pdu<p(UNK) <e

con lo que concluimos la prueba para este caso.
Caso 2. f = Z;V:l a;jlg, con By € My p(k;) < +oo para todo j =1,..., N.
Del caso anterior, para cada j = 1,..., N, existe ¢; € C2(Q) tal que:

I — ol < — - —°
Bl SN e+ 1

Definiendo ¢ := Zj-v:l a;jp; € CA(Q) se sigue claramente que:
N
If =@l < 3 layllle — @il <e
=1

Esto concluye la prueba. 0
Corolario 2.21 El espacio C2(2) es denso en LP(2) para todo p € [1,00).

En estas notas no nos centraremos en el estudio del espacio L>(2). Sin embargo,
para lo anterior, dejamos como ejercicio mostrar que C2(€2) no es denso en L>(().

Ejercicio 2.22 Prueba lo siguiente:
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(a) El espacio de las funciones simples S(§2) es denso en L™(£2).
(b) El espacio C2(2) es cerrado en L*°(52).

En RY con la medida de Lebesgue podemos concluir que el espacio CO(R") es denso
en LP(RY) para todo p € [1,00). Ademés, dado que un subconjunto abierto 2 de RY
hereda ser separable y localmente compacto, podemos concluir también que el espacio
C%(Q) es denso en LP(Q) para todo p € [1,00).

En lo que resta de estas notas nos centraremos iinicamente en la medida de Lebesgue
en RY y, por tanto, no escribiremos explicitamente la medida £V en las integrales. Méas
atin, escribiremos || -||z» para referirnos a || - || oz~ a menos que se indique lo contrario.

Una primera aplicacién interesante del hecho de que el espacio C°(RY) es denso en
el espacio LP(RY) para todo p € [1,0) es la continuidad de la traslacién.

Dadas f: RY — R funcién y £ € RY, definimos la funcién T; f : RY — R como:

Tef(z) = flz=9),

y la llamamos la traslaciéon de f por &.

Sea p € [1,00). El teorema de cambio de variable (ver, por ejemplo, [3, Teorema

13.36]) asegura que T f € LP(RY) y que |Te(f — g)llre = | Tef — Teglle = |If — gllzs
para cualesquiera f,g € LP(RY) y £ € RV,

Teorema 2.23 Sea p € [1,00) arbitrario. Si f € LP(RY), entonces
i [|Tef — fllze = 0.

Es decir, para cada € > 0, existe 6 > 0, tal que

\Tef — fllee < e siempre que ||&]| < 6.

Demostracion. Sea € > 0.

Caso 1. f € CO(RM).

Dado que f es uniformemente continua en RY (ver Ejercicio 2.13), existe § > 0 tal
que:

1f(x =€) — flx)<e VzeRY Ve BN0,9).

Como sop(f) € RY es compacto, existe K C RY compacto tal que sop(f) C K y
sop(T¢f) C K para todo & € BN(0,6). Por lo tanto,

If(x =& — f(z)|<e VxeK, V¢&eBYN(0,9).
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En consecuencia,

ITef = £l = [ 1f@ =) = f@)l de= [ |f(@ =) = f(a)" dw < £ () "

RN

para todo & € BY(0,4).

Esto concluye la prueba en este caso.

Caso 2. f € LP(RY).
El Corolario 2.21 asegura que existe g € CO(RY) tal que:
£

lg — fllzr < 3

Del caso anterior sabemos que existe 0 > 0 tal que:

€ .
| Teg — gl < 3 siempre que ||£]| < 0.

Por lo tanto,

|Tef — fllee S WNTef —Tegllr + [|Teg — gllee + llg — fllr <,

siempre que ||£|| < §. Esto concluye la demostracion. O
Ejercicio 2.24 Prueba que el Teorema 2.23 no es vdlido en el espacio L>°(RY).

A continuacién presentamos un ejemplo sencillo que ilustra como la continuidad de
las traslaciones en la norma L' permite pasar de resultados abstractos a construcciones
explicitas. Partiendo de una familia de funciones en C°(R”) con propiedades adecuadas,
construiremos de manera concreta una sucesion de funciones que converge a la funcién
caracterfstica 14 de un conjunto de medida finita en L*(RY).

Sea A un subconjunto medible de RY tal que LY (A) < +oo.
La funcién p : RN — R dada por:

1 .
o) = { exp{d=}  sifall <1,

0 si [|lz]] = 1,

es no negativa y continua en RY tal que sop(p) € BY(0,1). Por tanto, p € CO(RN).
Sea C := (Jgv p)~' > 0. La sucesion (py) de elementos de C2(R"Y) dada por:

pi(x) = Ck" p(kz) (5)

es tal que py > 0 en RY, sop(px) C BY(0,2) y [gv pr = 1 para todo k € N.
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Sea x € RY arbitrario pero fijo. Entonces, para cada k € N,
pe(e —y) = pr(r =Y lpney(y) Yy eRY
En consecuencia,
pe(z —y)1a(y) = pr(z — y)lAﬂBN(:p,%)(y> vy € RY

y, como LY (A N BN (0, %)) < +o00,

Jowprle = sy = [ prle =)L) dy < +ox.
\ A
- o b

Por tanto, la funcién ¢, : RY — R dada por:

Gi(a) = [ pnle = y)La(y) dy. (©)

estd bien definida y pertenece a L'(R”) por el teorema de Tonelli-Fubini. Haciendo un
cambio de variable en la integral anterior y usando el hecho de que sop(p) € BN (0, 1)
obtenemos que

Gi(@) = [ pely)Lata—y) dy.
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Como [p~ p(y) dy = 1, entonces

Gi) = 1a(e) = [ pe(w) [Lale = y) = La(x)] dy

y, aplicando el teorema de Tonelli-Fubini, obtenemos que:

/RN |Ce(x) — 1a(z)|dx < o (/RN o) [1a(z —y) — 1a(x)] dy) dx

< [, oe@)ITyLa = 1allps dy,
RN

Sea € > 0. El Teorema 2.23 asegura que existe ¢ > 0 tal que:
| T, 1a —1all;r < Yy € BY(0,6).

Eligiendo ky € N tal que % < 0 obtenemos que:

IGk — 1allr < /

.l P Tyla = 1al[Lr dy < 6/ L Pe(y)dy =€ Yk = k.
'

BN(Ovﬁ)

Es decir, ¢, — 14 en L*(RY).

Ejercicio 2.25 Sea p € [1,00) arbitrario y 14 € LP(RY). Prueba que la sucesion de
funciones (() dada en (6) converge a 14 en LP(RY).

El ejemplo anterior nos lleva de manera natural a preguntarnos si este tipo de apro-
ximacion puede realizarse para funciones arbitrarias en LP, con 1 < p < oo.

En la construccién de las funciones (i (z) tnicamente utilizamos que los conjuntos
AN BN (x, %) tienen medida finita, lo que sugiere que el procedimiento no depende de
trabajar con funciones caracteristicas, sino del control de la funcién en regiones cada
vez mas pequenas; en particular, la aproximacion en cada punto estd determinada por
su comportamiento local. Mas atin, la funcién p no solo es continua, sino de clase C*°
en RY y, por tanto, cada elemento de la sucesién (p;) hereda esta regularidad.

Todo esto sugiere que el procedimiento del ejemplo anterior no es un fenémeno ais-
lado, sino la manifestacién de un principio mas general. Esto nos conduce a la siguiente
pregunta: si este mecanismo puede extenderse al caso general, ;sera posible aproximar
cualquier funcién en LP mediante una sucesién de funciones de clase C>7

En las siguientes dos secciones daremos respuesta a estas preguntas, las cuales es-
tan en la esencia de dos herramientas fundamentales del andlisis: la convolucion y las
sucesiones reqularizantes.
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3. Convolucion

Sea € un subconjunto abierto de RY. En la seccién anterior demostramos que el
espacio C2(€2) es denso en LP()) para todo p € [1,00). De este modo, podemos ver a los
elementos de LP(€2) como el limite de una sucesiéon de funciones continuas con soporte
compacto contenido en (2.

Aunque en principio nos resulte mas sencillo trabajar con funciones continuas la
realidad es que muchos resultados se prueban de forma mas eficiente para funciones
suaves en RY.

En lo que resta, 2 denotara siempre un subconjunto abierto de RY. Para k € NU{oco}
denotamos por:
CH(Q) == C2(Q) N CH(Q)
al espacio de las funciones de clase C* con soporte compacto contenido en €.

El objetivo de esta secciéon es establecer la herramienta fundamental para probar que
el espacio C°(€2) es denso en LP(2) para todo p € [1, 00) siguiendo las ideas presentadas
en el ultimo ejemplo de la seccién anterior (ver Ejercicio 2.25).

Definimos el espacio de las funciones localmente integrables en {2 como:
LiOC(Q) ={u:Q—=R:u-1,€ L'(w) YwccQl.

Por ejemplo, cualquier subconjunto medible A de §2 es tal que 14 € Llloc(Q).
Sean p € [1,00), u € LP(Q) y w CC Q. Dado que u - 1, < u en € entonces:

/]u|p-1w§/\u]p<oo
Q Q

lo que implica que v - 1, € LP(w) y, dado que £N(w) < +oo por ser w acotado,
u-1, € L*(w). En consecuencia, u € Ly, () y concluimos que LP() C L ().

Sean f € CJ(RY) con sop(f) C BN(0,7) y g € L] .(RY). Entonces,

fx=y)g(y) = flx—9)g() - Ipv@ny) Yo,y eRY.

Para x € RY arbitrario pero fijo definimos la funcién F' : RY — R como F(y) :=
f(x —y) la cual es un elemento de L®(RY).
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Definimos también a la funcién G : RY — R como G(y) := F(y)g(y) = f(x —y)g(y).
Dado que g - 1gn(y,) € LY(RY), aplicando la desigualdad de Holder-Riesz, obtenemos
que:

/RN G(y)ldy = /RN IEWgW)] - 1pn @ dy < ([ Fllosllg - 1w ol < oo
Es decir, G es integrable en RY. Lo anterior nos permite dar la siguiente definicién:

Definicién 3.1 Sean f € CO(RY) y g € LiOC(RN). La convolucién de [ y g es la
funcion f*g:RY = R dada por:

(f +9)(@) i= [ fl@=y)ov) dy.

RN

Por ejemplo, para 14 € L*(RY), la sucesién (¢;) dada en (6) corresponde a la sucesion
(14 * pg) en donde (pg) es la sucesién definida en (5).

En las siguientes proposiciones damos algunas propiedades de la funcién convolucion
que usaremos a lo largo de las notas.

Proposicién 3.2 Si f € C/(RY) y g € Ly .(RY) entonces [+ g € C*(RY).

Demostracion. Sea x € RN y sea (73) una sucesion de elementos de RY tal que x;, — x
N
en R™Y.

Definamos las funciones F, F, : RV — R como:

F(y) = f(z —y)g(y),
Fi(y) = f(zr —y)g(w).

Es claro que como f es uniformemente continua en RY, entonces F(y) — F(y) en
R para cada y € RV.

Elijamos € > 0 tal que sop(f) C B¥(0,¢) y tal que z;, € BY(0,¢) para cada k € N.
Notemos que, si z; — y € sop(f) entonces y € BY(0,2¢). En efecto, si x, —y € sop(f)
entonces ||z — y|| < ey, por lo tanto, ||y|| < ||xx — y|| + ||xk]] < 2e.

Definiendo G : RY — R como:

_ [ Ifllslg@)] sty € BY(0,2¢),
Gly) = { 0 o si z ¢ BN (0, 2)

es claro que G € L'(RY) pues g € L) | (R"). Ademds, |Fi.(y)| < G(y) para caday € RY
y para cada k € N. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que:

lim | Fi(y)dy = / F(y)dy,
RN

k—oo JRN
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es decir,

lim (f % g)(zx) = (f * g)(x).

k—o0

Por tanto, f * g € C°(RY). O

Corolario 3.3 Si f € C/(RY) y g € Ly (RY) entonces f+g:RY — R es medible

Veamos el siguiente ejemplo: Sea f € CO(RY) con [pn f # 0y sea 1z~ la cual es
claramente un elemento de Li o C(RN ). Entonces,

(f *lw)@) = [ J@ =yl dy = [ fla—y)dy 0

para todo # € RY y, por lo tanto, sop(f * 1gn) = RV,

El ejemplo anterior nos muestra que el soporte de la convolucion (f *g) no es necesa-
riamente un subconjunto compacto de RY. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.4 Si f € C/(RY) y g € Li_  (RY) entonces:

sop(f * g) C sop(f) + sop(g),

en donde sop(f) +sop(g) :={r € RY : z=y+2z con y€esop(f) y z€sop(g)}.

Demostracion. Sea x € RN ~ (sop(f) + sop(g)). Entonces, * — y & sop(f) para todo
y € sop(g) y, en consecuencia, f(x —y) = 0 para todo y € sop(g). Por tanto,

(F9)@) = [ f@=y)gly)dy=0.

RN

En particular, (f % g)(z) = 0 para todo = € wy := int (RN ~ (sop(f) + sop(g))) lo
que implica que wy C wyyy. El Ejercicio 2.10 asegura que:

RY N wpyy = sop(f x g) C RY N\ wy = sop(f) + sop(g)

como afirma el enunciado. O

Consideremos f € Ci(RY) y g € L .(RY). Entonces, 6‘?7’; € C°(RY) para cada
j=1,...,N por lo que la expresion % x ¢ tiene sentido para cada 7 =1,..., V.
J

Fijemos 1 < j < N, z € RY y sea ¢ > 0. Como 5% S Cg(RN) entonces 887]; es

uniformemente continua en RY, es decir, existe § > 0 tal que, para todo z,y € R,

af af

=g W< s lz-yl<o ")
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Sea r > 0 tal que sop (%) C BN(0,r) y tal que x + te; € BY(0,r) para todo
t € [—4,0] donde e; es el j-ésimo vector de la base canénica de RY. Entonces,
of of
aixj(a? +lej —y) = 67%-(10 +tej —y) - 1pn2n(y) (8)
para todo t € [—4,0] y y € RY.
Aplicando el teorema del valor medio concluimos que, para cada t € [—¢,0] y cada
y € RN, existe n € (0,1) tal que:

0
flo+te; —y)— fla—y) = tagi(x T nte; — ). (9)

De (7), (8) y (9) se sigue que:

e — ) — — ) 0 0
Heote =W Tem) - B o ot =g+ ey - = 3o =)

J

X ‘g(y) “1pNn(o2r)

<e ‘g(y) 1~ (o2r)

para todo 0 < [t| < § y para todo y € RY.

En consecuencia,

(o) t1e) ~ (F=a)e) (1
- () o

<£/ g()|dy YO < [t| <6
BN(0,2r)

Por lo tanto,

t—0 t

(f * g)(x +tey) — (f * g)(x) <8f *g> ()

1i =
im oz,

lo que significa que existe la j-ésima derivada parcial de (f x g) en x y es igual a la
convolucién (% * g) (z). Més aun, (a% * g) € CO(RY) por la Proposicién 3.2.

Hemos probado el siguiente resultado:

Proposicién 3.5 Si f € C:(RY) yg € L) (RY) entonces f+g € C'(RY) y 2-(fxg) =
%fj*gpam cada 5 =1,...,N.

De esta proposicion y un argumento de induccién podemos concluir lo siguiente:

Corolario 3.6 Sea k € NU {oo}. Si f € CH(RY) y g € Lj (RY) entonces f x g €
CF(RM)
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Ejercicio 3.7 Demuestra el Corolario 3.6.

Dado que LP(RY) C L] (R") para cada p € [1,00) entonces tiene sentido considerar

la convolucién f * g para funciones f € CO(RY) y g € LP(RY). En este caso, tenemos
las siguientes propiedades:

Teorema 3.8 Si f € CO(RY) y g € LP(RY) entonces f+g € LP(RY) y || f * g|lzr <
11zl e

Demostracion. Procedemos por casos:
Casol.p=1

Para cada y € RY se tiene que:

L@ =wllgw)las = 19wl [ 1f@=y)lde = lgw)If]c

Yy, en Consecuenma

/]RN /]RN z—y)gy)ldedy = | fllerllglr < oo.

El teorema de Tonelli-Fubini asegura que la funcién (x,y) — f(x — y)g(y) es un
elemento de L'(RY x RY) y

Lo L @ =gt dy

do< [ ([ 1r@=wllsty >|dy)

—/ 9(w)| [, 1F(x — )| dody

= [If Iz lgllz:-

Por lo tanto, (f *g) € L'RY) y [[f = gller < [fllztllgllz-

Sea q := -2 € (1,00) el exponente conjugado de p. Notemos que, para cada x,y €

1f(@ = llg@)| = £ — )7 f (@ —y)7g(y)]

y aplicando la desigualdad de Holder-Riesz obtenemos que:
D) < [ 1@ =y)llg)ldy
= [ 1@ =)= ) gy dy
1/q v
< 1} (/ 7= 9)llgw)P dy)
= LA ((LF ] |gl?) ()
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para todo z € RV,

Asi pues,
(f* g)(@)[P < IFIPA (1 f] * o) (x) Vo € RY.

Dado que |f| € CO(RY) y |g|P € LY (RY) entonces del caso anterior (|f|* |g|P) €
LY(RY) y, en consecuencia,

S 17 % g < AR [ (71 Lgl?) = NP s ol

Es decir, fxg e LP(RY) y [|f * gllee < ||l 2 ]lg]l e D

No probaremos nada més en esta seccién pero es importante notar lo siguiente:
En la demostracion del teorema anterior la tinica propiedad que usamos de la funciéon
f € CYRY) fue el hecho de que es integrable en RV asi es que podemos deducir la
siguiente definicion:

Definicién 3.9 Sea p € [1,00). Si f € LY(RY) y g € LP(RY) entonces la convolucion
de f y g es la funcién en LP(RY) definida por:

(Frg)@):= [ fle—y)gly)dy, =eR"
y que satisface que || f * glle < || fllz1gll e

Ejercicio 3.10 Prueba que la convolucion es conmutativa, es decir, que si f € L*(RN)
y g € LYRYN) entonces (f * g)(z) = (g * f)(x) para cada v € RY.
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4. Sucesiones Regularizantes

En esta seccién demostraremos que, para cualquier subconjunto abierto € de RV,
el espacio C(Q2) es denso en LP(2) para todo p € [1,00). La herramienta que nos
permitira desarrollar lo anterior es el concepto de sucesion regularizante.

Definicién 4.1 Una sucesion (py,) de elementos de C°(RY) es una sucesion regu-
larizante si, para cada k € N, pp, >0 en RN, sop(py) € BY(0, %) Y Jgn pr = 1.

Ejercicio 4.2 Sea p : RY — R dada por:

1 .
p@y:{em%WJA} si ||| < 1,

0 si |||l > 1.
Definimos C == (fgn p)~" > 0. Prueba que la sucesion (py,) dada por:
pr(z) = Ok p(kz)

es una sucesion reqularizante. A (py) la llamamos la sucesion regularizante estdan-
dar.

)

Sea f € CO(RY) y sea (p.) una sucesiéon regularizante. Consideremos la sucesion
(f * pr.) de elementos de C>°(RY) (ver Corolario 3.6).

Sea K C RY compacto arbitrario. Como f € C?(R") entonces f es uniformemente
continua en K. Asi, dada ¢ > 0, existe d > 0 tal que:

lflx —y)— f(x)] <e Ve e K, Vye BY(0,0).

Por tanto, para cada = € K, se tiene que:

(Fxp)@) = @) = [ fla—yn)dy = f@) [ o)y
L@ =y) = F@)pnly)dy
= [, (Fla =) = FE)p)dy,  VEEN.
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En consecuencia, para cada x € K,

|(fpi) (@)= f(2)] < |f(@—y)—f(@)|pr(y)dy < 8/_ pr(y)dy =e k> (15-

BN(0,1) BN(0,1)
Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 4.3 Sea f € CO(RY) y sea (py) una sucesion reqularizante. Entonces, fxpj, —
f uniformemente en todo subconjunto compacto de RY.

Con este resultado poder concluir lo siguiente:

Proposicién 4.4 Sea f € LP(RY) y sea (pr) una sucesion reqularizante. Entonces,
f*px— [ en LP(RY).

Demostracion. Sea € > 0. Existe fy € CO(RY) tal que:
I = ollar < 5
Por la Proposicién 3.4, consideremos un subconjunto compacto K C R tal que:
sop(f * pr,) C sop(fo) + BN (0, %) C K.
Por el Teorema 4.3, existe ky € N tal que:

1o * i) = folli = [ 100 pi) = Sol? < o pra) = folls - £(K) <

Wl ™

para todo k > k.
Es sencillo comprobar que, para cada z € RY,

(f o) (x) = f(2) = ((f = fo) * i) (@) + ((fo * pro) () = Jo(2)) + (fo — ) ().
De este modo, aplicando el Teorema 3.8 obtenemos que:

[(f * pr) — fllze < A(F = fo) * prlle + [I(fo * pro) — folle + | fo — fllz»
< prlllf = follee + [|(fo * pro) — folle + [[fo — fllze
<2[[fo — fllze + [(fo * pro) — follzr

<Ziioe
33
para todo k > ko. En consecuencia, f * pp — f en LP(RY). O

La proposiciéon anterior muestra que el Ejercicio 2.25 no es més que un caso particular
de dicho resultado.
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Corolario 4.5 C>*(RY) es denso en LP(RY) para cada p € [1,00).

Demostracion. Sea f € LP(RY) y sea ¢ > 0. Existe g € C2(RY) tal que
5

If = gllzr <

Sea (py) una sucesion regularizante. Entonces (g * pi) es una sucesién de elementos
de C>(RY) (ver Corolario 3.6) y, por la proposicién anterior, existe ko € N tal que:
€

lg = (g% pro) || 2r < 5

Por lo tanto,

1 = (g% pro)lle < F = glle + [lg = (9% pro) | <€

y esto concluye la demostracion. O

Nos preguntamos ahora si es posible aplicar las mismas técnicas para demostrar que
C°(£2) es denso en LP(2) para todo p € [1,00) con © un subconjuto abierto propio de
RY. Analicemos un poco:

Sea f € LiOC(Q) y sea (px) una sucesién regularizante. Entonces,

sop(f * px) C {x e RY : dist(z,Q) < ]1}

En efecto, si x € Uy := {a: e RN : dist(z,Q) > %} entonces [lz — y|| > ; para cada
y € Q v, por tanto, x —y & BN(0, %) para cada y € ). En consecuencia,

(Fxp)@) = [ FWole —y)dy = [ F@onla —y)dy =0

y, por lo tanto, sop(f * pr) C RN \ Uy.

De este modo, no es cierto en general que sop(f * px) estd contenido en € pues si,
por ejemplo, f = 1g v (px) es la sucesién regularizante estandar entonces:

>0 si dist(z,Q) <
(pr * 1g)(x) { =0 si dist(z,Q) >

| |

Y
)
y, en consecuencia, sop(pi * 1o) = {z € RY : dist(z,Q) < 7}

Lo anterior es un problema pues no podemos razonar como antes. Sin embargo, si

f € C(R) entonces sop(f * pr) C Q para un k suficientemente grande. Precisemos esto
en el siguiente resultado.
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Teorema 4.6 Si g € C2(Q) y (pr) es una sucesion reqularizante, existe kg € N tal que
g * pr € C2°(Q2) para todo k > ko y

Jim {9 pe) = gllizey =0 Vp € [1,00).

Demostracion. Para evitar confusién dividimos la prueba en dos pasos.
PaAso 1. Elijamos un abierto acotado w tal que sop(g) C w CC €.
Tenemos que:

1
sop(g * pr) C {I e RN : dist(x,s0p(g)) < k}

para todo k € N. Argumentando por contradiccion, supongamos que, para cada k € N,
existe 7, € RY tal que x;, € sop(g* pr) v 7x € w.

Dado que x € sop(g * pr) y sop(g) C w es compacto, existe & € sop(g) tal que
dist(zg, sop(g)) = |lax — &l < £ Asi, (&) es una sucesion en el compacto sop(g) por lo
que existe una subsucesion (§x;) v § € sop(g) tal que &; — . En consecuencia, y, — §
Yy, como w es abierto, existe jo € N tal que x;; € w para todo k; > kj,. Esto contradice
nuestra suposicién por lo que afirmamos que existe kg € N tal que:

sop(g* pr) Cw CC Q Yk > k.

De lo anterior y el Corolario 3.6 concluimos que existe kg € N tal que g* p;, € C°(92)
para todo k > k.

PAsoO 2. Sea £ > 0. Como g es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que:

9
9o —v) —9Wl < Zrym  TEYE RY con [yl <.

Asi, para cada = € RY, se tiene que:
(9 p)(@) = 9@) = [ gmnle — ) dy = 9(2) [ puly) dy
= /RN(Q(:E —y) — 9(x))pe(y) dy

B /BN(O ,, 9 =9) = 9(@))p(y) dy

y por lo tanto para k > % se tiene que:

(g pe)(@) —g@)l < [ 9@ =9) = g(@)lonly) dy
€
< (LN (w)) /JBN(O,;)pk(y> dy
= @)
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Sea k., := max{ko, %} Entonces, para cada k > k,,

b
_ 4P — —qlP < Ly S
J Vo) =P = [ g+ p) — gl < s £7 () =<
lo que implica que ||(g * pr) — g||Lr(@) < € para cada k > k.
Esto concluye la demostracion. 0

Obtenemos finalmente el siguiente resultado.

Corolario 4.7 Sea Q@ C RY abierto y sea p € [1,00). Entonces, C°(Q) es denso en
LP(Q).

Demostracién. Sea f € LP(2) y € > 0. Por el Corolario 2.21, existe g € C2(Q) tal que:
£

£ = gl < 5

Sea (pg) una sucesion regularizante. El Teorema 4.6 asegura que existe ky € N tal
que (g% pry) € C°(2) y tal que

3

g — (g * pro)llzr(e) < 5

Por lo tanto,

1f = (9% pro)llze) SN = 9llze) + |9 — (9% pro) ey < €

lo que demuestra el resultado. O
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5. Lemas Técnicos

El objetivo de esta seccion es establecer algunos lemas técnicos que nos permitan
afirmar cuando una funcién localmente integrable es cero c.d. en un subconjunto abierto
Q de RV,

Lema 5.1 (Urysohn diferenciable) Sean K C RY compacto y § > 0. Eziste una
funcion € € C(RY) tal que 0 < &(x) < 1 para todo v € RN, £(x) =1 siz € K y
&(x) =0 sidist(z, K) > 0.

-+

-1 1

Demostracion. Definamos el siguiente conjunto:

Bs(K) = {a: e RY : dist(z, K) < g}

Wl

Como la funcién distancia es continua en RY y K es compacto, entonces Bs (K ) es un
3
subconjunto abierto y acotado de RN (ver Ejercicio 2.16). Por tanto, 15, () € L'(RY).
3

Sea k € N tal que = < & y sea pj, € C°(RY) tal que p > 0, sop(pr) C BY(0,1) y

Jg~ pr = 1. Definamos

{(z) = <1Bg(K) * Pk) (z).

Como sop(1p,(k)) = B%(K) y pr € C°(RY), la Proposicién 3.4 y el Corolario 3.6
3
aseguran que £ € C2°(RY). De hecho, sop(¢) C {z € RV : dist(z, K) < £}
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Para cualesquiera x,y € RY,

0 < pr(z —y)ls, ) (y) < pr(z —y)

Wl

por lo que integrando sobre RY obtenemos que 0 < £(z) < 1 para cualquier x € RV,

Si z € RY es tal que dist(z, K) > 4, entonces dist(z — y, K) > %‘5 para cada y €

BM(0, %) En efecto, para y € BN (0, 1) arbitraria, se tiene que:

k

20 J

it <la—y) -2 VeeK
pues § < dist(z, K) y |yl < + < 2. De este modo, si z € RY es tal que § < dist(z, K),
entonces:

§(z) = /BN(O,}C) Lg, (1) (z = y)px(y)dy = 0.

I
3

Finalmente, sea x € K. Para y € BN(0, =) arbitraria se tiene que dist(z — y, K) <

I(x —y) —z| = llyll < + < 2, por lo tanto, 13%(1()(96 —y) = 1. En consecuencia,

§(z) = /BN(O,}C) g, (k) (x = y)pr(y) dy = 1

g
3

y concluimos la demostracion. 0

En el siguiente ejercicio se da una version mas comun del lema de Urysohn diferen-
ciable.

Ejercicio 5.2 Sean K| y Ky dos subconjuntos compactos y disjuntos de R™ . Prueba que
existe una funcion n € C°(RY) tal que 0 <n <1 enRY, n71(1) = K1 y n7'(0) = Ko.
(Sugerencia: Nota que Ky U Ky es compacto y que dist(Kq, K3) > 0.)

Una aplicacién directa del lema de Urysohn diferenciable queda establecida en la
siguiente proposicion.

Proposicién 5.3 (Particion de la unidad) Sea Q C RY abierto y acotado. Dada

una cubierta abierta finita {U; : j = 1,...,n} de Q, existe una coleccion {9; : j =

1,...,n} de funciones en CZ(RYN) tales que 0 < 9; < 1 en RY, sop(d;) C U; y
"1 0;(x) =1 para todo x € Q.

Demostracion. Sean Vi, ..., V, abiertos tales que V; CC U; para cada j = 1,...,ny
tales que Q C U;_, V; C Uj_, V).

Sea 1 < i < n arbitraria. Definimos K; := Q~\V; y I?Z =0~ Ujzi Vj los cuales son
compactos y disjuntos. Por el lema de Urysohn diferenciable (ver Ejercicio 5.2) existe
ni € CX(RY) tal que 0 <7 < 1, 7;,71(0) = K; y ;' (1) = K.

33



Por tanto, para cada 1 < i < n, la funciéon 9J;(x) := % sastisface las propie-
i1 Ty €T
dades del enunciado. ’ OJ

Si bien en este texto no utilizaremos particiones de la unidad, es pertinente mencio-
narlas debido a que constituyen una herramienta fundamental en diversos contextos,
pues permiten pasar de informacion local a global de manera controlada. Por ejem-
plo, en variedades diferenciables permiten construir objetos globales a partir de datos
definidos localmente, mientras que en analisis, particularmente en el teorema de exten-
sion de Whitney, se emplean para “pegar” funciones o extensiones suaves preservando
regularidad y estructura®.

Recordemos ahora que el objetivo de esta seccion es establecer un criterio que permita
determinar cuando una funcién f, localmente integrable sobre un abierto Q C RY, es
nula casi en todas partes. Una primera idea natural es la siguiente: dado que €2 es
abierto, puede escribirse como uniéon de bolas abiertas contenidas en él. Asi, podria
pensarse que si

/ f -1 =0 para toda bola abierta B C 2,
Q

entonces necesariamente f = 0 casi en todas partes en §2.

Sin embargo, este razonamiento presenta una dificultad esencial. La funcion f puede
cambiar de signo dentro de una bola abierta B, de tal forma que las contribuciones
positivas y negativas se compensan, dando lugar a una integral nula sin que la funciéon
sea identicamente cero. Por ejemplo, la funcién f : (—1,1) — R dada por f(z) = =

11

satisface que su integral en (—, 1) es cero para todo k& € N, aunque claramente f # 0

en (—1,1).

4Ver, por ejemplo, John M. Lee, Introduction to Smooth Manifolds, Springer, 2012, para una
introduccién a las particiones de la unidad en variedades diferenciables, y Lawrence C. Evans y Ronald
F. Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions, CRC Press, 2015, para aplicaciones en
analisis matemaético.
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Esta situacion pone de manifiesto que no basta con integrar sobre subconjuntos
del dominio para capturar el comportamiento de la funciéon. Es necesario contar con
herramientas que permitan detectar de manera mas precisa su comportamiento local.
En este sentido, el lema fundamental del calculo de variaciones proporciona un criterio
que permite pasar de una condicién integral a una afirmacién puntual casi en todas
partes, y constituye una herramienta clave en el desarrollo de la teoria de este texto
como veremos mas adelante.

Teorema 5.4 (Lema fundamental del calculo de variaciones) Sea Q2 un subcon-
junto abierto de RYN. Si f € LL (Q) cumple que:

| fe=0 veecr@
entonces f =0 c.d. en ().

Demostracion. Procedemos por casos:
Caso 1. LN(Q) < 40y f € LY(Q)
Sea € > 0. Existe g € C2(Q) tal que:

Hf _QHLl(Q) <E.

Para cada ¢ € C2°(12) se tiene que:

L= [ ge=[ o< [ 17 =gllelo < Ilclf = gllzrr < ellle
Q Q Q Q

Definamos los conjuntos K} :=={z € Q : g(x) > e}y Ky :={x € Q : g(x) < —¢} los
cuales son disjuntos y cerrados por ser g : 2 — R continua. Ademés, K7 U Ky C sop(g)
lo que implica que K; y K3 son compactos. Dado que dist(K7, Ks) > 0, elijamos 6 > 0
tal que § < dist(Ky, Ky) y tal que {z € RY : dist(z, K; U K3) < §} C Q.

El Lema 5.1 asegura que, para i = 1,2, existe & € C®(RY) tal que 0 < & < 1,
&(x) =1siz e K;y &(x) = 0 si dist(z, K;) > 6. Definiendo ¢ := & — & se tiene
que € CX(Q), -1 <@ <1lenQ px)=1size Ky y o) =—-1six € Ky En

consecuencia,
/ |g|=/ g@z/gﬁ—/ 99
Ki{UK> Ki1UKo Q Q\(KlUKQ)

< €||P||oo + )
1Bl + e, 1919

<ed l91-
ON(K1UK32)
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Dado que |g(z)| < € para cada x € Q \ (K7 U K3) entonces:

ol = [lol=[ 1o+ [ 91
Q KiUKo Q\(KlUKQ)

<e+2 lg]
ON(K1UK32)

<e+2eLN(Q) = (2 + LY(Q)).

Por lo tanto, 0 < || fllz1@) < If = gllzr@) +19llrr@) < 26(1+LY(Q)) ¥, como £ > 0
es arbitrario, concluimos que f = 0 c.d. en €.

Caso 2. LYN(Q) =00y fELi ()

loc
Para cada k € N definamos el conjunto:

1
O = {:E €Q: ||z|| <k y dist(xz,00) > k}

| |
| |
! !
!

|
| |
| |
| |
| |
T T
| |
| |
|
! !
| !
| |
| |
| |
| |

Es claro que €, es un subconjunto abierto y acotado de modo que f - 1o, € L'(Q)
para cada k € N. Aplicando el CASO 1 concluimos que f = 0 c.d. en {2, para cada
k € Ny, dado que 2 = ;2 {2, entonces f =0 c.d. en €. O

Ejercicio 5.5 Sea Q C RY abierto. Prueba sin usar el teorema anterior que, si f €
L3(Q) es tal que,

|fe=0  veecr®
entonces f =0 c.d. en €.

(Sugerencia: Utiliza la densidad del espacio C2°(€) en L?(Q) y el teorema de repre-
sentacion de Fréchet-Riesz.)
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6. Derivadas débiles

Sea 2 C RY abierto. Definimos, para k € NU{oo}, al conjunto C*(2) de las funciones
f:Q — R de clase C* con soporte compacto contenido en Q. Es decir,

CHQ) :=CH(Q) NCl(Q).
Comenzamos esta seccion enunciado algunos resultados clasicos de calculo.

Teorema 6.1 Sea Q un subconjunto abierto de RY.

(a) (Férmula de Gauss) Si p € CL(Q) entonces:

dyp

— =0 Vj=1,...,N.
an] ] Y ?

(b) (Férmula de integracion por partes} Si feCH ) ypell() entonces:
=0 Vj=1,...,N.
/ fo— o, Jg=1

(c) (Férmula de Green) Si f € C*(Q) y ¢ € CL(Q)) entonces:

/Q(Af)gw/gw-w:o.

Demostracion. (a): Consideremos a la extension trivial de ¢ y que, por simplicidad,
denotaremos igual. Entonces ¢ € CH(RY) por lo que existe r > 0 tal que sop(p) C
[—r, 7]V,

Sin pérdida de generalidad sea j = 1. Como aa es continua en [—r, 7], el teorema
fundamental del calculo asegura que,

/r gﬁf ($17 )dl'l = 90(7'7:%\) _(10(_7’7'%) = O V:f = (3}2,...,1'N> € RN_l.
—_r 1

En consecuencia,

T Oy
8x1 /R —(x1,2)dx; dT = 0.

N-1 )y Oxy

(b): Como f € C'(Q) y ¢ € C}(2) entonces del inciso (a) se tiene que:

_ 3(fw)_ Oy 6‘f .
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(c):Seaj=1,...,N.Como f € C*(Q) entonces %fj € C1(Q2) y del inciso (b) se tiene
que:

o°f 9 oe
Q&I?(p o 0z;0r;
Sumando sobre j € {1,..., N} la expresién anterior obtenemos que:
N o2 N
0 af o
[(£28)0 [ S22
o \ i 0; Q5 Ox; O;
que es la identidad deseada. O

Recordando un poco la motivacién, nuestro primer objetivo es dar una descripciéon
de la completacion del espacio C2°(€2) con el producto escalar:

(o) = [ Vo-vi+ [ oy,

Con las férmulas dadas en el Teorema 6.1 lograremos resolver tal problema y, para
ello, introduciremos una nocién del concepto de derivada que extiende el concepto usual
de derivada parcial en R".

Definicién 6.2 Sea u € LiOC(Q). Decimos que u es débilmente diferenciable en
Q (d.d. en Q) si existen vy, ..., vy € Lioc“z) tales que:

i
ad

. axj—i—/(zngo:O Vo € C°(Q)

para cada j =1,...,N.

Observacioén 6.3 Sea u € LiOC(Q) débilmente diferenciable y supongamos que, para

cada j =1,..., N, existen funciones vj,w; € LiOC(Q) tales que:

Iy Oy /
. o=0= et , < ().
/Quaxj%—/ﬂngo 0 /Quaxj+ﬂw]g0 Vo € C°(Q)

Entonces, [o(v; —w;)e = 0 para cada ¢ € CX(2) y, por el lema fundamental del
cdlculo de variaciones (ver Teorema 5.4), concluimos que v; = w; c.d. en €.

La Observacién 6.3 establece que, si u es débilmente diferenciable en €2, entonces las
funciones vy, ..., vy que satisfacen:

Oy B ~
/Quaijr/ij@_o Vo € C(Q)
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son Unicas. A v; € Llloc(Q) la llamamos la j ésima derivada débil de u y la denotamos
por Dju. Definimos, por tanto, el gradiente débil de v como Vu := (Dyu,..., Dyu)
y en algunas ocasiones escribiremos Dyu := u.

Los siguientes ejemplos muestran que el concepto de derivada débil es una generali-
zacion del concepto usual de calculo.

Ejemplo 6.4 Siu € C'(2) entonces u es débilmente diferenciable en Q2 y sus derivadas
débiles coinciden con sus derivadas parciales.

Demostracion. De la féormula de integracién por partes (ver Teorema 6.1) se sigue que,
para cada j =1,..., N,

dp ou -

y, por lo tanto, que u es d.d. en € con Dju = 687“]_. 0
Ejemplo 6.5 La funcion u: (—1,1) = R dada por u(z) := |z| es d.d. en (—1,1) y su
derivada débil es la funcion

- 1 si x € (0,1),
Du(z) = { 1 si x € (—1,0].

Demostracion. Sea ¢ € C°(—1,1). La funcién u es diferenciable en (—1,0) y en (0, 1)
y su derivada en dichos intervalos coincide con la funcién Du. Asi, por el teorema
fundamental del calculo se tiene que:



pues sop(¢) C (—1,1). O
Sin embargo, no es cierto que toda funciéon es débilmente diferenciable.

Ejemplo 6.6 La funcién v:(—1,1) = R dada por:

B 1 si v € (0,1),
v(r) == { -1 st x € (—1,0],

no es débilmente diferenciable en (—1,1).

Demostracion. Argumentando por contradiccion, supongamos que existe una funcién
Dv € Ly, .(=1,1) tal que:

1 1
/ vg0’+/ (Dv)p =0 Ve eCr(—1,1).
1 1

Sea (p;) una sucesién en C°(—1,1) tal que ¢;(0) = 1 y sop(p;) C (—%, %) Por
ejemplo:
0 si|z| > %,

;) = exp{(w2 e +J } si x| < %

Para j > 1 se tiene que:

1 0 1
/_lvgag-:/_lvgong/o vcpg / 90]+/ 90] —2p;(0) = —2.
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Por otro lado, como ||¢;|l« = 1 entonces:

Lo

1 1 1
< [ 1Dvllgsl = [, 1Dvllgi] < ligill [, 1Dv] = 0 cuando j — oo.
J 7
En consecuencia, para 2 > 0, existe j» € N tal que —2 < — fil(Dv)goh y por lo tanto

1 1
| vel # = [ (D)
lo que contradice nuestra suposicion. O

En los siguientes ejercicios resolvemos algunas preguntas comunes sobre el concepto

de derivada débil.

Ejercicio 6.7 ;Eziste una funcion diferenciable c.d. que no sea débilmente diferencia-
ble?

(Sugerencia: Considera la funcion de Cantor ¥ en (0,1)).

Ejercicio 6.8 ;Fuxiste una funcion no continua que sea débilmente diferenciable?

(Sugerencia: Considera la funcion de Dirichlet 1o en R).
Ejercicio 6.9 ;La funcién 1gn g,y es débilmente diferenciable en RN 2

Ejercicio 6.10 Sean u € Ll () y Qy C Q abierto. Prueba que, si u es d.d. en Q
entonces ulg, es d.d. en Qo y Dj(ula,) = (Dju)|q, para cada j =1,...,N.

Finalizamos esta seccion con algunas propiedades de las derivadas débiles.

Teorema 6.11 (Linealidad de la derivada débil) Siu,v € Li (Q) son débilmente
diferenciables entonces au + Pv es débilmente diferenciable para cualesquiera o, f € R
y Dj(au+ pv) = aD;(u) + fD;(v) para cada j =1,...,N.

Demostracion. Sean «, f € R. Para cada j =1,..., N y cada ¢ € C°(Q) se tiene que:

/Q l(ozu—i-ﬁv)g? + (a Dj(u) +5Dj(v))4 :Q/Q <UW+Djw>

Z; Oz

Op B

Esto prueba que au + fv es d.d. en  y que su j-ésima derivada débil es aD;(u) +
ﬁDj(U). O

En general no es cierto que si u,v € LiOC(Q) entonces uv € LiOC(Q) por lo que
en principio no tiene sentido pensar en la derivada débil del producto, sin embargo,
al considerar a alguna de las funciones u y v lo suficientemente suave obtenemos el
siguiente resultado:
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Teorema 6.12 (Derivada débil del producto) Siu € LL.(Q) y £ € CZ(Q) enton-
ces la extension trivial de w& es débilmente diferenciable en RY y

%3

Demostracion. Sea o € C2(RY). Entonces ¢ & € C¥(Q) v, en consecuencia,
0= [ e e+ [ (Da(e)
—/uf ot) +/
- [ofent a—%+a—% >+/(DjU)(s0§)
:/Q(“ axj +, ( )‘”/ (D;
:/Q(u a%+/ (Dug+u>
:/RN(“ ox; / ( a§>

para cada 7 = 1,..., N. Esto prueba el resultado. 0

Ejercicio 6.13 Prueba que si Q C RY es abierto conexo y u € LL (Q) es débilmente
diferenciable en 2 con Dju = 0 c.d. en ) para cada j = 1,..., N entonces u es constante

c.d. en ).
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7. Espacios de Sobolev

Una vez introducido el concepto de derivada débil, estamos en condiciones de trabajar
en un marco mas amplio que el de las funciones suaves. En este contexto, resulta natural
reunir en un mismo espacio aquellas funciones que, ademéas de pertenecer a LP((),
poseen derivadas débiles que también son integrables.

Los espacios de Sobolev surgen asi como el entorno adecuado para este tipo de
funciones, y fueron introducidos por Sergei Sobolev en la década de 1930 en el estudio
de ecuaciones en derivadas parciales, donde surgio la necesidad de considerar soluciones
mas generales que las clasicamente diferenciables como veremos més adelante.

Sea ) C RY abierto. Para p € [1, 00| definimos el espacio de Sobolev W1?(()
como:

Wh(Q):={ueL’(Q) : uesdd. en Qy Djue LP(Q) Vi=1,...,N}.

Dado que W'P(Q) C LP(Q) y LP(2) es un espacio vectorial sobre R, la Proposiciéon
6.11 asegura que WP(Q) es un espacio vectorial sobre R.

Para u € W'?(Q) definimos:

1/p )
_ ) (Il + ID1ullf ey + -+ I Dvullfagy) "~ siope[l,00),
lullwingey =14\ -
max {||u||Loo(Q), | Dyl ooy, - - - ||DNU||LOO(Q)} si p = oo.

Es inmediato notar que si u € W'?(Q) entonces ||Djul|zro) < [Jullwir) para cada
j=20,..., N. Esta observacién nos permitird concluir lo siguiente:

Proposiciéon 7.1 |- |lwisq) es una norma en W'(Q) para todo p € [1, 00].

Demostracion. Consideramos dos casos.
Caso 1. Sean u,v € WH(Q) y a € R.

Siu =0 en  entonces Dju = 0 para cada j = 1,..., N y, por lo tanto, ||ul|zr) =
|Djul|r» = 0 para cada j = 1,..., N. En consecuencia, ||ul[w1»@) = 0. Inversamente,
si |lullwir) =0, como 0 < ||u|r) < [Jullwir@) entonces u =0 en .

Luego, usando las propiedades de la norma en LP({2) obtenemos que:

N N
loul[fy1nq) = D laDjullp, = |afP Y [1Djullre = lal”[ullfyisq)-
§=0 §=0
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Finalmente, aplicando la desigualdad de Minkowski obtenemos que:

N 1/p
[+ vllwir@) = | lu+vll7q) + > IDju+ Djv”ip(ﬂ))
j=1
N 1/p
p
< (lullzo@ + I0lo@)? + X (IDsull o) + 1 Dol oo ) )
j=1
N 1/p 1/p
< Nl + D2 IIDjUII’Ep(m) + (Ilvll’ip(g + Z D575 m)
j=1
= [ullwrr@) + l[vllwir@)-
CASO 2. p = o0.
Es un ejercicio. 0

Sea p € [1,00]. Nos preguntamos si los espacios de Sobolev son de Banach: Si (uy)
una sucesion de Cauchy en WHP(Q) entonces (D;uy) es una sucesién de Cauchy en
LP(Q2) para cada j =0,..., N. Asi, existen funciones u,vy,...,vy € LP(2) tales que:

Jim g, — | o) = 0,
Jim [ D ug, = vj]| e (@) = 0

para cada j =1,..., V.

Sea ¢ € [1,00] el exponente conjugado de p € [1,00] y sea ¢ € C(f2) arbitraria.

Como ¢, 57“0]_ € L1(Q) para cada j = 1,..., N, aplicando la desigualdad de Holder-Riesz
obtenemos que:

8 8 0
Iy Do / I Jde
Q
Ui /Q(Djuk%D’ < /Q |vj = Dju| | < [[v; = Djull e 1€l Lo - (11)

o, ; (10)

L9(9)

< lu — url|r ()

¢
aZEj

Gx] ax]

Tomando el limite cuando & — oo en (10) y (11) concluimos que, para cada j =

1,...,N,
dp , B
/gz“agq*/gvf@—égﬁ.z( “%*/D“k >—0=

pues uy es d.d. en ) para todo £ € N. En consecuencia, u es d.d. en Q y D;u = v; para
cada 7 =1,..., N. Méas atn,

klg& |ur — wl|wrp) = 0.
Hemos probado el siguiente resultado:
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Teorema 7.2 Sea p € [1,00].

(a) Si (uy) es una sucesion en WHP(Q) tal que ux — u y Dju, — v; en LP(Q) para
cada j =1,...,N entonces u es d.d. en Q, Dju=v; y u, — u en WH(Q).

(b) (WhP(Q), || - lwir) es un espacio de Banach.

Definicién 7.3 Sip = 2 escribimos H'(Q2) := WH2(Q).
En HY(Q) la funcién:

(u, ) g1 () ::/qu%—i::l/ﬂ(Dju)(Djv) :/ﬂuv#—/QVu-Vv

define un producto escalar que induce a la norma || - ||wi2(q). Por lo tanto, H'(Q) es
un espacio de Hilbert.

Con lo desarrollado en esta seccién y la anterior hemos dado una primera respuesta
parcial al objetivo inicial: al extender el concepto de derivada a funciones en LP(S),
hemos construido un marco en el que es natural considerar funciones que no son nece-
sariamente suaves, pero que conservan una nocién de derivada bien definida. En este
contexto, los espacios de Sobolev aparecen de manera natural como candidatos a ser la
completacién del espacio C°(£2) respecto a la norma

p

Jdp
o0x;

N
el n @) + D -
P Lr(Q)

J
Sin embargo, ain queda una cuestién fundamental por resolver: queremos entender
si todas las funciones de W'?(f2) pueden aproximarse, en esta norma, por funciones
suaves con soporte compacto. Es decir, necesitamos aclarar cudal es la relacion entre
o) 1,
C(Q2) y WhpP(Q).

Responder a esta pregunta no solo completa la descripcion del espacio, sino que tam-
bién nos dird hasta qué punto las funciones suaves permiten aproximar a las funciones
de este nuevo contexto. Por ello, el siguiente paso natural serd estudiar si C:°(£2) es
denso en Whr(Q).

Observacion 7.4 Como antes, si @ = RN escribiremos || - ||y1.p @~y Unicamente como
| - [[wie para evitar confusion y simplificar la notacion.
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8. Aproximacién por funciones suaves

Sea p € [1,00). El objetivo en esta seccién es estudiar si el espacio C2°(2) es denso
en W1P(Q) para todo subconjunto abierto 2 de RY.

Empezaremos primero el caso cuando Q = RV y, para ello, requerimos del siguiente
resultado.

Lema 8.1 (de truncamiento) Sea (1) sucesion en C*®(RY) N W'P(RYN) tal que
or — u en WHP(RYN). Entonces, existe una sucesion (ug) en C°(RY) tal que ux — u

en WHP(RY).

Demostracion. Sea & € C°(RY) tal que 0 < £(z) < 1 para todo z € RV, £(x) = 1 si
[zl <1y &(x) = 0si Jzf] > 2.

AN

-2 -1 1 2

Definiendo, para cada k € N, & (x) := ¢ (%) se tiene que &, € C(RY), 0 < & (z) < 1
para todo x € RY, &(2) = 1si ||z|| < kv &(z) =0 si ||z > 2k.

Definamos a la sucesion (uy) como wuy := & ¢y, en donde, para cada k € N, es claro
que ug € C°(RY) pues sop(uy) C sop(&r).

Probaremos, en los siguientes pasos, que u, — u en W1hP(RY).

PAso 1: Sea v € LP(RY) arbitraria.

La sucesién (v &) estd claramente en LP(RY) pues [pn [0 &P < ||& |7 Jan [v[P < 0.
Ademas, |(v&)(@)] = [v(@)[|&(@)] < [0o(2)] y T v()E(x) = () iy & () =
v(z) para todo x € RY. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura
que:

lim |Jv — v&| | = 0.
k—ro0

Paso 2: Como u € WHP(RY) C LP(RY) entonces Dju € LP(RY) para cada j =
0,1,...,N y, del PASO 1, se tiene que:

N.

Y

l}irgo\|D]u—D]u£k|]Lp =0 VJ:O,l,
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Ahora,
/RN |u &y — ug|? = /RN lw&p — VY &P = /RN |u — Pr|P1ER|P < JJu — Yllf, — 0

pues ¥y, — u en WHP(RY),

Del mismo modo, para j =1,..., N,

3% W |” oy ||
Diug, — 2% :/ Dyu— 2% e < ||Dju — S2F 0
/]R ‘ &k fk o [Pt ; &P < || Dju oz, |,
pues ¢ — u en lep(RN).
Por tanto, para cada j =1,..., N
lu —ugllpe < llu—wé|lLe + lluh — ugllLe,
0
D; U—fkﬂ < ||Dju — Dju&pl|rr + || Djuéy — & i ,
8 J Lp 8:75] Lp

y aplicando el PASO 1 junto con lo antes mostrado concluimos que up — u y que
% awk — Dju en LP(RY) para cada j =1,..., N.

PASO 3: Notemos que, para cualesquiera k € Ny x € RY

)= e (2) =1 2c (%)

para cada j =1,..., N. En consecuencia,
9| _ 1]19¢
ox;|| . k Ozl
para cada j = 1,..., N. Luego, como ¢ — u en W'P(RY) entonces (¢;.) estd acotada

en WP(RY) y por lo tanto en LP(RY). Es decir, existe ¢ > 0 tal que |||/}, < c.
Asi pues, para j =1,..., N

Ok / & " _ | o / v 5&;
— 12 — ok ) 0
‘8% (o 7 e |, Vi, 8% . |hw|” = oz, ||@/Jk||L < k:
y en consecuencia:
0 0 0 0
‘D u— ZUN | Dju— Ok V) HD =g Y H S el = 0.
ax] Lp 8$j Lp Ljllre
Paso 4: Hemos probado que la sucesién (up) en C°(RYM) es tal que up — u y
Djup — Dju para cada j = 1,...,N en LF(RY). Por lo tanto, uy — u en WHP(RY)
con lo que concluimos la demostracion. (]
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Teorema 8.2 C°(RY) es denso en WP(RY) para todo p € [1,00).

Demostracién. Sea u € WHP(RY) y sea (pg) una sucesién regularizante. El Corolario
3.6 asegura que, para cada k € N, las funciones u * p;, y % * u estdn en C®°(RY) para

j=1,...,N. Méas atin, u x pp € C°(RY) N WH(RY) pues por la Proposicién 3.8

1

Sea x € RY arbitraria pero fija. Para cada k € N, la funcién ¢ (y) := pp(r — y) es
un elemento de C°(RY) y, como u es d.d. en RY, para cada j =1,..., N se tiene que:

lu* pllze < lpxllorlJullrr < oo,

Pk Pk
—_— * R
Y Ba:j

<
a.Tj

Lp

||u||Lp < Q.

Ll

0= [ 1) grontw) dy+ [ Dyuts)ons) dy
== |n U(y)aipk(x —y)dy + /RN Dju(y)pi(z —y) dy

= — (u * gf;;) (z) + (Dju* p) ().

En consecuencia, a%j(u * Pr) = U * % = Djux*p, paracada j=1,...,N.
Como u, Dyu, ..., Dyu € LP(RY) entonces (u * py) — u'y (Dju* py) — Dju en

LP(RY) paracada j = 1,..., N (ver Proposicién 4.4). Es decir, (uxpy) — u en WHP(RY)
y aplicando el Lema 8.1 concluimos que existe (uy) en C(RY) tal que u, — u en
WHP(RY). 0

En la demostracion anterior mostramos el siguiente resultado. Aun asi, volvemos a
dejar la prueba como un ejercicio.

Ejercicio 8.3 Sea u € WY(RY) y £ € C*(RY). Prueba que & xu € WHP(RY) y que
D;(&xu) =& Dju para cada j =1,...,N.

Sea 2 C R¥ un subconjunto abierto propio. En general, no es cierto que el subespacio
C>(92) es denso en W?(Q) (ver [8]). En ese sentido, definimos el espacio de Sobolev
homogéneo W, " (Q) como la cerradura de C°(Q) en W'?(Q). Es decir, Wy (Q) =
C2(Q). Es claro entonces que W, () es un subespacio vectorial cerrado de W'?(Q) y
es, por tanto, un espacio de Banach.

Si p = 2 escribimos HL(Q) := Wy*(Q) y, en este caso, H}(Q) es un espacio de
Hilbert.

Algunos tipos de funciones que estdn en Wy () son las siguientes:
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Proposicién 8.4 Siu € CL(Q) entonces u € Wy (Q).

Demostracién. Si u € CL(Q) y (pi) es una sucesion regularizante, por el Teorema 4.6

existe ko € N tal que u * p, € C(Q2) para cada k > ko y tal que u * pp — u en LP(2).

El Corolario 3.6 implica ademds que 52— (u * p) € C(Q) y 52 (u * p) = 2% * py,

x;
para cada j = 1,..., N de modo que por el Teorema 4.6 % * pp — % en LP(Q)) para
J J

cada j = 1,..., N. El Teorema 7.2 implica entonces que u * p, — u en WHP(Q) y por
lo tanto u € W, 7(Q). O

El siguiente resultado nos permite considerar a Wy () como un subespacio vectorial
de W1P(RY). Dada una funcién v en €, denotamos por v a su extensién trivial en RY,
es decir, () =0six € RN N Q y 9(x) = v(z) si x € Q.

Proposicién 8.5 Si u € Wy (RY) entonces u € W(RN) y D;(4) = D;u para cada
j=1,....N.

Ejercicio 8.6 Prueba la Proposicion 8.5.

El hecho de que los elementos de W, (€2) sean el limite de funciones en C2°(Q) nos
permitira investigar algunas extensiones de las propiedades basicas de las funciones en
Ce(Q).

Veamos si es posible extender la regla de la cadena: Sea u € W, ?(Q) y sea g € C1(R).
Buscaremos las condiciones que debe cumplir la funcién g para concluir que g o u €
Wi#(9) v Dy{g o) = (¢’ ou)Dyu.

AFIRMACION 1: Sea (%) una sucesion en C°(Q2) tal que 1, — w en WP(Q). Es
claro que (go) es una sucesion de elementos de C'(2). Ademés, dada k € N, si 2 € wy,
entonces ¢, (x) = 0y por lo tanto si g(0) = 0 se tiene que g(Yx(x)) = g(0) = 0, es decir,
T € Wyoy, de donde concluimos que sop(g o ¢x) C sop(¢x) C Q (ver Ejercicio 2.10). En
consecuencia, (g o 1y,) es una sucesién de elementos de C}(€) y por la Proposicién 8.4
una sucesién en Wy ().

AFIRMACION 2: Por el teorema del valor medio, para cualesquiera t; < t,, existe
€ € (t1,19) tal que:

g(t2) — g(t1) = ¢'(€)(t2 — t1)

y, por lo tanto, si ¢’ € L*(R) entonces:
l9(t1) = g(t2)] < (|9 lloclt — ta]  Vt1, 12 €R. (12)
En consecuencia,
Jlgou—goudr <lgl [ lu—wl vkeN
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por lo que necesariamente g o ¢, — gowu en LP(Q) y, de hecho, gou € LP(Q).

El teorema de Riesz-Weyl asegura que existe una subsucesién (¢y,) de (¢%) tal que
Ui, (x) = u(z) p.ct. z € Qy, como ¢’ es continua, ¢'(Yy,(z)) — ¢ (u(z)) p.c.t. z € Q.

Por lo tanto, para cada j =1,..., N
g (Y, () Dju(x) — ¢'(u(x))Dju(x) p.ct. z € Q.

Mas atn, |¢'(Yr, (2))Dju(z)] < ||¢' ||| Dju(z)| p.c.t. x € Q y para toda ¢ € N. Como
Dju € LP(), el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que:

(i) (9" ou)Dju € LP(Q);
(it) Umi oo [[(9" © ¥, ) Dju — (¢' 0 w) Djul| o) = 0.
AFIRMACION 3: Sea j = 1,..., N. Entonces,
Oy,
axj

p

Oy
Y — 0 cuando 7 — oo

al’j

[, 0D o o)

p
< /p/D- -
<l [, [P

pues Uy, — u en WHP(Q).

Aplicando la desigualdad del triangulo obtenemos que:

/ / a i
= H(g ou)Dju— (g" oy,) aﬁk
i ey

< H(g, o U)D]U - (gl o 7pki)Dju”Lp(Q)

Oy,
T R
J

, 0
oD g0

Lr(Q)

LP()

Tomando el limite cuando 7 — oo en la desigualdad anterior concluimos que %(g o
J

Vi) = (¢’ ocu)Dju en LP(Q).

Hemos probado que (g o ty,) — (gou)y a%j(g o Yg,) — (¢’ ou)Dju en LP(QY) para
cada j =1,...,N. Asi pues, gou es d.d. en Q y Dj(gou) = (¢ o u)Dju para cada
j=1,...,N. Ademas, g o1y, — gou en W'P(Q) y como g o 1y, € Wy () para todo
i € N entonces g o u € Wy () pues es un subespacio cerrado de W?(Q).

Concluimos el teorema de regla de la cadena para derivadas débiles:

Teorema 8.7 (Regla de la cadena para derivadas débiles) Sea g € C'(R) con
g(0) = 0 y g € L2R). Siu € WyP(Q) entonces g ou € WyP(Q) vy, para cada
j=1,....N,

Dj(gou) = (¢ ou)Dju.
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Ejercicio 8.8 Prueba que, si u € Wy'(Q) y g € CY(R), entonces no necesariamente
gou € WyP(Q).
(Sugerencia: Considera Q C RY no acotado y g=1.)

Veamos una aplicacion interesante del resultado anterior.

Proposicién 8.9 Siu € W,7(Q) entonces |u| € Wy*(Q) y, para cada j=1,...,N,

Dju(x) st u(x)
(Djlul)(z) = 0 siu(z)
—Dju(x)  si u(x)

ALV
oo o

Demostracion. Consideremos la sucesion de funciones & : R — R dadas por:
) 2 1/2
Glt) =+ %) -1

en donde es claro que & es diferenciable en Ry £,.(t) = 7z para todo ¢t € R.

_t
ey

&k &

Por tanto, (&) es una sucesién de funciones en C!(R) tal que &(0) = 0y &, € L*(R)
para todo k € N. El Teorema 8.7 asegura que, para todo k € N, (g ou € Wol’p(Q) y
D;(&ou) = (&, ou)Dju para cada j =1,..., N.

AFIRMACION 1: & ou — |u| en LP(Q).

Notemos que, para x € €2 arbitraria pero fija, | (u(z))| < |u(z)| para cada k € Ny

i € (u(@) = lim ((6(@) + )2 = 1) = Ju(@)].

k—00

El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que limy_, o ||(&xou) —
|ul|| Lr(2) = 0 pues |u| € LP(Q).

AFIRMACION 2: Para cada j =1,..., N, D;(§ ou) — sgn(u)Dju en LP().

Sea j = 1,...,N. Como |§;| < 1 en R para todo k € N entonces |D;(§; o u)| =
|(&, ou)Dju| < |Dju| en Q para todo k € N.
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Para x € Q) arbitraria pero fija se tiene que:

lim (D6 (u(x))) = lim (& (u(2))) Du(x)

, u(z)
= lim Dju(z)
k—o0 <u2 (.CL'

= sgn(u(z))D;
Dado que D;ju € LP()) entonces el teorema de la convergencia dominada asegura

que:
lim || D;(é o u) — sgn(u) Djul| ey = 0.

De las afirmaciones anteriores y el Teorema 7.2 concluimos que |u| € Wy (Q) y que
|Djlu|| = |D;u| para cada j =1,..., N. O

Dada u : 2 = R definimos
ut = max{u, 0}, v~ := min{u, 0}.

Ejercicio 8.10 Prueba que, si u € W, P(Q), entonces ut,u~ € WyP(Q) y calcula sus
derivadas débiles.

Ejercicio 8.11 Prueba que el espacio C°(2) nunca es denso en el espacio de Sobolev

W (Q).
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9. Dominios suaves

Sea © C RY abierto y sea p € [1,00). El hecho de que hayamos definido el espacio
Wy (Q) como la cerradura de C°(Q) en W'(Q) nos hace imaginar a los elementos
de Wy?(Q) como funciones en W?(Q) que se anulan en la frontera de Q. Esta forma
de pensar al espacio Wol P(€)) no tiene mucho sentido pues sus elementos son clases de
equivalencia de funciones que coinciden en €2 salvo un conjunto de medida cero y si 0f)
tiene medida cero, en cualquier clase de equivalencia hay una funcién que se anula ahi.

En esta seccion estudiaremos las condiciones bajo las cuales el comentario anterior
tiene sentido. Sin embargo, para un mejor estudio de este fendmeno se sugiere consultar
[8, Seccién 5.5].

El primer resultado de esta seccién establece que si u € WP(Q) es suficientemente
regular y se anula en 99 entonces u € Wy (). Para ello requerimos del siguiente lema
que a su vez utiliza el teorema de Friedrichs que no abarcaremos en estas notas.

Teorema 9.1 (Friedrichs) Sea u € WYP(Q). Erxiste una sucesion (ug) en C(RY) tal

que uglg — u en LP(Q) y axk|w — Djul, en LP(w) para cada j = 1,...,N, para todo
w CC Q.
Demostracion. Consulta, por ejemplo, [1, Teorema 9.2]. O

Lema 9.2 Siu € W'?(Q) es tal que sop(u) es compacto y estd contenido en Q) entonces
u € WyP(Q).

Demostracion. Sea w abierto tal que sop(u) C w CC €. Elijamos £ € C°(w) tal que
0<&(x) <lparatodox € wy&(x)=1siz € sop(u). Entonces, {(x)u(z) = u(x) para
todo = € Q. Por el Teorema 9.1 existe una sucesion (uz) en C°(RY) tal que uglg — u
en LP(Q) y axk’w — Djul, en LP(w) para cada j =1,..., N.

En consecuencia,
[§ur — ullpp) = /pr|uk —ulP < /Q |up — ulP — 0 cuando k — oo.
Luego, el Teorema 6.12 nos asegura que:
0 o€ Ouy,
— —D; — — D, Q.
) = Dy(60) = St =) +€ (52 - D) en

Aplicando la desigualdad de Minkowski concluimos que:

:(L )
| (L) + (]

23

(§ur) — D;(Eu)

0
Haxj(ﬁuk) -

Lr(Q)

%_D

p) 1/p




Tomando el limite cuando k — oo en la desigualdad anterior concluimos que {uy, — u
en WHP(Q) y, por tanto, que u € W, 7(Q). O

Teorema 9.3 Siu € W' (Q)NCY(Q) es tal que u=0 en IQ entonces u € W, (Q).

Demostracion. Procedemos por casos:
CAso0 1: sop(u) es acotado.

Tomemos g € C'(R) tal que |g(t)] < |t| para todot € Ry
0 st <1,
9(t) _{ t o osil > 2
Definamos, para cada k € N, g;(t) := +g(kt). Entonces, gr € C'(R) cumple que:

, N B
] y gk<t) - { 1 si |t| Z

o s <
gk(t) - { t si |t| Z

7| boF | =

Y

I =Sl

9k

Definiendo uy := gx o u para cada k € N, se tiene que ux € W'?(Q) y que D;(uy) =

(g, cu)Dju para cada j =1,..., N (ver Teorema 8.7).
Sea t € R~ {0}. Existe k(z) € N tal que % < || y, por lo tanto, gx(t) = t y
gr(t) = 1 para cada k > k(x). En consecuencia, gi(t) =ty g.(t) = 1 en R.

Sea j =1,...,N. De lo anterior concluimos que u;, — u y D;(ux) — Dju c.d. en €.
Ademas, como |g(t)| < |t| para todo t € R entonces:

Jun ()| = ;Ig(k‘U(I))I <lu@)| v [Dj(ur(x)] = lgp(u(z)) Dju(z)| < [Dju(z)l

para todo z € € y para todo k£ € N. El teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue asegura que uy, — u'y Dj(u) — Dju en LP(Q2). En consecuencia, uj, — u en

Whe(Q).
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Definamos, para cada k& € N, el conjunto Uy, := u~* (—%,%) Como u € C°(Q) y
u = 0 en 0N entonces U, es un abierto relativo a Q v es tal que 9Q C U,. Ademas,
si ¢ € Uy, entonces |u(x)] < ¢ por lo que gp(u(z)) = 0. Es decir, w, U Uy C wyou. En
consecuencia, sop(ug) C sop(u) N (2~ U) C Q (ver Ejercicio 2.10) y, como sop(u) es
acotado, concluimos que sop(uy) es compacto. El Lema 9.2 asegura que u; € W,7?(Q)

para todo k € N y por lo tanto u € W, ().

CAsO 2: sop(u) no es acotado.

Fijamos una funcién & € C°(RY) (ver Lema 5.1) tal que 0 < ¢ < 1en RN, £(x) =1
si |z <1y &(x)=0silz] > 2. Definiendo & (x) := &(¥) ¥ ur := &eu para todo
k € N se sigue del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue que uy — u y que
Dj(uy) = %%u—i—ék Dju — Dju en LP(Q) para cada j = 1,..., N pues & — 1 en RY.

J
Por tanto, ux — u en W1?(Q).

Dado que sop(uy,) C sop(&;) entonces sop(ug) es acotado y, como u; € C°(Q) con

u, = 0 en 9N, entonces uy € Wy () por el CAso 1. En consecuencia, u € W, ?(Q). O

El reciproco del teorema anterior no es cierto en general. Sin embargo, si {2 es sufi-
cientemente regular, si lo es. Precisemos esta idea:

Definicién 9.4 Sean €2 y Q dos subconjuntos abiertos de RN y o : Q — Q una funcion.
Decimos que U es un difeomorfismo de clase C* si ¥ es biyectiva, U es de clase C*
en Q y 9! es de clase CF en ().

Definicién 9.5 Un subconjunto abierto 0 C RN es de clase C* si, para cada
xo € 09, existe una vecindad abierta U de xoy en RN y un difeomorfismo ¥ : B ~*(0) x
(—1,1) = U de clase C* que satisface lo siguiente:

(1) 9(0,0) = zo;

(ii) 9(BY1(0) x (0,1)) =UNQ;
(i) 9(By~H0) x {0}) = U N 9N donde BY(0) := {y e RN~ : ||y| < 1}.
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Ejercicio 9.6 Identifica de qué clase son los siquientes subconjuntos de R :

(a) La bola abierta unitaria B (0).
(b) El rectingulo abierto (—1,1)N.

Observacién 9.7 Sea Q C RN un dominio de clase C* y xy € 0. Entonces, el di-
feomorfismo de clase C* que describe localmente la frontera puede considerarse, tras un
reescalamiento adecuado, en una vecindad acotada V' de xy, dando lugar a una aplica-
cion

9 BYTN0) x [-1,1] = V

que es un difeomorfismo en el interior y satisface
I(BYH(0) x (0,1)) =V NQ,  d(BY(0) x 0) =V NI

Ademds, ¥y, Junto con todas sus derivadas parciales, se extienden continuamente
hasta la frontera de By ~'(0) x [—1,1] y V, respectivamente.

Esta propiedad se obtiene componiendo con un simple reescalamiento H, lo cual
preserva la reqularidad y permite trabajar en un dominio acotado.

El resultado principal de esta seccion es el siguiente:
Teorema 9.8 Si Q) C RN es de clase C' yu € WyP(Q) NCQ) entonces u = 0 en 0.

Para demostrarlo usaremos el lema de cambio de variable para derivadas débiles cuya
demostracion puede consultarse, por ejemplo, en [3, Proposicion 16.23].
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Lema 9.9 (Cambio de variable para derivadas débiles) Sea ¥ : Q — Q un di-
feomorfismo de clase C' tal que % e L™(Q) y % € L>(Q) para todo i,j =

1,...,N. Siue WP (Q) entonces uod € WyP(Q) y

0V,

N
) (Djuov)
(o) = 3 (Dyued)5?

para todo i = 1,...,N donde ¥; : Q>R y 9;' : Q — R denotan la i-ésima funcion
componente de ¥ y 97! respectivamente.

Demostracion del Teorema 9.8. Sea u € Wy P (Q) NCY(Q

) v sea zg € 02 arbitrario.
A través de un reescalamiento (ver Observacién 9.7)

leglmos ¥y U acotado de

tal forma que 1, g—;’; son continuas en BY1(0) x [—1,1], ; : en U y en cuyo caso
99 ¢ L(BY(0) x (~1,1) y
Sea K := 1 (B));'(0) x [~4,3]) v 6 == dist(K,RY \ U) > 0. Existe £ € C*(RY)

E L*>(U) para cualesqulera 1<4,5<N.

272

talque 0 <E<1lenRY £(z)=1siz € K yé&(x)=0sidist(z, K) > d. De hecho,

sop(§) C {x e RY : dist(x, K) < 5} cU.

AFIRMACION 1: fu € WP (QNU)
Sea (1)) sucesién en C°°( ) tal que ¥ — u en WHP(Q).

Como & € C®(RY) y sop(§) C U entonces sop(éu) € QN U y asi (£4y) es una
sucesién de elementos de C*(QNU).
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Notemos que:

It = Eullimney = [ I€PIok =l < el [ 1o = ul? < o =l

y, como ¥, — u en LP(Q2), entonces {iy — Eu en LP(QNU).

Ahora, para j =1,..., N,
23 Oy 23
O AR I (RS R O

H (Y —u)
LP(QNU)
(22 -on
LP(QNU)
0%
< 07% N 9% — UHLP(QOU)
o
lelle |52 - 2,
Lr(QNU)
0%
o R
o
1€ Ha - D
Lr(Q)

y usando que g%f — Dju y ¢y, — u en LP(2) obtenemos que:

B o¢

§Du>

LP(QNU)

en LP(QNU). Por tanto, Eu es d.d. en QN U y D;(éu) = EDju + a%iu para cada
j=1,...,N. Esto prueba que éu € WH(QNU) y que &y, — Eu en WHP(Q N U) por

lo que necesariamente éu € Wy (QN U).
OBSERVACION: Como elegimos ¥ de tal forma que:

oY, o971
e L®(BNT! —-1,1 .
oy, € LBITO X (-11) v

e L>(U)

para cualesquiera 1 < i,7 < N, por el cambio de variable para derivadas débiles (ver

Lema 9.9) tenemos que:
(€u) o € Wo” (BY71(0) x (0,1)).
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Ademi4s, como u € C°(Q), £ € C®°(RY) y 9 es un homeomorfismo, entonces:
9 (BYH0) x [0,1]) =QnT cQ

pues J(BY1(0) x (0,1)) =QnU.
Consideremos v := (§u) o9 € Wy* (B 71(0) x (0,1)) N (BY(0) x [0,1]).
AFIRMACION 2: v(y,0) = 0 para cada y € By *(0).
Como v € W,? (B{V_I(O) x (0, 1))7 existe una sucesion (¢y,) en C2° (B{V_I(O) x (0, 1))
tal que o, — v en WP (B{V_l(()) x (0, 1))

Como sop(gy) C BI¥71(0) x (0,1), considerando la extension por 0 a By ~*(0) x [0, 1]
obtenemos que ¢;(y,0) = 0 para todo y € By ~1(0). Por el teorema fundamental del
calculo se tiene que:

or(y,t) = or(y,t) — ¢y, 0) = ; ——(y,8)ds Vte(0,1). (13)

Como v € C° (B{V’l(O) x [0, 1]) entonces para cada y € Bi'(0), la funcién ¢
v(y,t) es continua en [0, 1]. Fijemos y € By (0) y sea ¢ € (0,1). Por el teorema del
valor medio para integrales, existen t., s. € (0, ¢) tales que:

[ enty.nldt = elnly. ) (14

| ot 0lde = elo(y, 5.)1 (15)

Asi, de (13) se tiene que:

€ agpk

Doy,
Yy,s TN(yv S)

1 ¢ te
- — < R
8/0 lor(y, )] dt = |or(y, te)| _/0 aIN(

Integrando la desigualdad anterior sobre B ~(0) y aplicando el teorema de Fubini
obtenemos que:

1 1 1 €
il I == )| dtd
€ /QE xd € /B{V‘l(o)x(o,a [ 3 /BN—1 / oy, 1) dt dy

</BN1 / aSOk:

81’]\[

donde Q. := B 1(0) x (0,¢).
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Por otro lado, como ¢ — v en WP (B{V_l(O) x (0, 1)) y Q. C BYY0) x (0,1)
entonces @ — vy g%’; — Dyv en LP(Q.). Dado que LY (Q.) < +oo y 1 < p entonces
LP(Q.) C LY(Q.) de forma continua por lo que ¢, — v y g%’; — Dyv en LY(Q.).

Asi, tomando el limite cuando & — oo en (16) obtenemos que:

1
- < Dyv|. 17
S i< [ 1Dl (1)

De la expresién (15) se tiene que:

1 €
oy s2)l = < [ (w0l dt
g Jo

por lo que integrando sobre Bi' ~*(0), usando la desigualdad (17) y el teorema de Fubini

se tiene que:
1
v ,ssd:f/ vg/ Dpyvl.
Joosig sy = [ el < [ 1Dl

Dado que v es continua, tomando el limite cuando ¢ — 0 entonces |v(y,s.)| —
|v(y,0)]. Aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos
que:

— { < { — .
Joso POy =lim [ ety o)l dy <l [ [Dyel =0

Por lo tanto v(y,0) = 0 para todo y € By (0). Y, como ¥(0,0) = z,, entonces
zo € K de modo que &(xp) = 1 y concluimos que:

u(wo) = &(zo)u(zo) = (§u)(0) = (§u) 09(0,0) = v(0,0) =0,

como se queria demostrar. [l
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10. Un problema de Dirichlet homogéneo

En esta seccion damos la primera solucion al problema inicial: Dado un subconjunto
Q) abierto y conexo de RY y f € C°(Q2), buscamos la existencia de una funciéon u € C?(Q)
tal que satisfaga:

—Au+u=f en Q,
(p){ u=0 en 0,

en donde Au = Zé\;l % es el operador de Laplace.
J
Notemos que si u € C2(€) es tal que:
—Au+u=f en ()

entonces:

(FAutu)p=fo  VeelX(Q)
y por lo tanto:
/Q(—AU)W/pr:/Qst Ve ().

Por la férmula de Green (ver Teorema 6.1) la identidad anterior es equivalente a la
expresion:

/QVU-VQO—I—/pr:/Qng Vi € C(0).

Hemos probado lo siguiente:

Proposicién 10.1 Siu € C*(Q) satisface que —Au+u = f en (), entonces:
/vu-w+/u¢:/m Ve Cx(Q).
Q ) Q

Siguiendo el mismo enfoque adoptado en la Secciéon 1, buscamos formular el problema
en un espacio de Hilbert, de modo que la identidad anterior pueda interpretarse de
manera adecuada. Esta perspectiva conduce naturalmente a la siguiente definicion.

Definicién 10.2 Una funcion u € H () que satisface:
[Vuo+ [up= [ fo Yoec()
Q 0 Q

se llama una solucion débil de (p).

Teniendo en cuenta que C°(€2) es denso en el espacio de Sobolev H}(Q) podemos
observar lo siguiente.
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Observacion 10.3 Como C°(Q) es denso en Hg(Q), si u € HJ(Q) es solucion débil
de (p) entonces:

/QVU-VU+/QUUZ/QfU Vo € H(Q). (18)

Inversamente, si u € H}(Q) satisface (18) entonces u es solucién débil de ().

La observacién anterior nos permite reformular el problema original de manera méas
manejable: en lugar de buscar soluciones clésicas, nos centramos primero en encontrar
una solucién débil en el espacio Hj(f2). En otras palabras, el problema se reduce a
determinar si existe una tnica funcién u € H}(Q) tal que

(11, 0) 1y = /Q fo Yue HQ).

Esta reformulacion es especialmente 1til, ya que nos sitia en el marco de los espa-
cios de Hilbert, donde podemos aplicar directamente el teorema de representacion de
Fréchet-Riesz como motivamos al inicio de estas notas.

Teorema 10.4 (Existencia y unicidad de una solucién débil) Para cada [ €
L*(Q) existe una tnica solucion débil u de ().

Demostracion. Sea f € L?(2). Definamos la funcién T : H}(2) — R como:

T(v) = /Q fo

la cual es claramente lineal. Ademas, por la desigualdad de Holder-Riesz, tenemos que:

T < [ 150l < Ifle@lvleo < 1fleolvlmo

para cada v € Hy(2). En consecuencia, T es continua en Hj (). El teorema de repre-
sentacién de Fréchet-Riesz (ver Teorema 1.2) asegura que existe una tnica u € H} ()
tal que:

(w,0) ey = T(w) Vv € HY(Q.
Es decir, existe una tinica solucién débil u € H}(Q) de (p). O

Dado lo anterior, nos preguntamos finalmente, ;cudndo una solucién débil (p) es
una solucion clasica? El siguiente teorema da respuesta a tal pregunta bajo ciertas
condiciones de regularidad en el problema.

Teorema 10.5 Si Q es de clase C', f € L*(Q) N C%(Q) y la solucion débil u € Hj(Q)
de (p) satisface que u € C*(Q), entonces u es una solucién cldsica de (p).
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Demostracion. Como u € H} () NC2(Q) C HE(Q)NC'(Q) y Q es de clase C* entonces
u =0 en 092. Dado que u es soluciéon débil de (p) entonces:

| (u-Vetug) = [ fo  veecz@).
Aplicando la férmula de Green (ver Teorema 6.1) obtenemos que:
/Q(—Aquu—f)cp:O Vi € C2(Q)

y, del lema fundamental del calculo de variaciones (ver Teorema 5.4), concluimos que:

—Au+u—f=0 cd. en Q.

Como u, f € C°(Q2) entonces —Au +u — f € C°(Q2) y por lo tanto —Au +u = f en
Q). Esto concluye la demostracion. O
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11. Formulacion Variacional

En esta seccién damos un primer paso hacia las aplicaciones de la teoria desarrollada,
adentrandonos en el contexto del calculo de variaciones. El objetivo es ofrecer una nueva
perspectiva en la busqueda de soluciones débiles al problema inicial (), mostrando
como las herramientas abstractas introducidas previamente adquieren aqui un papel
central. Para ello, trabajaremos con nociones de diferenciabilidad en espacios de Banach
de dimension infinita, que utilizaremos sin entrar en detalles técnicos; el lector interesado
puede consultar [3, Capitulo 9] y [7, Capitulos 3 y 4].

El problema inicial (p) resulta especialmente interesante porque puede reinterpretar-
se desde un punto de vista variacional, es decir, sus soluciones débiles no solo satisfacen
una ecuacion, sino que emergen como puntos criticos de un funcional definido en el
espacio de Hilbert H} (), conocido como el funcional de energia. Esta formulacién no
solo proporciona una herramienta poderosa para demostrar existencia y unicidad, sino
que también revela una conexién profunda entre el andlisis no lineal y las ecuaciones
diferenciales parciales.

El funcional J : H}(Q) — R dado por:

Jw) =5 [V + )~ [ fu (19)

se llama el funcional de energia asociado al problema (p) y su relacién con él estd
dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 11.1 J: H}(Q) — R es de clase C* y
J'(u)U:/Vu-VU—i—/uv—/fv Vu,v € Hy(Q).
Q Q Q

En consecuencia, u es solucion débil de (p) si y solo siu es un punto critico de J.

De hecho, podemos abordar la Proposicion 11.1 en un sentido mas general en espacios
de Hilbert arbitrarios. Esto es: dado un espacio de Hilbert H = (H, (-,-), || - ||z) sobre
Ry T : H — R una funcién lineal y continua, definimos el funcional de energia
J : H — R asociado a 7' como:

Tw) = glully ~ T(w). (20)

Nos centraremos, por tanto, en la existencia de puntos criticos del funcional 7 :
H — R

Una primera idea para conocer la existencia de puntos criticos de una funcién es
dibujar su grafica. Sin embargo, H puede tener dimension infinita y, en este sentido, no
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es posible hacer tal. Para lograr algo similar, fijemos un elemento u € H con u # Oy y
veamos como es la gréafica de J en el subespacio generado por u. Es decir, consideremos
la funcién 7, : R — R dada por:

Ju(t) = T (tu) = (;uuuz) 2 — (T(u))t. (21)

Dado que T': H — R es lineal, la grafica de esta funcién tendra la siguiente forma:

Podemos inferir que el funcional de energia J : H — R tiene un tnico minimo en
H. Formalizaremos esto en la siguiente seccion.

Ejercicio 11.2 Dados nimeros reales a,b con a > 0, considera la funcion f: R — R
dada por:
f(t) = at* — bt.

Calcula los puntos criticos y los valores criticos de f.

11.1. Diferenciabilidad en espacios de Banach

En esta seccion daremos un breve repaso del concepto de diferenciabilidad en espacios
de Banach. Nos basaremos por completo en [3], [7], [9] v [12].

Sean V. = (V|| - |[v) y W = (W,]| - |lw) espacios de Banach sobre R y sea O un
subconjunto abierto de V.

Recordemos que B(V, W), el espacio de las funciones lineales y continuas de V- a W,
es un espacio de Banach con la norma

1L} == sup{|IT()lw : v e Vy |vlly =1}
Si W = R escribimos V* = B(V,R) y es el espacio dual de V.
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Definicién 11.3 Sea F : O — W una funcion. Decimos que F es (Fréchet) dife-
renciable en el punto uy € O si existe L € B(V,W) tal que:

i 10+ 0) = Fluo) = L)l

=0.
vy [ollv

L es llamada la derivada (de Fréchet) de F en ug y la denotamos por L := F'(uy).

Decimos que F' es (Fréchet) diferenciable en O si es diferenciable en cada punto
u € O. La funcion F' : O — B(V,W) dada por

u— F'(u)

es llamada la derivada (de Fréchet) de ' en O. Si la funcion F' : O — B(V,W) es
continua, decimos que F es de clase C' en O.

Ejercicio 11.4 Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) Si F: O — W es (Fréchet) diferenciable en uy € O, entonces F' es continua en
Uy € O

(b) St F,G : O — W son funciones (Fréchet) diferenciables en ug € O y o, 5 € R,
entonces aF' + G : O — W es (Fréchet) diferenciable en uy y (aF + 5G) (ug) =
aF"(ug) + BG ().

En este texto nos centraremos tnicamente en funciones de la forma F': O — R.

A continuacién, introduciremos un concepto de diferenciacién que nos permitira,
bajo condiciones muy especificas, calcular de forma mas sencilla la derivada de Fréchet
de este tipo de funciones.

Definicién 11.5 Sea F : O — R una funcion. Si, para w € O yv € V, el limite
lim F(u+tv) — F(u)

t—0 t

existe, entonces a dicho valor lo llamamos la derivada de F en el punto uy en la
direccion de v.

Una funcion F' : O — R es Gateaux-diferenciable en el punto ug € O si, para
cada v € V, la derivada de F en el punto ug en la direccion de v existe y la denotamos
por GF (ug)v.

Decimos que F' : O — R es Gateaux-diferenciable en O si es Gateaux-
diferenciable en cada punto u € O. Llamamos derivada de Gateaux de F en O
a la funcion dada por:

ur— GF(u): V=R
v GF(u)v.
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En general, la existencia de derivadas direccionales de una funciéon F' : O — R en
un punto ug € O, en todas las direcciones v € V', no es suficiente para garantizar que
GF(ug) € V* incluso si V' es de dimensién finita. De manera similar, el hecho de que F'
sea diferenciable en el sentido de Gateaux no implica, en general, que sea diferenciable

en el sentido de Fréchet. Ambas afirmaciones se proponen como ejercicio (ver Ejercicio
11.6).

Ejercicio 11.6 Sea V = R? con la norma euclidiana. Prueba lo siguiente:

(a) La funcién ¢ : R*> — R dada por

[ wEa si (zy) #(0,0),
SO(l',y) T { 0 + S’i (ar,y) _

es Gateaux-diferenciable en (0,0) pero la funcién GF(0,0) : R? — R no es lineal.
(b) La funcién ¢ : R* — R dada por

_ [ EL s (ny) #(0,0),

es Gateauz-diferenciable en (0,0) pero no es (Fréchet) diferenciable en (0,0).

El siguiente resultado relaciona los dos conceptos de diferenciacién anteriores y su
demostracién puede encontrarse en [7, Proposicién 3.2.15].

Teorema 11.7 F : O — R es de clase C' en O siy sélo si F' es Gateaux-diferenciable
en O, GF(u) € V* para cada u € O y la funcion GF : O — V* es continua. En dicho
caso, F'(u) = GF(u) para cada u € O.

Definicién 11.8 Sea F': O — R una funcion de clase C*.

(a) Si F tiene derivada de Fréchet en O y F' : O — V* es de clase C' en O entonces
decimos que F es de clase C? en O.

La derivada de F' es llamada la seqgunda derivada (de Fréchet) de F y es
denotada por F".

(b) Si F' es de clase C' en O, decimos que F' tiene sequnda derivada de Géateaux
en uy € O si, para cualesquiera v,w € V', el siguiente limite existe:

lim F'(ug + tv)w — F’(uo)w.
t—0 t
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La segunda derivada de Géateaux de F en vy es la funcion G*F(ug) : VXV —
R dada por:

F'(ug + tv)w — F'(ug)w
2 1
G F(up)(v,w) := 12% ; :

Decimos que F' : O — R es dos veces Gdateaux-diferenciable en O sitiene se-
gunda derivada de Gateauz en cada punto u € O. Llamamos segunda derivada
de Gateaux de F' en O a la funcion dada por:

u— G°F(u): V xV =R
(v,w) — QQF(u)(v,w).

Denotamos por Bil(V x V,R) al conjunto de las funciones bilineales y continuas
B :V xV — R. Este conjunto es un espacio de Banach con las operaciones usuales de
suma y multiplicacién por escalares y la norma dada por:

IBI| := sup{[B(v,w)] : [[o]ly <1, [lwly <1}.

Observacién 11.9 Sea F : O — R una funcién de clase C* en O. Identificaremos la
sequnda derivada (de Fréchet) de F, que es un elemento del espacio B(V,V*), con la
forma bilineal continua asociada. Mas precisamente, para cada u € O, la funcion

F'lu):VxV =R, Flu)(v,w) = (F'(u)p)(w),

define una forma bilineal y continua [7, Observacién 3.2.29].

Como en el caso de la primera derivada, teniendo en cuenta la Observacion 11.9, es
posible relacionar la segunda derivada (de Fréchet) de una funcién F': O — R con su
segunda derivada de Gateaux [11, Proposicién 1.6].

Teorema 11.10 Sea F' : O — R de clase C'. Entonces, F' es de clase C* en O si y
sélo si F es dos veces Gateaur-diferenciable en O, G*F(u) : V XV — R es una forma
bilineal y continua para cada u € O, y la funcién G*F : O — Bil(V x V,R) es continua.
En tal caso, F"(u) = G*F(u) para cada u € O.

El concepto de la derivada de Gateaux, de acuerdo a los Teoremas 11.7 y 11.10,
nos brinda un criterio mas adecuado para verificar cuando una funcién es (Fréchet)
diferenciable y poder calcular su derivada. Veamos algunos ejemplos concretos:

Proposicién 11.11 Si L € V* entonces L es de clase C*> en V, L' = L y L" = 0.
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Demostracion. Sea u € V. Dado que L(u + v) — L(u) — L(v) = 0 para cada v € V
entonces L'(u) = L. Dado que L'(u + v) = L para cualesquiera u,v € V entonces L'
es una funcién constante y, por tanto, continua. En consecuencia, L” = 0 y asi L es de
clase C?. O

Proposicion 11.12 Sea H = (H, (-, ), ||-||z) un espacio de Hilbert sobre R. La funcion
F: H — R dada por:

1
Pu) = 5 ull;

es de clase C?, F'(u)v = (u,v) y F"(u)(v,w) = (v,w) para cualesquiera u,v,w € H.

Demostracion. Sea uw € H. Para cada v € H y t € R se tiene que:

1 t2
F(utto) = F(u) = 5 ([lullf = 26u,0) + £2]loll3; — [lullzy) = t(u.0) + S llo]3
Por tanto,
. Fluttv) = F(u) toe\
lim : —tim ((uw,0) = Sllol) = (wo)  VoeH,

De este modo, GF(u)v = (u,v) para todo v € H y es claro que GF(u) € H* por el
teorema de representacion de Fréchet-Riesz (ver Teorema 1.2).

Sean u € H y (u;) una sucesion en H tal que ||u; — ul|g — 0. La desigualdad de
Cauchy—Schwarz asegura que:

GF (uy)v — GF(u)e] < {u; — w,0)| < [lu; — ullalloll =0 o€ H.

Asi, la funcién GF' es continua en O. La Definicion 11.5 y el Teorema 11.7 aseguran
que F es de clase C' en H.

Ahora, para cualesquiera u,v,w € H y t € R, se tiene que:
GF (u+ tv)w — GF (u)w = (u + tv,w) — (u,w) = t(v, w).

Por lo tanto,

. GF(u+ tv)w — GF (u)w

t—0 t

= (v, w) Yu,v,w € H

y se tiene que GF?(u)(v,w) = (v,w) para cualesquiera u,v,w € H. Es claro entonces
que GF?(u) es una forma bilineal y continua. En consecuencia, GF? es constante y por
tanto continua. El Teorema 11.10 asegura que F es de clase C* y F”(u) = G*F(u) para
cada u € H. 0J
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Corolario 11.13 (Funcional de Energia) Sea H = (H,(-,-),|| - ||g) un espacio de
Hilbert sobre R y T': H — R lineal y continua. La funcion J : H — R dada por:

1
2

es de clase C?, J'(u)v = (u,v) —T(v) y J"(u)(v,w) = (v,w) para cualesquiera u, v, w €

H.

T (w) = S llullfy — T(u)

Demostracion. Es un ejercicio sencillo pues se sigue directamente de las proposiciones
anteriores y el Ejercicio 11.4. O

Definicién 11.14 Sea F : O — R una funcion de clase C* y ug € O. Decimos que uy
es un punto critico de F en O si F'(ug)v =0 para cada v € V.

Por ejemplo, si up € O es un punto minimo de F': O — R entonces ug es un punto
critico (ver [12, Teorema 2.A]).

De acuerdo al objetivo establecido, el siguiente resultado establece condiciones su-
ficientes bajo las cuales un punto critico es un minimo (ver, por ejemplo, [9, Teorema

2]).

Teorema 11.15 Sea F : O — R una funcién de clase C?. Entonces, F' tiene un punto
minimo u € O si F'(u)v = 0 para cadav € V y F"(u)(v,v) > 0 para cadav € V~{0y}.

Con este resultado podemos demostrar que el funcional de energia tiene un tnico
punto critico en H que, de hecho, es un punto minimo.

Teorema 11.16 (Funcional de Energia) Sea H = (H,(-,-),| - ||lg) un espacio de
Hilbert sobre R y T : H — R lineal y continua. La funcion J : H — R dada por:

I(w) = S lully — T(w)

tiene un unico punto critico en H.

Demostracion. El funcional J : H — Resde C?, J'(u)v = (u,v)—T(v) y J"(u)(v,w) =
(v, w) para cualesquiera u,v,w € H (ver Corolario 19).

El Teorema de representacion de Fréchet-Riesz asegura que existe un tinico ug € H
tal que T'(v) = (up, v) para cada v € H. Asi, del Corolario 11.13 se tiene que J'(ug)v =
(ug,v)—T(v) = 0 para cada v € H lo que implica que ug € H es el tinico punto critico de
J en H. M4s atin, si v € H es tal que v # 0y entonces J' (ug)(v,v) = (v,v) = |[v]|% > 0.
En consecuencia, uy € H es el tinico minimo del funcional de energia J (ver Teorema
11.15). O

En [10] puede encontrarse una aplicacién interesante en la teorfa de la probabilidad
del método desarrollado en esta seccion.
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Ejercicio 11.17 (Férmula de Probabilidad Total) Sea (2,90, 1) un espacio de
medida tal que p(2) =1 y sea A = {Aq,..., Ay} una particion finita de Q con ele-
mentos de M tales que p(Ay),...,u(Ax) > 0. Denotemos por A = o(A) la o-dlgebra
generada por A y sea X € L*(Q, M, 1) una funcién fija no nula.

Resuelve los siguientes incisos:

(a) Demuestra que A C M y deduce que
L? (Qa Qla :LL’Ql> C LQ(Qa ma :u)

(b) Considera el funcional Tx : L? (Q,Ql,,u\gl) — R definido por:
T (Y) ::/XYdu.
Q

Prueba que Tx es lineal y continuo.
(c) Considera el funcional de energia J : L? (Q,Ql,ubl) — R dado por:

1
JW) =3 [ VP du—Tx().
Determina la tnica funcion & € L? (Q,Ql, u|gl) que minimiza J .

Ejercicio 11.18 (Integral p-Dirichlet) Sean (2,9, 1) un espacio de medida, p €
[1,00) y una funcion T : LP(Q,9M, 1) — R lineal y continua. Considera el funcional
F:LP(Q,9M, 1) — R definido por:

F(u) == ;/Q|u|p dj — T(u).

Resuelve los siguientes incisos:

(a) ;Para qué valores de p € [1,00) el funcional F es (Fréchet) diferenciable en
LP(Q,9M, 1) y cudl es su derivada?

(b) ;Para qué valores de p € [1,00) el funcional F es de clase C* en LP(Q, M, 1) ?
(¢c) éPara qué valores de p € [1,00) el funcional F es de clase C* en LP(Q, M, 1) y
cudl es su sequnda derivada?

(d) sExisten valores de p € [1,00) para los cuales el funcional F tiene un punto critico

en LP(Q2, 9, 1) ?

Finalmente, en este texto no se abordaran las extensiones a espacios de Banach de
algunos resultados fundamentales de la teoria clasica de la diferenciacion, tales como la
regla de la cadena, el teorema del valor medio, el teorema de Taylor, el teorema de la
funcion inversa y el teorema de la funcién implicita. Para una exposicién detallada de
estos resultados y sus demostraciones, remitimos al lector a [3] y [7].
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11.2. Solucién al problema inicial I
Demostraremos ahora que, en efecto, los puntos criticos del funcional J : Hj(Q) — R
dado por:

Tw) =5 [(Ful 4 fuf?) = [ fu (22)

son soluciones débiles al problema (p).

Proposicion 11.19 J: H}(Q) — R es de clase C* y
J’(u)v:/Vu'Vv—l—/uv—/fv Vu,v € Hy(€).
Q Q Q

En consecuencia, u es solucion débil de (p) si y solo siu es un punto critico de J.

Demostracién. Podemos reescribir el funcional J : H(2) — R en términos de la norma
en el espacio de Sobolev y la funcién lineal continua T'(u) = [, fu en Hj(Q2) como:

1
J(u) = 5”“”%{3(9) — T'(w).

Las primeras afirmaciones son consecuencia del Corolario 11.13. Ahora, u € Hj ()
es punto critico de J si y sélo si J'(u)v = 0 para cada v € H}(Q) si y solo si

/Q(VU-VU—{—U,U)—/QJCU:O

para cada v € H}(Q) si y sélo si u es solucion débil de (p). O

El Teorema 11.16 asegura que el funcional de energfa J : H}(2) — R tiene un tinico
punto critico u € H}(Q) que es un minimo y, por tanto, concluimos que el problema ()
tiene una tnica solucién débil que llamamos solucién de energia minima de (p).

Finalizamos esta seccién dando una propiedad cualitativa de la solucién débil de ()
en términos de la funcién f € L*(Q).

Teorema 11.20 Sea u € H}(Q) solucidn débil del problema (p). Si f < 0 c.d. en Q
entonces u < 0 c.d. en €.

Demostracion. La Proposicion 8.9 asegura que |u| € Hg(Q) y |Dju| = |D;|ul| para cada

j=1,....,N. Por lo tanto [lul[g1@) = [[|ulllg ) ¥, como f < 0 c.d. en , entonces
Jo fu < [o f(—|u]). En consecuencia,

1 1
T(=lul) = I = lulllageey = [ £~ < Slullimgey = [ fu=J(w).

Dado que u es el inico minimo de J por el Teorema 11.16 entonces u = —|u| < 0
como afirma el enunciado. O
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12. Swubvariedades de Hilbert

Sea H = (H,(-,-),| - ||lz) un espacio de Hilbert sobre R y sea T': H — R lineal y
continuo. En la seccién anterior demostramos que el funcional de energia J : H — R
asociado a T" definido por:

1
T () = g llulll = T(u)
posee un dnico punto critico, el cual es ademds un minimo global en H (ver Teorema
11.16).

Denotemos por:
Sy :={ue H:|u|lg =1}

a la esfera unitaria de H. Como 7T es lineal y continuo, se sigue que 7' esta acotado
sobre Spg; es decir, existe una constante C' > 0 tal que |T'(u)| < C para todo u € Sg.
En consecuencia,

1
~ITw)] 2 5-C,  VueSy

N | —

j(u):§—T(u)Z

Esto muestra que J esta acotado inferiormente en la esfera unitaria.

Surge entonces de manera natural la siguiente pregunta: ;el minimo de J se alcanza
en Sy ?

Definamos
0 := inf
2, T
y sea (uy) una sucesién en Sy tal que J(ur) — d. Dado que (uy) estd acotada en H,
existe una subsucesién (ug,) y un elemento v € H tales que

ug; — u débilmente en H.

El inconveniente es que, en general, u ¢ Sy, pues la esfera unitaria no es débilmen-
te cerrada. En particular, la convergencia débil no preserva la norma, lo que impide
concluir directamente que el infimo § sea alcanzado en Sy (ver Ejercicio 12.3).

Veamos un ejemplo concreto:

Ejemplo 12.1 Sea H = L*(0,1) y la funcién T : L*(0,1) — R dada por

T(w) = | " ou(z) dA(x),

la cual es claramente es lineal y continua.
El funcional de energia asociado a T estd dado por J : L*(0,1) — R,
1 9 1 /1 9
() = Slultaon = Tw) = 5 [ (u(@)? = 4u(x)) dr(w)
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y su derivada en v € L*(0,1) en la direccion v € L*(0,1) es

T (u)(v) = /01 (u(x)v(:z:) - 2v(x)) d\(x).

Notemos que, si u =2 c.d. en (0,1), entonces
1

T'(2)v = / (2u(z) — 20(x))dA(z) =0 Yo e L¥0,1).

0

Por lo tanto, la funcién constante u = 2 c.d. en (0,1) es el inico minimo en L*(0,1).
Sin embargo,

1
1212, = / 4dN =441,
0
de modo que el minimo de J no pertenece a la esfera unitaria Sye.
Ejercicio 12.2 Considera H = L*(0,1) y T : L*0,1) — R dado por T(u) =

Jo u(x) d\(x). Prueba que el minimo del funcional de energia J asociado a T es un
elemento de la esfera unitaria Sie.

Ejercicio 12.3 Prueba las siguientes afirmaciones:
(a) Si(uy) es una sucesion en H tal que u, — u débilmente en H, entonces

|lullg < liminf |jug|| 5.
k—ro0

(b) Sea K otro espacio de Hilbert y L : H — K una funcion lineal y continua. Si (uy)
es una sucesion en H tal que u, — w débilmente en H, entonces T(uy) — T'(u)
débilmente en K.

(c) Si M es un subconjunto débilmente cerrado en H, entonces M es cerrado en H.

(d) Si H tiene dimension infinita, la esfera unitaria Sy es cerrada en H pero no es
débilmente cerrada en H.

74



(e) SiV es un subespacio vectorial cerrado de H, entonces V' es débilmente cerrado
en H.

Surge entonces la siguiente pregunta: ses posible encontrar un subconjunto “adecua-
do” de H sobre el cual el funcional J esté acotado inferiormente y, ademds, alcance su
minimo?.

Este tipo de enfoque es recurrente en los métodos variacionales, incluso al tratar con
funcionales mas generales F' : H — R, donde la buiisqueda de puntos criticos se traslada
a subconjuntos especialmente seleccionados del espacio.

Esta idea aparece de manera natural ya en dimension finita. En efecto, para funciones
de la forma F : RY — R, en muchas situaciones no se buscan puntos criticos en todo
el espacio, sino en subconjuntos determinados por ciertas restricciones. Cuando estos
subconjuntos son suficientemente regulares, permiten hacer calculo diferencial sobre
ellos y se conocen como subvariedades de RY.

Ejemplo 12.4 Sea f : RY — R dada por
f(xlw"ax]\f) = IN-

Esta funcién es lineal y, por tanto, diferenciable en RY, aunque no estd acotada
en todo el espacio. Sin embargo, al restringirla a la esfera unitaria S¥~! que es un
subconjunto compacta de RN, la funcion f si es acotada.

Como f es continua y SN~ es compacta, f alcanza su mdzimo y su minimo en SN=1,
De hecho,

N
[flar, e = lan <Y faf = (@, 2n)|P =1 V(.. on) € SV
j=1

por lo que concluimos que —ey = (0,0,...,—1) y ey = (0,0,...,1) son el minimo y el
mdzimo de f en SN71, respectivamente.

Este ejemplo ilustra que, al restringir un funcional a un conjunto adecuado, es natural
garantizar la existencia de puntos donde el funcional alcanza valores extremos. En el
contexto variacional, estos puntos son los candidatos naturales a puntos criticos, ya que
en ellos no es posible mejorar el valor del funcional dentro de la restriccion.

El mismo principio se extiende al contexto de dimension infinita: la busqueda de
puntos criticos de funcionales F': H — R también se realiza sobre subconjuntos apro-
piados del espacio, que juegan un papel analogo al de las subvariedades en dimension
finita. Sin embargo, en este caso, la compacidad deja de ser una herramienta disponible
por lo que la existencia de puntos criticos requiere de métodos mas sutiles.
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En esta seccion introduciremos las nociones basicas de subvariedades en espacios de
Hilbert de dimensién infinita y mostraremos como estas herramientas permiten abordar
de manera eficaz la existencia de puntos criticos de ciertos funcionales; en particular
aquellos asociados a problemas de ecuaciones diferenciales parciales como el problema

()

Sea O un subconjunto abierto de H y F': O — R una funcién (Fréchet) diferenciable.

Dado que F'(u) : H — R es una funcién lineal y continua para cada punto u € O,
el teorema de representacién de Fréchet-Riesz (ver Teorema 1.2) asegura que existe un
tnico elemento VF(u) € H tal que:

(VF(u),v) = F'(u)v Yov € H.

VF(u) se llama el gradiente de F' en u. Denotamos por VF : O — H a la funcién
que a cada punto u de O le asocia VF(u).

Ejercicio 12.5 Prueba que si F': O — R es (Fréchet) diferenciable, entonces F' es de
clase C' si y sélo si VF : O — H es continua.

Ejemplo 12.6 Sea F : H — R dada por F(u) = 1||ull3;,. El Ejemplo 11.12 asequra que
F'(u)v = (u,v) para cualesquiera u,v € H. Por tanto, VF(u) = u para todo u € H.

Ejemplo 12.7 Sea T': H — R lineal y continua y J : H — R el funcional de energia
asociado a T (ver 20). El Corolario 11.13 asequra que J'(u)v = (u,v) — T(v) para
cualesquiera u,v € H. Por tanto, VJ (u) = u — ur para todo uw € H donde ur es el
anico vector en H tal que T'(v) = (up,v) para todo v € H.

Dada F': O — R una funcién (Fréchet) diferenciable y a € R, denotamos por
FYa):={ueO: F(u) = a}.
Decimos que a es un valor regular de F si VF(u) # 0 para todo u € F~(a) y

decimos que es un valor critico de F' si no es un valor regular de F.

Por ejemplo, si F' : H — R estd dada por F(u) := ||ul|%, entonces 1 es un valor
regular de F'.

Definicién 12.8 Decimos que un subconjunto M de H es una subvariedad de clase
Ct de H, para k = 1,2, si existen un subconjunto abierto O de H, una funcion F :
O — R de clase C* y un valor reqular a de F tales que

M = FY(a).

Como F es en particular continua en O, entonces el conjunto M = F~'(a) es cerrado
en el abierto O. Cuando ademds M es cerrado en el espacio de Hilbert H, diremos que
M es una subvariedad de Hilbert de clase C* de H.
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Ejemplo 12.9 La esfera unitaria Sy es una subvariedad de Hilbert de clase C2.

Demostracion. La funcién F : H — R definida por:
F(u) = [lull?

es de clase C* en H y su derivada estd dada por F'(u)v = 2(u,v) para cualesquiera
u,v € H (ver Teorema 11.12). En consecuencia, VF(u) = 2u para todo u € H.

Como Sy = F~!(1) y 1 es un valor regular de F', entonces Sy es una subvariedad de
Hilbert de clase C2. O

Para estudiar funciones definidas sobre conjuntos con restricciones, como la esfe-
ra unitaria, es necesario entender cémo “movernos” dentro de dichos conjuntos. El
concepto de espacio tangente surge precisamente para describir, de manera local, las
direcciones en las que es posible variar un punto sin abandonar el conjunto considerado.
Esta nocién proporciona una primera aproximacion geométrica al analisis de problemas
con restricciones y servira como punto de partida para el estudio de puntos criticos de
funcionales definidos sobre variedades en espacios de Hilbert.

Precisemos la idea anterior mediante un ejemplo sencillo. Consideremos la esfera
unitaria Sy de un espacio de Hilbert real H, la cual puede escribirse como:

S =F"'(1),

donde F : H — R esté definida por F(u) = ||ul/%.
Sea u € Sy y consideremos una direccién arbitraria v € H.

Para estudiar en qué direcciones es posible variar el punto u sin abandonar la esfera,
analizamos pequenas perturbaciones de la forma:

u+ tv, t € (—¢,¢),

con ¢ > 0 suficientemente pequenio. Nuestro objetivo es que, al menos a primer orden
en t, el punto perturbado contintie satisfaciendo la restriccion, esto es,

F(u+tv) =14 o(t).
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VF(u)
ut-tw
F’ (u)ul£0
u-+tv
& >

Dado que F' es diferenciable, el desarrollo de Taylor de primer orden de F' alrededor
del punto u (ver [3, Teorema 9.33]) establece que:

F(u+tv) = F(u) + tF'(u)(v) + o(t).

Como F(u) = 1, se deduce que la condicién necesaria para que la variaciéon u + tv
permanezca en la esfera, a primer orden en ¢, es que F'(u)v = 0.

Este razonamiento muestra que las direcciones admisibles de variacién en el punto u
son precisamente aquellas que anulan la derivada de F' en u, lo que motiva la definicion
del espacio tangente a la esfera Sy en dicho punto.

Definicién 12.10 Sea M = F~*(a) una subvariedad de clase C* de H. Para u € M,
el subespacio vectorial

T.M :=ker F'(u)={ve H : (VF(u),v) =0}
de H se llama el espacio tangente a M en el punto u.

Dado que F'(u) : H — R es continua, el espacio tangente 7, M es un subespacio
vectorial cerrado de H y, por tanto, un espacio de Hilbert.

Por ejemplo, si M = Sy, del Ejemplo 12.9 se sigue que T,Sy = {v € H : (u,v) =0}
para todo u € H.

Este concepto resulta fundamental en la biisqueda de minimos y maximos de fun-
cionales bajo restricciones. Para ilustrarlo, consideremos primero el caso de dimension
finita.

Ejemplo 12.11 La funcién f : RN — R dada por
flz,...,xy) = 2N
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es lineal vy, por tanto, de clase C*.
Ya vimos que [ alcanza su minimo y mdzimo en la esfera unitaria SN=' = F~1(1)
en donde F : RN — R estd dada por

F(zy,...,xy) = ]|(a:'1,...,:vN)H2

y estan dados por —ey = (0,0,...,—1) yey = (0,0,...,1) respectivamente.

Notemos que V f(z1,...,zx) = (0,0,...,1) y VF(z1,...,2n5) = 2(x1,...,2N) para
todo (z1,...,xy) € S¥7L. De este modo,

VF(:E@N> = :i:26N = :i:ZVf(:i:eN)

Ejercicio 12.12 Consideremos la funcién del ejemplo anterior en R3, es decir, f :
R3 — R dada por
f(x1, 02, 73) = x3.

Denotemos por T al toro de revolucién en R3 que se obtiene rotando al circulo
{(z1, 29, 23) € R3 : 23 + (23 — 2)2 =1, w3 = 0} alrededor del eje zy, es decir,

2
La funcion F : R® \ {(x, 22, 23) : 22,23 # 0} — R dada por

2
F(x1, 29, 23) = 2% + <\/x§ + 23 — 2)
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es de clase C' en su dominio y

_ 2 .2 L2 2 .2 L3
VF(xy, 9, x3) = 2x1,2<\/m2+x3 2) - 2,2<\/x2—|—x3 2) —
T3 + 13 T3+ 13

i) T3
=2 |, (\/%%4-1‘%—2) ——, (w/x%+x§—2> |,
€y + xs3 x5 + X3
para todo (x1,79,73) € R3 \ {(21,29,73) : xo,w3 # 0}. Dado que T = F7Y(1) y
VF(x1,29,23) # 0 para todo (x1,29,x3) € T, concluimos que T es una subvariedad
compacta de clase C' de R3.

Dado que f es continua y T es compacta, entonces f alcanza su minimo y su md-
ximo en T . De hecho, de la siguiente cadena de desigualdades vdlidas para todo punto
(xla T2, .Ig) € R37

2 2
(|zs] — 2)* < (x/xg + 2% — 2) <+ <\/x§—|—x§ —2)

|f(z1, w2, m3)| = 23| <3 V(z1,20,73) €T

se sigue que

Por tanto, ¢ = (0,0,3) y = = (0,0, —3) son el maximo y el minimo de f en T,
respectivamente. Notemos también que

VE(£€) = £2(0,0,1) = £2V f(+£€).
Sin embargo, en este ejemplo, los puntos ¢ = (0,0,1) y —¢ = (0,0, —1) en T también

cumplen la relacion

VF(£¢) = —2(0,0,1) = =2V f(£()

por lo que podemos inferir que también corresponden a puntos criticos de f en el toro

T.
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Geométricamente, en los ejemplos anteriores, los puntos criticos de f sobre la subva-
riedad M son aquellos puntos x cuyo gradiente V f(x) es ortogonal al plano tangente

a M.

Esta interpretacién sugiere naturalmente la siguiente pregunta: ;cémo podemos for-
mular y aplicar un método que permita identificar los puntos criticos de un funcional ¥
cuando este se restringe a una subvariedad M en un espacio de Hilbert real arbitrario?

Cuando un funcional se optimiza sobre un conjunto restringido, como una esfera,
no todas las variaciones admisibles del punto son permitidas: inicamente aquellas que
permanecen dentro del conjunto. El espacio tangente describe precisamente las direc-
ciones en las que es posible variar un punto sin violar la restriccién, al menos a primer
orden. Por esta razon, las condiciones de optimalidad no se expresan imponiendo que
el gradiente del funcional se anule en todo el espacio, sino que sea ortogonal al espacio
tangente. Esta idea conduce de manera natural a los multiplicadores de Lagrange y
constituye una herramienta central en el analisis variacional y en la teoria de problemas
elipticos no lineales (ver, por ejemplo, [4, 11]).

Para justificar rigurosamente las ideas anteriores, es ttil emplear una caracterizacion
variacional del espacio tangente. Aunque previamente se ha definido este espacio como
el kernel de la derivada de la restriccion, puede describirse también como el conjunto
de velocidades de curvas diferenciables contenidas en la subvariedad y que pasan por
el punto. Esta formulacién permite analizar variaciones admisibles mediante curvas y
sera clave para deducir que, en el caso de la existencia de un maximo o un minimo, la
derivada del funcional se anula en todas las direcciones tangentes.

Sea M una subvariedad de clase C! de H y v € M. Denotamos por I', M al conjunto
de todas las trayectorias o : (—¢,¢) — H de clase C' tales que:

00)=u y o(t) e M paratodot e (—¢,e¢).

El teorema de la funcién implicita [3, Corolario 10.8] permite describir el espacio
tangente como el conjunto de las velocidades en 0 de dichas curvas, es decir,

T M={5'(0):0 T M}.

De este modo, el espacio tangente T, M no depende de la funciéon que define a M
como conjunto de nivel, sino tinicamente de la estructura geométrica de la variedad (ver
[3, Proposicién 10.9]).

Los minimos de un funcional definidos sobre una variedad satisfacen la siguiente
condicién de primer orden [4, Proposicion 4.13].

Proposicién 12.13 Si ¥ : H — R es una funcién de clase Ct, M es una subvariedad
de H de clase C* yu € M es un minimo de ¥ en M, entonces

(VU(u),v) =0 para todov € T,M.
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Demostracion. Sea v € T, M arbitrario. Existe 0 € I',M tal que v = ¢’(0). Como
u = 0(0), la regla de la cadena (ver [3, Proposicién 9.13]) asegura que (¥ o 0)'(0) =
U'(u) o 0’(0). Si u es un minimo de ¥ en M, entonces 0 es un minimo de Voo :
(—e,e) — R. En consecuencia,

(V¥(u),v) = ¥'(u)o = (Yo o) (0) =0,
y se concluye el resultado. 0

Ejercicio 12.14 Prueba el andlogo del resultado anterior para cuando el punto u es
un mdximo de W en M.

A partir de los resultados anteriores, introducimos la nocién de punto critico de un
funcional restringido a una subvariedad de un espacio de Hilbert.

Definicién 12.15 Sea ¥ : H — R una funcién de clase C* y M es una subvariedad
de H de clase C*.

(1) Un punto u € M es un punto critico de ¥ sobre M si
(VU(u),v) =0 para todov € T,M.

Si M = H decimos simplemente que u es un punto critico de V.

(2) c € R es un valor critico de ¥ sobre M si c = V(u) para algin punto critico
u de ¥ sobre M.

(3) ¢ € R es un valor regular de U sobre M si c no es un valor critico de ¥ sobre

M.

Por ejemplo, si u es un minimo o méaximo de ¥ sobre M, entonces u es un punto
critico de ¥ sobre M por la Proposicion 12.13.
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El siguiente resultado, conocido como el teorema de los multiplicadores de Lagrange,
proporciona un método adecuado — incluso en dimension infinita — para encontrar los
puntos criticos de un funcional de clase C' cuando se restringe a una subvariedad en un
espacio de Hilbert.

Teorema 12.16 (Multiplicadores de Lagrange) Sea M = F~!(a) una subvarie-
dad de H de clase C* y ¥ : H — R una funcién de clase C*. Entonces u es un punto
critico de W sobre M si y solo si existe A € R tal que

VU (u) = A\VF(u).
Ejercicio 12.17 Demuestra detalladamente el Teorema 12.16.

El Teorema 12.16 nos confirma entonces que los puntos criticos de la funciéon f del
Ejemplo 12.12 sobre el toro T son justamente +£ = (0,0, 4+3) y +¢ = (0,0, £1).

Una aplicaciéon muy interesante del teorema de multiplicadores de Lagrange en di-
mension infinita es la siguiente.

Ejercicio 12.18 (Lema de Hilbert-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert sobre R
separable y A - H — H un operador lineal compacto, autoadjunto y positivo, es decir,
(A(u),v) = (u, A(v)) y (u, A(u)) > 0 para cualesquiera u,v € H.

Definimos el funcional ¥ : H — R como:

U(u) := (u, A(u)).
Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) ¥ alcanza su mdximo en Sg. (Sugerencia: Recuerda que A : H — H es un
operador compacto si, para toda sucesion (ug) en H tal que up, — u débilmente en
H, A(ug) — A(u) fuertemente en H ).

(b) Siug es un punto critico de W sobre Sy, entonces ug es un vector propio de A.
(Sugerencia: Utiliza el teorema de los multiplicadores de Lagrange).

(c) A tiene a |A|| como valor propio.

Estas herramientas nos permiten abordar el estudio de la existencia de puntos criti-
cos de funcionales definidos sobre espacios de Hilbert de dimensién infinita desde una
perspectiva geométrica. En lugar de analizar el funcional en todo el espacio, se busca
comprender su comportamiento al restringirlo a subvariedades adecuadas, donde la geo-
metria del conjunto de restricciones juega un papel fundamental. Este enfoque resulta
especialmente poderoso en problemas variacionales, pues permite capturar la estructura
esencial del problema y conducir de manera natural a la aparicion de condiciones de
optimalidad y principios variacionales mas profundos.
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12.1. Solucién al problema inicial 11

Supongamos que H es un espacio de Hilbert sobre R de dimension infinita. Sea
T : H — R un funcional lineal y continuo no trivial fijo. Consideremos el funcional de
energia J : H — R asociado a T

T w) = Sllully — Tw).

Supongamos que no se conoce la existencia de puntos criticos del funcional J en el
espacio de Hilbert H. Esta situacién motiva la bisqueda de enfoques alternativos, de
cardcter geométrico y variacional (como los desarrollados en esta seccién), que permitan
establecer la existencia de puntos criticos del funcional.

Recordemos que una de las primeras ideas que utilizamos para el estudio de los
puntos criticos del funcional J consistié en analizar su comportamiento a lo largo de
rectas que pasan por el origen. Para ello, fijamos u € H con u # Oy y definimos la
funcién 7, : R — R como:

Tu(0) = T (t0) = Sllull £ = 7)1

La funciéon J, es un polinomio cuadratico en la variable t. Dado que el coeficiente
principal es positivo, su grafica corresponde a una parabola con concavidad hacia arriba.
En consecuencia, 7, admite un tinico punto critico en R, el cual es necesariamente un
punto de minimo y lo denotamos por t,. Del Ejercicio 11.2 se puede concluir que:

_ T(u)

ull

u

La observacién anterior nos permitié relacionar los puntos criticos de J con los
minimos de las funciones reales de variable real 7,. De hecho, los puntos criticos no
triviales de J estan contenidos en el conjunto

{tww : v e H, |ju|lg =1}.

84



En efecto: sea u € H ~ {0y} tal que J'(u)v = 0 para todo v € H. Definamos

w = m € H ysea J, : R — R la funciéon real asociada a w, es decir,

To(t) = T (tw) = ;tQ —T(w)t
y sea t,, su unico punto critico en R. Entonces,
T (t,) =t, —T(w) =0,
es decir, t, = T'(w) = ||u||z* T'(v). Como u es un punto critico de 7,
T (wu = |lullf; = T(u) =0

y, por lo tanto, t,w = u.

El conjunto
Y={ueH:u#0y, J(uu=0}

—{ue H :u st On, ullf = T(w))

contiene a los puntos criticos no triviales de J y tiene las siguientes propiedades.

Teorema 12.19 (a) ¥ es una subvariedad de clase C* de H.
(b) u & T,% para todo u € X.

(¢) Para cada v € H~{0g} con T(u) > 0, existe un unico t, € (0,00) tal que t,u € X.
Mas atin, t, € (0,00) es el unico punto en (0,00) para el que se cumple que

IPZ%I J(tu) = T (tyu).
Demostracion. (a)y (b): Sea ¥ : H ~\ {0y} — R dada por:
U(u) = |lullfy — T(u).
Entonces ¥ = U~1(0), ¥ es de clase C? y su derivada estd dada por:
U'(u)v = 2(u,v) — T(v) Vu,v € H.
Afirmamos que 0 es un valor regular de . En efecto,
V(wu = 2|ullfy — T(w) = 2llullfy — lullfy = llulli; #0 Yue X,

Esto prueba que ¥ es una subvariedad de clase C* de H y que u & ker ¥'(u) := T,)2
para todo u € .
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(c): Sea uw € H~ {0y} con T(u) > 0. Definimos 7, : R — R como:
1
Tult) i= T (t) = (lully ) £ = (Tt

La funcién 7, es un polinomio cuadratico con coeficiente principal positivo, por lo
que admite un tnico punto critico en (0,00), el cual es un minimo.

Para todo t € R se tiene
Ta(t) = t|ullf — T(u).
Sea t,, el inico minimo de 7, en (0, 00). Entonces,
T (tau)(tuu) = 2 ulfy — tuT (u) = tu (tullullf = T(w)) = tuTi(ta) =0

En consecuencia, J, alcanza su minimo en ¢ si y sélo si tu € 2. O

El siguiente resultado constituye el punto central en el estudio de las subvariedades
de Hilbert y en la busqueda de puntos criticos de funcionales. En este contexto, el
objetivo es mostrar que ¥ es una restricciéon natural para el funcional J; es decir,
que todo punto critico de J restringido a Y es, de hecho, un punto critico de J en
todo el espacio H. En particular, al considerar el funcional de energia 7 definido en
(19) sobre el espacio de Sobolev H} (), se obtiene la existencia de una solucién débil
del problema (p) (ver Proposiciéon 11.19).

Teorema 12.20 Si u € X es un punto critico de J sobre 3, entonces u es un punto
critico no trivial sobre H .

Demostracion. Si u € ¥ es un punto critico de J sobre X, entonces
J'(wov=0 VveTX.

Maés ain, J'(u)u = 0 por definicién de X.
Como T,% = ker U'(u) es un subespacio vectorial cerrado de H de codimension 1 y
u ¢ T,%, el teorema del complemento ortogonal asegura que

H=T,Y @ Ru.

Asi, para w € H arbitrario, existen tinicos v € T, X y t € R tales que w = v+ tu. Por
tanto,

J' (w)w =T (u)v+tT (u)u =0,

lo que implica que u es un punto critico de J en H. O
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Observemos lo siguiente: Sea
[T := sup{[T'(v)| : v € H, [[v]|lm =1}

la norma del funcional lineal continuo T, la cual cumple que |T'(u)| < ||T|| [|u||x para
todo u € H. Como ||ul|%, = T(u) para todo u € X, entonces

0 < |lullg < |7 Yu € X.
Por tanto,
1, o 1, 1 9
T(w) = Sllully = T(w) = =5l > =3 ITI Vues, (23)
lo que implica que el funcional de energia J estda acotado inferiormente en ¥y 3 :=
Helg J(u) <0.

Nos preguntamos entonces: el funcional J alcanza su minimo sobre la variedad X %.

Si ¥ fuera compacta la respuesta seria claramente afirmativa, ya que toda funcion
continua en un compacto alcanza sus valores extremos. Pero 3 no es compacta. De
hecho, > es homeomorfa a un subconjunto cerrado K de H que no es compacto por ser
de dimensién infinita. La prueba se propone como un ejercicio.

Ejercicio 12.21 Sea Sy la esfera unitaria en H y sea K := {v € Sy : T(v) > 0}.
Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) K no es compacto en H.

(b) La funcion h: K — ¥ dada por:

h(v) :=T(v)v
es un homeomorfismo y su inversa h=' : ¥ — K estd dada por:
v
ht(v) = :
o]l
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Esta falta de compacidad obliga, por tanto, a recurrir a herramientas mas sutiles del
andlisis funcional. El teorema de Heine-Borel-Kakutani constituye el resultado funda-
mental que permite dar respuesta a la pregunta planteada, al proporcionar un criterio
de compacidad adecuado en espacios de Hilbert a través de la topologia débil. En efecto,
toda sucesion acotada en un espacio de Hilbert H contiene una subsucesion débilmente
convergente en H.

Teorema 12.22 Fl funcional J alcanza su minimo en .

Demostracion. Sea (uy) una sucesion en ¥ tal que J(uy) — [ := inf,ex J(u) < 0. Como

ui € 2, se tiene que
1
J(ug) = —§||Uk||?q

y, por tanto, la sucesion (uy) estd acotada en H (ver (23)). El teorema de Heine-Borel-
Kakutani asegura que existe una subsucesién (a la que, por simplicidad, denotaremos
del mismo modo) tal que

ur — u débilmente en H.

Dado que T : H — R es lineal y continua, entonces T'(uy) — T'(u) en R y, usando
que ug € Y, obtenemos

T(u) = lim T(ug) = lim HukH% = =2 lim J(uy) = =28 > 0.
k—o0 k—o0 k—o0

Por tanto, u # Og.

El inciso (c¢) del Teorema 12.19 asegura que existe un unico t, € (0,00) tal que
twu € Xy J(tyu) < J(u). Entonces,

1
B < I(tw) < T (u) = Sllullly = T(u)
1
< lfminf <||uk||§{) + lim (=T ()
k—oo 2 k—oo
1
< lfminf <||uk||%{ _ T(uk)> — lfminf T () = 5.
k—oo 2 k—o0

En consecuencia, J (t,u) = (3, es decir, J alcanza su minimo en 3. O

El método que empleamos aqui para demostrar la existencia de un punto critico del
funcional de energia es una herramienta ampliamente utilizada para obtener soluciones
débiles de ecuaciones diferenciales no lineales, y se conoce cominmente como el método
de la variedad de Nehari. En esta seccién nos hemos enfocado tinicamente en presentar
las ideas principales de esta teoria y en mostrar como pueden aplicarse al problema que
nos ocupa, sin entrar en un desarrollo mas general del método; para una exposicion mas
completa se recomienda consultar [4, 11].
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