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Prefacio
En los cursos intermedios de análisis matemático, el estudiante suele encontrarse por

primera vez con teorías de alto nivel de abstracción. Por un lado, aprende la construc-
ción rigurosa de la teoría de la medida; por otro, se introduce en el análisis funcional,
especialmente en espacios de Hilbert, donde aparecen herramientas propiamente intere-
santes de la dimensión infinita como la topología débil.

Aunque esta etapa es fundamental, no siempre resulta claro cómo articular estas
ideas ni cómo dar el paso hacia aplicaciones más concretas. La transición hacia el
cálculo de variaciones o las ecuaciones diferenciales parciales puede sentirse abrupta, y
con frecuencia da la impresión de que estos temas están desconectados de lo aprendido
anteriormente.

Estas notas surgen con la intención de hacer más natural ese proceso. Buscan mostrar
que la teoría de la medida y el análisis funcional conducen de manera directa al estudio
de los espacios de Sobolev y, a través de ellos, a problemas variacionales y ecuaciones
diferenciales parciales. En este sentido, los espacios de Sobolev funcionan como un punto
de encuentro donde las herramientas abstractas adquieren un significado más concreto.

El material presentado surge de las lecciones de un seminario de análisis no lineal
que he impartido durante tres semestres en la Facultad de Ciencias de la Universidad
Nacional Autónoma de México. Se asume, por tanto, que el lector cuenta con cono-
cimientos básicos de análisis real, teoría de la medida y análisis funcional en espacios
de Hilbert, a partir de los cuales se desarrolla de manera progresiva el estudio de las
técnicas variacionales.

Aunque estas notas se apoyan fuertemente en referencias clásicas como [1], [3], [4],
[8] y [11], he procurado presentar el material de forma accesible, cuidando los detalles
e incorporando ejemplos y ejercicios que ayuden a desarrollar la intuición y a entender
mejor las conexiones entre los distintos temas.

Finalmente, agradezco al revisor de estas notas por sus valiosos comentarios y suge-
rencias, los cuales contribuyeron de manera significativa a mejorar la claridad y calidad
del presente escrito.

La pintura que ilustra la portada de este texto está inspirada en la leyenda de la
reina Dido y en el funcional de energía; por esta razón, lleva por título: El jarrón de la
reina Dido.

Hugo Guadalupe Reyna-Castañeda, 2026
hugoreyna46@ciencias.unam.mx
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Introducción
Los problemas de optimización forman parte natural de nuestras experiencias cotidia-

nas: desde encontrar la distancia más corta entre dos puntos de una ciudad, maximizar
ganancias o minimizar riesgos en contextos complejos. Sin embargo, más allá de estas
manifestaciones concretas, estos problemas han sido una fuente fundamental de inspira-
ción para el desarrollo del análisis matemático moderno. Desde la antigüedad, el célebre
problema isoperimétrico, frecuentemente asociado a la leyenda de la reina Dido1, plan-
tea ya la búsqueda de una figura que maximice el área bajo un perímetro fijo. En el siglo
XVII, la braquistócrona, formulada por Galileo y resuelta posteriormente por Johann
Bernoulli, marcó el nacimiento de una nueva forma de pensamiento variacional. A esto
se suman los estudios de Newton sobre cuerpos en medios resistentes y, más adelante, el
problema del principio de Dirichlet, cuya profunda conexión con la ecuación de Laplace
lo convirtió en un punto de inflexión en la historia del análisis2 3.

El problema de la integral de Dirichlet desempeñó un papel decisivo. Las dificulta-
des asociadas a su formulación rigurosa llevaron, a finales del siglo XIX y principios
del XX, al desarrollo de nuevas herramientas analíticas. De acuerdo con [5], Hilbert
logró establecer un marco sólido para su resolución, dando lugar a lo que hoy conoce-
mos como el método directo del cálculo de variaciones. Este enfoque fue rápidamente
adoptado y desarrollado por Lebesgue y Tonelli, y sus ideas resultaron fundamentales
en la consolidación de áreas como la teoría de la medida, el análisis funcional, la teoría
de distribuciones y el estudio moderno de ecuaciones diferenciales parciales. En este
sentido, el cálculo de variaciones no solo resuelve problemas específicos, sino que ha
moldeado profundamente la estructura del análisis moderno.

Todos estos problemas comparten una misma esencia: entre todas las configuraciones
admisibles, seleccionar aquella que optimiza una cierta cantidad. En términos modernos,
esto se traduce en el estudio de funcionales F : X → R, definidos sobre espacios de
funciones X, y en la búsqueda de sus puntos extremos. Esta es, precisamente, la idea
central del cálculo de variaciones.

En los cursos elementales de cálculo, ya aparecen versiones rudimentarias de este
principio, donde la existencia de extremos se fundamenta en propiedades de compacidad.
No obstante, cuando el espacio X es de dimensión infinita, como ocurre de manera
natural al trabajar con funciones, estos argumentos dejan de ser válidos: los conjuntos
cerrados y acotados ya no son necesariamente compactos. Este fenómeno no es una
mera dificultad técnica, sino un cambio conceptual profundo que obliga a reformular el

1D. Musielak, Dido’s Problem. When a myth of ancient literature became a problem of variational
calculus. Preprint arXiv: 2301.02917 (2023).

2H.H. Goldstine A history of the calculus of variations from the 17th to the 19th century, Springer,
Berlin, 1980.

3A.F. Monna Dirichlet’s principle: a mathematical comedy of errors and its influence on the deve-
lopment of analysis, Oosthoeck, Utrecht, 1975.

https://arxiv.org/abs/2301.02917


problema en un marco más abstracto.
Es aquí donde el análisis funcional revela toda su potencia. La noción de compaci-

dad débil permite recuperar una forma de convergencia compatible con la estructura
variacional. En espacios reflexivos, como los espacios de Hilbert, toda sucesión aco-
tada admite una subsucesión débilmente convergente, lo que proporciona el sustituto
adecuado de la compacidad clásica. Esta observación constituye uno de los pilares del
método directo del cálculo de variaciones, permitiendo establecer resultados de existen-
cia en contextos de dimensión infinita. Sin embargo, este enfoque no es completamente
suficiente: el mínimo puede no alcanzarse en el sentido fuerte, o bien pueden surgir
dificultades al caracterizarlo. Esto hace necesario incorporar herramientas adicionales,
particularmente técnicas de diferenciación en espacios de funciones, donde el concepto
mismo de derivada requiere ser reinterpretado.

Un aspecto particularmente profundo es que muchos problemas variacionales no cons-
tituyen un fin en sí mismos. Detrás de ellos se encuentran, de manera natural, ecuaciones
diferenciales parciales. En efecto, los puntos críticos de un funcional pueden interpre-
tarse como soluciones, en un sentido adecuado, de dichas ecuaciones. Para que esta
conexión sea rigurosa, es necesario ampliar el concepto clásico de derivada. Este es pre-
cisamente el contexto en el que surgen los espacios de Sobolev, introducidos por Sergei
Sobolev en la década de 1930. Estos espacios formalizan la noción de derivada débil,
permitiendo trabajar con funciones que no son diferenciables en el sentido clásico, pero
que conservan suficiente estructura para formular y analizar problemas variacionales
[5, 6].

Esta idea está íntimamente ligada al desarrollo de la teoría de distribuciones, donde
las derivadas se interpretan en un sentido dual mediante funciones de prueba. Lejos de
ser una mera generalización técnica, este marco constituye el punto de encuentro entre
la teoría de la medida, el análisis funcional y las ecuaciones diferenciales parciales. En
él, problemas que carecen de sentido en el contexto clásico adquieren una formulación
precisa y, en muchos casos, solución.

El objetivo de este texto es recorrer este camino de manera progresiva y estructu-
rada. Partiendo de un problema modelo en RN , construiremos los espacios de Sobolev
y estudiaremos sus propiedades fundamentales. Posteriormente, aprovechando su es-
tructura de espacio de Hilbert, desarrollaremos las herramientas básicas del cálculo de
variaciones y del análisis no lineal necesarias para establecer resultados de existencia, así
como para comprender la profunda relación entre problemas variacionales y ecuaciones
diferenciales parciales.
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1. Motivación
Sea I un intervalo de R y f : I → R una función continua. Consideremos el problema:

(℘)
{

−u′′ + u = f en I,
u = 0 en ∂I.

Una función u ∈ C2(I) que satisface (℘) se denomina solución clásica. Nuestro
objetivo es entender bajo qué condiciones existe y es única, pero también —y más
importante— qué información podemos obtener de u sin conocerla explícitamente.

Un primer intento natural consiste en integrar la ecuación. No obstante, esta estrate-
gia presenta dificultades cuando el intervalo I no es acotado. Para sortear este obstáculo,
consideremos un subintervalo acotado (a, b) de I. Si u es una solución clásica de (℘),
entonces

−
∫ b

a
u′′ +

∫ b

a
u =

∫ b

a
f.

Aplicando el teorema fundamental del cálculo, obtenemos que:

−
∫ b

a
u′′ = −(u′(b) − u′(a)),

y, por tanto,
−(u′(b) − u′(a)) +

∫ b

a
u =

∫ b

a
f.

Aunque esta identidad es correcta, tiene un inconveniente conceptual: depende de
los valores de u′ en los extremos del intervalo (a, b). Es decir, no nos permite extraer
información “interna” de u sin conocer su comportamiento en la frontera.

x
a b

u

Aquí aparece una idea clave: en lugar de pedir que la ecuación se cumpla punto a
punto, podemos pedir que se cumpla “en promedio”. Para ello, introducimos una función
auxiliar φ, “suave” en (a, b), que además se anule en los extremos del intervalo, es decir,
φ ∈ C∞(a, b) y φ(a) = φ(b) = 0. Multiplicamos la ecuación −u′′ + u = f en (a, b) por
φ e integramos:

−
∫ b

a
u′′φ+

∫ b

a
uφ =

∫ b

a
fφ.
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Aplicando integración por partes y usando que φ(b) = φ(a) = 0 obtenemos que:∫ b

a
u′φ′ +

∫ b

a
uφ =

∫ b

a
fφ. (1)

x
a b

u

φ

Esta reformulación constituye un cambio conceptual profundo: la ecuación deja de
involucrar derivadas de segundo orden de u y pasa a depender únicamente de su derivada
primera. De hecho, la identidad (1) puede tener sentido incluso para funciones cuya
derivada existe y es continua casi en todas partes. Por ejemplo, funciones como u(x) =
|x| en (−1, 1), que no son de clase C2, encajan naturalmente en este marco.

a b
x

Sin embargo, aún persiste una limitación: la formulación anterior depende del in-
tervalo acotado (a, b) de I. Esto nos conduce a una idea más general y flexible: exigir
que esta identidad integral (1) se satisfaga en todo I, frente a una clase adecuada de
funciones. De este modo, obtenemos una noción de solución que depende únicamente
de propiedades “promedio” de u, y no de su comportamiento puntual.

Consideramos entonces el conjunto

C∞
c (I) = {φ ∈ C∞(I) : existe un intervalo [a, b] ⊂ I tal que φ = 0 en I ∖ [a, b]} ,

el cual resulta ser un espacio vectorial sobre R con las operaciones suma y producto
por escalar usuales.

Estas funciones no sólo son suaves, sino que además se anulan fuera de algún subcon-
junto compacto de I, lo que garantiza que no aparecen términos de frontera al integrar
por partes, y que todas las manipulaciones anteriores son válidas.
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De este modo, reformulamos el problema inicial de la siguiente manera: encontrar
una función u : I → R tal que∫

I
u′φ′ +

∫
I
uφ =

∫
I
fφ ∀φ ∈ C∞

c (I). (2)

El lado izquierdo de esta identidad tiene una estructura muy particular sobre el
espacio C∞

c (Ω) que permite relacionarla con la teoría de análisis funcional. En efecto,
la aplicación

⟨ψ, φ⟩ :=
∫

I
ψ′φ′ +

∫
I
ψ φ (3)

define un producto escalar en C∞
c (I).

Ejercicio 1.1 Prueba que la expresión

⟨ψ, φ⟩ :=
∫

I
ψ′φ′ +

∫
I
ψ φ

define un producto escalar en el espacio C∞
c (I).

Ahora, en la parte derecha de (2), si la función f ∈ C0(I)∩L2(I) está dada, podemos
definir la función T : C∞

c (I) → R como:

T (φ) :=
∫

I
fφ

la cual es claramente lineal y, por la desigualdad de Hölder-Riesz, resulta ser continua
en C∞

c (I) con la norma inducida por el producto escalar definido en el Ejercicio 1.1.
Así, podemos plantear el problema inicial como sigue:

Buscamos una única función u tal que satisfaga:

T (φ) = ⟨u, φ⟩ ∀φ ∈ C∞
c (I). (4)

Lo anterior nos recuerda al teorema de representación de Fréchet-Riesz en espacios
de Hilbert que enunciamos a continuación.

Teorema 1.2 (de representación de Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de Hilbert
sobre R con producto escalar ⟨·, ·⟩ y sea T : H → R una función lineal y continua.
Existe un único elemento w ∈ H tal que:

T (v) = ⟨w, v⟩ ∀ v ∈ H.

Por desgracia, en nuestro problema, el espacio C∞
c (I) no es un espacio de Hilbert

con el producto escalar (ver Ejercicio 1.3)

⟨ψ, φ⟩ :=
∫

I
ψ′ φ′ +

∫
I
ψ φ.
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Ejercicio 1.3 Prueba que C∞
c (−1, 1) no es completo con la norma dada por:

∥ψ∥ :=
√∫ 1

−1
ψ2 +

∫ 1

−1
(ψ′)2.

Sin embargo, no todo está perdido, pues podemos considerar la completación del
espacio C∞

c (I) respecto de dicho producto escalar.
A lo largo de este texto abordaremos el problema (℘) desde diversas perspectivas,

utilizando herramientas de teoría de la medida, análisis funcional y análisis no lineal
y, de hecho, lo haremos en el contexto de RN . Es decir, para Ω un dominio (subcon-
junto abierto y conexo) de RN y f ∈ C0(Ω) dada, nos preguntamos por cierta clase de
soluciones u : Ω → R al siguiente problema en derivadas parciales

(℘)
{

−∆u+ u = f en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

en donde ∆u = ∑N
j=1

∂2u
∂x2

j
es el operador de Laplace.

Inspirados por las ideas desarrolladas en esta sección, nuestro primer objetivo será
entender con precisión la completación del espacio C∞

c (Ω) con el producto escalar defi-
nido en (3). Para ello, estudiaremos su comportamiento desde el punto de vista de la
teoría de la medida e integración, lo que nos llevará de manera natural a ampliar el
concepto de derivada más allá del contexto clásico. Es decir, buscaremos una noción de
derivada adecuada para funciones meramente integrables, que permita dar sentido a la
identidad (2) obtenida anteriormente. Este proceso nos conducirá a la construcción de
un espacio de Hilbert apropiado, en el cual el problema pueda formularse de manera
abstracta y resolverse mediante el teorema de representación de Fréchet–Riesz.
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2. El espacio de las funciones continuas con soporte
compacto

En esta primera sección estableceremos una conexión precisa entre algunos conceptos
fundamentales de teoría de la medida y la estructura topológica de los espacios métricos
localmente compactos.

El objetivo principal es demostrar que toda función Lebesgue integrable, definida
sobre un espacio de medida regular en Ω, puede aproximarse por una sucesión de fun-
ciones continuas con soporte compacto, es decir, funciones continuas que se anulan fuera
de un conjunto compacto. Este resultado es fundamental en análisis, ya que permite
aproximar funciones integrables mediante funciones con mejores propiedades analíticas
y topológicas, lo que facilita su estudio.

Sea Ω = (Ω, d) un espacio métrico separable, es decir, un espacio métrico con un
subconjunto denso numerable.

Definición 2.1 Sea O un subconjunto abierto de Ω. Decimos que un subconjunto abier-
to ω de Ω está compactamente contenido en O si ω es un subconjunto compacto
de Ω tal que ω ⊂ ω ⊂ O. A tal propiedad la denotaremos por ω ⊂⊂ O ⊂ Ω.

Definición 2.2 Decimos que Ω es localmente compacto si para cada x ∈ Ω y cada
vecindad O de x, existe un abierto V de Ω tal que x ∈ V y V ⊂⊂ O.

Por ejemplo, RN con la métrica euclidiana es localmente compacto pues, para cual-
quier x ∈ RN y cualquier r > 0, la bola abierta BN(x, r) tiene cerradura compacta.

Ejercicio 2.3 Sea V = (V, ∥ · ∥V ) un espacio normado sobre R de dimensión infinita.
Prueba que V no es localmente compacto.

Algunas propiedades sencillas de mostrar para espacios métricos localmente compac-
tos se enuncian en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.4 Sea Ω = (Ω, d) espacio métrico localmente compacto. Prueba lo siguien-
te:

(a) Si C ⊂ Ω es compacto y U ⊂ Ω es un abierto tal que C ⊂ U , entonces existe un
abierto W ⊂ Ω tal que C ⊂ W ⊂⊂ U .

(b) Si A ⊂ Ω es abierto, entonces A es localmente compacto con la topología de
subespacio.
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En lo que resta de esta sección, Ω = (Ω, d) denotará un espacio métrico localmente
compacto y separable. Además, B(Ω) denotará a su σ-álgebra Borel, es decir, la σ-
álgebra generada por los subconjuntos abiertos de Ω (ver [2, Capítulo 2, Sección 2.3]).

Definición 2.5 Sea M una σ-álgebra de subconjuntos de Ω. Una medida µ : M →
[0,+∞] es una medida regular si satisface las siguientes propiedades:

(a) B(Ω) ⊂ M.
(b) µ(K) < +∞ para todo subconjunto compacto K de Ω.
(c) µ es regular interior, es decir, para cada E ∈ M,

µ(E) = sup {µ(K) : K ⊂ E y K ⊂ Ω compacto} .

(d) µ es regular exterior, es decir, para cada E ∈ M,

µ(E) = ı́nf {µ(O) : E ⊂ O y O ⊂ Ω abierto} .

Un espacio de medida (Ω,M, µ) es regular si µ es una medida regular en (Ω,M).

Ejemplo 2.6 En RN , la medida de Lebesgue LN es regular.

Ejemplo 2.7 En (Ω, d) definimos µ : P(Ω) → [0,+∞] como:

µ(E) :=
{

0 si E = ∅,
+∞ si E ̸= ∅.

Entonces (Ω,P(Ω), µ) no es regular.

Un resultado útil es el siguiente:

Teorema 2.8 (Aproximación) Sea µ : M → [0,+∞] una medida tal que B(Ω) ⊂ M
y µ(K) < +∞ para todo subconjunto compacto K de Ω. Entonces, µ es regular si y
sólo si:

(a) Para todo E ∈ M y todo ε > 0, existe un abierto O ⊂ Ω tal que E ⊂ O y
µ(O ∖ E) < ε;

(b) Para todo E ∈ M tal que µ(E) < ∞ y todo ε > 0, existe un compacto K ⊂ Ω tal
que K ⊂ E y µ(E ∖K) < ε.
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Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida regular. En estas notas consideraremos como
idénticas a dos funciones si coinciden salvo un conjunto de medida cero de Ω.

En lo que sigue recordaremos algunas definiciones fundamentales de teoría de la
medida. Dado que no profundizaremos en los detalles, remitimos al lector a [2] para
una exposición más amplia.

Una función s : Ω → R es simple si existe una cantidad finita de números reales
α1, . . . , αN ∈ R y de subconjuntos A1, . . . , AN ∈ M tales que

s =
N∑
j=1

αj1Aj
,

en donde 1Aj
denota la función característica del conjunto Aj.

Por tanto, una función f : Ω → R es medible si y sólo si f es el límite puntual de
una sucesión (sk) de funciones simples tales que |sk| ≤ |f | en Ω.

De hecho, si f es no negativa la sucesión de funciones simples (sk) es no decreciente.
Sea s : Ω → R una función simple no negativa de la forma s = ∑N

j=1 αj1Aj
. Definimos

la integral (de Lebesgue) de s como

∫
Ω
s dµ :=

N∑
j=1

αjµ(Aj).

La integral (de Lebesgue) en Ω de una función medible no negativa h : Ω → R
está dada por ∫

Ω
h dµ = sup

{∫
Ω
s dµ : 0 ≤ s ≤ f y s simple

}
.

Decimos que h : Ω → R una función medible no negativa es integrable en Ω si∫
Ω h dµ < +∞. En consecuencia, una función medible f : Ω → R es integrable en Ω

si y sólo si |f | : Ω → R es integrable en Ω.
Si p ∈ [1,∞), definimos

Lp(Ω) = Lp(Ω,M, µ) := {f : Ω → R : f es medible y |f |p es integrable en Ω}

el cual es un espacio de Banach sobre R con la suma y el producto por escalar usuales
en funciones y la norma

∥f∥Lp(Ω) :=
(∫

Ω
|f |p dµ

)1/p
.

El objetivo de esta sección es describir de manera más precisa los elementos del
espacio Lp(Ω), con p ∈ [1,∞), en términos de la estructura del espacio métrico (Ω, d);
en particular, a través del concepto de continuidad.
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Definición 2.9 El soporte de una función f : Ω → R es la cerradura en Ω del
conjunto {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0}, es decir,

sop(f) := {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0}.

Ejercicio 2.10 Sea f : Ω → R función. Prueba que:

sop(f) = Ω ∖ ωf .

en donde ωf ⊂ Ω es el abierto más grande en el que f = 0, es decir, ωf :=
int ({x ∈ Ω : f(x) = 0}).

Ejercicio 2.11 Sean f, g : Ω → R dos funciones. Prueba lo siguiente:

(a) sop(f + g) ⊂ sop(f) ∪ sop(g).
(b) sop(fg) ⊂ sop(f) ∩ sop(g).
(c) sop(f) = sop(|f |).

Denotamos por C0(Ω) al conjunto de las funciones continuas de Ω a R, es decir,

C0(Ω) := {f : Ω → R : f es continua en Ω}.

Definimos a C0
c (Ω) como el conjunto de las funciones continuas en Ω con soporte

compacto en Ω, es decir,

C0
c (Ω) := {f ∈ C0(Ω) : sop(f) ⊂ Ω es compacto}.

Ejercicio 2.12 Prueba que C0
c (Ω) es un espacio vectorial sobre R con la suma y pro-

ducto por escalar usual.

Ejercicio 2.13 Prueba que si f ∈ C0
c (Ω) entonces f es uniformemente continua en Ω.

Observación 2.14 En RN , dado un subconjunto abierto Ω, definimos al espacio C0
c (Ω)

como el conjunto de las funciones continuas en Ω con soporte compacto contenido en
Ω pues, en general, no es cierto que esto ocurra ya que la cerradura se considera sobre
RN . Por ejemplo, si f(x) = 1 para todo x ∈ Ω entonces sop(f) = Ω.

Notemos lo siguiente: Si f ∈ C0
c (Ω) entonces |f |p ∈ C0

c (Ω) para p ∈ [1,∞) y, como
sop(f) es compacto y Ω es localmente compacto, existe un subconjunto compacto K
tal que:

sop(f) ⊂ K ⊂ Ω.
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En consecuencia, ∫
Ω

|f |p dµ ≤ sup
x∈K

|f(x)|pµ(K) < +∞

lo que implica que f ∈ Lp(Ω). Es decir, C0
c (Ω) ⊂ Lp(Ω) para p ∈ [1,∞). Nuestro

objetivo es de hecho mostrar que C0
c (Ω) es un subespacio denso en Lp(Ω) para todo

p ∈ [1,∞). Para ello, procedemos como sigue:
El espacio de las funciones simples e integrables,

Si(Ω) := {ψ : Ω → R : ψ es simple e integrable},

es un subespacio vectorial de Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞). Más precisamente:

Teorema 2.15 Si(Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞).

Demostración. Sea f ∈ Lp(Ω). Por los lemas de aproximación, existe una sucesión (ψk)
de funciones simples tales que |ψk| ≤ |f | para cada k ∈ N y ψk → f puntualmente
en Ω. En consecuencia, |ψk|p ≤ |f |p y |ψk|p → |f |p puntualmente en Ω lo que implica
que (ψk) es una sucesión de elementos de Si(Ω). Dado que |ψk − f |p ≤ 2p|f |p en Ω
para cada k ∈ N, el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que
∥ψk − f∥Lp(Ω) → 0. Esto concluye el resultado. □

Demostraremos que el espacio C0
c (Ω) es denso en Si(Ω) y, por el resultado anterior,

podremos concluir que es denso en Lp(Ω). En efecto, dada f ∈ Lp(Ω) y ε > 0, existe
ψ ∈ Si(Ω) tal que ∥f − ψ∥Lp(Ω) <

ε
2 . Y, para ψ ∈ Si(Ω), existe una función φ ∈ C0

c (Ω)
tal que ∥ψ − φ∥Lp(Ω) <

ε
2 . Por tanto, de la desigualdad del triángulo,

∥f − φ∥Lp(Ω) ≤ ∥f − ψ∥Lp(Ω) + ∥ψ − φ∥Lp(Ω) < ε.

Para ello, utilizaremos los siguientes resultados, cuya demostración es sencilla y se
deja como ejercicio.

Ejercicio 2.16 Sea Ω = (Ω, d) espacio métrico y A ⊂ Ω. Definimos ηA : Ω → R la
función distancia al conjunto A como:

ηA(x) := dist(x,A) := ı́nf
a∈A

d(x, a).

Prueba lo siguiente:

(a) ηA es Lipschitz continua en Ω.
(b) Si A ⊂ Ω es cerrado, entonces ηA(x) = 0 si y sólo si x ∈ A.
(c) Si A es compacto, para cada x ∈ Ω, existe a(x) ∈ A tal que:

ηA(x) = dist(x,A) = d(x, a(x)).
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Ejercicio 2.17 Sea Ω = (Ω, d) espacio métrico y A,B ⊂ Ω no vacíos. Definimos la
distancia de A a B como:

dist(A,B) := ı́nf{d(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.

Prueba que si A es compacto, B es cerrado y A ∩B = ∅ entonces dist(A,B) > 0.

Lema 2.18 (Urysohn) Sea Ω = (Ω, d) espacio métrico, sean F,G subconjuntos ce-
rrados de Ω tales que F ∩G = ∅. Entonces, existe una función continua φ : Ω → [0, 1]
tal que φ−1(0) = F y φ−1(1) = G.

Ejercicio 2.19 Prueba que la función φ : Ω → [0, 1] dada por:

φ(x) := dist(x, F )
dist(x, F ) + dist(x,G) ,

satisface el Lema 2.18.

Teorema 2.20 El espacio C0
c (Ω) es denso en Si(Ω) con la norma ∥ · ∥Lp(Ω) para p ∈

[1,∞).

Demostración. Sea f ∈ Si(Ω) y ε > 0. Procedemos por casos:

Caso 1. f = 1E con E ∈ M tal que µ(E) < +∞.
Existen K ⊂ Ω compacto y U ⊂ Ω abierto tales que K ⊂ E ⊂ U y µ(U ∖K) < ε

(ver Teorema 2.8). Como Ω es localmente compacto, existe un abierto V tal que K ⊂
V ⊂ V ⊂ U con V compacto. Así, los subconjuntos K y Ω ∖ V son cerrados disjuntos.
El Lema 2.18 asegura que existe una función continua φ : Ω → [0, 1] tal que φ−1(1) = K
y φ−1(0) = Ω ∖ V .

Notemos que si x ∈ Ω ∖ V entonces x ∈ Ω ∖ V y así φ(x) = 0. Por lo tanto
sop(φ) ⊂ V ⊂ U lo que implica que sop(φ) es compacto y, en consecuencia, φ ∈ C0

c (Ω).

Ω
U

V

K E
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Entonces,∫
Ω

|1E − φ|p dµ =
∫
U∖K

|1E − φ|p dµ+
∫

Ω∖(U∖K)
|1E − φ|p dµ

=
∫
U∖K

|1E − φ|p dµ+
∫

Ω∖U
|1E − φ|p dµ+

∫
K

|1E − φ|p dµ.

E K V̄ U

( )

Dado que K ⊂ E ⊂ U y sop(φ) ⊂ U entonces 1E = 1 = φ en K y 1E = 0 = φ en
Ω ∖ U . Por lo tanto,

∥1E − φ∥pLp(Ω) ≤
∫
U∖K

|1E − φ|p dµ ≤ µ(U ∖K) < ε

con lo que concluimos la prueba para este caso.
Caso 2. f = ∑N

j=1 αj1Ej
con Ej ∈ M y µ(Ej) < +∞ para todo j = 1, . . . , N .

Del caso anterior, para cada j = 1, . . . , N , existe φj ∈ C0
c (Ω) tal que:

∥1Ej
− φj∥Lp <

1
N

· ε

|αj| + 1 .

Definiendo φ := ∑N
j=1 αjφj ∈ C0

c (Ω) se sigue claramente que:

∥f − φ∥Lp(Ω) ≤
N∑
j=1

|αj|∥1Ej
− φj∥Lp(Ω) < ε.

Esto concluye la prueba. □

Corolario 2.21 El espacio C0
c (Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞).

En estas notas no nos centraremos en el estudio del espacio L∞(Ω). Sin embargo,
para lo anterior, dejamos como ejercicio mostrar que C0

c (Ω) no es denso en L∞(Ω).

Ejercicio 2.22 Prueba lo siguiente:
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(a) El espacio de las funciones simples S(Ω) es denso en L∞(Ω).
(b) El espacio C0

c (Ω) es cerrado en L∞(Ω).

En RN con la medida de Lebesgue podemos concluir que el espacio C0
c (RN) es denso

en Lp(RN) para todo p ∈ [1,∞). Además, dado que un subconjunto abierto Ω de RN

hereda ser separable y localmente compacto, podemos concluir también que el espacio
C0
c (Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞).

En lo que resta de estas notas nos centraremos únicamente en la medida de Lebesgue
en RN y, por tanto, no escribiremos explícitamente la medida LN en las integrales. Más
aún, escribiremos ∥ ·∥Lp para referirnos a ∥ ·∥Lp(RN ) a menos que se indique lo contrario.

Una primera aplicación interesante del hecho de que el espacio C0
c (RN) es denso en

el espacio Lp(RN) para todo p ∈ [1,∞) es la continuidad de la traslación.
Dadas f : RN → R función y ξ ∈ RN , definimos la función Tξf : RN → R como:

Tξf(x) := f(x− ξ),

y la llamamos la traslación de f por ξ.
Sea p ∈ [1,∞). El teorema de cambio de variable (ver, por ejemplo, [3, Teorema

13.36]) asegura que Tξf ∈ Lp(RN) y que ∥Tξ(f − g)∥Lp = ∥Tξf − Tξg∥Lp = ∥f − g∥Lp

para cualesquiera f, g ∈ Lp(RN) y ξ ∈ RN .

Teorema 2.23 Sea p ∈ [1,∞) arbitrario. Si f ∈ Lp(RN), entonces

ĺım
ξ→0

∥Tξf − f∥Lp = 0.

Es decir, para cada ε > 0, existe δ > 0, tal que

∥Tξf − f∥Lp < ε siempre que ∥ξ∥ < δ.

Demostración. Sea ε > 0.
Caso 1. f ∈ C0

c (RN).
Dado que f es uniformemente continua en RN (ver Ejercicio 2.13), existe δ > 0 tal

que:
|f(x− ξ) − f(x)| < ε ∀x ∈ RN , ∀ξ ∈ BN(0, δ).

Como sop(f) ⊂ RN es compacto, existe K ⊂ RN compacto tal que sop(f) ⊂ K y
sop(Tξf) ⊂ K para todo ξ ∈ BN(0, δ). Por lo tanto,

|f(x− ξ) − f(x)| < ε ∀x ∈ K, ∀ξ ∈ BN(0, δ).
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En consecuencia,

∥Tξf − f∥pLp =
∫
RN

|f(x− ξ) − f(x)|p dx =
∫
K

|f(x− ξ) − f(x)|p dx < LN(K) εp,

para todo ξ ∈ BN(0, δ).
Esto concluye la prueba en este caso.

Caso 2. f ∈ Lp(RN).
El Corolario 2.21 asegura que existe g ∈ C0

c (RN) tal que:

∥g − f∥Lp <
ε

3 .

Del caso anterior sabemos que existe δ > 0 tal que:

∥Tξg − g∥Lp <
ε

3 siempre que ∥ξ∥ < δ.

Por lo tanto,

∥Tξf − f∥Lp ≤ ∥Tξf − Tξg∥Lp + ∥Tξg − g∥Lp + ∥g − f∥Lp < ε,

siempre que ∥ξ∥ < δ. Esto concluye la demostración. □

Ejercicio 2.24 Prueba que el Teorema 2.23 no es válido en el espacio L∞(RN).

A continuación presentamos un ejemplo sencillo que ilustra cómo la continuidad de
las traslaciones en la norma L1 permite pasar de resultados abstractos a construcciones
explícitas. Partiendo de una familia de funciones en C0

c (RN) con propiedades adecuadas,
construiremos de manera concreta una sucesión de funciones que converge a la función
característica 1A de un conjunto de medida finita en L1(RN).

Sea A un subconjunto medible de RN tal que LN(A) < +∞.
La función ρ : RN → R dada por:

ρ(x) :=
{

exp
{

1
∥x∥2−1

}
si ∥x∥ < 1,

0 si ∥x∥ ≥ 1,

es no negativa y continua en RN tal que sop(ρ) ⊂ B̄N(0, 1). Por tanto, ρ ∈ C0
c (RN).

Sea C := (
∫
RN ρ)−1 > 0. La sucesión (ρk) de elementos de C0

c (RN) dada por:

ρk(x) := CkNρ(kx) (5)

es tal que ρk ≥ 0 en RN , sop(ρk) ⊂ B̄N(0, 1
k
) y

∫
RN ρk = 1 para todo k ∈ N.
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|

Sea x ∈ RN arbitrario pero fijo. Entonces, para cada k ∈ N,

ρk(x− y) = ρk(x− y)1B̄N (x, 1
k

)(y) ∀y ∈ RN

En consecuencia,

ρk(x− y)1A(y) = ρk(x− y)1A∩B̄N (x, 1
k

)(y) ∀y ∈ RN

y, como LN
(
A ∩ B̄N(0, 1

k
)
)
< +∞,

∫
RN
ρk(x− y)1A(y) dy =

∫
B̄N(x, 1

k )
ρk(x− y)1A(y) dy < +∞.

x
|

0A

Por tanto, la función ζk : RN → R dada por:

ζk(x) :=
∫
RN
ρk(x− y)1A(y) dy. (6)

está bien definida y pertenece a L1(RN) por el teorema de Tonelli-Fubini. Haciendo un
cambio de variable en la integral anterior y usando el hecho de que sop(ρk) ⊂ B̄N(0, 1

k
)

obtenemos que
ζk(x) =

∫
RN
ρk(y)1A(x− y) dy.
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Como
∫
RN ρk(y) dy = 1, entonces

ζk(x) − 1A(x) =
∫
RN
ρk(y) [1A(x− y) − 1A(x)] dy

y, aplicando el teorema de Tonelli-Fubini, obtenemos que:∫
RN

|ζk(x) − 1A(x)| dx ≤
∫
RN

(∫
RN
ρk(y) |1A(x− y) − 1A(x)| dy

)
dx

≤
∫
RN
ρk(y)∥Ty1A − 1A∥L1 dy.

Sea ε > 0. El Teorema 2.23 asegura que existe δ > 0 tal que:

∥Ty1A − 1A∥L1 < ε ∀y ∈ BN(0, δ).

Eligiendo k0 ∈ N tal que 1
k0
< δ obtenemos que:

∥ζk − 1A∥L1 ≤
∫
B̄N (0, 1

k
)
ρk(y)∥Ty1A − 1A∥L1 dy < ε

∫
B̄N (0, 1

k
)
ρk(y) dy = ε ∀k ≥ k0.

Es decir, ζk → 1A en L1(RN).

Ejercicio 2.25 Sea p ∈ [1,∞) arbitrario y 1A ∈ Lp(RN). Prueba que la sucesión de
funciones (ζk) dada en (6) converge a 1A en Lp(RN).

El ejemplo anterior nos lleva de manera natural a preguntarnos si este tipo de apro-
ximación puede realizarse para funciones arbitrarias en Lp, con 1 ≤ p < ∞.

En la construcción de las funciones ζk(x) únicamente utilizamos que los conjuntos
A ∩ B̄N(x, 1

k
) tienen medida finita, lo que sugiere que el procedimiento no depende de

trabajar con funciones características, sino del control de la función en regiones cada
vez más pequeñas; en particular, la aproximación en cada punto está determinada por
su comportamiento local. Más aún, la función ρ no solo es continua, sino de clase C∞

en RN y, por tanto, cada elemento de la sucesión (ρk) hereda esta regularidad.
Todo esto sugiere que el procedimiento del ejemplo anterior no es un fenómeno ais-

lado, sino la manifestación de un principio más general. Esto nos conduce a la siguiente
pregunta: si este mecanismo puede extenderse al caso general, ¿será posible aproximar
cualquier función en Lp mediante una sucesión de funciones de clase C∞?

En las siguientes dos secciones daremos respuesta a estas preguntas, las cuales es-
tán en la esencia de dos herramientas fundamentales del análisis: la convolución y las
sucesiones regularizantes.
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3. Convolución

Sea Ω un subconjunto abierto de RN . En la sección anterior demostramos que el
espacio C0

c (Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞). De este modo, podemos ver a los
elementos de Lp(Ω) como el límite de una sucesión de funciones continuas con soporte
compacto contenido en Ω.

Aunque en principio nos resulte más sencillo trabajar con funciones continuas la
realidad es que muchos resultados se prueban de forma más eficiente para funciones
suaves en RN .

En lo que resta, Ω denotará siempre un subconjunto abierto de RN . Para k ∈ N∪{∞}
denotamos por:

Ckc (Ω) := C0
c (Ω) ∩ Ck(Ω)

al espacio de las funciones de clase Ck con soporte compacto contenido en Ω.
El objetivo de esta sección es establecer la herramienta fundamental para probar que

el espacio C∞
c (Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞) siguiendo las ideas presentadas

en el último ejemplo de la sección anterior (ver Ejercicio 2.25).
Definimos el espacio de las funciones localmente integrables en Ω como:

L1
loc(Ω) := {u : Ω → R : u · 1ω ∈ L1(ω) ∀ω ⊂⊂ Ω}.

Por ejemplo, cualquier subconjunto medible A de Ω es tal que 1A ∈ L1
loc(Ω).

Sean p ∈ [1,∞), u ∈ Lp(Ω) y ω ⊂⊂ Ω. Dado que u · 1ω ≤ u en Ω entonces:∫
Ω

|u|p · 1ω ≤
∫

Ω
|u|p < ∞

lo que implica que u · 1ω ∈ Lp(ω) y, dado que LN(ω) < +∞ por ser ω acotado,
u · 1ω ∈ L1(ω). En consecuencia, u ∈ L1

loc(Ω) y concluimos que Lp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω).

Sean f ∈ C0
c (RN) con sop(f) ⊂ BN(0, r) y g ∈ L1

loc(RN). Entonces,

f(x− y)g(y) = f(x− y)g(y) · 1BN (x,r)(y) ∀ x, y ∈ RN .

Para x ∈ RN arbitrario pero fijo definimos la función F : RN → R como F (y) :=
f(x− y) la cual es un elemento de L∞(RN).
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Definimos también a la función G : RN → R como G(y) := F (y)g(y) = f(x−y)g(y).
Dado que g · 1BN (x,r) ∈ L1(RN), aplicando la desigualdad de Hölder-Riesz, obtenemos
que: ∫

RN
|G(y)| dy =

∫
RN

|F (y)||g(y)| · 1BN (x,r) dy ≤ ∥F∥∞∥g · 1BN (x,r)∥L1 < ∞.

Es decir, G es integrable en RN . Lo anterior nos permite dar la siguiente definición:

Definición 3.1 Sean f ∈ C0
c (RN) y g ∈ L1

loc(RN). La convolución de f y g es la
función f ∗ g : RN → R dada por:

(f ∗ g)(x) :=
∫
RN
f(x− y)g(y) dy.

Por ejemplo, para 1A ∈ L1(RN), la sucesión (ζk) dada en (6) corresponde a la sucesión
(1A ∗ ρk) en donde (ρk) es la sucesión definida en (5).

En las siguientes proposiciones damos algunas propiedades de la función convolución
que usaremos a lo largo de las notas.

Proposición 3.2 Si f ∈ C0
c (RN) y g ∈ L1

loc(RN) entonces f ∗ g ∈ C0(RN).

Demostración. Sea x ∈ RN y sea (xk) una sucesión de elementos de RN tal que xk → x
en RN .

Definamos las funciones F, Fk : RN → R como:

F (y) := f(x− y)g(y),
Fk(y) := f(xk − y)g(y).

Es claro que como f es uniformemente continua en RN , entonces Fk(y) → F (y) en
R para cada y ∈ RN .

Elijamos ε > 0 tal que sop(f) ⊂ BN(0, ε) y tal que xk ∈ BN(0, ε) para cada k ∈ N.
Notemos que, si xk − y ∈ sop(f) entonces y ∈ BN(0, 2ε). En efecto, si xk − y ∈ sop(f)
entonces ∥xk − y∥ < ε y, por lo tanto, ∥y∥ ≤ ∥xk − y∥ + ∥xk∥ < 2ε.

Definiendo G : RN → R como:

G(y) :=
{

∥f∥∞|g(y)| si y ∈ BN(0, 2ε),
0 si y /∈ BN(0, 2ε)

es claro que G ∈ L1(RN) pues g ∈ L1
loc(RN). Además, |Fk(y)| ≤ G(y) para cada y ∈ RN

y para cada k ∈ N. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que:

ĺım
k→∞

∫
RN
Fk(y) dy =

∫
RN
F (y)dy,
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es decir,
ĺım
k→∞

(f ∗ g)(xk) = (f ∗ g)(x).

Por tanto, f ∗ g ∈ C0(RN). □

Corolario 3.3 Si f ∈ C0
c (RN) y g ∈ L1

loc(RN) entonces f ∗ g : RN → R es medible

Veamos el siguiente ejemplo: Sea f ∈ C0
c (RN) con

∫
RN f ̸= 0 y sea 1RN la cual es

claramente un elemento de L1
loc(RN). Entonces,

(f ∗ 1RN )(x) =
∫
RN
f(x− y)1RN (y) dy =

∫
RN
f(x− y) dy ̸= 0

para todo x ∈ RN y, por lo tanto, sop(f ∗ 1RN ) = RN .
El ejemplo anterior nos muestra que el soporte de la convolución (f ∗g) no es necesa-

riamente un subconjunto compacto de RN . Sin embargo, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.4 Si f ∈ C0
c (RN) y g ∈ L1

loc(RN) entonces:

sop(f ∗ g) ⊂ sop(f) + sop(g),

en donde sop(f) + sop(g) := {x ∈ RN : x = y + z con y ∈ sop(f) y z ∈ sop(g)}.

Demostración. Sea x ∈ RN ∖ (sop(f) + sop(g)). Entonces, x − y ̸∈ sop(f) para todo
y ∈ sop(g) y, en consecuencia, f(x− y) = 0 para todo y ∈ sop(g). Por tanto,

(f ∗ g)(x) =
∫
RN
f(x− y)g(y) dy = 0.

En particular, (f ∗ g)(x) = 0 para todo x ∈ ω0 := int
(
RN ∖ (sop(f) + sop(g))

)
lo

que implica que ω0 ⊂ ωf∗g. El Ejercicio 2.10 asegura que:

RN ∖ ωf∗g = sop(f ∗ g) ⊂ RN ∖ ω0 = sop(f) + sop(g)

como afirma el enunciado. □

Consideremos f ∈ C1
c (RN) y g ∈ L1

loc(RN). Entonces, ∂f
∂xj

∈ C0
c (RN) para cada

j = 1, . . . , N por lo que la expresión ∂f
∂xj

∗ g tiene sentido para cada j = 1, . . . , N .

Fijemos 1 ≤ j ≤ N , x ∈ RN y sea ε > 0. Como ∂f
∂xj

∈ C0
c (RN) entonces ∂f

∂xj
es

uniformemente continua en RN , es decir, existe δ > 0 tal que, para todo z, y ∈ RN ,∣∣∣∣∣ ∂f∂xj (z) − ∂f

∂xj
(y)
∣∣∣∣∣ < ε si ∥z − y∥ < δ (7)
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Sea r > 0 tal que sop
(
∂f
∂xj

)
⊂ BN(0, r) y tal que x + tej ∈ BN(0, r) para todo

t ∈ [−δ, δ] donde ej es el j-ésimo vector de la base canónica de RN . Entonces,

∂f

∂xj
(x+ tej − y) = ∂f

∂xj
(x+ tej − y) · 1BN (0,2r)(y) (8)

para todo t ∈ [−δ, δ] y y ∈ RN .
Aplicando el teorema del valor medio concluimos que, para cada t ∈ [−δ, δ] y cada

y ∈ RN , existe η ∈ (0, 1) tal que:

f(x+ tej − y) − f(x− y) = t
∂f

∂xj
(x+ ηtej − y). (9)

De (7), (8) y (9) se sigue que:∣∣∣∣∣f(x− tej − y) − f(x− y)
t

− ∂f

∂xj
(x− y)

∣∣∣∣∣ |g(y)| =
∣∣∣∣∣ ∂f∂xj (x+ ηtej − y) − ∂f

∂xj
(x− y)

∣∣∣∣∣
×
∣∣∣g(y) · 1BN (0,2r)

∣∣∣
< ε

∣∣∣g(y) · 1BN (0,2r)

∣∣∣
para todo 0 < |t| < δ y para todo y ∈ RN .

En consecuencia,∣∣∣∣∣(f ∗ g)(x+ tej) − (f ∗ g)(x)
t

−
(
∂f

∂xj
∗ g
)

(x)
∣∣∣∣∣ < ε

∫
BN (0,2r)

|g(y)| dy ∀ 0 < |t| < δ.

Por lo tanto,

ĺım
t→0

(f ∗ g)(x+ tej) − (f ∗ g)(x)
t

=
(
∂f

∂xj
∗ g
)

(x)

lo que significa que existe la j-ésima derivada parcial de (f ∗ g) en x y es igual a la
convolución

(
∂f
∂xj

∗ g
)

(x). Más aún,
(
∂f
∂xj

∗ g
)

∈ C0(RN) por la Proposición 3.2.
Hemos probado el siguiente resultado:

Proposición 3.5 Si f ∈ C1
c (RN) y g ∈ L1

loc(RN) entonces f∗g ∈ C1(RN) y ∂
∂xj

(f∗g) =
∂f
∂xj

∗ g para cada j = 1, . . . , N .

De esta proposición y un argumento de inducción podemos concluir lo siguiente:

Corolario 3.6 Sea k ∈ N ∪ {∞}. Si f ∈ Ckc (RN) y g ∈ L1
loc(RN) entonces f ∗ g ∈

Ck(RN)
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Ejercicio 3.7 Demuestra el Corolario 3.6.

Dado que Lp(RN) ⊂ L1
loc(RN) para cada p ∈ [1,∞) entonces tiene sentido considerar

la convolución f ∗ g para funciones f ∈ C0
c (RN) y g ∈ Lp(RN). En este caso, tenemos

las siguientes propiedades:

Teorema 3.8 Si f ∈ C0
c (RN) y g ∈ Lp(RN) entonces f ∗ g ∈ Lp(RN) y ∥f ∗ g∥Lp ≤

∥f∥L1∥g∥Lp.

Demostración. Procedemos por casos:
Caso 1. p = 1
Para cada y ∈ RN se tiene que:∫

RN
|f(x− y)||g(y)|dx = |g(y)|

∫
RN

|f(x− y)|dx = |g(y)|∥f∥L1

y, en consecuencia,∫
RN

∫
RN

|f(x− y)g(y)| dx dy = ∥f∥L1∥g∥L1 < ∞.

El teorema de Tonelli-Fubini asegura que la función (x, y) 7→ f(x − y)g(y) es un
elemento de L1(RN × RN) y∫

RN

∣∣∣∣∫
RN
f(x− y)g(y) dy

∣∣∣∣ dx ≤
∫
RN

(∫
RN

|f(x− y)||g(y)| dy
)
dx

=
∫
RN

|g(y)|
∫
RN

|f(x− y)| dx dy

= ∥f∥L1∥g∥L1 .

Por lo tanto, (f ∗ g) ∈ L1(RN) y ∥f ∗ g∥L1 ≤ ∥f∥L1∥g∥L1 .

Caso 2. p ∈ (1,∞)
Sea q := p

p−1 ∈ (1,∞) el exponente conjugado de p. Notemos que, para cada x, y ∈
RN ,

|f(x− y)||g(y)| = |f(x− y)|1/q|f(x− y)|1/p|g(y)|
y aplicando la desigualdad de Hölder-Riesz obtenemos que:

|(f ∗ g)(x)| ≤
∫
RN

|f(x− y)||g(y)| dy

=
∫
RN

|f(x− y)|1/q|f(x− y)|1/p|g(y)| dy

≤ ∥f∥1/q
L1

(∫
RN

|f(x− y)||g(y)|p dy
)1/p

= ∥f∥1/q
L1 ((|f | ∗ |g|p)(x))1/p
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para todo x ∈ RN .
Así pues,

|(f ∗ g)(x)|p ≤ ∥f∥p/qL1 (|f | ∗ |g|p)(x) ∀x ∈ RN .

Dado que |f | ∈ C0
c (RN) y |g|p ∈ L1(RN) entonces del caso anterior (|f | ∗ |g|p) ∈

L1(RN) y, en consecuencia,∫
RN

|f ∗ g|p ≤ ∥f∥p/qL1

∫
RN

(|f | ∗ |g|p) = ∥f∥p/qL1 ∥f∥L1∥g∥pLp .

Es decir, f ∗ g ∈ Lp(RN) y ∥f ∗ g∥Lp ≤ ∥f∥L1∥g∥Lp . □

No probaremos nada más en esta sección pero es importante notar lo siguiente:
En la demostración del teorema anterior la única propiedad que usamos de la función
f ∈ C0

c (RN) fue el hecho de que es integrable en RN así es que podemos deducir la
siguiente definición:

Definición 3.9 Sea p ∈ [1,∞). Si f ∈ L1(RN) y g ∈ Lp(RN) entonces la convolución
de f y g es la función en Lp(RN) definida por:

(f ∗ g)(x) :=
∫
RN
f(x− y)g(y) dy, x ∈ RN

y que satisface que ∥f ∗ g∥Lp ≤ ∥f∥L1∥g∥Lp.

Ejercicio 3.10 Prueba que la convolución es conmutativa, es decir, que si f ∈ L1(RN)
y g ∈ L1(RN) entonces (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x) para cada x ∈ RN .
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4. Sucesiones Regularizantes
En esta sección demostraremos que, para cualquier subconjunto abierto Ω de RN ,

el espacio C∞
c (Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞). La herramienta que nos

permitirá desarrollar lo anterior es el concepto de sucesión regularizante.

Definición 4.1 Una sucesión (ρk) de elementos de C∞
c (RN) es una sucesión regu-

larizante si, para cada k ∈ N, ρk ≥ 0 en RN , sop(ρk) ⊂ B̄N(0, 1
k
) y

∫
RN ρk = 1.

Ejercicio 4.2 Sea ρ : RN → R dada por:

ρ(x) :=
{

exp
{

1
∥x∥2−1

}
si ∥x∥ < 1,

0 si ∥x∥ ≥ 1.

Definimos C := (
∫
RN ρ)−1 > 0. Prueba que la sucesión (ρk) dada por:

ρk(x) := CkNρ(kx)
es una sucesión regularizante. A (ρk) la llamamos la sucesión regularizante están-
dar.

0
|

Sea f ∈ C0
c (RN) y sea (ρk) una sucesión regularizante. Consideremos la sucesión

(f ∗ ρk) de elementos de C∞
c (RN) (ver Corolario 3.6).

Sea K ⊂ RN compacto arbitrario. Como f ∈ C0
c (RN) entonces f es uniformemente

continua en K. Así, dada ε > 0, existe δ > 0 tal que:
|f(x− y) − f(x)| < ε ∀x ∈ K, ∀y ∈ BN(0, δ).

Por tanto, para cada x ∈ K, se tiene que:

(f ∗ ρk)(x) − f(x) =
∫
RN
f(x− y)ρk(y)dy − f(x)

∫
RN
ρk(y)dy

=
∫
RN

(f(x− y) − f(x))ρk(y)dy

=
∫
B̄N (0, 1

k
)
(f(x− y) − f(x))ρk(y)dy, ∀k ∈ N.
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En consecuencia, para cada x ∈ K,

|(f ∗ρk)(x)−f(x)| ≤
∫
B̄N (0, 1

k
)
|f(x−y)−f(x)|ρk(y)dy < ε

∫
B̄N (0, 1

k
)
ρk(y)dy = ε ∀k > 1

δ
.

Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 4.3 Sea f ∈ C0
c (RN) y sea (ρk) una sucesión regularizante. Entonces, f∗ρk →

f uniformemente en todo subconjunto compacto de RN .

Con este resultado poder concluir lo siguiente:

Proposición 4.4 Sea f ∈ Lp(RN) y sea (ρk) una sucesión regularizante. Entonces,
f ∗ ρk → f en Lp(RN).

Demostración. Sea ε > 0. Existe f0 ∈ C0
c (RN) tal que:

∥f − f0∥Lp <
ε

3 .

Por la Proposición 3.4, consideremos un subconjunto compacto K ⊂ RN tal que:

sop(f ∗ ρk0) ⊂ sop(f0) +BN(0, 1
k
) ⊂ K.

Por el Teorema 4.3, existe k0 ∈ N tal que:

∥(f0 ∗ ρk0) − f0∥pLp =
∫
K

|(f0 ∗ ρk) − f0|p ≤ ∥(f0 ∗ ρk0) − f0∥∞ · LN(K) ≤ ε

3
para todo k ≥ k0.

Es sencillo comprobar que, para cada x ∈ RN ,

(f ∗ ρk)(x) − f(x) = ((f − f0) ∗ ρk)(x) + ((f0 ∗ ρk0)(x) − f0(x)) + (f0 − f)(x).

De este modo, aplicando el Teorema 3.8 obtenemos que:

∥(f ∗ ρk) − f∥Lp ≤ ∥(f − f0) ∗ ρk∥Lp + ∥(f0 ∗ ρk0) − f0∥Lp + ∥f0 − f∥Lp

≤ ∥ρk∥L1∥f − f0∥Lp + ∥(f0 ∗ ρk0) − f0∥Lp + ∥f0 − f∥Lp

≤ 2∥f0 − f∥Lp + ∥(f0 ∗ ρk0) − f0∥Lp

<
2ε
3 + ε

3 = ε

para todo k ≥ k0. En consecuencia, f ∗ ρk → f en Lp(RN). □

La proposición anterior muestra que el Ejercicio 2.25 no es más que un caso particular
de dicho resultado.
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Corolario 4.5 C∞
c (RN) es denso en Lp(RN) para cada p ∈ [1,∞).

Demostración. Sea f ∈ Lp(RN) y sea ε > 0. Existe g ∈ C0
c (RN) tal que

∥f − g∥Lp <
ε

2 .

Sea (ρk) una sucesión regularizante. Entonces (g ∗ ρk) es una sucesión de elementos
de C∞

c (RN) (ver Corolario 3.6) y, por la proposición anterior, existe k0 ∈ N tal que:

∥g − (g ∗ ρk0)∥Lp <
ε

2

Por lo tanto,

∥f − (g ∗ ρk0)∥Lp ≤ ∥f − g∥Lp + ∥g − (g ∗ ρk0)∥Lp < ε

y esto concluye la demostración. □

Nos preguntamos ahora si es posible aplicar las mismas técnicas para demostrar que
C∞
c (Ω) es denso en Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞) con Ω un subconjuto abierto propio de

RN . Analicemos un poco:
Sea f ∈ L1

loc(Ω) y sea (ρk) una sucesión regularizante. Entonces,

sop(f ∗ ρk) ⊂
{
x ∈ RN : dist(x,Ω) ≤ 1

k

}
.

En efecto, si x ∈ Uk :=
{
x ∈ RN : dist(x,Ω) > 1

k

}
entonces ∥x − y∥ > 1

k
para cada

y ∈ Ω y, por tanto, x− y ̸∈ BN(0, 1
k
) para cada y ∈ Ω. En consecuencia,

(f ∗ ρk)(x) =
∫
RN
f(y)ρk(x− y) dy =

∫
Ω
f(y)ρk(x− y) dy = 0

y, por lo tanto, sop(f ∗ ρk) ⊂ RN ∖ Uk.
De este modo, no es cierto en general que sop(f ∗ ρk) está contenido en Ω pues si,

por ejemplo, f = 1Ω y (ρk) es la sucesión regularizante estándar entonces:

(ρk ∗ 1Ω)(x)
{
> 0 si dist(x,Ω) < 1

k
,

= 0 si dist(x,Ω) ≥ 1
k
,

y, en consecuencia, sop(ρk ∗ 1Ω) = {x ∈ RN : dist(x,Ω) ≤ 1
k
}.

Lo anterior es un problema pues no podemos razonar como antes. Sin embargo, si
f ∈ C0

c (Ω) entonces sop(f ∗ ρk) ⊂ Ω para un k suficientemente grande. Precisemos esto
en el siguiente resultado.
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Teorema 4.6 Si g ∈ C0
c (Ω) y (ρk) es una sucesión regularizante, existe k0 ∈ N tal que

g ∗ ρk ∈ C∞
c (Ω) para todo k ≥ k0 y

ĺım
k→∞

∥(g ∗ ρk) − g∥Lp(Ω) = 0 ∀p ∈ [1,∞).

Demostración. Para evitar confusión dividimos la prueba en dos pasos.
Paso 1. Elijamos un abierto acotado ω tal que sop(g) ⊂ ω ⊂⊂ Ω.
Tenemos que:

sop(g ∗ ρk) ⊂
{
x ∈ RN : dist(x, sop(g)) ≤ 1

k

}
para todo k ∈ N. Argumentando por contradicción, supongamos que, para cada k ∈ N,
existe xk ∈ RN tal que xk ∈ sop(g ∗ ρk) y xk ̸∈ ω.

Dado que xk ∈ sop(g ∗ ρk) y sop(g) ⊂ ω es compacto, existe ξk ∈ sop(g) tal que
dist(xk, sop(g)) = ∥xk − ξk∥ ≤ 1

k
. Así, (ξk) es una sucesión en el compacto sop(g) por lo

que existe una subsucesión (ξkj
) y ξ ∈ sop(g) tal que ξkj

→ ξ. En consecuencia, xkj
→ ξ

y, como ω es abierto, existe j0 ∈ N tal que xkj
∈ ω para todo kj ≥ kj0 . Esto contradice

nuestra suposición por lo que afirmamos que existe k0 ∈ N tal que:

sop(g ∗ ρk) ⊂ ω ⊂⊂ Ω ∀ k ≥ k0.

De lo anterior y el Corolario 3.6 concluimos que existe k0 ∈ N tal que g ∗ρk ∈ C∞
c (Ω)

para todo k ≥ k0.
Paso 2. Sea ε > 0. Como g es uniformemente continua, existe δ > 0 tal que:

|g(x− y) − g(y)| < ε

(LN(ω))1/p ∀ x, y ∈ RN con ∥y∥ < δ.

Así, para cada x ∈ RN , se tiene que:

(g ∗ ρk)(x) − g(x) =
∫
RN
g(y)ρk(x− y) dy − g(x)

∫
RN
ρk(y) dy

=
∫
RN

(g(x− y) − g(x))ρk(y) dy

=
∫
BN (0, 1

k
)
(g(x− y) − g(x))ρk(y) dy

y por lo tanto para k > 1
δ

se tiene que:

|(g ∗ ρk)(x) − g(x)| ≤
∫
BN (0, 1

k
)
|g(x− y) − g(x)|ρk(y) dy

<
ε

(LN(ω))1/p

∫
BN (0, 1

k
)
ρk(y) dy

= ε

(LN(ω))1/p .
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Sea k∗ := máx{k0,
1
δ
}. Entonces, para cada k ≥ k∗,∫

Ω
|(g ∗ ρk) − g|p =

∫
ω

|(g ∗ ρk) − g|p < εp

LN(ω)LN(ω) = εp

lo que implica que ∥(g ∗ ρk) − g∥Lp(Ω) < ε para cada k ≥ k∗.
Esto concluye la demostración. □

Obtenemos finalmente el siguiente resultado.

Corolario 4.7 Sea Ω ⊂ RN abierto y sea p ∈ [1,∞). Entonces, C∞
c (Ω) es denso en

Lp(Ω).

Demostración. Sea f ∈ Lp(Ω) y ε > 0. Por el Corolario 2.21, existe g ∈ C0
c (Ω) tal que:

∥f − g∥Lp(Ω) <
ε

2 .

Sea (ρk) una sucesión regularizante. El Teorema 4.6 asegura que existe k0 ∈ N tal
que (g ∗ ρk0) ∈ C∞

c (Ω) y tal que

∥g − (g ∗ ρk0)∥Lp(Ω) <
ε

2 .

Por lo tanto,

∥f − (g ∗ ρk0)∥Lp(Ω) ≤ ∥f − g∥Lp(Ω) + ∥g − (g ∗ ρk0)∥Lp(Ω) < ε

lo que demuestra el resultado. □
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5. Lemas Técnicos
El objetivo de esta sección es establecer algunos lemas técnicos que nos permitan

afirmar cuando una función localmente integrable es cero c.d. en un subconjunto abierto
Ω de RN .

Lema 5.1 (Urysohn diferenciable) Sean K ⊂ RN compacto y δ > 0. Existe una
función ξ ∈ C∞

c (RN) tal que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN , ξ(x) = 1 si x ∈ K y
ξ(x) = 0 si dist(x,K) ≥ δ.

−1 1

ξ

Demostración. Definamos el siguiente conjunto:

B δ
3
(K) :=

{
x ∈ RN : dist(x,K) < δ

3

}
.

Como la función distancia es continua en RN y K es compacto, entonces B δ
3
(K) es un

subconjunto abierto y acotado de RN (ver Ejercicio 2.16). Por tanto, 1B δ
3

(K) ∈ L1(RN).

K

B δ
3
(K)

Sea k ∈ N tal que 1
k
< δ

3 y sea ρk ∈ C∞
c (RN) tal que ρk ≥ 0, sop(ρk) ⊂ B̄N(0, 1

k
) y∫

RN ρk = 1. Definamos
ξ(x) :=

(
1B δ

3
(K) ∗ ρk

)
(x).

Como sop(1B δ
3

(K)) = B δ
3
(K) y ρk ∈ C∞

c (RN), la Proposición 3.4 y el Corolario 3.6
aseguran que ξ ∈ C∞

c (RN). De hecho, sop(ξ) ⊂ {x ∈ RN : dist(x,K) ≤ 2δ
3 }.
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Para cualesquiera x, y ∈ RN ,

0 ≤ ρk(x− y)1B δ
3

(K)(y) ≤ ρk(x− y)

por lo que integrando sobre RN obtenemos que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1 para cualquier x ∈ RN .
Si x ∈ RN es tal que dist(x,K) ≥ δ, entonces dist(x − y,K) ≥ 2δ

3 para cada y ∈
B̄N(0, 1

k
). En efecto, para y ∈ B̄N(0, 1

k
) arbitraria, se tiene que:

2δ
3 = δ − δ

3 ≤ ∥x− z∥ − ∥y∥ ≤ ∥(x− y) − z∥ ∀z ∈ K

pues δ ≤ dist(x,K) y ∥y∥ ≤ 1
k
< δ

3 . De este modo, si x ∈ RN es tal que δ ≤ dist(x,K),
entonces:

ξ(x) =
∫
B̄N (0, 1

k
)
1B δ

3
(K)(x− y)ρk(y)dy = 0.

Finalmente, sea x ∈ K. Para y ∈ B̄N(0, 1
k
) arbitraria se tiene que dist(x − y,K) ≤

∥(x− y) − x∥ = ∥y∥ ≤ 1
k
< δ

3 y, por lo tanto, 1B δ
3

(K)(x− y) = 1. En consecuencia,

ξ(x) =
∫
B̄N (0, 1

k
)
1B δ

3
(K)(x− y)ρk(y) dy = 1

y concluimos la demostración. □

En el siguiente ejercicio se da una versión más común del lema de Urysohn diferen-
ciable.

Ejercicio 5.2 Sean K1 y K2 dos subconjuntos compactos y disjuntos de RN . Prueba que
existe una función η ∈ C∞

c (RN) tal que 0 ≤ η ≤ 1 en RN , η−1(1) = K1 y η−1(0) = K2.
(Sugerencia: Nota que K1 ∪K2 es compacto y que dist(K1, K2) > 0.)

Una aplicación directa del lema de Urysohn diferenciable queda establecida en la
siguiente proposición.

Proposición 5.3 (Partición de la unidad) Sea Ω ⊂ RN abierto y acotado. Dada
una cubierta abierta finita {Uj : j = 1, . . . , n} de Ω, existe una colección {ϑj : j =
1, . . . , n} de funciones en C∞

c (RN) tales que 0 ≤ ϑj ≤ 1 en RN , sop(ϑj) ⊂ Uj y∑n
j=1 ϑj(x) = 1 para todo x ∈ Ω.

Demostración. Sean V1, . . . , Vn abiertos tales que Vj ⊂⊂ Uj para cada j = 1, . . . , n y
tales que Ω ⊂ ⋃n

j=1 Vj ⊂ ⋃n
j=1 Vj.

Sea 1 ≤ i ≤ n arbitraria. Definimos Ki := Ω ∖ Vi y K̂i := Ω ∖ ⋃
j ̸=i Vj los cuales son

compactos y disjuntos. Por el lema de Urysohn diferenciable (ver Ejercicio 5.2) existe
ηi ∈ C∞

c (RN) tal que 0 ≤ ηi ≤ 1, η−1
i (0) = Ki y η−1

i (1) = K̂i.
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Ω

Por tanto, para cada 1 ≤ i ≤ n, la función ϑi(x) := ηi(x)∑n

j=1 ηj(x) sastisface las propie-
dades del enunciado. □

Si bien en este texto no utilizaremos particiones de la unidad, es pertinente mencio-
narlas debido a que constituyen una herramienta fundamental en diversos contextos,
pues permiten pasar de información local a global de manera controlada. Por ejem-
plo, en variedades diferenciables permiten construir objetos globales a partir de datos
definidos localmente, mientras que en análisis, particularmente en el teorema de exten-
sión de Whitney, se emplean para “pegar” funciones o extensiones suaves preservando
regularidad y estructura4.

Recordemos ahora que el objetivo de esta sección es establecer un criterio que permita
determinar cuándo una función f , localmente integrable sobre un abierto Ω ⊂ RN , es
nula casi en todas partes. Una primera idea natural es la siguiente: dado que Ω es
abierto, puede escribirse como unión de bolas abiertas contenidas en él. Así, podría
pensarse que si ∫

Ω
f · 1B = 0 para toda bola abierta B ⊂ Ω,

entonces necesariamente f = 0 casi en todas partes en Ω.
Sin embargo, este razonamiento presenta una dificultad esencial. La función f puede

cambiar de signo dentro de una bola abierta B, de tal forma que las contribuciones
positivas y negativas se compensan, dando lugar a una integral nula sin que la función
sea identicamente cero. Por ejemplo, la función f : (−1, 1) → R dada por f(x) = x
satisface que su integral en (− 1

k
, 1
k
) es cero para todo k ∈ N, aunque claramente f ̸= 0

en (−1, 1).

−1 1

4Ver, por ejemplo, John M. Lee, Introduction to Smooth Manifolds, Springer, 2012, para una
introducción a las particiones de la unidad en variedades diferenciables, y Lawrence C. Evans y Ronald
F. Gariepy, Measure Theory and Fine Properties of Functions, CRC Press, 2015, para aplicaciones en
análisis matemático.
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Esta situación pone de manifiesto que no basta con integrar sobre subconjuntos
del dominio para capturar el comportamiento de la función. Es necesario contar con
herramientas que permitan detectar de manera más precisa su comportamiento local.
En este sentido, el lema fundamental del cálculo de variaciones proporciona un criterio
que permite pasar de una condición integral a una afirmación puntual casi en todas
partes, y constituye una herramienta clave en el desarrollo de la teoría de este texto
como veremos más adelante.

Teorema 5.4 (Lema fundamental del cálculo de variaciones) Sea Ω un subcon-
junto abierto de RN . Si f ∈ L1

loc(Ω) cumple que:∫
Ω
fφ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

entonces f = 0 c.d. en Ω.

Demostración. Procedemos por casos:
Caso 1. LN(Ω) < +∞ y f ∈ L1(Ω)
Sea ε > 0. Existe g ∈ C0

c (Ω) tal que:

∥f − g∥L1(Ω) < ε.

Para cada φ ∈ C∞
c (Ω) se tiene que:∫

Ω
gφ =

∫
Ω
gφ−

∫
Ω
fφ ≤

∫
Ω

|f − g|∥φ∥∞ ≤ ∥φ∥∞∥f − g∥L1(Ω) < ε∥φ∥∞.

Definamos los conjuntos K1 := {x ∈ Ω : g(x) ≥ ε} y K2 := {x ∈ Ω : g(x) ≤ −ε} los
cuales son disjuntos y cerrados por ser g : Ω → R continua. Además, K1 ∪K2 ⊂ sop(g)
lo que implica que K1 y K2 son compactos. Dado que dist(K1, K2) > 0, elijamos δ > 0
tal que δ ≤ dist(K1, K2) y tal que {x ∈ RN : dist(x,K1 ∪K2) ≤ δ} ⊂ Ω.

El Lema 5.1 asegura que, para i = 1, 2, existe ξi ∈ C∞
c (RN) tal que 0 ≤ ξi ≤ 1,

ξi(x) = 1 si x ∈ Ki y ξi(x) = 0 si dist(x,Ki) ≥ δ. Definiendo φ̃ := ξ1 − ξ2 se tiene
que φ̃ ∈ C∞

c (Ω), −1 ≤ φ̃ ≤ 1 en Ω, φ̃(x) = 1 si x ∈ K1 y φ̃(x) = −1 si x ∈ K2. En
consecuencia, ∫

K1∪K2
|g| =

∫
K1∪K2

gφ̃ =
∫

Ω
gφ̃−

∫
Ω∖(K1∪K2)

gφ̃

< ε∥φ̃∥∞ +
∫

Ω∖(K1∪K2)
|g||φ̃|

≤ ε+
∫

Ω∖(K1∪K2)
|g|.
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Dado que |g(x)| < ε para cada x ∈ Ω ∖ (K1 ∪K2) entonces:

∥g∥L1(Ω) =
∫

Ω
|g| =

∫
K1∪K2

|g| +
∫

Ω∖(K1∪K2)
|g|

< ε+ 2
∫

Ω∖(K1∪K2)
|g|

< ε+ 2εLN(Ω) = ε(2 + LN(Ω)).

Por lo tanto, 0 ≤ ∥f∥L1(Ω) ≤ ∥f − g∥L1(Ω) + ∥g∥L1(Ω) ≤ 2ε(1 + LN(Ω)) y, como ε > 0
es arbitrario, concluimos que f = 0 c.d. en Ω.

Caso 2. LN(Ω) = ∞ y f ∈ L1
loc(Ω)

Para cada k ∈ N definamos el conjunto:

Ωk :=
{
x ∈ Ω : ∥x∥ < k y dist(x, ∂Ω) > 1

k

}
.

Ω

Ωk

0
|

Es claro que Ωk es un subconjunto abierto y acotado de modo que f · 1Ωk
∈ L1(Ωk)

para cada k ∈ N. Aplicando el Caso 1 concluimos que f = 0 c.d. en Ωk para cada
k ∈ N y, dado que Ω = ⋃∞

k=1 Ωk, entonces f = 0 c.d. en Ω. □

Ejercicio 5.5 Sea Ω ⊂ RN abierto. Prueba sin usar el teorema anterior que, si f ∈
L2(Ω) es tal que, ∫

Ω
fφ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

entonces f = 0 c.d. en Ω.
(Sugerencia: Utiliza la densidad del espacio C∞

c (Ω) en L2(Ω) y el teorema de repre-
sentación de Fréchet-Riesz.)
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6. Derivadas débiles
Sea Ω ⊂ RN abierto. Definimos, para k ∈ N∪{∞}, al conjunto Ckc (Ω) de las funciones

f : Ω → R de clase Ck con soporte compacto contenido en Ω. Es decir,

Ckc (Ω) := Ck(Ω) ∩ C0
c (Ω).

Comenzamos esta sección enunciado algunos resultados clásicos de cálculo.

Teorema 6.1 Sea Ω un subconjunto abierto de RN .

(a) (Fórmula de Gauss) Si φ ∈ C1
c (Ω) entonces:∫

Ω

∂φ

∂xj
= 0 ∀ j = 1, . . . , N.

(b) (Fórmula de integración por partes) Si f ∈ C1(Ω) y φ ∈ C1
c (Ω) entonces:∫

Ω
f
∂φ

∂xj
+
∫

Ω

∂f

∂xj
φ = 0 ∀ j = 1, . . . , N.

(c) (Fórmula de Green) Si f ∈ C2(Ω) y φ ∈ C1
c (Ω) entonces:∫

Ω
(∆f)φ+

∫
Ω

∇f · ∇φ = 0.

Demostración. (a): Consideremos a la extensión trivial de φ y que, por simplicidad,
denotaremos igual. Entonces φ ∈ C1

c (RN) por lo que existe r > 0 tal que sop(φ) ⊂
[−r, r]N .

Sin pérdida de generalidad sea j = 1. Como ∂φ
∂x1

es continua en [−r, r]N , el teorema
fundamental del cálculo asegura que,∫ r

−r

∂φ

∂x1
(x1, x̂)dx1 = φ(r, x̂) − φ(−r, x̂) = 0 ∀ x̂ = (x2, . . . , xN) ∈ RN−1.

En consecuencia, ∫
Ω

∂φ

∂x1
=
∫
RN−1

∫ r

−r

∂φ

∂x1
(x1, x̂)dx1 dx̂ = 0.

(b): Como f ∈ C1(Ω) y φ ∈ C1
c (Ω) entonces del inciso (a) se tiene que:

0 =
∫

Ω

∂(fφ)
∂xj

=
∫

Ω

(
f
∂φ

∂xj
+ ∂f

∂xj
φ

)
∀j = 1, . . . , N.
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(c): Sea j = 1, . . . , N . Como f ∈ C2(Ω) entonces ∂f
∂xj

∈ C1(Ω) y del inciso (b) se tiene
que: ∫

Ω

∂2f

∂x2
j

φ+
∫

Ω

∂f

∂xj

∂φ

∂xj
= 0.

Sumando sobre j ∈ {1, . . . , N} la expresión anterior obtenemos que:

∫
Ω

 N∑
j=1

∂2f

∂x2
j

φ+
∫

Ω

N∑
j=1

∂f

∂xj

∂φ

∂xj
= 0

que es la identidad deseada. □

Recordando un poco la motivación, nuestro primer objetivo es dar una descripción
de la completación del espacio C∞

c (Ω) con el producto escalar:

⟨φ, ψ⟩ =
∫

Ω
∇φ · ∇ψ +

∫
Ω
φψ.

Con las fórmulas dadas en el Teorema 6.1 lograremos resolver tal problema y, para
ello, introduciremos una noción del concepto de derivada que extiende el concepto usual
de derivada parcial en RN .

Definición 6.2 Sea u ∈ L1
loc(Ω). Decimos que u es débilmente diferenciable en

Ω (d.d. en Ω) si existen v1, . . . , vN ∈ L1
loc(Ω) tales que:

∫
Ω
u
∂φ

∂xj
+
∫

Ω
vjφ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

para cada j = 1, . . . , N .

Observación 6.3 Sea u ∈ L1
loc(Ω) débilmente diferenciable y supongamos que, para

cada j = 1, . . . , N , existen funciones vj, wj ∈ L1
loc(Ω) tales que:

∫
Ω
u
∂φ

∂xj
+
∫

Ω
vjφ = 0 =

∫
Ω
u
∂φ

∂xj
+
∫

Ω
wjφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω).

Entonces,
∫

Ω(vj − wj)φ = 0 para cada φ ∈ C∞
c (Ω) y, por el lema fundamental del

cálculo de variaciones (ver Teorema 5.4), concluimos que vj = wj c.d. en Ω.

La Observación 6.3 establece que, si u es débilmente diferenciable en Ω, entonces las
funciones v1, . . . , vN que satisfacen:∫

Ω
u
∂φ

∂xj
+
∫

Ω
vjφ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω)
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son únicas. A vj ∈ L1
loc(Ω) la llamamos la j ésima derivada débil de u y la denotamos

por Dju. Definimos, por tanto, el gradiente débil de u como ∇u := (D1u, . . . , DNu)
y en algunas ocasiones escribiremos D0u := u.

Los siguientes ejemplos muestran que el concepto de derivada débil es una generali-
zación del concepto usual de cálculo.

Ejemplo 6.4 Si u ∈ C1(Ω) entonces u es débilmente diferenciable en Ω y sus derivadas
débiles coinciden con sus derivadas parciales.

Demostración. De la fórmula de integración por partes (ver Teorema 6.1) se sigue que,
para cada j = 1, . . . , N , ∫

Ω
u
∂φ

∂xj
+
∫

Ω

∂u

∂xj
φ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

y, por lo tanto, que u es d.d. en Ω con Dju = ∂u
∂xj

. □

Ejemplo 6.5 La función u : (−1, 1) → R dada por u(x) := |x| es d.d. en (−1, 1) y su
derivada débil es la función

Du(x) :=
{

1 si x ∈ (0, 1),
−1 si x ∈ (−1, 0].

Demostración. Sea φ ∈ C∞
c (−1, 1). La función u es diferenciable en (−1, 0) y en (0, 1)

y su derivada en dichos intervalos coincide con la función Du. Así, por el teorema
fundamental del cálculo se tiene que:∫ 1

−1
(uφ′ + (Du)φ) =

∫ 0

−1
(uφ′ + (Du)φ) +

∫ 1

0
(uφ′ + (Du)φ)

=
∫ 0

−1
(uφ)′ +

∫ 1

0
(uφ)′

= φ(1) − φ(−1) = 0
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pues sop(φ) ⊂ (−1, 1). □

Sin embargo, no es cierto que toda función es débilmente diferenciable.

Ejemplo 6.6 La función v : (−1, 1) → R dada por:

v(x) :=
{

1 si x ∈ (0, 1),
−1 si x ∈ (−1, 0],

no es débilmente diferenciable en (−1, 1).

Demostración. Argumentando por contradicción, supongamos que existe una función
Dv ∈ L1

loc(−1, 1) tal que:∫ 1

−1
vφ′ +

∫ 1

−1
(Dv)φ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (−1, 1).

Sea (φj) una sucesión en C∞
c (−1, 1) tal que φj(0) = 1 y sop(φj) ⊂

(
−1
j
, 1
j

)
. Por

ejemplo:

φj(x) :=


0 si |x| ≥ 1

j
,

exp
{

1
(x2− 1

j2 ) + j2
}

si |x| < 1
j

Para j > 1 se tiene que:∫ 1

−1
vφ′

j =
∫ 0

−1
vφ′

j +
∫ 1

0
vφ′

j = −
∫ 0

−1
φ′
j +

∫ 1

0
φ′
j = −2φj(0) = −2.
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Por otro lado, como ∥φj∥∞ = 1 entonces:∣∣∣∣∫ 1

−1
(Dv)φj

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

−1
|Dv||φj| =

∫ 1
j

− 1
j

|Dv||φj| ≤ ∥φj∥∞

∫ 1
j

− 1
j

|Dv| → 0 cuando j → ∞.

En consecuencia, para 2 > 0, existe j2 ∈ N tal que −2 < −
∫ 1

−1(Dv)φj2 y por lo tanto∫ 1

−1
vφ′

j2 ̸= −
∫ 1

−1
(Dv)φj2

lo que contradice nuestra suposición. □

En los siguientes ejercicios resolvemos algunas preguntas comunes sobre el concepto
de derivada débil.

Ejercicio 6.7 ¿Existe una función diferenciable c.d. que no sea débilmente diferencia-
ble?

(Sugerencia: Considera la función de Cantor Ψ en (0, 1)).

Ejercicio 6.8 ¿Existe una función no continua que sea débilmente diferenciable?
(Sugerencia: Considera la función de Dirichlet 1Q en R).

Ejercicio 6.9 ¿La función 1BN (0,1) es débilmente diferenciable en RN?

Ejercicio 6.10 Sean u ∈ L1
loc(Ω) y Ω0 ⊂ Ω abierto. Prueba que, si u es d.d. en Ω

entonces u|Ω0 es d.d. en Ω0 y Dj(u|Ω0) = (Dju)|Ω0 para cada j = 1, . . . , N .

Finalizamos esta sección con algunas propiedades de las derivadas débiles.

Teorema 6.11 (Linealidad de la derivada débil) Si u, v ∈ L1
loc(Ω) son débilmente

diferenciables entonces αu+ βv es débilmente diferenciable para cualesquiera α, β ∈ R
y Dj(αu+ βv) = αDj(u) + βDj(v) para cada j = 1, . . . , N .

Demostración. Sean α, β ∈ R. Para cada j = 1, . . . , N y cada φ ∈ C∞
c (Ω) se tiene que:∫

Ω

[
(αu+ βv) ∂φ

∂xj
+ (αDj(u) + β Dj(v))φ

]
= α

∫
Ω

(
u
∂φ

∂xj
+Djuφ

)

+ β
∫

Ω

(
v
∂φ

∂xj
+Djv φ

)
= 0.

Esto prueba que αu+ βv es d.d. en Ω y que su j-ésima derivada débil es αDj(u) +
βDj(v). □

En general no es cierto que si u, v ∈ L1
loc(Ω) entonces uv ∈ L1

loc(Ω) por lo que
en principio no tiene sentido pensar en la derivada débil del producto, sin embargo,
al considerar a alguna de las funciones u y v lo suficientemente suave obtenemos el
siguiente resultado:
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Teorema 6.12 (Derivada débil del producto) Si u ∈ L1
loc(Ω) y ξ ∈ C∞

c (Ω) enton-
ces la extensión trivial de u ξ es débilmente diferenciable en RN y

Dj(u ξ) = Dj(u)ξ + ∂ξ

∂xj
u ∀ j = 1, . . . , N.

Demostración. Sea φ ∈ C∞
c (RN). Entonces φ ξ ∈ C∞

c (Ω) y, en consecuencia,

0 =
∫
RN
u
∂

∂xj
(φξ) +

∫
RN

(Dju)(φ ξ)

=
∫

Ω
u
∂

∂xj
(φξ) +

∫
Ω
(Dju)(φ ξ)

=
∫

Ω
u

(
φ
∂ξ

∂xj
+ ∂φ

∂xj
ξ

)
+
∫

Ω
(Dju)(φξ)

=
∫

Ω
(u ξ) ∂φ

∂xj
+
∫

Ω

(
u
∂ξ

∂xj

)
φ+

∫
Ω
((Dj u)ξ)φ

=
∫

Ω
(u ξ) ∂φ

∂xj
+
∫

Ω

(
(Dju)ξ + u

∂ξ

∂xj

)
φ

=
∫
RN

(u ξ) ∂φ
∂xj

+
∫
RN

(
(Dju)ξ + u

∂ξ

∂xj

)
φ

para cada j = 1, . . . , N . Esto prueba el resultado. □

Ejercicio 6.13 Prueba que si Ω ⊂ RN es abierto conexo y u ∈ L1
loc(Ω) es débilmente

diferenciable en Ω con Dju = 0 c.d. en Ω para cada j = 1, . . . , N entonces u es constante
c.d. en Ω.
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7. Espacios de Sobolev

Una vez introducido el concepto de derivada débil, estamos en condiciones de trabajar
en un marco más amplio que el de las funciones suaves. En este contexto, resulta natural
reunir en un mismo espacio aquellas funciones que, además de pertenecer a Lp(Ω),
poseen derivadas débiles que también son integrables.

Los espacios de Sobolev surgen así como el entorno adecuado para este tipo de
funciones, y fueron introducidos por Sergei Sobolev en la década de 1930 en el estudio
de ecuaciones en derivadas parciales, donde surgió la necesidad de considerar soluciones
más generales que las clásicamente diferenciables como veremos más adelante.

Sea Ω ⊂ RN abierto. Para p ∈ [1,∞] definimos el espacio de Sobolev W 1,p(Ω)
como:

W 1,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : u es d.d. en Ω y Dju ∈ Lp(Ω) ∀ j = 1, . . . , N} .

Dado que W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) y Lp(Ω) es un espacio vectorial sobre R, la Proposición
6.11 asegura que W 1,p(Ω) es un espacio vectorial sobre R.

Para u ∈ W 1,p(Ω) definimos:

∥u∥W 1,p(Ω) :=


(
∥u∥pLp(Ω) + ∥D1u∥pLp(Ω) + . . .+ ∥DNu∥pLp(Ω)

)1/p
si p ∈ [1,∞),

máx
{
∥u∥L∞(Ω), ∥D1u∥L∞(Ω), . . . , ∥DNu∥L∞(Ω)

}
si p = ∞.

Es inmediato notar que si u ∈ W 1,p(Ω) entonces ∥Dju∥Lp(Ω) ≤ ∥u∥W 1,p(Ω) para cada
j = 0, . . . , N . Esta observación nos permitirá concluir lo siguiente:

Proposición 7.1 ∥ · ∥W 1,p(Ω) es una norma en W 1,p(Ω) para todo p ∈ [1,∞].

Demostración. Consideramos dos casos.
Caso 1. Sean u, v ∈ W 1,p(Ω) y α ∈ R.
Si u = 0 en Ω entonces Dju = 0 para cada j = 1, . . . , N y, por lo tanto, ∥u∥Lp(Ω) =

∥Dju∥Lp = 0 para cada j = 1, . . . , N . En consecuencia, ∥u∥W 1,p(Ω) = 0. Inversamente,
si ∥u∥W 1,p(Ω) = 0, como 0 ≤ ∥u∥Lp(Ω) ≤ ∥u∥W 1,p(Ω) entonces u = 0 en Ω.

Luego, usando las propiedades de la norma en Lp(Ω) obtenemos que:

∥αu∥pW 1,p(Ω) =
N∑
j=0

∥αDju∥pLp = |α|p
N∑
j=0

∥Dju∥pLp = |α|p∥u∥pW 1,p(Ω).
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Finalmente, aplicando la desigualdad de Minkowski obtenemos que:

∥u+ v∥W 1,p(Ω) =
∥u+ v∥pLp(Ω) +

N∑
j=1

∥Dju+Djv∥pLp(Ω)

1/p

≤

(∥u∥Lp(Ω) + ∥v∥Lp(Ω))p +
N∑
j=1

(
∥Dju∥Lp(Ω) + ∥Djv∥Lp(Ω)

)p1/p

≤

∥u∥pLp(Ω) +
N∑
j=1

∥Dju∥pLp(Ω)

1/p

+
∥v∥pLp(Ω) +

N∑
j=1

∥Djv∥pLp(Ω)

1/p

= ∥u∥W 1,p(Ω) + ∥v∥W 1,p(Ω).

Caso 2. p = ∞.
Es un ejercicio. □

Sea p ∈ [1,∞]. Nos preguntamos si los espacios de Sobolev son de Banach: Si (uk)
una sucesión de Cauchy en W 1,p(Ω) entonces (Dj uk) es una sucesión de Cauchy en
Lp(Ω) para cada j = 0, . . . , N . Así, existen funciones u, v1, . . . , vN ∈ Lp(Ω) tales que:

ĺım
k→∞

∥uk − u∥Lp(Ω) = 0,

ĺım
k→∞

∥Dj uk − vj∥Lp(Ω) = 0

para cada j = 1, . . . , N .
Sea q ∈ [1,∞] el exponente conjugado de p ∈ [1,∞] y sea φ ∈ C∞

c (Ω) arbitraria.
Como φ, ∂φ

∂xj
∈ Lq(Ω) para cada j = 1, . . . , N , aplicando la desigualdad de Hölder-Riesz

obtenemos que:∣∣∣∣∣
∫

Ω
u
∂φ

∂xj
−
∫

Ω
uk
∂φ

∂xj

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω
|u− uk|

∣∣∣∣∣ ∂φ∂xj
∣∣∣∣∣ ≤ ∥u− uk∥Lp(Ω)

∥∥∥∥∥ ∂φ∂xj
∥∥∥∥∥
Lq(Ω)

; (10)

∣∣∣∣∫
Ω
vjφ−

∫
Ω
(Djuk)φ

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω
|vj −Djuk| |φ| ≤ ∥vj −Djuk∥Lp(Ω) ∥φ∥Lq(Ω) . (11)

Tomando el límite cuando k → ∞ en (10) y (11) concluimos que, para cada j =
1, . . . , N , ∫

Ω
u
∂φ

∂xj
+
∫

Ω
vjφ = ĺım

k→∞

(∫
Ω
uk
∂φ

∂xj
+
∫

Ω
(Djuk)φ

)
= 0,

pues uk es d.d. en Ω para todo k ∈ N. En consecuencia, u es d.d. en Ω y Dju = vj para
cada j = 1, . . . , N . Más aún,

ĺım
k→∞

∥uk − u∥W 1,p(Ω) = 0.

Hemos probado el siguiente resultado:

44



Teorema 7.2 Sea p ∈ [1,∞].

(a) Si (uk) es una sucesión en W 1,p(Ω) tal que uk → u y Dj uk → vj en Lp(Ω) para
cada j = 1, . . . , N entonces u es d.d. en Ω, Dju = vj y uk → u en W 1,p(Ω).

(b) (W 1,p(Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) es un espacio de Banach.

Definición 7.3 Si p = 2 escribimos H1(Ω) := W 1,2(Ω).
En H1(Ω) la función:

⟨u, v⟩H1(Ω) :=
∫

Ω
uv +

N∑
j=1

∫
Ω
(Dju)(Djv) =

∫
Ω
uv +

∫
Ω

∇u · ∇v

define un producto escalar que induce a la norma ∥ · ∥W 1,2(Ω). Por lo tanto, H1(Ω) es
un espacio de Hilbert.

Con lo desarrollado en esta sección y la anterior hemos dado una primera respuesta
parcial al objetivo inicial: al extender el concepto de derivada a funciones en Lp(Ω),
hemos construido un marco en el que es natural considerar funciones que no son nece-
sariamente suaves, pero que conservan una noción de derivada bien definida. En este
contexto, los espacios de Sobolev aparecen de manera natural como candidatos a ser la
completación del espacio C∞

c (Ω) respecto a la norma

∥φ∥pLp(Ω) +
N∑
j=1

∥∥∥∥∥ ∂φ∂xj
∥∥∥∥∥
p

Lp(Ω)
.

Sin embargo, aún queda una cuestión fundamental por resolver: queremos entender
si todas las funciones de W 1,p(Ω) pueden aproximarse, en esta norma, por funciones
suaves con soporte compacto. Es decir, necesitamos aclarar cuál es la relación entre
C∞
c (Ω) y W 1,p(Ω).

Responder a esta pregunta no solo completa la descripción del espacio, sino que tam-
bién nos dirá hasta qué punto las funciones suaves permiten aproximar a las funciones
de este nuevo contexto. Por ello, el siguiente paso natural será estudiar si C∞

c (Ω) es
denso en W 1,p(Ω).

Observación 7.4 Como antes, si Ω = RN escribiremos ∥ · ∥W 1,p(RN ) únicamente como
∥ · ∥W 1,p para evitar confusión y simplificar la notación.
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8. Aproximación por funciones suaves
Sea p ∈ [1,∞). El objetivo en esta sección es estudiar si el espacio C∞

c (Ω) es denso
en W 1,p(Ω) para todo subconjunto abierto Ω de RN .

Empezaremos primero el caso cuando Ω = RN y, para ello, requerimos del siguiente
resultado.

Lema 8.1 (de truncamiento) Sea (ψk) sucesión en C∞(RN) ∩ W 1,p(RN) tal que
φk → u en W 1,p(RN). Entonces, existe una sucesión (uk) en C∞

c (RN) tal que uk → u
en W 1,p(RN).

Demostración. Sea ξ ∈ C∞
c (RN) tal que 0 ≤ ξ(x) ≤ 1 para todo x ∈ RN , ξ(x) = 1 si

∥x∥ ≤ 1 y ξ(x) = 0 si ∥x∥ ≥ 2.

−1 1−2 2

ξ
ξk

Definiendo, para cada k ∈ N, ξk(x) := ξ
(
x
k

)
se tiene que ξk ∈ C∞

c (RN), 0 ≤ ξk(x) ≤ 1
para todo x ∈ RN , ξk(x) = 1 si ∥x∥ ≤ k y ξk(x) = 0 si ∥x∥ ≥ 2k.

Definamos a la sucesión (uk) como uk := ξk ψk en donde, para cada k ∈ N, es claro
que uk ∈ C∞

c (RN) pues sop(uk) ⊂ sop(ξk).
Probaremos, en los siguientes pasos, que uk → u en W 1,p(RN).
Paso 1: Sea v ∈ Lp(RN) arbitraria.
La sucesión (v ξk) está claramente en Lp(RN) pues

∫
RN |v ξk|p ≤ ∥ξk∥p∞

∫
RN |v|p < ∞.

Además, |(v ξk)(x)| = |v(x)||ξk(x)| ≤ |v(x)| y ĺımk→∞ v(x)ξk(x) = v(x) ĺımk→∞ ξk(x) =
v(x) para todo x ∈ RN . El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura
que:

ĺım
k→∞

∥v − v ξk∥Lp = 0.

Paso 2: Como u ∈ W 1,p(RN) ⊂ Lp(RN) entonces Dju ∈ Lp(RN) para cada j =
0, 1, . . . , N y, del Paso 1, se tiene que:

ĺım
k→∞

∥Dju−Dju ξk∥Lp = 0 ∀j = 0, 1, . . . , N.
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Ahora,∫
RN

|u ξk − uk|p =
∫
RN

|u ξk − ψk ξk|p =
∫
RN

|u− ψk|p|ξk|p ≤ ∥u− ψk∥pLp → 0

pues ψk → u en W 1,p(RN).
Del mismo modo, para j = 1, . . . , N ,∫

RN

∣∣∣∣∣Dju ξk − ∂ψk
∂xj

ξk

∣∣∣∣∣
p

=
∫
RN

∣∣∣∣∣Dju− ∂ψk
∂xj

∣∣∣∣∣
p

|ξk|p ≤
∥∥∥∥∥Dju− ∂ψk

∂xj

∥∥∥∥∥
p

Lp

→ 0

pues ψk → u en W 1,p(RN).
Por tanto, para cada j = 1, . . . , N

∥u− uk∥Lp ≤ ∥u− u ξk∥Lp + ∥u ξk − uk∥Lp ,∥∥∥∥∥Dj u− ξk
∂ψk
∂xj

∥∥∥∥∥
Lp

≤ ∥Dju−Dju ξk∥Lp +
∥∥∥∥∥Dju ξk − ξk

∂ψk
∂xj

∥∥∥∥∥
Lp

,

y aplicando el Paso 1 junto con lo antes mostrado concluímos que uk → u y que
ξk

∂ψk

∂xj
→ Dju en Lp(RN) para cada j = 1, . . . , N .

Paso 3: Notemos que, para cualesquiera k ∈ N y x ∈ RN

∂ξk
∂xj

(x) = ∂

∂xj
ξ
(
x

k

)
= 1
k

∂

∂xj
ξ
(
x

k

)
para cada j = 1, . . . , N . En consecuencia,∥∥∥∥∥∂ξk∂xj

∥∥∥∥∥
∞

= 1
k

∥∥∥∥∥ ∂ξ∂xj
∥∥∥∥∥

∞

para cada j = 1, . . . , N . Luego, como ψk → u en W 1,p(RN) entonces (ψk) está acotada
en W 1,p(RN) y por lo tanto en Lp(RN). Es decir, existe c > 0 tal que ∥ψk∥pLp ≤ c.

Así pues, para j = 1, . . . , N∥∥∥∥∥∂ξk∂xj
ψk

∥∥∥∥∥
p

Lp

=
∫
RN

∣∣∣∣∣∂ξk∂xj
ψk

∣∣∣∣∣
p

≤
∥∥∥∥∥∂ξk∂xj

∥∥∥∥∥
p

∞

∫
RN

|ψk|p = 1
kp

∥∥∥∥∥∂ξk∂xj

∥∥∥∥∥
p

∞
∥ψk∥pLp ≤ c

kp
→ 0

y en consecuencia:∥∥∥∥∥Dju− ∂uk
∂xj

∥∥∥∥∥
Lp

=
∥∥∥∥∥Dju− ∂(ξk ψk)

∂xj

∥∥∥∥∥
Lp

≤
∥∥∥∥∥Dju − ξk

∂ψk
∂xj

∥∥∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∥∥∂ξk∂xj

ψk

∥∥∥∥∥
Lp

→ 0.

Paso 4: Hemos probado que la sucesión (uk) en C∞
c (RN) es tal que uk → u y

Djuk → Dju para cada j = 1, . . . , N en Lp(RN). Por lo tanto, uk → u en W 1,p(RN)
con lo que concluimos la demostración. □
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Teorema 8.2 C∞
c (RN) es denso en W 1,p(RN) para todo p ∈ [1,∞).

Demostración. Sea u ∈ W 1,p(RN) y sea (ρk) una sucesión regularizante. El Corolario
3.6 asegura que, para cada k ∈ N, las funciones u ∗ ρk y ∂ρk

∂xj
∗ u están en C∞(RN) para

j = 1, . . . , N . Más aún, u ∗ ρk ∈ C∞(RN) ∩W 1,p(RN) pues por la Proposición 3.8

∥u ∗ ρk∥Lp ≤ ∥ρk∥L1∥u∥Lp < ∞,∥∥∥∥∥ ρk∂xj ∗ u
∥∥∥∥∥
Lp

≤
∥∥∥∥∥ ρk∂xj

∥∥∥∥∥
L1

∥u∥Lp < ∞.

Sea x ∈ RN arbitraria pero fija. Para cada k ∈ N, la función ϕk(y) := ρk(x − y) es
un elemento de C∞

c (RN) y, como u es d.d. en RN , para cada j = 1, . . . , N se tiene que:

0 =
∫
RN
u(y) ∂

∂xj
ϕk(y) dy +

∫
RN
Dju(y)ϕk(y) dy

= −
∫
RN
u(y) ∂

∂xj
ρk(x− y) dy +

∫
RN
Dju(y)ρk(x− y) dy

= −
(
u ∗ ∂ρk

∂xj

)
(x) + (Dju ∗ ρk)(x).

En consecuencia, ∂
∂xj

(u ∗ ρk) = u ∗ ∂ρk

∂xk
= Dju ∗ ρk para cada j = 1, . . . , N .

Como u,D1u, . . . , DNu ∈ Lp(RN) entonces (u ∗ ρk) → u y (Dju ∗ ρk) → Dju en
Lp(RN) para cada j = 1, . . . , N (ver Proposición 4.4). Es decir, (u∗ρk) → u enW 1,p(RN)
y aplicando el Lema 8.1 concluímos que existe (uk) en C∞

c (RN) tal que uk → u en
W 1,p(RN). □

En la demostración anterior mostramos el siguiente resultado. Aún así, volvemos a
dejar la prueba como un ejercicio.

Ejercicio 8.3 Sea u ∈ W 1,p(RN) y ξ ∈ C∞
c (RN). Prueba que ξ ∗ u ∈ W 1,p(RN) y que

Dj(ξ ∗ u) = ξ ∗Dju para cada j = 1, . . . , N .

Sea Ω ⊂ RN un subconjunto abierto propio. En general, no es cierto que el subespacio
C∞
c (Ω) es denso en W 1,p(Ω) (ver [8]). En ese sentido, definimos el espacio de Sobolev

homogéneo W 1,p
0 (Ω) como la cerradura de C∞

c (Ω) en W 1,p(Ω). Es decir, W 1,p
0 (Ω) =

C∞
c (Ω). Es claro entonces que W 1,p

0 (Ω) es un subespacio vectorial cerrado de W 1,p(Ω) y
es, por tanto, un espacio de Banach.

Si p = 2 escribimos H1
0 (Ω) := W 1,2

0 (Ω) y, en este caso, H1
0 (Ω) es un espacio de

Hilbert.
Algunos tipos de funciones que están en W 1,p

0 (Ω) son las siguientes:
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Proposición 8.4 Si u ∈ C1
c (Ω) entonces u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demostración. Si u ∈ C1
c (Ω) y (ρk) es una sucesión regularizante, por el Teorema 4.6

existe k0 ∈ N tal que u ∗ ρk ∈ C∞
c (Ω) para cada k ≥ k0 y tal que u ∗ ρk → u en Lp(Ω).

El Corolario 3.6 implica además que ∂
∂xj

(u ∗ ρk) ∈ C∞
c (Ω) y ∂

∂xj
(u ∗ ρk) = ∂u

∂xj
∗ ρk

para cada j = 1, . . . , N de modo que por el Teorema 4.6 ∂u
∂xj

∗ ρk → ∂u
∂xj

en Lp(Ω) para
cada j = 1, . . . , N . El Teorema 7.2 implica entonces que u ∗ ρk → u en W 1,p(Ω) y por
lo tanto u ∈ W 1,p

0 (Ω). □

El siguiente resultado nos permite considerar a W 1,p
0 (Ω) como un subespacio vectorial

de W 1,p(RN). Dada una función v en Ω, denotamos por v̄ a su extensión trivial en RN ,
es decir, v̄(x) = 0 si x ∈ RN ∖ Ω y v̄(x) = v(x) si x ∈ Ω.

Proposición 8.5 Si u ∈ W 1,p
0 (RN) entonces ū ∈ W 1,p(RN) y Dj(ū) = Dju para cada

j = 1, . . . , N .

Ejercicio 8.6 Prueba la Proposición 8.5.

El hecho de que los elementos de W 1,p
0 (Ω) sean el límite de funciones en C∞

c (Ω) nos
permitira investigar algunas extensiones de las propiedades básicas de las funciones en
C∞
c (Ω).

Veamos si es posible extender la regla de la cadena: Sea u ∈ W 1,p
0 (Ω) y sea g ∈ C1(R).

Buscaremos las condiciones que debe cumplir la función g para concluir que g ◦ u ∈
W 1,p

0 (Ω) y Dj(g ◦ u) = (g′ ◦ u)Dju.
Afirmación 1: Sea (ψk) una sucesión en C∞

c (Ω) tal que ψk → u en W 1,p(Ω). Es
claro que (g◦ψk) es una sucesión de elementos de C1(Ω). Además, dada k ∈ N, si x ∈ ωψk

entonces ψk(x) = 0 y por lo tanto si g(0) = 0 se tiene que g(ψk(x)) = g(0) = 0, es decir,
x ∈ ωg◦ψk

de donde concluimos que sop(g ◦ ψk) ⊂ sop(ψk) ⊂ Ω (ver Ejercicio 2.10). En
consecuencia, (g ◦ ψk) es una sucesión de elementos de C1

c (Ω) y por la Proposición 8.4
una sucesión en W 1,p

0 (Ω).
Afirmación 2: Por el teorema del valor medio, para cualesquiera t1 < t2, existe

ξ ∈ (t1, t2) tal que:
g(t2) − g(t1) = g′(ξ)(t2 − t1)

y, por lo tanto, si g′ ∈ L∞(R) entonces:

|g(t1) − g(t2)| ≤ ∥g′∥∞|t2 − t1| ∀t1, t2 ∈ R. (12)

En consecuencia,∫
Ω

|g ◦ u− g ◦ ψk|p ≤ ∥g′∥p∞
∫

Ω
|u− ψk|p ∀ k ∈ N
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por lo que necesariamente g ◦ ψk → g ◦ u en Lp(Ω) y, de hecho, g ◦ u ∈ Lp(Ω).
El teorema de Riesz-Weyl asegura que existe una subsucesión (ψki

) de (ψk) tal que
ψki

(x) → u(x) p.c.t. x ∈ Ω y, como g′ es continua, g′(ψki
(x)) → g′(u(x)) p.c.t. x ∈ Ω.

Por lo tanto, para cada j = 1, . . . , N

g′(ψki
(x))Dju(x) → g′(u(x))Dju(x) p.c.t. x ∈ Ω.

Más aún, |g′(ψki
(x))Dju(x)| ≤ ∥g′∥∞|Dju(x)| p.c.t. x ∈ Ω y para toda i ∈ N. Como

Dju ∈ Lp(Ω), el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que:

(i) (g′ ◦ u)Dju ∈ Lp(Ω);
(ii) ĺımi→∞ ∥(g′ ◦ ψki

)Dju− (g′ ◦ u)Dju∥Lp(Ω) = 0.

Afirmación 3: Sea j = 1, . . . , N . Entonces,
∫

Ω

∣∣∣∣∣(g′ ◦ ψki
)Dju− (g′ ◦ ψki

)∂ψki

∂xj

∣∣∣∣∣
p

≤ ∥g′∥p∞
∫

Ω

∣∣∣∣∣Dju− ∂ψki

∂xj

∣∣∣∣∣
p

→ 0 cuando i → ∞

pues ψki
→ u en W 1,p(Ω).

Aplicando la desigualdad del triángulo obtenemos que:∥∥∥∥∥(g′ ◦ u)Dju− ∂

∂xj
(g ◦ ψki

)
∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

=
∥∥∥∥∥(g′ ◦ u)Dju− (g′ ◦ ψki

)∂ψki

∂xj

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ ∥(g′ ◦ u)Dju− (g′ ◦ ψki
)Dju∥Lp(Ω)

+
∥∥∥∥∥(g′ ◦ ψki

)Dju− (g′ ◦ ψki
)∂ψki

∂xj

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

.

Tomando el límite cuando i → ∞ en la desigualdad anterior concluimos que ∂
∂xj

(g ◦
ψki

) → (g′ ◦ u)Dju en Lp(Ω).
Hemos probado que (g ◦ ψki

) → (g ◦ u) y ∂
∂xj

(g ◦ ψki
) → (g′ ◦ u)Dju en Lp(Ω) para

cada j = 1, . . . , N . Así pues, g ◦ u es d.d. en Ω y Dj(g ◦ u) = (g′ ◦ u)Dju para cada
j = 1, . . . , N . Además, g ◦ ψki

→ g ◦ u en W 1,p(Ω) y como g ◦ ψki
∈ W 1,p

0 (Ω) para todo
i ∈ N entonces g ◦ u ∈ W 1,p

0 (Ω) pues es un subespacio cerrado de W 1,p(Ω).
Concluimos el teorema de regla de la cadena para derivadas débiles:

Teorema 8.7 (Regla de la cadena para derivadas débiles) Sea g ∈ C1(R) con
g(0) = 0 y g′ ∈ L∞(R). Si u ∈ W 1,p

0 (Ω) entonces g ◦ u ∈ W 1,p
0 (Ω) y, para cada

j = 1, . . . , N ,
Dj(g ◦ u) = (g′ ◦ u)Dju.

50



Ejercicio 8.8 Prueba que, si u ∈ W 1,p
0 (Ω) y g ∈ C1(R), entonces no necesariamente

g ◦ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

(Sugerencia: Considera Ω ⊂ RN no acotado y g = 1.)

Veamos una aplicación interesante del resultado anterior.

Proposición 8.9 Si u ∈ W 1,p
0 (Ω) entonces |u| ∈ W 1,p

0 (Ω) y, para cada j = 1, . . . , N ,

(Dj|u|)(x) =


Dju(x) si u(x) > 0,

0 si u(x) = 0,
−Dju(x) si u(x) < 0.

Demostración. Consideremos la sucesión de funciones ξk : R → R dadas por:

ξk(t) := (t2 + 1
k2 )1/2 − 1

k

en donde es claro que ξk es diferenciable en R y ξ′
k(t) = t(

t2+ 1
k2

)1/2 para todo t ∈ R.

ξk ξ′
k

Por tanto, (ξk) es una sucesión de funciones en C1(R) tal que ξk(0) = 0 y ξ′
k ∈ L∞(R)

para todo k ∈ N. El Teorema 8.7 asegura que, para todo k ∈ N, ξk ◦ u ∈ W 1,p
0 (Ω) y

Dj(ξk ◦ u) = (ξ′
k ◦ u)Dju para cada j = 1, . . . , N .

Afirmación 1: ξk ◦ u → |u| en Lp(Ω).
Notemos que, para x ∈ Ω arbitraria pero fija, |ξk(u(x))| ≤ |u(x)| para cada k ∈ N y

ĺım
k→∞

ξk(u(x)) = ĺım
k→∞

(
(u2(x) + 1

k2 )1/2 − 1
k

)
= |u(x)|.

El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que ĺımk→∞ ∥(ξk ◦u)−
|u|∥Lp(Ω) = 0 pues |u| ∈ Lp(Ω).

Afirmación 2: Para cada j = 1, . . . , N , Dj(ξk ◦ u) → sgn(u)Dju en Lp(Ω).
Sea j = 1, . . . , N . Como |ξ′

k| ≤ 1 en R para todo k ∈ N entonces |Dj(ξk ◦ u)| =
|(ξ′

k ◦ u)Dju| ≤ |Dju| en Ω para todo k ∈ N.
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Para x ∈ Ω arbitraria pero fija se tiene que:

ĺım
k→∞

(Djξk(u(x))) = ĺım
k→∞

(ξ′
k(u(x)))Dju(x)

= ĺım
k→∞

 u(x)(
u2(x) + 1

k2

)1/2

Dju(x)

= sgn(u(x))Dj(u(x)).

Dado que Dju ∈ Lp(Ω) entonces el teorema de la convergencia dominada asegura
que:

ĺım
k→∞

∥Dj(ξk ◦ u) − sgn(u)Dju∥Lp(Ω) = 0.

De las afirmaciones anteriores y el Teorema 7.2 concluimos que |u| ∈ W 1,p
0 (Ω) y que

|Dj|u|| = |Dju| para cada j = 1, . . . , N . □

Dada u : Ω → R definimos

u+ := máx{u, 0}, u− := mı́n{u, 0}.

Ejercicio 8.10 Prueba que, si u ∈ W 1,p
0 (Ω), entonces u+, u− ∈ W 1,p

0 (Ω) y calcula sus
derivadas débiles.

Ejercicio 8.11 Prueba que el espacio C∞
c (Ω) nunca es denso en el espacio de Sobolev

W 1,∞(Ω).

52



9. Dominios suaves
Sea Ω ⊂ RN abierto y sea p ∈ [1,∞). El hecho de que hayamos definido el espacio

W 1,p
0 (Ω) como la cerradura de C∞

c (Ω) en W 1,p(Ω) nos hace imaginar a los elementos
de W 1,p

0 (Ω) como funciones en W 1,p(Ω) que se anulan en la frontera de Ω. Esta forma
de pensar al espacio W 1,p

0 (Ω) no tiene mucho sentido pues sus elementos son clases de
equivalencia de funciones que coinciden en Ω salvo un conjunto de medida cero y si ∂Ω
tiene medida cero, en cualquier clase de equivalencia hay una función que se anula ahí.

En esta sección estudiaremos las condiciones bajo las cuales el comentario anterior
tiene sentido. Sin embargo, para un mejor estudio de este fenómeno se sugiere consultar
[8, Sección 5.5].

El primer resultado de esta sección establece que si u ∈ W 1,p(Ω) es suficientemente
regular y se anula en ∂Ω entonces u ∈ W 1,p

0 (Ω). Para ello requerimos del siguiente lema
que a su vez utiliza el teorema de Friedrichs que no abarcaremos en estas notas.

Teorema 9.1 (Friedrichs) Sea u ∈ W 1,p(Ω). Existe una sucesión (uk) en C∞
c (RN) tal

que uk|Ω → u en Lp(Ω) y ∂uk

∂xj
|ω → Dju|ω en Lp(ω) para cada j = 1, . . . , N , para todo

ω ⊂⊂ Ω.

Demostración. Consulta, por ejemplo, [1, Teorema 9.2]. □

Lema 9.2 Si u ∈ W 1,p(Ω) es tal que sop(u) es compacto y está contenido en Ω entonces
u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demostración. Sea ω abierto tal que sop(u) ⊂ ω ⊂⊂ Ω. Elijamos ξ ∈ C∞
c (ω) tal que

0 ≤ ξ(x) ≤ 1 para todo x ∈ ω y ξ(x) = 1 si x ∈ sop(u). Entonces, ξ(x)u(x) = u(x) para
todo x ∈ Ω. Por el Teorema 9.1 existe una sucesión (uk) en C∞

c (RN) tal que uk|Ω → u
en Lp(Ω) y ∂uk

∂xj
|ω → Dju|ω en Lp(ω) para cada j = 1, . . . , N .

En consecuencia,

∥ξuk − u∥pLp(Ω) =
∫

Ω
ξp|uk − u|p ≤

∫
Ω

|uk − u|p → 0 cuando k → ∞.

Luego, el Teorema 6.12 nos asegura que:
∂

∂xj
(ξuk) −Dj(ξu) = ∂ξ

∂xj
(uk − u) + ξ

(
∂uk
∂xj

−Dju

)
en Ω.

Aplicando la desigualdad de Minkowski concluimos que:∥∥∥∥∥ ∂

∂xj
(ξuk) −Dju

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

=
(∫

ω

∣∣∣∣∣ ∂∂xj (ξuk) −Dj(ξu)
∣∣∣∣∣
p)1/p

≤
∥∥∥∥∥ ∂ξ∂xj

∥∥∥∥∥
∞

(∫
ω

|uk − u|p
)1/p

+
(∫

ω

∣∣∣∣∣∂uk∂xj
−Dju

∣∣∣∣∣
p)1/p

.
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Tomando el límite cuando k → ∞ en la desigualdad anterior concluimos que ξuk → u
en W 1,p(Ω) y, por tanto, que u ∈ W 1,p

0 (Ω). □

Teorema 9.3 Si u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C0(Ω) es tal que u = 0 en ∂Ω entonces u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demostración. Procedemos por casos:
Caso 1: sop(u) es acotado.

Tomemos g ∈ C1(R) tal que |g(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R y

g(t) =
{

0 si |t| ≤ 1,
t si |t| ≥ 2.

Definamos, para cada k ∈ N, gk(t) := 1
k
g(kt). Entonces, gk ∈ C1(R) cumple que:

gk(t) =
{

0 si |t| ≤ 1
k
,

t si |t| ≥ 2
k
.

y g′
k(t) =

{
0 si |t| ≤ 1

k
,

1 si |t| ≥ 2
k
.

g

gk

Definiendo uk := gk ◦ u para cada k ∈ N, se tiene que uk ∈ W 1,p(Ω) y que Dj(uk) =
(g′
k ◦ u)Dju para cada j = 1, . . . , N (ver Teorema 8.7).
Sea t ∈ R ∖ {0}. Existe k(x) ∈ N tal que 2

k(x) ≤ |t| y, por lo tanto, gk(t) = t y
g′
k(t) = 1 para cada k ≥ k(x). En consecuencia, gk(t) → t y g′

k(t) → 1 en R.
Sea j = 1, . . . , N . De lo anterior concluimos que uk → u y Dj(uk) → Dju c.d. en Ω.

Además, como |g(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R entonces:

|uk(x)| = 1
k

|g(ku(x))| ≤ |u(x)| y |Dj(uk(x))| = |g′
k(u(x))Dju(x)| ≤ |Dju(x)|

para todo x ∈ Ω y para todo k ∈ N. El teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue asegura que uk → u y Dj(uk) → Dju en Lp(Ω). En consecuencia, uk → u en
W 1,p(Ω).
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Definamos, para cada k ∈ N, el conjunto Uk := u−1
(
− 1
k
, 1
k

)
. Como u ∈ C0(Ω) y

u = 0 en ∂Ω entonces Uk es un abierto relativo a Ω y es tal que ∂Ω ⊂ Uk. Además,
si x ∈ Uk entonces |u(x)| < 1

k
por lo que gk(u(x)) = 0. Es decir, ωu ∪ Uk ⊂ ωgk◦u. En

consecuencia, sop(uk) ⊂ sop(u) ∩ (Ω ∖ Uk) ⊂ Ω (ver Ejercicio 2.10) y, como sop(u) es
acotado, concluimos que sop(uk) es compacto. El Lema 9.2 asegura que uk ∈ W 1,p

0 (Ω)
para todo k ∈ N y por lo tanto u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Caso 2: sop(u) no es acotado.
Fijamos una función ξ ∈ C∞

c (RN) (ver Lema 5.1) tal que 0 ≤ ξ ≤ 1 en RN , ξ(x) = 1
si ∥x∥ ≤ 1 y ξ(x) = 0 si ∥x∥ ≥ 2. Definiendo ξk(x) := ξ(x

k
) y uk := ξku para todo

k ∈ N se sigue del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue que uk → u y que
Dj(uk) = 1

k
∂ξ
∂xj
u+ ξkDju → Dju en Lp(Ω) para cada j = 1, . . . , N pues ξk → 1 en RN .

Por tanto, uk → u en W 1,p(Ω).
Dado que sop(uk) ⊂ sop(ξk) entonces sop(uk) es acotado y, como uk ∈ C0(Ω) con

uk = 0 en ∂Ω, entonces uk ∈ W 1,p
0 (Ω) por el Caso 1. En consecuencia, u ∈ W 1,p

0 (Ω). □
El recíproco del teorema anterior no es cierto en general. Sin embargo, si Ω es sufi-

cientemente regular, sí lo es. Precisemos esta idea:

Definición 9.4 Sean Ω y Ω̃ dos subconjuntos abiertos de RN y ϑ : Ω → Ω̃ una función.
Decimos que ϑ es un difeomorfismo de clase Ck si ϑ es biyectiva, ϑ es de clase Ck
en Ω y ϑ−1 es de clase Ck en Ω̃.

Definición 9.5 Un subconjunto abierto Ω ⊂ RN es de clase Ck si, para cada
x0 ∈ ∂Ω, existe una vecindad abierta U de x0 en RN y un difeomorfismo ϑ : BN−1

1 (0) ×
(−1, 1) → U de clase Ck que satisface lo siguiente:

(i) ϑ(0, 0) = x0;
(ii) ϑ(BN−1

1 (0) × (0, 1)) = U ∩ Ω;
(ii) ϑ(BN−1

1 (0) × {0}) = U ∩ ∂Ω donde BN−1
1 (0) := {y ∈ RN−1 : ∥y∥ < 1}.

Ω

x0

ϑ
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Ejercicio 9.6 Identifica de qué clase son los siguientes subconjuntos de RN :

(a) La bola abierta unitaria BN
1 (0).

(b) El rectángulo abierto (−1, 1)N .

Observación 9.7 Sea Ω ⊂ RN un dominio de clase Ck y x0 ∈ ∂Ω. Entonces, el di-
feomorfismo de clase Ck que describe localmente la frontera puede considerarse, tras un
reescalamiento adecuado, en una vecindad acotada V de x0, dando lugar a una aplica-
ción

ϑ : B̄N−1
1 (0) × [−1, 1] → V

que es un difeomorfismo en el interior y satisface

ϑ(BN−1
1 (0) × (0, 1)) = V ∩ Ω, ϑ(BN−1

1 (0) × 0) = V ∩ ∂Ω.

Además, ϑ y ϑ−1, junto con todas sus derivadas parciales, se extienden continuamente
hasta la frontera de B̄N−1

1 (0) × [−1, 1] y V , respectivamente.

Ω

x0

ϑ

H

Esta propiedad se obtiene componiendo con un simple reescalamiento H, lo cual
preserva la regularidad y permite trabajar en un dominio acotado.

El resultado principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 9.8 Si Ω ⊂ RN es de clase C1 y u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C0(Ω) entonces u = 0 en ∂Ω.

Para demostrarlo usaremos el lema de cambio de variable para derivadas débiles cuya
demostración puede consultarse, por ejemplo, en [3, Proposición 16.23].

56



Lema 9.9 (Cambio de variable para derivadas débiles) Sea ϑ : Ω̃ → Ω un di-
feomorfismo de clase C1 tal que ∂ϑi

∂xj
∈ L∞(Ω̃) y ∂(ϑi)−1

∂xj
∈ L∞(Ω) para todo i, j =

1, . . . , N . Si u ∈ W 1,p
0 (Ω) entonces u ◦ ϑ ∈ W 1,p

0 (Ω̃) y

Di(u ◦ ϑ) =
N∑
j=1

(Dju ◦ ϑ)∂ϑj
∂xi

para todo i = 1, . . . , N donde ϑi : Ω̃ → R y ϑ−1
i : Ω → R denotan la i-ésima función

componente de ϑ y ϑ−1 respectivamente.

Demostración del Teorema 9.8. Sea u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C0(Ω) y sea x0 ∈ ∂Ω arbitrario.

A través de un reescalamiento (ver Observación 9.7), elegimos ϑ y U acotado de
tal forma que ϑ, ∂ϑ

∂yj
son continuas en B̄N−1

1 (0) × [−1, 1], ∂ϑ−1
i

∂xj
en U y en cuyo caso

∂ϑi

∂yj
∈ L∞(BN−1

1 (0) × (−1, 1)) y ∂ϑ−1
i

∂xj
∈ L∞(U) para cualesquiera 1 ≤ i, j ≤ N .

Sea K := ϑ
(
B̄N−1

1/2 (0) ×
[
−1

2 ,
1
2

])
y δ := dist(K,RN ∖ U) > 0. Existe ξ ∈ C∞

c (RN)
tal que 0 ≤ ξ ≤ 1 en RN , ξ(x) = 1 si x ∈ K y ξ(x) = 0 si dist(x,K) ≥ δ. De hecho,

sop(ξ) ⊂
{
x ∈ RN : dist(x,K) ≤ δ

}
⊂ U.

Ω

x0

ϑ

Afirmación 1: ξu ∈ W 1,p
0 (Ω ∩ U)

Sea (ψk) sucesión en C∞
c (Ω) tal que ψk → u en W 1,p(Ω).

Como ξ ∈ C∞
c (RN) y sop(ξ) ⊂ U entonces sop(ξu) ⊂ Ω ∩ U y así (ξψk) es una

sucesión de elementos de C∞
c (Ω ∩ U).

ψk

ξ
ψk ξ
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Notemos que:

∥ξψk − ξu∥pLp(Ω∩U) =
∫

Ω∩U
|ξ|p|ψk − u|p ≤ ∥ξ∥p∞

∫
Ω

|ψk − u|p ≤ ∥ψk − u∥pLp(Ω)

y, como ψk → u en Lp(Ω), entonces ξψk → ξu en Lp(Ω ∩ U).
Ahora, para j = 1, . . . , N ,∥∥∥∥∥ ∂

∂xj
(ξψk) −

(
∂ξ

∂xj
u− ξ Dju

)∥∥∥∥∥
Lp(Ω∩U)

=
∥∥∥∥∥
(
∂ξ

∂xj
ψk − ξ

∂ψk
∂xj

)
−
(
∂ξ

∂xj
u− ξ Dju

)∥∥∥∥∥
Lp(Ω∩U)

≤
∥∥∥∥∥ ∂ξ∂xj (ψk − u)

∥∥∥∥∥
Lp(Ω∩U)

+
∥∥∥∥∥ξ
(
∂ψk
∂xj

−Dju

)∥∥∥∥∥
Lp(Ω∩U)

≤
∥∥∥∥∥ ∂ξ∂xj

∥∥∥∥∥
∞

∥ψk − u∥Lp(Ω∩U)

+ ∥ξ∥∞

∥∥∥∥∥∂ψk∂xj
−Dju

∥∥∥∥∥
Lp(Ω∩U)

≤
∥∥∥∥∥ ∂ξ∂xj

∥∥∥∥∥
∞

∥ψk − u∥Lp(Ω)

+ ∥ξ∥∞

∥∥∥∥∥∂ψk∂xj
−Dju

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

y usando que ∂ψk

∂xj
→ Dju y ψk → u en Lp(Ω) obtenemos que:

∂

∂xj
(ξψk) →

(
ξDju+ ∂ξ

∂xj
u

)

en Lp(Ω ∩ U). Por tanto, ξu es d.d. en Ω ∩ U y Dj(ξu) = ξDju + ∂ξ
∂xj
u para cada

j = 1, . . . , N . Esto prueba que ξu ∈ W 1,p(Ω ∩ U) y que ξψk → ξu en W 1,p(Ω ∩ U) por
lo que necesariamente ξu ∈ W 1,p

0 (Ω ∩ U).
Observación: Como elegimos ϑ de tal forma que:

∂ϑi
∂yj

∈ L∞(BN−1
1 (0) × (−1, 1)) y ∂ϑ−1

i

∂xj
∈ L∞(U)

para cualesquiera 1 ≤ i, j ≤ N , por el cambio de variable para derivadas débiles (ver
Lema 9.9) tenemos que:

(ξu) ◦ ϑ ∈ W 1,p
0

(
BN−1

1 (0) × (0, 1)
)
.
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Además, como u ∈ C0(Ω), ξ ∈ C∞
c (RN) y ϑ es un homeomorfismo, entonces:

ϑ
(
B̄N−1

1 (0) × [0, 1]
)

= Ω ∩ U ⊂ Ω

pues ϑ(BN−1
1 (0) × (0, 1)) = Ω ∩ U .

Consideremos v := (ξu) ◦ ϑ ∈ W 1,p
0

(
BN−1

1 (0) × (0, 1)
)

∩ C0
(
B̄N−1

1 (0) × [0, 1]
)
.

Afirmación 2: v(y, 0) = 0 para cada y ∈ BN−1
1 (0).

Como v ∈ W 1,p
0

(
BN−1

1 (0) × (0, 1)
)
, existe una sucesión (φk) en C∞

c

(
BN−1

1 (0) × (0, 1)
)

tal que φk → v en W 1,p
(
BN−1

1 (0) × (0, 1)
)
.

Como sop(φk) ⊂ BN−1
1 (0)× (0, 1), considerando la extensión por 0 a B̄N−1

1 (0)× [0, 1]
obtenemos que φk(y, 0) = 0 para todo y ∈ BN−1

1 (0). Por el teorema fundamental del
cálculo se tiene que:

φk(y, t) = φk(y, t) − φk(y, 0) =
∫ t

0

∂φk
∂xN

(y, s) ds ∀ t ∈ (0, 1). (13)

Como v ∈ C0
(
B̄N−1

1 (0) × [0, 1]
)

entonces para cada y ∈ BN−1
1 (0), la función t 7→

v(y, t) es continua en [0, 1]. Fijemos y ∈ BN−1
1 (0) y sea ε ∈ (0, 1). Por el teorema del

valor medio para integrales, existen tε, sε ∈ (0, ε) tales que:∫ ε

0
|φk(y, t)|dt = ε|φk(y, tε)|; (14)

∫ ε

0
|v(y, t)|dt = ε|v(y, sε)|. (15)

Así, de (13) se tiene que:

1
ε

∫ ε

0
|φk(y, t)| dt = |φk(y, tε)| ≤

∫ tε

0

∣∣∣∣∣ ∂φk∂xN
(y, s)

∣∣∣∣∣ ds ≤
∫ ε

0

∣∣∣∣∣ ∂φk∂xN
(y, s)

∣∣∣∣∣ ds.
Integrando la desigualdad anterior sobre BN−1

1 (0) y aplicando el teorema de Fubini
obtenemos que:

1
ε

∫
Qε

|φk| = 1
ε

∫
BN−1

1 (0)×(0,ε)
|φk| = 1

ε

∫
BN−1

1 (0)

∫ ε

0
|φk(y, t)| dt dy

≤
∫
BN−1

1 (0)

∫ ε

0

∣∣∣∣∣ ∂φk∂xN
(y, s)

∣∣∣∣∣ ds dy =
∫
Qε

∣∣∣∣∣ ∂φk∂xN

∣∣∣∣∣
(16)

donde Qε := BN−1
1 (0) × (0, ε).
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Por otro lado, como φk → v en W 1,p
(
BN−1

1 (0) × (0, 1)
)

y Qε ⊂ BN−1
1 (0) × (0, 1)

entonces φk → v y ∂φk

∂xN
→ DNv en Lp(Qε). Dado que LN(Qε) < +∞ y 1 ≤ p entonces

Lp(Qε) ⊂ L1(Qε) de forma continua por lo que φk → v y ∂φk

∂xN
→ DNv en L1(Qε).

Así, tomando el límite cuando k → ∞ en (16) obtenemos que:

1
ε

∫
Qε

|v| ≤
∫
Qε

|DNv|. (17)

De la expresión (15) se tiene que:

|v(y, sε)| = 1
ε

∫ ε

0
|v(y, t)| dt

por lo que integrando sobre BN−1
1 (0), usando la desigualdad (17) y el teorema de Fubini

se tiene que: ∫
BN−1

1 (0)
|v(y, sε)|dy = 1

ε

∫
Qε

|v| ≤
∫
Qε

|DNv|.

Dado que v es continua, tomando el límite cuando ε → 0 entonces |v(y, sε)| →
|v(y, 0)|. Aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue concluimos
que: ∫

BN−1
1 (0)

|v(y, 0)|dy = ĺım
ε→0

∫
BN−1

1 (0)
|v(y, sε)| dy ≤ ĺım

ε→0

∫
Qε

|DNv| = 0.

Por lo tanto v(y, 0) = 0 para todo y ∈ BN−1
1 (0). Y, como ϑ(0, 0) = x0, entonces

x0 ∈ K de modo que ξ(x0) = 1 y concluimos que:

u(x0) = ξ(x0)u(x0) = (ξu)(x0) = (ξu) ◦ ϑ(0, 0) = v(0, 0) = 0,

como se quería demostrar. □
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10. Un problema de Dirichlet homogéneo
En esta sección damos la primera solución al problema inicial: Dado un subconjunto

Ω abierto y conexo de RN y f ∈ C0(Ω), buscamos la existencia de una función u ∈ C2(Ω)
tal que satisfaga:

(℘)
{

−∆u+ u = f en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

en donde ∆u = ∑N
j=1

∂2u
∂x2

j
es el operador de Laplace.

Notemos que si u ∈ C2(Ω) es tal que:

−∆u+ u = f en Ω

entonces:
(−∆u+ u)φ = fφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω)
y por lo tanto: ∫

Ω
(−∆u)φ+

∫
Ω
uφ =

∫
Ω
fφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω).

Por la fórmula de Green (ver Teorema 6.1) la identidad anterior es equivalente a la
expresión: ∫

Ω
∇u · ∇φ+

∫
Ω
uφ =

∫
Ω
fφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω).

Hemos probado lo siguiente:

Proposición 10.1 Si u ∈ C2(Ω) satisface que −△u+ u = f en Ω, entonces:∫
Ω

∇u · ∇φ+
∫

Ω
uφ =

∫
Ω
fφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω).

Siguiendo el mismo enfoque adoptado en la Sección 1, buscamos formular el problema
en un espacio de Hilbert, de modo que la identidad anterior pueda interpretarse de
manera adecuada. Esta perspectiva conduce naturalmente a la siguiente definición.

Definición 10.2 Una función u ∈ H1
0 (Ω) que satisface:∫

Ω
∇u · ∇φ+

∫
Ω
uφ =

∫
Ω
fφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

se llama una solución débil de (℘).

Teniendo en cuenta que C∞
c (Ω) es denso en el espacio de Sobolev H1

0 (Ω) podemos
observar lo siguiente.
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Observación 10.3 Como C∞
c (Ω) es denso en H1

0 (Ω), si u ∈ H1
0 (Ω) es solución débil

de (℘) entonces: ∫
Ω

∇u · ∇v +
∫

Ω
uv =

∫
Ω
fv ∀ v ∈ H1

0 (Ω). (18)

Inversamente, si u ∈ H1
0 (Ω) satisface (18) entonces u es solución débil de (℘).

La observación anterior nos permite reformular el problema original de manera más
manejable: en lugar de buscar soluciones clásicas, nos centramos primero en encontrar
una solución débil en el espacio H1

0 (Ω). En otras palabras, el problema se reduce a
determinar si existe una única función u ∈ H1

0 (Ω) tal que

⟨u, v⟩H1
0 (Ω) =

∫
Ω
fv ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Esta reformulación es especialmente útil, ya que nos sitúa en el marco de los espa-
cios de Hilbert, donde podemos aplicar directamente el teorema de representación de
Fréchet-Riesz como motivamos al inicio de estas notas.

Teorema 10.4 (Existencia y unicidad de una solución débil) Para cada f ∈
L2(Ω) existe una única solución débil u de (℘).

Demostración. Sea f ∈ L2(Ω). Definamos la función T : H1
0 (Ω) → R como:

T (v) :=
∫

Ω
fv

la cual es claramente lineal. Además, por la desigualdad de Hölder-Riesz, tenemos que:

|T (v)| ≤
∫

Ω
|fv| ≤ ∥f∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω) ≤ ∥f∥L2(Ω)∥v∥H1

0 (Ω)

para cada v ∈ H1
0 (Ω). En consecuencia, T es continua en H1

0 (Ω). El teorema de repre-
sentación de Fréchet-Riesz (ver Teorema 1.2) asegura que existe una única u ∈ H1

0 (Ω)
tal que:

⟨u, v⟩H1
0 (Ω) = T (v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω).

Es decir, existe una única solución débil u ∈ H1
0 (Ω) de (℘). □

Dado lo anterior, nos preguntamos finalmente, ¿cuándo una solución débil (℘) es
una solución clásica? El siguiente teorema da respuesta a tal pregunta bajo ciertas
condiciones de regularidad en el problema.

Teorema 10.5 Si Ω es de clase C1, f ∈ L2(Ω) ∩ C0(Ω) y la solución débil u ∈ H1
0 (Ω)

de (℘) satisface que u ∈ C2(Ω), entonces u es una solución clásica de (℘).
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Demostración. Como u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C2(Ω) ⊂ H1

0 (Ω) ∩ C0(Ω) y Ω es de clase C1 entonces
u = 0 en ∂Ω. Dado que u es solución débil de (℘) entonces:∫

Ω
(∇u · ∇φ+ uφ) =

∫
Ω
fφ ∀φ ∈ C∞

c (Ω).

Aplicando la fórmula de Green (ver Teorema 6.1) obtenemos que:∫
Ω
(−∆u+ u− f)φ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

y, del lema fundamental del cálculo de variaciones (ver Teorema 5.4), concluimos que:

−∆u+ u− f = 0 c.d. en Ω.

Como u, f ∈ C0(Ω) entonces −∆u + u − f ∈ C0(Ω) y por lo tanto −∆u + u = f en
Ω. Esto concluye la demostración. □
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11. Formulación Variacional
En esta sección damos un primer paso hacia las aplicaciones de la teoría desarrollada,

adentrándonos en el contexto del cálculo de variaciones. El objetivo es ofrecer una nueva
perspectiva en la búsqueda de soluciones débiles al problema inicial (℘), mostrando
cómo las herramientas abstractas introducidas previamente adquieren aquí un papel
central. Para ello, trabajaremos con nociones de diferenciabilidad en espacios de Banach
de dimensión infinita, que utilizaremos sin entrar en detalles técnicos; el lector interesado
puede consultar [3, Capítulo 9] y [7, Capítulos 3 y 4].

El problema inicial (℘) resulta especialmente interesante porque puede reinterpretar-
se desde un punto de vista variacional, es decir, sus soluciones débiles no solo satisfacen
una ecuación, sino que emergen como puntos críticos de un funcional definido en el
espacio de Hilbert H1

0 (Ω), conocido como el funcional de energía. Esta formulación no
solo proporciona una herramienta poderosa para demostrar existencia y unicidad, sino
que también revela una conexión profunda entre el análisis no lineal y las ecuaciones
diferenciales parciales.

El funcional J : H1
0 (Ω) → R dado por:

J(u) := 1
2

∫
Ω
(|∇u|2 + |u|2) −

∫
Ω
fu (19)

se llama el funcional de energía asociado al problema (℘) y su relación con él está
dada por la siguiente proposición.

Proposición 11.1 J : H1
0 (Ω) → R es de clase C2 y

J ′(u)v =
∫

Ω
∇u · ∇v +

∫
Ω
uv −

∫
Ω
fv ∀u, v ∈ H1

0 (Ω).

En consecuencia, u es solución débil de (℘) si y sólo si u es un punto crítico de J .

De hecho, podemos abordar la Proposición 11.1 en un sentido más general en espacios
de Hilbert arbitrarios. Esto es: dado un espacio de Hilbert H = (H, ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥H) sobre
R y T : H → R una función lineal y continua, definimos el funcional de energía
J : H → R asociado a T como:

J (u) := 1
2∥u∥2

H − T (u). (20)

Nos centraremos, por tanto, en la existencia de puntos críticos del funcional J :
H → R.

Una primera idea para conocer la existencia de puntos críticos de una función es
dibujar su gráfica. Sin embargo, H puede tener dimensión infinita y, en este sentido, no
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es posible hacer tal. Para lograr algo similar, fijemos un elemento u ∈ H con u ̸= 0H y
veamos como es la gráfica de J en el subespacio generado por u. Es decir, consideremos
la función Ju : R → R dada por:

Ju(t) := J (tu) =
(1

2∥u∥2
H

)
t2 − (T (u)) t. (21)

Dado que T : H → R es lineal, la gráfica de esta función tendrá la siguiente forma:

Podemos inferir que el funcional de energía J : H → R tiene un único mínimo en
H. Formalizaremos esto en la siguiente sección.

Ejercicio 11.2 Dados números reales a, b con a > 0, considera la función f : R → R
dada por:

f(t) = at2 − bt.

Calcula los puntos críticos y los valores críticos de f .

11.1. Diferenciabilidad en espacios de Banach

En esta sección daremos un breve repaso del concepto de diferenciabilidad en espacios
de Banach. Nos basaremos por completo en [3], [7], [9] y [12].

Sean V = (V, ∥ · ∥V ) y W = (W, ∥ · ∥W ) espacios de Banach sobre R y sea O un
subconjunto abierto de V .

Recordemos que B(V,W ), el espacio de las funciones lineales y continuas de V a W ,
es un espacio de Banach con la norma

∥L∥ := sup{∥T (v)∥W : v ∈ V y ∥v∥V = 1}.

Si W = R escribimos V ∗ = B(V,R) y es el espacio dual de V .
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Definición 11.3 Sea F : O → W una función. Decimos que F es (Fréchet) dife-
renciable en el punto u0 ∈ O si existe L ∈ B(V,W ) tal que:

ĺım
v→0V

∥F (u0 + v) − F (u0) − L(v)∥W
∥v∥V

= 0.

L es llamada la derivada (de Fréchet) de F en u0 y la denotamos por L := F ′(u0).
Decimos que F es (Fréchet) diferenciable en O si es diferenciable en cada punto

u ∈ O. La función F ′ : O → B(V,W ) dada por

u 7→ F ′(u)

es llamada la derivada (de Fréchet) de F en O. Si la función F ′ : O → B(V,W ) es
continua, decimos que F es de clase C1 en O.

Ejercicio 11.4 Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) Si F : O → W es (Fréchet) diferenciable en u0 ∈ O, entonces F es continua en
u0 ∈ O.

(b) Si F,G : O → W son funciones (Fréchet) diferenciables en u0 ∈ O y α, β ∈ R,
entonces αF + βG : O → W es (Fréchet) diferenciable en u0 y (αF + βG)′(u0) =
αF ′(u0) + βG′(u0).

En este texto nos centraremos únicamente en funciones de la forma F : O → R.
A continuación, introduciremos un concepto de diferenciación que nos permitirá,

bajo condiciones muy específicas, calcular de forma más sencilla la derivada de Fréchet
de este tipo de funciones.

Definición 11.5 Sea F : O → R una función. Si, para u ∈ O y v ∈ V , el límite

ĺım
t→0

F (u+ tv) − F (u)
t

existe, entonces a dicho valor lo llamamos la derivada de F en el punto u0 en la
dirección de v.

Una función F : O → R es Gâteaux-diferenciable en el punto u0 ∈ O si, para
cada v ∈ V , la derivada de F en el punto u0 en la dirección de v existe y la denotamos
por GF (u0)v.

Decimos que F : O → R es Gâteaux-diferenciable en O si es Gâteaux-
diferenciable en cada punto u ∈ O. Llamamos derivada de Gâteaux de F en O
a la función dada por:

u 7→ GF (u) : V → R
v 7→ GF (u)v.
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En general, la existencia de derivadas direccionales de una función F : O → R en
un punto u0 ∈ O, en todas las direcciones v ∈ V , no es suficiente para garantizar que
GF (u0) ∈ V ∗, incluso si V es de dimensión finita. De manera similar, el hecho de que F
sea diferenciable en el sentido de Gâteaux no implica, en general, que sea diferenciable
en el sentido de Fréchet. Ambas afirmaciones se proponen como ejercicio (ver Ejercicio
11.6).

Ejercicio 11.6 Sea V = R2 con la norma euclidiana. Prueba lo siguiente:

(a) La función φ : R2 → R dada por

φ(x, y) :=
{

x3

x2+y2 si (x, y) ̸= (0, 0),
0 si (x, y) = (0, 0),

es Gâteaux-diferenciable en (0, 0) pero la función GF (0, 0) : R2 → R no es lineal.
(b) La función φ : R2 → R dada por

φ(x, y) :=
{

x3y
x4+y2 si (x, y) ̸= (0, 0),
0 si (x, y) = (0, 0),

es Gâteaux-diferenciable en (0, 0) pero no es (Fréchet) diferenciable en (0, 0).

El siguiente resultado relaciona los dos conceptos de diferenciación anteriores y su
demostración puede encontrarse en [7, Proposición 3.2.15].

Teorema 11.7 F : O → R es de clase C1 en O si y sólo si F es Gâteaux-diferenciable
en O, GF (u) ∈ V ∗ para cada u ∈ O y la función GF : O → V ∗ es continua. En dicho
caso, F ′(u) = GF (u) para cada u ∈ O.

Definición 11.8 Sea F : O → R una función de clase C1.

(a) Si F tiene derivada de Fréchet en O y F ′ : O → V ∗ es de clase C1 en O entonces
decimos que F es de clase C2 en O.
La derivada de F ′ es llamada la segunda derivada (de Fréchet) de F y es
denotada por F ′′.

(b) Si F es de clase C1 en O, decimos que F tiene segunda derivada de Gâteaux
en u0 ∈ O si, para cualesquiera v, w ∈ V , el siguiente límite existe:

ĺım
t→0

F ′(u0 + tv)w − F ′(u0)w
t

.
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La segunda derivada de Gâteaux de F en u0 es la función G2F (u0) : V ×V →
R dada por:

G2F (u0)(v, w) := ĺım
t→0

F ′(u0 + tv)w − F ′(u0)w
t

.

Decimos que F : O → R es dos veces Gâteaux-diferenciable en O si tiene se-
gunda derivada de Gâteaux en cada punto u ∈ O. Llamamos segunda derivada
de Gâteaux de F en O a la función dada por:

u 7→ G2F (u) : V × V → R
(v, w) 7→ G2F (u)(v, w).

Denotamos por Bil(V × V,R) al conjunto de las funciones bilineales y continuas
B : V × V → R. Este conjunto es un espacio de Banach con las operaciones usuales de
suma y multiplicación por escalares y la norma dada por:

∥B∥ := sup{|B(v, w)| : ∥v∥V ≤ 1, ∥w∥V ≤ 1}.

Observación 11.9 Sea F : O → R una función de clase C2 en O. Identificaremos la
segunda derivada (de Fréchet) de F , que es un elemento del espacio B(V, V ∗), con la
forma bilineal continua asociada. Más precisamente, para cada u ∈ O, la función

F ′′(u) : V × V → R, F ′′(u)(v, w) :=
(
F ′′(u)v

)
(w),

define una forma bilineal y continua [7, Observación 3.2.29].

Como en el caso de la primera derivada, teniendo en cuenta la Observación 11.9, es
posible relacionar la segunda derivada (de Fréchet) de una función F : O → R con su
segunda derivada de Gâteaux [11, Proposición 1.6].

Teorema 11.10 Sea F : O → R de clase C1. Entonces, F es de clase C2 en O si y
sólo si F es dos veces Gâteaux-diferenciable en O, G2F (u) : V × V → R es una forma
bilineal y continua para cada u ∈ O, y la función G2F : O → Bil(V ×V,R) es continua.
En tal caso, F ′′(u) = G2F (u) para cada u ∈ O.

El concepto de la derivada de Gâteaux, de acuerdo a los Teoremas 11.7 y 11.10,
nos brinda un criterio más adecuado para verificar cuando una función es (Fréchet)
diferenciable y poder calcular su derivada. Veamos algunos ejemplos concretos:

Proposición 11.11 Si L ∈ V ∗ entonces L es de clase C2 en V , L′ = L y L′′ = 0.
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Demostración. Sea u ∈ V . Dado que L(u + v) − L(u) − L(v) = 0 para cada v ∈ V
entonces L′(u) = L. Dado que L′(u + v) = L para cualesquiera u, v ∈ V entonces L′

es una función constante y, por tanto, continua. En consecuencia, L′′ = 0 y así L es de
clase C2. □

Proposición 11.12 Sea H = (H, ⟨·, ·⟩, ∥·∥H) un espacio de Hilbert sobre R. La función
F : H → R dada por:

F (u) = 1
2∥u∥2

H

es de clase C2, F ′(u)v = ⟨u, v⟩ y F ′′(u)(v, w) = ⟨v, w⟩ para cualesquiera u, v, w ∈ H.

Demostración. Sea u ∈ H. Para cada v ∈ H y t ∈ R se tiene que:

F (u+ tv) − F (u) = 1
2
(
∥u∥2

H − 2t⟨u, v⟩ + t2∥v∥2
H − ∥u∥2

H

)
= t⟨u, v⟩ + t2

2 ∥v∥2
H .

Por tanto,

ĺım
t→0

F (u+ tv) − F (u)
t

= ĺım
t→0

(
⟨u, v⟩ − t

2∥v∥2
H

)
= ⟨u, v⟩ ∀ v ∈ H.

De este modo, GF (u)v = ⟨u, v⟩ para todo v ∈ H y es claro que GF (u) ∈ H∗ por el
teorema de representación de Fréchet-Riesz (ver Teorema 1.2).

Sean u ∈ H y (uj) una sucesión en H tal que ∥uj − u∥H → 0. La desigualdad de
Cauchy–Schwarz asegura que:

|GF (uj)v − GF (u)v| ≤ |⟨uj − u, v⟩| ≤ ∥uj − u∥H∥v∥H → 0 ∀v ∈ H.

Así, la función GF es continua en O. La Definición 11.5 y el Teorema 11.7 aseguran
que F es de clase C1 en H.

Ahora, para cualesquiera u, v, w ∈ H y t ∈ R, se tiene que:

GF (u+ tv)w − GF (u)w = ⟨u+ tv, w⟩ − ⟨u,w⟩ = t⟨v, w⟩.

Por lo tanto,

ĺım
t→0

GF (u+ tv)w − GF (u)w
t

= ⟨v, w⟩ ∀u, v, w ∈ H

y se tiene que GF 2(u)(v, w) = ⟨v, w⟩ para cualesquiera u, v, w ∈ H. Es claro entonces
que GF 2(u) es una forma bilineal y continua. En consecuencia, GF 2 es constante y por
tanto continua. El Teorema 11.10 asegura que F es de clase C2 y F ′′(u) = G2F (u) para
cada u ∈ H. □
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Corolario 11.13 (Funcional de Energía) Sea H = (H, ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥H) un espacio de
Hilbert sobre R y T : H → R lineal y continua. La función J : H → R dada por:

J (u) = 1
2∥u∥2

H − T (u)

es de clase C2, J ′(u)v = ⟨u, v⟩−T (v) y J ′′(u)(v, w) = ⟨v, w⟩ para cualesquiera u, v, w ∈
H.

Demostración. Es un ejercicio sencillo pues se sigue directamente de las proposiciones
anteriores y el Ejercicio 11.4. □

Definición 11.14 Sea F : O → R una función de clase C1 y u0 ∈ O. Decimos que u0
es un punto crítico de F en O si F ′(u0)v = 0 para cada v ∈ V .

Por ejemplo, si u0 ∈ O es un punto mínimo de F : O → R entonces u0 es un punto
crítico (ver [12, Teorema 2.A]).

De acuerdo al objetivo establecido, el siguiente resultado establece condiciones su-
ficientes bajo las cuales un punto crítico es un mínimo (ver, por ejemplo, [9, Teorema
2]).

Teorema 11.15 Sea F : O → R una función de clase C2. Entonces, F tiene un punto
mínimo u ∈ O si F ′(u)v = 0 para cada v ∈ V y F ′′(u)(v, v) > 0 para cada v ∈ V ∖{0V }.

Con este resultado podemos demostrar que el funcional de energía tiene un único
punto crítico en H que, de hecho, es un punto mínimo.

Teorema 11.16 (Funcional de Energía) Sea H = (H, ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥H) un espacio de
Hilbert sobre R y T : H → R lineal y continua. La función J : H → R dada por:

J (u) = 1
2∥u∥2

H − T (u)

tiene un único punto crítico en H.

Demostración. El funcional J : H → R es de C2, J ′(u)v = ⟨u, v⟩−T (v) y J ′′(u)(v, w) =
⟨v, w⟩ para cualesquiera u, v, w ∈ H (ver Corolario 19).

El Teorema de representación de Fréchet-Riesz asegura que existe un único u0 ∈ H
tal que T (v) = ⟨u0, v⟩ para cada v ∈ H. Así, del Corolario 11.13 se tiene que J ′(u0)v =
⟨u0, v⟩−T (v) = 0 para cada v ∈ H lo que implica que u0 ∈ H es el único punto crítico de
J en H. Más aún, si v ∈ H es tal que v ̸= 0H entonces J ′(u0)(v, v) = ⟨v, v⟩ = ∥v∥2

H > 0.
En consecuencia, u0 ∈ H es el único mínimo del funcional de energía J (ver Teorema
11.15). □

En [10] puede encontrarse una aplicación interesante en la teoría de la probabilidad
del método desarrollado en esta sección.
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Ejercicio 11.17 (Fórmula de Probabilidad Total) Sea (Ω,M, µ) un espacio de
medida tal que µ(Ω) = 1 y sea A = {A1, . . . , AN} una partición finita de Ω con ele-
mentos de M tales que µ(A1), . . . , µ(AN) > 0. Denotemos por A = σ(A) la σ-álgebra
generada por A y sea X ∈ L2(Ω,M, µ) una función fija no nula.

Resuelve los siguientes incisos:

(a) Demuestra que A ⊂ M y deduce que

L2
(
Ω,A, µ|A

)
⊂ L2(Ω,M, µ).

(b) Considera el funcional TX : L2
(
Ω,A, µ|A

)
→ R definido por:

TX(Y ) :=
∫

Ω
XY dµ.

Prueba que TX es lineal y continuo.
(c) Considera el funcional de energía J : L2

(
Ω,A, µ|A

)
→ R dado por:

J (Y ) := 1
2

∫
Ω

|Y |2 dµ− TX(Y ).

Determina la única función ξ ∈ L2
(
Ω,A, µ|A

)
que minimiza J .

Ejercicio 11.18 (Integral p-Dirichlet) Sean (Ω,M, µ) un espacio de medida, p ∈
[1,∞) y una función T : Lp(Ω,M, µ) → R lineal y continua. Considera el funcional
F : Lp(Ω,M, µ) → R definido por:

F (u) := 1
p

∫
Ω

|u|p dµ− T (u).

Resuelve los siguientes incisos:

(a) ¿Para qué valores de p ∈ [1,∞) el funcional F es (Fréchet) diferenciable en
Lp(Ω,M, µ) y cuál es su derivada?

(b) ¿Para qué valores de p ∈ [1,∞) el funcional F es de clase C1 en Lp(Ω,M, µ)?
(c) ¿Para qué valores de p ∈ [1,∞) el funcional F es de clase C2 en Lp(Ω,M, µ) y

cuál es su segunda derivada?
(d) ¿Existen valores de p ∈ [1,∞) para los cuales el funcional F tiene un punto crítico

en Lp(Ω,M, µ)?

Finalmente, en este texto no se abordarán las extensiones a espacios de Banach de
algunos resultados fundamentales de la teoría clásica de la diferenciación, tales como la
regla de la cadena, el teorema del valor medio, el teorema de Taylor, el teorema de la
función inversa y el teorema de la función implícita. Para una exposición detallada de
estos resultados y sus demostraciones, remitimos al lector a [3] y [7].
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11.2. Solución al problema inicial I

Demostraremos ahora que, en efecto, los puntos críticos del funcional J : H1
0 (Ω) → R

dado por:
J(u) := 1

2

∫
Ω
(|∇u|2 + |u|2) −

∫
Ω
fu (22)

son soluciones débiles al problema (℘).

Proposición 11.19 J : H1
0 (Ω) → R es de clase C2 y

J ′(u)v =
∫

Ω
∇u · ∇v +

∫
Ω
uv −

∫
Ω
fv ∀u, v ∈ H1

0 (Ω).

En consecuencia, u es solución débil de (℘) si y sólo si u es un punto crítico de J .

Demostración. Podemos reescribir el funcional J : H1
0 (Ω) → R en términos de la norma

en el espacio de Sobolev y la función lineal continua T (u) =
∫

Ω fu en H1
0 (Ω) como:

J(u) := 1
2∥u∥2

H1
0 (Ω) − T (u).

Las primeras afirmaciones son consecuencia del Corolario 11.13. Ahora, u ∈ H1
0 (Ω)

es punto crítico de J si y sólo si J ′(u)v = 0 para cada v ∈ H1
0 (Ω) si y sólo si∫

Ω
(∇u · ∇v + uv) −

∫
Ω
fv = 0

para cada v ∈ H1
0 (Ω) si y sólo si u es solución débil de (℘). □

El Teorema 11.16 asegura que el funcional de energía J : H1
0 (Ω) → R tiene un único

punto crítico u ∈ H1
0 (Ω) que es un mínimo y, por tanto, concluimos que el problema (℘)

tiene una única solución débil que llamamos solución de energía mínima de (℘).
Finalizamos esta sección dando una propiedad cualitativa de la solución débil de (℘)

en términos de la función f ∈ L2(Ω).

Teorema 11.20 Sea u ∈ H1
0 (Ω) solución débil del problema (℘). Si f ≤ 0 c.d. en Ω

entonces u ≤ 0 c.d. en Ω.

Demostración. La Proposición 8.9 asegura que |u| ∈ H1
0 (Ω) y |Dju| = |Dj|u|| para cada

j = 1, . . . , N . Por lo tanto ∥u∥H1
0 (Ω) = ∥|u|∥H1

0 (Ω) y, como f ≤ 0 c.d. en Ω, entonces∫
Ω fu ≤

∫
Ω f(−|u|). En consecuencia,

J(−|u|) = 1
2∥ − |u|∥H1

0 (Ω) −
∫

Ω
f(−|u|) ≤ 1

2∥u∥H1
0 (Ω) −

∫
Ω
fu = J(u).

Dado que u es el único mínimo de J por el Teorema 11.16 entonces u = −|u| ≤ 0
como afirma el enunciado. □
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12. Subvariedades de Hilbert
Sea H = (H, ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥H) un espacio de Hilbert sobre R y sea T : H → R lineal y

continuo. En la sección anterior demostramos que el funcional de energía J : H → R
asociado a T definido por:

J (u) := 1
2∥u∥2

H − T (u)

posee un único punto crítico, el cual es además un mínimo global en H (ver Teorema
11.16).

Denotemos por:
SH := {u ∈ H : ∥u∥H = 1}

a la esfera unitaria de H. Como T es lineal y continuo, se sigue que T está acotado
sobre SH ; es decir, existe una constante C > 0 tal que |T (u)| ≤ C para todo u ∈ SH .
En consecuencia,

J (u) = 1
2 − T (u) ≥ 1

2 − |T (u)| ≥ 1
2 − C, ∀u ∈ SH .

Esto muestra que J está acotado inferiormente en la esfera unitaria.
Surge entonces de manera natural la siguiente pregunta: ¿el mínimo de J se alcanza

en SH?
Definamos

δ := ı́nf
u∈SH

J (u),

y sea (uk) una sucesión en SH tal que J (uk) → δ. Dado que (uk) está acotada en H,
existe una subsucesión (ukj

) y un elemento u ∈ H tales que

ukj
⇀ u débilmente en H.

El inconveniente es que, en general, u /∈ SH , pues la esfera unitaria no es débilmen-
te cerrada. En particular, la convergencia débil no preserva la norma, lo que impide
concluir directamente que el ínfimo δ sea alcanzado en SH (ver Ejercicio 12.3).

Veamos un ejemplo concreto:

Ejemplo 12.1 Sea H = L2(0, 1) y la función T : L2(0, 1) → R dada por

T (u) :=
∫ 1

0
2u(x) dλ(x),

la cual es claramente es lineal y continua.
El funcional de energía asociado a T está dado por J : L2(0, 1) → R,

J (u) = 1
2∥u∥2

L2(0,1) − T (u) = 1
2

∫ 1

0

(
u(x)2 − 4u(x)

)
dλ(x)
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y su derivada en u ∈ L2(0, 1) en la dirección v ∈ L2(0, 1) es

J ′(u)(v) =
∫ 1

0

(
u(x)v(x) − 2v(x)

)
dλ(x).

|

Notemos que, si u = 2 c.d. en (0, 1), entonces

J ′(2)v =
∫ 1

0
(2v(x) − 2v(x)) dλ(x) = 0 ∀ v ∈ L2(0, 1).

Por lo tanto, la función constante u = 2 c.d. en (0, 1) es el único mínimo en L2(0, 1).
Sin embargo,

∥2∥2
L2 =

∫ 1

0
4 dλ = 4 ̸= 1,

de modo que el mínimo de J no pertenece a la esfera unitaria SL2.

Ejercicio 12.2 Considera H = L2(0, 1) y T : L2(0, 1) → R dado por T (u) =∫ 1
0 u(x) dλ(x). Prueba que el mínimo del funcional de energía J asociado a T es un

elemento de la esfera unitaria SL2.

Ejercicio 12.3 Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) Si (uk) es una sucesión en H tal que uk ⇀ u débilmente en H, entonces

∥u∥H ≤ ĺım inf
k→∞

∥uk∥H .

(b) Sea K otro espacio de Hilbert y L : H → K una función lineal y continua. Si (uk)
es una sucesión en H tal que uk ⇀ u débilmente en H, entonces T (uk) ⇀ T (u)
débilmente en K.

(c) Si M es un subconjunto débilmente cerrado en H, entonces M es cerrado en H.
(d) Si H tiene dimensión infinita, la esfera unitaria SH es cerrada en H pero no es

débilmente cerrada en H.
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(e) Si V es un subespacio vectorial cerrado de H, entonces V es débilmente cerrado
en H.

Surge entonces la siguiente pregunta: ¿es posible encontrar un subconjunto “adecua-
do” de H sobre el cual el funcional J esté acotado inferiormente y, además, alcance su
mínimo?.

Este tipo de enfoque es recurrente en los métodos variacionales, incluso al tratar con
funcionales más generales F : H → R, donde la búsqueda de puntos críticos se traslada
a subconjuntos especialmente seleccionados del espacio.

Esta idea aparece de manera natural ya en dimensión finita. En efecto, para funciones
de la forma F : RN → R, en muchas situaciones no se buscan puntos críticos en todo
el espacio, sino en subconjuntos determinados por ciertas restricciones. Cuando estos
subconjuntos son suficientemente regulares, permiten hacer cálculo diferencial sobre
ellos y se conocen como subvariedades de RN .

Ejemplo 12.4 Sea f : RN → R dada por

f(x1, . . . , xN) = xN .

Esta función es lineal y, por tanto, diferenciable en RN , aunque no está acotada
en todo el espacio. Sin embargo, al restringirla a la esfera unitaria SN−1 que es un
subconjunto compacta de RN , la función f sí es acotada.

Como f es continua y SN−1 es compacta, f alcanza su máximo y su mínimo en SN−1.
De hecho,

|f(x1, . . . , xN)|2 = |xN |2 ≤
N∑
j=1

|xj|2 = ∥(x1, . . . , xN)∥2 = 1 ∀(x1, . . . , xN) ∈ SN−1

por lo que concluimos que −eN = (0, 0, . . . ,−1) y eN = (0, 0, . . . , 1) son el mínimo y el
máximo de f en SN−1, respectivamente.

Este ejemplo ilustra que, al restringir un funcional a un conjunto adecuado, es natural
garantizar la existencia de puntos donde el funcional alcanza valores extremos. En el
contexto variacional, estos puntos son los candidatos naturales a puntos críticos, ya que
en ellos no es posible mejorar el valor del funcional dentro de la restricción.

El mismo principio se extiende al contexto de dimensión infinita: la búsqueda de
puntos críticos de funcionales F : H → R también se realiza sobre subconjuntos apro-
piados del espacio, que juegan un papel análogo al de las subvariedades en dimensión
finita. Sin embargo, en este caso, la compacidad deja de ser una herramienta disponible
por lo que la existencia de puntos críticos requiere de métodos más sutiles.
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En esta sección introduciremos las nociones básicas de subvariedades en espacios de
Hilbert de dimensión infinita y mostraremos cómo estas herramientas permiten abordar
de manera eficaz la existencia de puntos críticos de ciertos funcionales; en particular
aquellos asociados a problemas de ecuaciones diferenciales parciales como el problema
(℘).

Sea O un subconjunto abierto de H y F : O → R una función (Fréchet) diferenciable.
Dado que F ′(u) : H → R es una función lineal y continua para cada punto u ∈ O,

el teorema de representación de Fréchet-Riesz (ver Teorema 1.2) asegura que existe un
único elemento ∇F (u) ∈ H tal que:

⟨∇F (u), v⟩ = F ′(u)v ∀v ∈ H.

∇F (u) se llama el gradiente de F en u. Denotamos por ∇F : O → H a la función
que a cada punto u de O le asocia ∇F (u).

Ejercicio 12.5 Prueba que si F : O → R es (Fréchet) diferenciable, entonces F es de
clase C1 si y sólo si ∇F : O → H es continua.

Ejemplo 12.6 Sea F : H → R dada por F (u) = 1
2∥u∥2

H . El Ejemplo 11.12 asegura que
F ′(u)v = ⟨u, v⟩ para cualesquiera u, v ∈ H. Por tanto, ∇F (u) = u para todo u ∈ H.

Ejemplo 12.7 Sea T : H → R lineal y continua y J : H → R el funcional de energía
asociado a T (ver 20). El Corolario 11.13 asegura que J ′(u)v = ⟨u, v⟩ − T (v) para
cualesquiera u, v ∈ H. Por tanto, ∇J (u) = u − uT para todo u ∈ H donde uT es el
único vector en H tal que T (v) = ⟨uT , v⟩ para todo v ∈ H.

Dada F : O → R una función (Fréchet) diferenciable y a ∈ R, denotamos por

F−1(a) := {u ∈ O : F (u) = a}.

Decimos que a es un valor regular de F si ∇F (u) ̸= 0 para todo u ∈ F−1(a) y
decimos que es un valor crítico de F si no es un valor regular de F .

Por ejemplo, si F : H → R está dada por F (u) := ∥u∥2
H , entonces 1 es un valor

regular de F .

Definición 12.8 Decimos que un subconjunto M de H es una subvariedad de clase
Ck de H, para k = 1, 2, si existen un subconjunto abierto O de H, una función F :
O → R de clase Ck y un valor regular a de F tales que

M = F−1(a).

Como F es en particular continua en O, entonces el conjunto M = F−1(a) es cerrado
en el abierto O. Cuando además M es cerrado en el espacio de Hilbert H, diremos que
M es una subvariedad de Hilbert de clase Ck de H.
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Ejemplo 12.9 La esfera unitaria SH es una subvariedad de Hilbert de clase C2.

Demostración. La función F : H → R definida por:

F (u) = ∥u∥2
H

es de clase C2 en H y su derivada está dada por F ′(u)v = 2⟨u, v⟩ para cualesquiera
u, v ∈ H (ver Teorema 11.12). En consecuencia, ∇F (u) = 2u para todo u ∈ H.

Como SH = F−1(1) y 1 es un valor regular de F , entonces SH es una subvariedad de
Hilbert de clase C2. □

0

Para estudiar funciones definidas sobre conjuntos con restricciones, como la esfe-
ra unitaria, es necesario entender cómo “movernos” dentro de dichos conjuntos. El
concepto de espacio tangente surge precisamente para describir, de manera local, las
direcciones en las que es posible variar un punto sin abandonar el conjunto considerado.
Esta noción proporciona una primera aproximación geométrica al análisis de problemas
con restricciones y servirá como punto de partida para el estudio de puntos críticos de
funcionales definidos sobre variedades en espacios de Hilbert.

Precisemos la idea anterior mediante un ejemplo sencillo. Consideremos la esfera
unitaria SH de un espacio de Hilbert real H, la cual puede escribirse como:

SH = F−1(1),

donde F : H → R está definida por F (u) = ∥u∥2
H .

Sea u ∈ SH y consideremos una dirección arbitraria v ∈ H.
Para estudiar en qué direcciones es posible variar el punto u sin abandonar la esfera,

analizamos pequeñas perturbaciones de la forma:

u+ tv, t ∈ (−ε, ε),

con ε > 0 suficientemente pequeño. Nuestro objetivo es que, al menos a primer orden
en t, el punto perturbado continúe satisfaciendo la restricción, esto es,

F (u+ tv) = 1 + o(t).
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•u

∇F (u)
u+tw

u+tv
F ′(u)w ̸=0

F ′(u)v=0

Dado que F es diferenciable, el desarrollo de Taylor de primer orden de F alrededor
del punto u (ver [3, Teorema 9.33]) establece que:

F (u+ tv) = F (u) + tF ′(u)(v) + o(t).

Como F (u) = 1, se deduce que la condición necesaria para que la variación u + tv
permanezca en la esfera, a primer orden en t, es que F ′(u)v = 0.

Este razonamiento muestra que las direcciones admisibles de variación en el punto u
son precisamente aquellas que anulan la derivada de F en u, lo que motiva la definición
del espacio tangente a la esfera SH en dicho punto.

Definición 12.10 Sea M = F−1(a) una subvariedad de clase Ck de H. Para u ∈ M,
el subespacio vectorial

TuM := ker F ′(u) = {v ∈ H : ⟨∇F (u), v⟩ = 0}

de H se llama el espacio tangente a M en el punto u.

Dado que F ′(u) : H → R es continua, el espacio tangente TuM es un subespacio
vectorial cerrado de H y, por tanto, un espacio de Hilbert.

Por ejemplo, si M = SH , del Ejemplo 12.9 se sigue que TuSH = {v ∈ H : ⟨u, v⟩ = 0}
para todo u ∈ H.

Este concepto resulta fundamental en la búsqueda de mínimos y máximos de fun-
cionales bajo restricciones. Para ilustrarlo, consideremos primero el caso de dimensión
finita.

Ejemplo 12.11 La función f : RN → R dada por

f(x1, . . . , xN) = xN
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es lineal y, por tanto, de clase C1.
Ya vimos que f alcanza su mínimo y máximo en la esfera unitaria SN−1 = F−1(1)

en donde F : RN → R está dada por

F (x1, . . . , xN) = ∥(x1, . . . , xN)∥2

y están dados por −eN = (0, 0, . . . ,−1) y eN = (0, 0, . . . , 1) respectivamente.
Notemos que ∇f(x1, . . . , xN) = (0, 0, . . . , 1) y ∇F (x1, . . . , xN) = 2(x1, . . . , xN) para

todo (x1, . . . , xN) ∈ SN−1. De este modo,

∇F (±eN) = ±2eN = ±2∇f(±eN).

•
eN

•
−eN

∇F (eN )

∇F (−eN )

Ejercicio 12.12 Consideremos la función del ejemplo anterior en R3, es decir, f :
R3 → R dada por

f(x1, x2, x3) = x3.

Denotemos por T al toro de revolución en R3 que se obtiene rotando al círculo
{(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + (x2 − 2)2 = 1, x3 = 0} alrededor del eje x1, es decir,

T =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 +

(√
x2

2 + x2
3 − 2

)2
= 1

}
.

La función F : R3 ∖ {(x1, x2, x3) : x2, x3 ̸= 0} → R dada por

F (x1, x2, x3) = x2
1 +

(√
x2

2 + x2
3 − 2

)2
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es de clase C1 en su dominio y

∇F (x1, x2, x3) =
2x1, 2

(√
x2

2 + x2
3 − 2

)
x2√

x2
2 + x2

3

, 2
(√

x2
2 + x2

3 − 2
)

x3√
x2

2 + x2
3


= 2

x1,
(√

x2
2 + x2

3 − 2
)

x2√
x2

2 + x2
3

,
(√

x2
2 + x2

3 − 2
)

x3√
x2

2 + x2
3

 ,
para todo (x1, x2, x3) ∈ R3 ∖ {(x1, x2, x3) : x2, x3 ̸= 0}. Dado que T = F−1(1) y
∇F (x1, x2, x3) ̸= 0 para todo (x1, x2, x3) ∈ T , concluimos que T es una subvariedad
compacta de clase C1 de R3.

•

•

•

•

ξ

−ξ

ζ

−ζ

Dado que f es continua y T es compacta, entonces f alcanza su mínimo y su má-
ximo en T . De hecho, de la siguiente cadena de desigualdades válidas para todo punto
(x1, x2, x3) ∈ R3,

(|x3| − 2)2 ≤
(√

x2
2 + x2

3 − 2
)2

≤ x2
1 +

(√
x2

2 + x2
3 − 2

)2

se sigue que
|f(x1, x2, x3)| = |x3| ≤ 3 ∀(x1, x2, x3) ∈ T .

Por tanto, ξ = (0, 0, 3) y −ξ = (0, 0,−3) son el máximo y el mínimo de f en T ,
respectivamente. Notemos también que

∇F (±ξ) = ±2 (0, 0, 1) = ±2∇f(±ξ).

Sin embargo, en este ejemplo, los puntos ζ = (0, 0, 1) y −ζ = (0, 0,−1) en T también
cumplen la relación

∇F (±ζ) = −2 (0, 0, 1) = −2∇f(±ζ)
por lo que podemos inferir que también corresponden a puntos críticos de f en el toro
T .
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Geométricamente, en los ejemplos anteriores, los puntos críticos de f sobre la subva-
riedad M son aquellos puntos x cuyo gradiente ∇f(x) es ortogonal al plano tangente
a M.

Esta interpretación sugiere naturalmente la siguiente pregunta: ¿cómo podemos for-
mular y aplicar un método que permita identificar los puntos críticos de un funcional Ψ
cuando este se restringe a una subvariedad M en un espacio de Hilbert real arbitrario?

Cuando un funcional se optimiza sobre un conjunto restringido, como una esfera,
no todas las variaciones admisibles del punto son permitidas: únicamente aquellas que
permanecen dentro del conjunto. El espacio tangente describe precisamente las direc-
ciones en las que es posible variar un punto sin violar la restricción, al menos a primer
orden. Por esta razón, las condiciones de optimalidad no se expresan imponiendo que
el gradiente del funcional se anule en todo el espacio, sino que sea ortogonal al espacio
tangente. Esta idea conduce de manera natural a los multiplicadores de Lagrange y
constituye una herramienta central en el análisis variacional y en la teoría de problemas
elípticos no lineales (ver, por ejemplo, [4, 11]).

Para justificar rigurosamente las ideas anteriores, es útil emplear una caracterización
variacional del espacio tangente. Aunque previamente se ha definido este espacio como
el kernel de la derivada de la restricción, puede describirse también como el conjunto
de velocidades de curvas diferenciables contenidas en la subvariedad y que pasan por
el punto. Esta formulación permite analizar variaciones admisibles mediante curvas y
será clave para deducir que, en el caso de la existencia de un máximo o un mínimo, la
derivada del funcional se anula en todas las direcciones tangentes.

Sea M una subvariedad de clase C1 de H y u ∈ M. Denotamos por ΓuM al conjunto
de todas las trayectorias σ : (−ε, ε) → H de clase C1 tales que:

σ(0) = u y σ(t) ∈ M para todo t ∈ (−ε, ε).

El teorema de la función implícita [3, Corolario 10.8] permite describir el espacio
tangente como el conjunto de las velocidades en 0 de dichas curvas, es decir,

TuM = {σ′(0) : σ ∈ ΓuM} .

De este modo, el espacio tangente TuM no depende de la función que define a M
como conjunto de nivel, sino únicamente de la estructura geométrica de la variedad (ver
[3, Proposición 10.9]).

Los mínimos de un funcional definidos sobre una variedad satisfacen la siguiente
condición de primer orden [4, Proposición 4.13].

Proposición 12.13 Si Ψ : H → R es una función de clase C1, M es una subvariedad
de H de clase C1 y u ∈ M es un mínimo de Ψ en M, entonces

⟨∇Ψ(u), v⟩ = 0 para todo v ∈ TuM.
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u

TuSH

σ′(0)

SH

Demostración. Sea v ∈ TuM arbitrario. Existe σ ∈ ΓuM tal que v = σ′(0). Como
u = σ(0), la regla de la cadena (ver [3, Proposición 9.13]) asegura que (Ψ ◦ σ)′(0) =
Ψ′(u) ◦ σ′(0). Si u es un mínimo de Ψ en M, entonces 0 es un mínimo de Ψ ◦ σ :
(−ε, ε) → R. En consecuencia,

⟨∇Ψ(u), v⟩ = Ψ′(u)v = (Ψ ◦ σ)′(0) = 0,

y se concluye el resultado. □

Ejercicio 12.14 Prueba el análogo del resultado anterior para cuando el punto u es
un máximo de Ψ en M.

A partir de los resultados anteriores, introducimos la noción de punto crítico de un
funcional restringido a una subvariedad de un espacio de Hilbert.

Definición 12.15 Sea Ψ : H → R una función de clase C1 y M es una subvariedad
de H de clase C1.

(1) Un punto u ∈ M es un punto crítico de Ψ sobre M si

⟨∇Ψ(u), v⟩ = 0 para todo v ∈ TuM.

Si M = H decimos simplemente que u es un punto crítico de Ψ.
(2) c ∈ R es un valor crítico de Ψ sobre M si c = Ψ(u) para algún punto crítico

u de Ψ sobre M.
(3) c ∈ R es un valor regular de Ψ sobre M si c no es un valor crítico de Ψ sobre

M.

Por ejemplo, si u es un mínimo o máximo de Ψ sobre M, entonces u es un punto
crítico de Ψ sobre M por la Proposición 12.13.
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El siguiente resultado, conocido como el teorema de los multiplicadores de Lagrange,
proporciona un método adecuado – incluso en dimensión infinita – para encontrar los
puntos críticos de un funcional de clase C1 cuando se restringe a una subvariedad en un
espacio de Hilbert.

Teorema 12.16 (Multiplicadores de Lagrange) Sea M = F−1(a) una subvarie-
dad de H de clase C1 y Ψ : H → R una función de clase C1. Entonces u es un punto
crítico de Ψ sobre M si y sólo si existe λ ∈ R tal que

∇Ψ(u) = λ∇F (u).

Ejercicio 12.17 Demuestra detalladamente el Teorema 12.16.

El Teorema 12.16 nos confirma entonces que los puntos críticos de la función f del
Ejemplo 12.12 sobre el toro T son justamente ±ξ = (0, 0,±3) y ±ζ = (0, 0,±1).

Una aplicación muy interesante del teorema de multiplicadores de Lagrange en di-
mensión infinita es la siguiente.

Ejercicio 12.18 (Lema de Hilbert-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert sobre R
separable y A : H → H un operador lineal compacto, autoadjunto y positivo, es decir,
⟨A(u), v⟩ = ⟨u,A(v)⟩ y ⟨u,A(u)⟩ ≥ 0 para cualesquiera u, v ∈ H.

Definimos el funcional Ψ : H → R como:

Ψ(u) := ⟨u,A(u)⟩.

Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) Ψ alcanza su máximo en SH . (Sugerencia: Recuerda que A : H → H es un
operador compacto si, para toda sucesión (uk) en H tal que uk ⇀ u débilmente en
H, A(uk) → A(u) fuertemente en H).

(b) Si u0 es un punto crítico de Ψ sobre SH , entonces u0 es un vector propio de A.
(Sugerencia: Utiliza el teorema de los multiplicadores de Lagrange).

(c) A tiene a ∥A∥ como valor propio.

Estas herramientas nos permiten abordar el estudio de la existencia de puntos críti-
cos de funcionales definidos sobre espacios de Hilbert de dimensión infinita desde una
perspectiva geométrica. En lugar de analizar el funcional en todo el espacio, se busca
comprender su comportamiento al restringirlo a subvariedades adecuadas, donde la geo-
metría del conjunto de restricciones juega un papel fundamental. Este enfoque resulta
especialmente poderoso en problemas variacionales, pues permite capturar la estructura
esencial del problema y conducir de manera natural a la aparición de condiciones de
optimalidad y principios variacionales más profundos.
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12.1. Solución al problema inicial II

Supongamos que H es un espacio de Hilbert sobre R de dimensión infinita. Sea
T : H → R un funcional lineal y continuo no trivial fijo. Consideremos el funcional de
energía J : H → R asociado a T ;

J (u) = 1
2∥u∥2

H − T (u).

Supongamos que no se conoce la existencia de puntos críticos del funcional J en el
espacio de Hilbert H. Esta situación motiva la búsqueda de enfoques alternativos, de
carácter geométrico y variacional (como los desarrollados en esta sección), que permitan
establecer la existencia de puntos críticos del funcional.

Recordemos que una de las primeras ideas que utilizamos para el estudio de los
puntos críticos del funcional J consistió en analizar su comportamiento a lo largo de
rectas que pasan por el origen. Para ello, fijamos u ∈ H con u ̸= 0H y definimos la
función Ju : R → R como:

Ju(t) := J (tu) = 1
2∥u∥2

H t
2 − T (u) t

La función Ju es un polinomio cuadrático en la variable t. Dado que el coeficiente
principal es positivo, su gráfica corresponde a una parábola con concavidad hacia arriba.
En consecuencia, Ju admite un único punto crítico en R, el cual es necesariamente un
punto de mínimo y lo denotamos por tu. Del Ejercicio 11.2 se puede concluir que:

tu = T (u)
∥u∥2

H

.

La observación anterior nos permitió relacionar los puntos críticos de J con los
mínimos de las funciones reales de variable real Ju. De hecho, los puntos críticos no
triviales de J están contenidos en el conjunto

{tuu : u ∈ H, ∥u∥H = 1}.
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En efecto: sea u ∈ H ∖ {0H} tal que J ′(u)v = 0 para todo v ∈ H. Definamos
ω := u

∥u∥H
∈ H y sea Jω : R → R la función real asociada a ω, es decir,

Jω(t) := J (tω) = 1
2t

2 − T (ω) t

y sea tω su único punto crítico en R. Entonces,

J ′
ω(tω) = tω − T (ω) = 0,

es decir, tω = T (ω) = ∥u∥−1
H T (u). Como u es un punto crítico de J ,

J ′(u)u = ∥u∥2
H − T (u) = 0

y, por lo tanto, tωw = u.
El conjunto

Σ = {u ∈ H : u ̸= 0H , J ′(u)u = 0}
=
{
u ∈ H : u ̸= 0H , ∥u∥2

H = T (u)
}

contiene a los puntos críticos no triviales de J y tiene las siguientes propiedades.

Teorema 12.19 (a) Σ es una subvariedad de clase C2 de H.

(b) u ̸∈ TuΣ para todo u ∈ Σ.

(c) Para cada u ∈ H ∖ {0H} con T (u) > 0, existe un único tu ∈ (0,∞) tal que tuu ∈ Σ.
Más aún, tu ∈ (0,∞) es el único punto en (0,∞) para el que se cumple que

mı́n
t≥0

J (tu) = J (tuu).

Demostración. (a) y (b): Sea Ψ : H ∖ {0H} → R dada por:

Ψ(u) := ∥u∥2
H − T (u).

Entonces Σ = Ψ−1(0), Ψ es de clase C2 y su derivada está dada por:

Ψ′(u)v = 2⟨u, v⟩ − T (v) ∀u, v ∈ H.

Afirmamos que 0 es un valor regular de Ψ. En efecto,

Ψ′(u)u = 2∥u∥2
H − T (u) = 2∥u∥2

H − ∥u∥2
H = ∥u∥2

H ̸= 0 ∀u ∈ Σ.

Esto prueba que Σ es una subvariedad de clase C2 de H y que u ̸∈ ker Ψ′(u) := TuΣ
para todo u ∈ Σ.
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(c): Sea u ∈ H ∖ {0H} con T (u) > 0. Definimos Ju : R → R como:

Ju(t) := J (tu) =
(1

2∥u∥2
H

)
t2 − (T (u)) t.

La función Ju es un polinomio cuadrático con coeficiente principal positivo, por lo
que admite un único punto crítico en (0,∞), el cual es un mínimo.

Para todo t ∈ R se tiene

J ′
u(t) = t ∥u∥2

H − T (u).

Sea tu el único mínimo de Ju en (0,∞). Entonces,

J ′(tuu)(tuu) = t2u∥u∥2
H − tuT (u) = tu

(
tu∥u∥2

H − T (u)
)

= tuJ ′
u(tu) = 0

En consecuencia, Ju alcanza su mínimo en t si y sólo si tu ∈ Σ. □

El siguiente resultado constituye el punto central en el estudio de las subvariedades
de Hilbert y en la búsqueda de puntos críticos de funcionales. En este contexto, el
objetivo es mostrar que Σ es una restricción natural para el funcional J ; es decir,
que todo punto crítico de J restringido a Σ es, de hecho, un punto crítico de J en
todo el espacio H. En particular, al considerar el funcional de energía J definido en
(19) sobre el espacio de Sobolev H1

0 (Ω), se obtiene la existencia de una solución débil
del problema (℘) (ver Proposición 11.19).

Teorema 12.20 Si u ∈ Σ es un punto crítico de J sobre Σ, entonces u es un punto
crítico no trivial sobre H.

Demostración. Si u ∈ Σ es un punto crítico de J sobre Σ, entonces

J ′(u)v = 0 ∀ v ∈ TuΣ.

Más aún, J ′(u)u = 0 por definición de Σ.
Como TuΣ = ker Ψ′(u) es un subespacio vectorial cerrado de H de codimensión 1 y

u /∈ TuΣ, el teorema del complemento ortogonal asegura que

H = TuΣ ⊕ Ru.

Así, para ω ∈ H arbitrario, existen únicos v ∈ TuΣ y t ∈ R tales que ω = v+ tu. Por
tanto,

J ′(u)ω = J ′(u)v + tJ ′(u)u = 0,

lo que implica que u es un punto crítico de J en H. □

86



Σ
u

Observemos lo siguiente: Sea

∥T∥ := sup{|T (v)| : v ∈ H, ∥v∥H = 1}

la norma del funcional lineal continuo T , la cual cumple que |T (u)| ≤ ∥T∥ ∥u∥H para
todo u ∈ H. Como ∥u∥2

H = T (u) para todo u ∈ Σ, entonces

0 < ∥u∥H ≤ ∥T∥ ∀u ∈ Σ.

Por tanto,

J (u) = 1
2∥u∥2

H − T (u) = −1
2∥u∥2

H ≥ −1
2∥T∥2 ∀u ∈ Σ, (23)

lo que implica que el funcional de energía J está acotado inferiormente en Σ y β :=
ı́nf
u∈Σ

J (u) < 0.

Nos preguntamos entonces: ¿el funcional J alcanza su mínimo sobre la variedad Σ?.
Si Σ fuera compacta la respuesta sería claramente afirmativa, ya que toda funcion

continua en un compacto alcanza sus valores extremos. Pero Σ no es compacta. De
hecho, Σ es homeomorfa a un subconjunto cerrado K de H que no es compacto por ser
de dimensión infinita. La prueba se propone como un ejercicio.

Ejercicio 12.21 Sea SH la esfera unitaria en H y sea K := {v ∈ SH : T (v) > 0}.
Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) K no es compacto en H.
(b) La función h : K → Σ dada por:

h(v) := T (v)v

es un homeomorfismo y su inversa h−1 : Σ → K está dada por:

h−1(v) := v

∥v∥H
.
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Esta falta de compacidad obliga, por tanto, a recurrir a herramientas más sutiles del
análisis funcional. El teorema de Heine-Borel-Kakutani constituye el resultado funda-
mental que permite dar respuesta a la pregunta planteada, al proporcionar un criterio
de compacidad adecuado en espacios de Hilbert a través de la topología débil. En efecto,
toda sucesión acotada en un espacio de Hilbert H contiene una subsucesión débilmente
convergente en H.

Teorema 12.22 El funcional J alcanza su mínimo en Σ.

Demostración. Sea (uk) una sucesión en Σ tal que J(uk) → β := ı́nfu∈Σ J(u) < 0. Como
uk ∈ Σ, se tiene que

J(uk) = −1
2∥uk∥2

H

y, por tanto, la sucesión (uk) está acotada en H (ver (23)). El teorema de Heine-Borel-
Kakutani asegura que existe una subsucesión (a la que, por simplicidad, denotaremos
del mismo modo) tal que

uk ⇀ u débilmente en H.

Dado que T : H → R es lineal y continua, entonces T (uk) → T (u) en R y, usando
que uk ∈ Σ, obtenemos

T (u) = ĺım
k→∞

T (uk) = ĺım
k→∞

∥uk∥2
H = −2 ĺım

k→∞
J(uk) = −2β > 0.

Por tanto, u ̸= 0H .
El inciso (c) del Teorema 12.19 asegura que existe un único tu ∈ (0,∞) tal que

tuu ∈ Σ y J (tuu) ≤ J (u). Entonces,

β ≤ J (tuu) ≤ J (u) = 1
2∥u∥2

H − T (u)

≤ ĺım inf
k→∞

(1
2∥uk∥2

H

)
+ ĺım

k→∞
(−T (uk))

≤ ĺım inf
k→∞

(1
2∥uk∥2

H − T (uk)
)

= ĺım inf
k→∞

J (uk) = β.

En consecuencia, J (tuu) = β, es decir, J alcanza su mínimo en Σ. □

El método que empleamos aquí para demostrar la existencia de un punto crítico del
funcional de energía es una herramienta ampliamente utilizada para obtener soluciones
débiles de ecuaciones diferenciales no lineales, y se conoce comúnmente como el método
de la variedad de Nehari. En esta sección nos hemos enfocado únicamente en presentar
las ideas principales de esta teoría y en mostrar cómo pueden aplicarse al problema que
nos ocupa, sin entrar en un desarrollo más general del método; para una exposición más
completa se recomienda consultar [4, 11].
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