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Prefacio

El Foro de Matematicas del Sureste se celebrd en las instalaciones de la Division
Académica de Ciencias Bésicas (DACB) de la Universidad Judrez Auténoma de
Tabasco (UJAT), en la ciudad de Cunduacén, Tabasco, del 26 al 30 de Mayo de
2003.

En este volumen, se publican algunos trabajos presentados en dicho evento como
articulos de investigacion y expositorios.

En esta edicion de las memorias, se tratd de establecer un alto nivel de calidad, por lo
que todos los articulos aqui publicados fueron sometidos a un proceso de evaluacion.
Se procuro que los arbitros escogidos para las evaluaciones de los trabajos, fuesen
especialistas en las diversas dreas. Agradecemos sinceramente a todos los arbitros su
dedicacién y profesionalismo.

Expresamos de manera afectuosa, nuestro agradecimiento a todas las personas e insti-
tuciones que hicieron posible la realizacion de este vento, el cual, sin duda, marcara el
inicio de colaboraciones e intercambio de ideas, principalmente entre las instituciones
del sur—sureste mexicano. A la Divisién Académica de Ciencias Bésicas de la UJAT
por la publicacion de estas memorias y a la Sociedad Matemética Méxicana por el
apoyo economico otorgado para la realizacion del evento y el cual fue destinado para
becas de hospedaje y manutencion de alumnos que asistieron de otras instituciones
como la Universidad de Yucatan y Universidad Veracruzana. Al entusiasta y dedi-
cado Justino Alavez Ramirez, por su entregada labor en la coordinacion general de
la organizacién, a los miembros de la Academia de Matematicas de nuestra division
de Ciencias Basicas de la UJAT quienes tuvieron la iniciativa y esmero de proponer
y colaborar en la realizacién de este impotante evento, a Eric Avila Vales y Raquiel
Lopez de la Universidad de Yucatan y la Universidad Veracruzana, respectivamente,
por la labor realizada en sus instituciones que permitieron acercar los grupos de in-
vestigacion de las diferentes instituciones participantes.

Finalmente, agradecemos a Edith Morales Torres por su ayuda en la captura en IXTEX
de algunos trabajos.

Victor Castellanos Vargas
Cunduacan, Tabasco
Diciembre 2004
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Singularidades de curvas planas

Jawad Snoussi
Instituto de Mateméaticas UNAM, unidad Cuernavaca

jsnoussi@matcuer.unam.mx

1. Diccionario de Geome-
tria y Algebra

Los objetos basicos de la geometria algebraica
son los conjuntos definidos por ecuaciones al-
gebraicas.

Definicién 1.1. Sea K un campo. Un sub-
conjunto & C K™ es un conjunto alge-
braico afin o simplemente un conjunto alge-
braico (C.A.) si existe un subconjunto A C

K[zy,...,x,] del anillo de polinomios en n
variables y coeficientes en K tal que:
E={(z1,...,2,) € K" |
P(zy,...,2,) =0, VP € A}.

A este conjunto se le conoce como el conjunto
de los ceros de A denotado por Z(A).

Observaciéon 1.2. Aqui denotaremos de
la  misma manera al polinomio P en
K[zq,...,2,) v a la funcion polinomial que
le corresponde.

Ejemplo 1.3. En R?, para el polinomio P =
ax +by con a,b € R tenemos que Z(P) es un
recta.

Si P = 22 4+ y? entonces tenemos que, en R?,
Z(P) ={0}. Sin embargo, en C*, Z(P) es la
union de las rectas complejas x + 1y = 0 y
x—1y =0.

Sea A C Klxy,...,x,] y sea < A > el ideal
generado por A. Tenemos que

Z(A)=Z(< A>).

En lugar de trabajar con subconjuntos arbi-
trarios de K[x1, ..., z,] se puede trabajar con
ideales de K{z1,...,x,] , y asi aprovechar la
estructura algebraica de ese anillo. En partic-
ular tenemos:

Teorema 1.4 (Finitud de Hilbert). Si
K es un campo, el anillo Klzy,...,x,] es
Noetheriano, es decir, cualquier ideal tiene un
numero finito de generadores.

Para una demostracién ver [6].

Como corolario, tenemos que cualquier con-
junto algebraico es el cero de un nimero finito
de polinomios.

Mencionaremos algunas propiedades de los
conjuntos algebraicos:

Proposicién 1.5.

2(3A) =Nz

el i€l
2(T1A) = U 2
finito finita

donde los A;’s son ideales.
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Dejamos al lector la prueba de estas
propiedades.

Consideremos ahora un conjunto £ C K™.
Sea

I(E) =

{P € K[z1,...,z,]| P(x) =0Vz € E}.

Es fécil ver que I(E) es un ideal de
K[zq,...,x,] al cual lo llamaremos el ideal
de E.

Se puede verificar que si £ C K™ es un con-
junto algebraico entonces Z(I(F)) = E.

De manera inversa, si J es un ideal de
Klzy,...,2,] tendremos que: J C I(Z(J))
sin que la inclusion sea una igualdad en gene-
ral.

Ejemplo 1.6. En R consideremos P =
x?. En este caso tenemos: Z(P) = {0} y
I({0}) =< & >#£< 22 >.

Si el campo K es algebraicamente cerrado,
tenemos un resultado méas preciso. Primero
necesitamos unas definiciones.

Si A es un anillo conmutativo y J un ideal de
A. Se define el radical de J como el conjunto
{f € Klzy,...,2,),|,In € N, f" € J} y se
denota v/J. Es un ideal de A. Si un ideal sa-
tisface la relacién J = v/.J se le dice un ideal
radical.

Teorema 1.7 (Ceros de Hilbert). Sea K
un campo algebraicamente cerrado. Si J es un
ideal de Klzy,...,x,] entonces:

1(Z(J)) = V.

Para una demostracién ver [6].

Este teorema establece, en el caso que el cam-
po base es algebraicamente cerrado, una co-
rrespondencia 1-1 entre los conjuntos alge-
braicos afines y los ideales radicales.

Trataremos de ir més adelante en esta corres-
pondencia.

En todo lo que sigue vamos a suponer que el
campo K es algebraicamente cerrado.
Sia=(a,...,a,) € K", es claro que {a} es
un C.A. por ser cero del ideal generado por:
(x1 —ay,...,z, —a,). Este ideal es maximal.
Vamos a probar que todos los ideales maxi-
males de Klzy,...,x,] son de la forma
(r1 —ay,...,o, — ay), en efecto:

Sea M un ideal maximal. Por el teore-
ma 1.7, Z(M) # (. Por lo tanto existe
un punto a = (ay,...,a,) € K", tal que
a € Z(M). Como I(a) # Klzi,...x,]
y por maximalidad de M  tenemos
M=<uzi—ay,...,x, —a, >.

Esto establece una corespondencia 1-1 entre
los ideales maximales del anillo y los puntos
del espacio afin.

Vamos ahora a ver la relacion entre el concep-
to topoldgico de la irreducibilidad y el hecho
de que un ideal sea primo.

Definicién 1.8. Un conjunto algebraico E,
es reducible si existen Fy y Fo conjuntos al-
gebraicos tales que: E = EyUE, con E; 2 E;.
Si no, se dice que E es irreducible.

Ejemplo 1.9. Sea P(z,y) = xy € Clz,y].
El C.A. Z(P) es la union de dos rectas com-
plejas, Z(x) y Z(y). Por lo tanto Z(P) es un
C.A. reducible.

Tenemos la caracterizacién algebraica sigui-
ente:

Proposiciéon 1.10. Un conjunto algebraico
E es irreducible si y solo si [(E) es primo.

Prueba. Supongamos que FE es irreducible.
Sean f,g € Klxy,...,x,| tales que fg €
I(E). Tenemos que E C Z(fg) entonces:

E=(EnZ(f)U(ENZ(9))

12 Foro de Matematicas del Sureste
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Por irreducibilidad de E es necesario que £ C
Z(f)o E C Z(g). Lo que implica f € I(E) o
geI(E).

De manera inversa supongamos I(E) primo.
Sea E = F; U Ey una descomposicion de E.
Tenemos que:

I(E) = I(E)) N I(E»).

Como I(FE) es primo, I(E) = I(E,) o I(E) =
I(Ey) ([1]). Por lo tanto E is irreducible. [

Entonces tenemos, en nuestra corresponden-
cia, que los ideales primos corresponden a los
conjuntos algebraicos irreducibles.

Ahora, si tenemos un conjunto algebraico E,
lo queremos ver como unién de conjuntos al-
gebraicos irreducibles.

Proposicién 1.11. Si E es un conjunto al-
gebraico en el campo K™ entonces existen
Ey, ..., En irreducibles unicos tales que:

E=EWU,... UEn.

A los E; se les denomina componentes irre-
ducibles de E.

La prueba de este resultado solo necesi-
ta el uso de la “Noetherianidad”del anillo
K[zq,...,x,] para llegar a un ntmero fini-
to de componentes irreducibles. La dejamos
al lector.

Ejemplo 1.12. Sea P(z,y) = zy € Clz,y]
como en el ejemplo anterior. Z(P) = Z(x) U
Z(y) es la descomposicion de Z(P) en com-
ponentes irreducibles.

Observaciéon 1.13. FEl equivalente algebraico
de la descomposicion en componentes irredu-
cibles de un conjunto algebraico es la descom-
posicion en ideales primos de un ideal radical
en un anillo Noetheriano (para detalles sobre
la descomposicion primaria ver [1]).

Hace falta introducir ahora la nociéon de di-
mension, lo cual hacemos de una manera in-
tuitiva como sigue:

Un punto tiene dimensién cero; la recta no
tiene conjuntos algebraicos intermedios entre
un “punto” y “recta” entonces diremos que es
de dimensién 1. Mas formalmente tenemos:

Definicién 1.14. Sea E un conjunto alge-
braico. Definimos la dimension de E como el
numero mazrimo n tal que:

EDEyR2 Fy,...,2 FE,
es una sucesion de conjuntos algebraicos irre-
ducibles.

El equivalente algebraico es dado por la di-
mensién de Krull de un anillo Noetheriano:

Definicién 1.15. Si A es un anillo Noethe-
riano, definimos dim g, (A) como el nimero
mdzximo n tal que:

A2 P 2P,....,2 P,

es una cadena de tdeales primos.

La correspondencia entre las dos definiciones
es dada por:

Proposicion 1.16. 57 E C K™ es un con-
Jjunto algebraico entonces:

Kz, ..., x,)
I(E) '

dim F = dime”

La prueba de la igualidad es una consecuencia
de la correspondencia entre ideales primos y
C.A. irreducibles. La dejamos al lector.
Dejamos aqui la correspondencia entre alge-
bra y geometria. Para aprender mas sobre el
tema ver [4].

DAC Bésicas
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2. Vocabulario adicional

Introducimos un poco de vocabulario 1til.
Una curva es un conjunto algebraico de di-
mensiéon 1.

Una superficie es un conjunto algebraico de
dimension 2.

Una curva plana es una curva definida en
K?2. Sin embargo notamos que una curva no
es necesariamente una curva plana.
Ejemplo 2.1. En C3? el conjunto:

{(0,0,t) | t € C}U
{(0,¢,0) | t e C} U {(¢,0,0) | t € C}

Es una curva en C3, por ser la unidn de los 3
ejes coordenados. Es el cero del ideal generado
por: (zy,xz,yz), y no se puede escribir como
cero de un ideal con menos de 3 generadores.

Una hipersuperficie es un conjunto alge-
braico definido por un solo polinomio (es decir
su ideal es principal).

Teorema 2.2. Si P € Klxy,...,z,] donde
K es algebraicamente cerrado y P no es cons-
tante, dim(Z(P)) =n — 1.

El teorema nos dice que una hipersuperficie es
siempre de codimensién 1. Para una prueba
de la versién algebraica del teorema ver [1, p.
122]

Una curva plana es una hipersuperficie de K2.
Una interseccién completa es un conjunto
algebraico cuyo ideal tiene tantos generadores
como su codimension.

Observemos que la unién de los tres ejes del
ejemplo anterior no es una interseccién com-
pleta. Una hipersuperficie es una interseccion
completa.

3. Singularidades

Nos concentraremos ahora en K = C. Uno
quiere siempre comparar los nuevos objetos
que tiene con los antiguos. Una pregunta nat-
ural es: ;Un conjunto algebraico se puede con-
siderer como una variedad diferencial? La re-
spuesta es que no siempre es posible.
Ejemplo 3.1. Consideremos en Clz,y] los
dos polinomios f = y — 2% y g = y* — 2°.
Z(f) es una sub-variedad diferencial de C?
mientras Z(g) no lo es.

En el ejemplo de arriba, la diferencia entre
los 2 espacios reside en que las derivadas par-
ciales 0f /0x y Of /0y no se anulan simultane-
amente con f, mientras dg/0x y 0g/0y se an-
ulan simultaneamente con g en el punto (0, 0).
En el caso de la curva Z(g) se dice que el pun-
to (0,0) es un punto singular.

En el caso general, se define una singularidad
como sigue.

Sea E un conjunto algebraico y sea

I(E) =< fi1,..., [ > el ideal asociado. Se
define la jacobiana de {fi,..., f.} en el pun-
to a como
La) .. §(a)
Jlfi)=|{ + . : (1)
%) ... %)

Definicién 3.2. Un puntop € E C C" es un
punto singular si:

rg(JTp(fi)) < n—dim, E

donde 19(J,(f:)) denota el rango de la ma-
triz jacobiana y dim, ' es la dimension mds
grande de las componentes irreducibles de E
que contienen al punto p.

14 Foro de Matematicas del Sureste
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En el caso de una hipersuperficie definida por
una funcion f, un punto es singular si y sélo
si todas las derivadas parciales de f se anulan
en dicho punto. Lo que es equivalente a decir
que el vector gradiente de f se anula en dicho
punto.

Ejemplo 3.3. En C? consideremos P = y? —
2?(x+1). Es fdcil verificar que 0 es un punto
oP

singular, pues: 3-(0) = 92(0) = P(0) = 0.

4. Singularidades de cur-
vas planas

Nos vamos a restringir al caso de curvas com-
plejas planas. Es decir que nos interesa ahora
estudiar conjuntos algebraicos definidos en C?
por una sola funcion.

Consideremos una curva plana C = Z(f). Si
suponemos que la curva no es singular en un
punto p dado, por el teorema de la funcién
implicita, uno puede probar que existe una
vecindad bastante pequena V' del punto p en
C? y una vecindad U bastante pequenia del
origen en C tal que, C NV sea biholomorfo
a CNU ; un biholomorfismo es una funcién
holomorfa que tiene un inverso también holo-
morfo.

Por lo tanto, una curva no-singular es local-
mente biholomorfa a una vecindad de 0 en C.
Ahora, nos interesa hacer este tipo de com-
paraciones entre curvas singulares.

Para hacerlo necesitamos introducir unos
cambios.

Ya hemos visto que el teorema de la funcion
implicita usa el vocabulario de las funciones
holomorfas y no solo el de polinomios. En
efecto, necesitamos ahora trabajar con fun-
ciones holomorfas y el siguente ejemplo es una
buena motivacion para ello.

Ejemplo 4.1. Sea P(z,y) = y* —2*(z+1) €
Clz,y]. El polinomio P es irreducible y por
lo tanto el conjunto algebraico Z(P) es irre-
ducible.

Sin embargo, cuando uno considera la inter-
seccion de la curva con una bola centrada en
el origen y de radio pequeno, lo que se ve
parece la union de dos curvas.

Lo que pasa, es que se puede escribir al poli-
nomio P como producto de dos funciones que
ya no son polinomios.

v —2*(x+1) = (y—avV1+2)(y+av1+ ).

Cada una de las raices cuadradas es una fun-
cion holomorfa en una vecindad del origen.

De ahora en adelante vamos a trabajar no solo
con polinomios, sino también con funciones
holomorfas.

Observaciéon 4.2. En el caso de un campo
K differente de los complejos, se trabaja en
general con series formales. El problema es
que ya no se les puede ver como funciones
sobre el espacio afin. Pero se puede trabajar
de manera abstracta con estos objetos usando
la construccion “Spec” (ver [4]).

Una funcién holomorfa en general tiene un ra-
dio de convergencia finito. Pero cuando uno
hace un estudio local de una singularidad se
puede trabajar en una vecindad del punto sin-
gular.

Lo que queremos hacer ahora es comparar
o clasificar localmente las singularidades de
curvas complejas planas. Este estudio se
puede llevar de dos puntos de vista diferen-
tes:

Analiticamente: consiste en verificar si dos
curvas singulares son localmente biholomor-
fas.

DAC Bésicas
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Ejemplo 4.3. Sean P = > — 2° y Q =
y* —223. Las dos curvas Z(P) y Z(Q) tienen
una singularidad en el punto (0,0). denote-
mos por C{z,y} el anillo de funciones holo-
morfas en una vecindad del origen. Las dos
curvas Z(P) y Z(Q) son biholomorfas o ana-
liticamente equivalentes en el punto (0,0) si
y sélo si los anillos Séfi’; y Zg{fé% son 1so-
morfos. Lo que estd dado por el morfismo de
anillos definido por (x,y) — (2z,y). Por lo
tanto las curvas Z(P) y Z(Q) son analitica-
mente equivalentes en el origen.

Esta manera de clasificar la curvas lleva a una
rama muy importante y activa de la geome-
tria algebraica que es “los espacios de modu-
los”.

Topolégicamente: consiste en comparar la
topologia de dos curvas en sus puntos singu-
lares.

Por eso no basta buscar homeomorfismos en-

tre dos curvas.

Ejemplo 4.4. Sean P =2 yQ = y* —23. La
primera funcion define una recta compleja y
la sequnda una curva singular “la cuspide”.
El morfismo

Z(p) — Z(Q)
(0,t) = (t7,1%)

es un homeomorfismo entre las dos curvas.
Pero obviamente no queremos identificar una
curva singular con otra no-singular.

Por esta razén lo que vamos a comparar entre
dos curvas es lo que llamamos el tipo topolégi-
co.

Definicién 4.5. Las curvas planas X y Y
tienen el mismo tipo topologico en x y y
respectivamente si existen B, y Be , vecin-
dades de x y y en C* y un homeomorfismo

¢ : Bey — Beoy tal que
©(BeyNX) =B, NY.
Se dice que

0 (Bey,Bey N X) — (Bery, Bey NY)

€y
es un homeomorfismo de pares.

Estamos pidiendo que un homeomorfismo del
espacio ambiente mande localmente una cur-
va a la otra.

Observaciéon 4.6. Por la definicion que
hemos dado de un punto singular, se puede
verificar que una curva plana tiene singulari-
dades aisladas (en el caso de tener singulari-
dades), lo que significa que si p es un punto
singular, existe una vecindad de p en la curva
cuyas puntos son todos no-singulares.

Para la prueba basta ver que si una fun-
ciéon holomorfa no tiene factores multiples,
sus derivadas parciales no la van a dividir.
La topologia de singularidades de curvas com-
plejas planas esta relacionada con el estudio
de “nudos” por el teorema siguiente:

Teorema 4.7 (Estructura cénica). Sea
X c C? una curva compleja plana, y sea
r € X. FExiste ¢¢ << 1 tal que: Ve < € la
interseccion X NS sea transversal y

(Bews Bew N X) &= (Cono(S?), Cono(S? N X))

donde B., y S2 son respectivamente la bola y
la esfera de R* de centro x y radio €. Por el
cono queremos decir el conjunto de las semi-
rectas pasando por el espacio dado y el punto
considerado.

Este teorema tiene una versién mucho mas
general que se puede encontrar por ejemplo
en [3].

16 Foro de Matematicas del Sureste
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Definicién 4.8. La interseccion X NS? para
un € suficientemente pequeno, se le llama el
link o el borde de la singularidad.

El teorema nos da dos informaciones impor-
tantes, la primera es que por un radio bas-
tante pequeno, la interseccién de la curva con
la esfera es una variedad diferencial. La se-
gunda, es que el tipo topolégico de la sin-
gularidad esta determinado por el encaje del
borde de la singularidad en la esfera S3.
Miramos ahora al borde de una singularidad
aislada de curva compleja plana. Es una va-
riedad differencial de dimension uno encajada
en la esfera S®. Cada una de sus componentes
conexas es un nudo. El borde de la singulari-
dad es un enlace de nudos.

La relacién completa entre las singularidades
de curvas complejas planas y los nudos es da-
da por el teorema siguiente.

Teorema 4.9. Sea X wuna curva compleja
plana con una singularidad aislada en el pun-
to x. El borde de X en x tiene tantas com-
ponentes conexas como el numero de ramas
(componentes analiticamente irreducibles de
la curva) en x. El tipo topoldgico de cada ra-
ma estd dado por el tipo topologico del nudo
correspondiente. El nimero de enlace de cada
dos nudos es igual al nimero de interseccion
de las dos ramas corespondientes.

Para més detalles y explicaciones a cerca
deste teorema ver [2].

El niimero de interseccién mencionado en el
teorema es un numero que mide la intersec-
cién entre dos curvas complejas. Se le puede
calcular de manera completamente algoritmi-
ca (ver [5]).

El teorema da una correspondencia comple-
ta entre la topologia de las singularidades de
curvas planas y la topologia de su borde.

Se puede “codificar” esta topologia, median-
te las parametrizaciones de Newton-Puiseux
de una curva plana. Estas parametrizaciones
exhiben unos numeros llamados pares de
Puiseux que permiten determinar de mane-
ra completa los nudos del borde como nudos
toricos iterados.

Otra manera de estudiar la topologia de las
singularidades de curvas planas es median-
te una desingularizacién de las curvas. Una
desingularizacién es la construccion de un
“modelo”no-singular de la curva. Esta con-
struccion se puede hacer usando explosiones
de las singularidades. La informacién obteni-
da por estas explosiones es equivalente a la
informacion dada por los pares de Puiseux o
por el enlace del borde. Tres maneras diferen-
tes de estudiar localmente la topologia de las
singularidades de curvas complejas planas.
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Parametrizaciones de espacios analiticos
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1. Introduccion

Uno de los principales problemas de la
matematica es el de resolver sistemas de ecua-
ciones.

Cualquier ecuacién h(z) = g(x) es equiva-
lente a h(z) — g(z) = 0. Entonces podemos
reducir el problema de resolver ecuaciones (o
sistemas de ecuaciones) a encontrar los ceros
de una (o varias) funciones.

Cuando un sistema de ecuaciones tiene un
numero finito de soluciones resolver este sis-
tema significa encontrarlas todas. Cuando
hay una infinidad de soluciones debemos des-
cribir este conjunto en funciéon de parametros.
Se dice que el conjunto de soluciones de un
sistema de ecuaciones

S={zeK"|fi(z)=0,i=1,...,n}

estda dado en implicitas.
Muchos conjuntos pueden describirse como
imagenes de funciones:

S={(p1t),...,on(t)) | t e KM}

en este caso se dice que el conjunto esta dado
en paramétricas.

Las implicitas son ttiles cuando queremos
comprobar si un punto pertenece o no al con-
junto. Con las paramétricas es mas sencillo
producir puntos del conjunto.

Si K es un campo y N un niimero natural, un
subconjunto S de KV que puede ser expresa-
do como ceros de un sistema de funciones lin-
eales es un subespacio lineal. Si las funciones
son polinémicas es un conjunto algebraico y
si las funciones son analiticas (se pueden es-
cribir como series de potencias) se dice que es
un conjunto analitico.

El problema de pasar de implicitas a
paramétricas y viceversa esta completamente
resuelto en el caso lineal. Mas atn, la mayoria
de los programas de célculo simbdlico (Maple,
Singular,...) tienen implementados algoritmos
efectivos para realizar este paso.

En el caso de conjuntos algebraicos y
analiticos generales no sélo no tenemos
un método para calcular las ecuaciones
paramétricas sino incluso la pregunta
., Cuando existen ecuaciones paramétricas?
Atn no tiene respuesta.

El objetivo de estas notas es explicar el méto-
do de Newton para dar paramétricas locales
de una curva analitica en el plano complejo y
sus posibles generalizaciones.

Notacion

En lo que sigue utilizaremos las siguientes no-
taciones estandar:

C Campo complejo.
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R Campo real.

Q Campo de ntimeros racionales.
Z Grupo de ntimeros enteros.

N Conjunto de niimeros naturales.

B. Bola de radio € con centro el origen de
coordenadas.

Ds Disco de radio ¢ y centro cero.
0 El origen de coordenadas (:= (0,...,0)).

R-o El conjunto de ntiimeros reales mayores
que cero.

2. Curvas Planas

Sea C una curva en el plano complejo definida
en implicitas:

C={(r,y) €eC*’NB. | flz,y)=0} (1)

donde f : C2 N B, — C es una funcién
analitica y f(0,0) = 0.

Queremos escribir C en ecuaciones paramétri-
cas:

C = {(ps(t), 2(t)) |t € CNDs}

donde ® : C N D5 — C definida por ®(t) =
(p1(t), @a2(t)) es analitica.

Ejemplo 2.1. Si C es wuna recta, C =
{(z,y) € C* | ax + by = 0}, ®(t) = (bt, —at)

son unas paramétricas de C.

Ejemplo 2.2 (Teorema de la Funcién

Implicita). Si f : C2 — C es analitica,
0

f(0,0) =0, y a—f(0,0) # 0, entonces existe

Y

una funcion analitica definida en una vecin-

dad del origen, x — y(x) tal que y(0) =0 y

f(x,y(x)) = 0 para todo = en el dominio de
definicion. En otras palabras, ®(t) = (t,y(t))
son unas paramétricas de la curva (1) inter-
seccion una vecindad del origen.

En el campo complejo el desarrollo de Taylor
de una funcién diferenciable es siempre con-
vergente y su suma es la funcién de partida.
En las hipdtesis del teorema de la funcién im-
plicita, el desarrollo de Taylor de y(x)

) =30 T o)

puede calcularse término a término a partir
de las derivadas parciales sucesivas de f.

0= f(z,y(x)) = h(z), y(0) =0
oh of dfdy Oy —25(0,0)
Jdxr Ox Oyox ox 8—y(0, 0)
9*h 0%y .
=0 g2 = 9(0,0)
o Lf 00y
- 0x? Oxy Ox
52 2 2
LI () ooy
0y? \ Ox dy 0x?

Notese que al hacer los calculos dividimos por
2—5(0,0), operaciéon que es posible sélo si f
cumple las hipdtesis del teorema de la fun-
cién implicita.

Definicién ~ 2.3. Cuando 9(0,0) =
2—5(0,0) = 0 se dice que (0,0) es un
punto singular de C.

La siguiente curva se puede parametrizar
facilmente a pesar de ser singular.
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Ejemplo 2.4 (La cuspide). Si C es como
en (1) con f(x,y) = y? — x? entonces ®(t) =
(tP,t9) son paramétricas de C.

Observacién 2.5. Si intentamos escribir las
paramétricas del ejemplo 2.4 en qla jorma del
ejemplo 2.2 obtenemos y(x) = lrxr. El poli-
n'omio yP — x4 Itiene m y-raices dis-
tintas en el conjunto de series con exponentes

fraccionarios.

En virtud de la observacion anterior es logico
buscar las soluciones de la ecuacién f(z,y) =
0 entre las series con exponentes fraccionar-
ios. Como una serie tiene infinitos términos
no podemos calcularlos todos. Buscamos, por
tanto, un método para calcular estas solu-
ciones término a término. Para hacer esto
necesitamos precisar el significado de primer
término:

. s _ 4
Definicién 2.6. Sea y(z) = > oo cu2” una
serie de potencias con exponentes fracciona-
rios. Diremos que el orden de y(z) es

v(y) = nf{u | ¢, # 0.

Si v(y) es un nidmero racional y ¢,y # 0
diremos que

In(y) = cy(y)x”(y)

es el primer término de y. Definimos de
manera nductiva el n-ésimo término de y
como el (n — 1)-ésimo término de y — In(y).

Ejemplo 2.7. El orden de la serie Y .-, ixs
1

37
. -, , . .o
1 € N, su t-ésimo término es ix3. El orden
. 0o i 00 1
de la serie Y~ x' es —oo y el de Y .~
es cero. Estas dos ultimas series no tienen
. L . .
primer término. La serie 1 + > ;- x7 tiene
primer término pero no tiene sequndo térmi-
no.

. , . 1
es z, Su primer término es x3 y, para cada

Para poder calcular una serie término a térmi-
no es necesario que su i-ésimo término exista
para todo nimero natural 7 y que la suma de
éstos sea la serie de partida.

Ejemplo 2.8. Para cada nimero natural
el i-ésimo término de la serie Zfil(x”% +
xlﬂﬁ) es x#1. La suma de los i-ésimos
términos no es la serie de partida.

Observacién 2.9. Una serie y(z) con
primer y sequndo término puede escribirse de
la forma y = In(y) + (y — Iny) = In(y) + ¥y
con v(g) > v(y).

Supongamos que y(z) es una serie solucién
de la ecuacién f(x,y) = 0. Supongamos que
cort es el primer término de y(z) y supon-
gamos también que y(x) tiene segundo térmi-
no. ;{Qué podemos decir sobre ¢y y po?

Sea § = y — In(y) y sea flz,y) =
Z(m)eNz ag;r'y’ el desarrollo en serie de po-
tencias de f. Se tiene

0 = f(l’, COJ;MO + g)

Y aupai(cor™ +5)
(,7)€N?
J

_ B G\ ko itk —j—k
- Z Ai,j) (k) CoT Yoo
(ij)eN2 k=0

Como v() > po se tiene que v(zHFHogi=F) >
i+ kupo+ (j — K)o = i + juo siendo la de-
sigualdad estricta si y s6lo si k # 7. Entonces

0 = f(xucoxuo +g)

> aupcha M + Gy
(i,5)eN?

donde v(§; ;) > @ + poj para todo par (i, 7).
Sea m = min{i + poj | iy # 0}. Como los
términos del mismo orden deben cancelarse
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se tiene que necesariamente:

0 frnd Z CL(Z,])C(]][EZ-H“O
L+ Jpo =m
(i,4) € N2
L+ Jpo =m
(i,7) € N?
En particular ¢y debe ser una raiz del poli-
nomio
®(c) = Y. awpd. (2
L4 Jpo =m
(i,7) € N?

Este polinomio tiene raices distintas de cero
si y sélo si tiene mas de un término. En re-
sumen:

Resultado 2.10. Sicox*0 es el primer térmi-
no de una solucion de la ecuacion f(x,y) =0
entonces:

» FEzisten al menos dos pares (i1,j1) e

(2, J2) tales que ag, jy) # 0, Aipjo) # 0 Y
m =1y + ploj1 = 12 + poje donde

m = min{i + juo | agy # 0} (3)
" ¢g es una raiz distinta de cero de (2).

Interpretemos geométricamente este resulta-

do.

Definicién  2.11. Sea  f(x,y) =
D Gipyenz 6Ty’ el desarrollo en  serie
de potencias de f. El conjunto de expo-
nentes de f es el subconjunto del plano
real

E(f)=A{(G,j) eN*;  au ) # 0}

Figura 1: Los puntos dibujados representan el
conjunto de exponentes de f 1= z* +a° +y* +
22y + aly? + 22yP 1 2Byt

Observaciéon 2.12. S el conjunto de expo-
nentes de [ estd contenido en una recta de
1
pendiente ——, 1 € Qg (i.e. i+ puj = m para
todo (i,7) € E(f)) y ¢ es una raiz del poli-
nomio ¢(c) =D ee(p) Ui ¢ se tiene
f(z,cat) = Z agi 'z
GPEED)
= Z CL(Z'J)CJ.I’m
(i5)€€(f)

= " Z a(i’]’)Cj = 0.
(i.5)€€(f)

También se observa que:

» Como f(0,0) = 0 el punto (0,0) no
estd en el conjunto de exponentes de f.

= Si el conjunto de exponentes no tiene
ningtin punto en eje de las x entonces
y divide a f.

= Si el conjunto de exponentes no tiene
ningin punto en el eje de las y entonces
x divide a f.

= f es un polinomio si y sélo si el conjunto
de exponentes de f es acotado.
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Con la notacién introducida, la ecuacién (3)
se escribe (ver figura 2) m = min{i + juo |

(i,5) € E(f)}-

Y
XHLy=0 xX+Uy=m

Figura 2: El significado de m.

Observacion 2.13. El primer punto del re-
sultado 2.10 se interpreta geométricamente:
La recta x + poy = m contiene al menos dos
puntos del conjunto de exponentes de f (ver

figura 3).

Figura 3: Posibles valores para el primer ex-
ponente del primer término.

Es légico entonces introducir:

Definicién 2.14. El poligono de Newton
es la envolvente conveza de {(i,7) + R%, |

(i,5) € £(f)}-

La observacion 2.13 es equivalente a: La recta
x + oy = m contiene un lado del poligono de
Newton de f.

Figura 4: En la izquierda el conjunto {(, j) +
R%, | (4,7) € £(f)}. Enla derecha el poligono
de Newton de f.

Definicién 2.15. Sea L un lado finito del
poligono de Newton de f el polinomio ca-
racteristico asociado a L es el polinomio

U (x,y) = Z

(i.7)€LNE(S)

a(i,j)ajiyj.

De la observacién 2.12 se sigue que las y-
raices de los polinomios caracteristicos aso-
ciados a lados del poligono son monomios de
la forma cz* donde —i es la pendiente de
la recta que contiene a L y ¢ es una raiz de
o(c) =VL(1,0).

El resultado 2.10 es equivalente a:

Resultado 2.16. Sicox"° es el primer térmi-
no de una solucion de la ecuacion f(z,y) =0
entonces:

] —% es la pendiente de la recta que con-

tiene a un lado L del poligono de Newton

de f.

» ¢y es una raiz distinta de cero del poli-
nomio ®(c) = VU (1,c).

Si cxt es el primer término de una solucion de
la ecuacién f(z,y) = 0con f := zt+a5+y*+
2%y + xty? + 2%y® + 25y* los tinicos posibles
valoresparausonuz%y,uzz Si,uz%
entonces ¢ es raiz de w* +w = 0, es decir
c es una de las tres raices cubicas de —1. Si
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[t = 2 entonces c es raiz de w+1 = 0, es decir
c=—1.

Obsérvese que en este caso hemos obtenido
tantos posibles primeros términos como el
grado de la ecuacién en y.

El siguiente método fue explicado por Newton
en 1676 en una carta a Oldenburg [13].

METODO 2.17 (de Newton). Dada f
analitica. Sea f1:= f, sea N igual al nimero
de términos que queremos calcular, sea fiy 1=
—1, y sea sol := 0

desde i =1 hasta i = N

Si fi(x,0) = 0 devolver:
sol es una solucion de f = 0 con i
términos.

Si fi(x,0) # 0 hacer:

1. Elegir un lado L; del poligono de
Newton de f; con la propiedad
de

1 N
Pendiente de L;

Hi—1-

2. Elegir una raiz c; distinta de
cero del polinomio caracteristi-
co ¢r,(c) = Vi, (fi)(1,¢).

3. Hacer

= =1
a. fli == Pendiente de L;’

b. sol := sol + c;xH,

c. fiy1 = filz,y + cixt).
Para demostrar que el método de Newton fun-
ciona falta probar:

= El paso

1. Elegir un lado L; del poligono de
Newton de f; con la propiedad de
-1
- >
Pendiente de L;

Hi—1-

siempre puede realizarse.

» f(z,y(x)) = 0, es decir
N
1 ki —
A}l_I)IQl)QV(f(:L‘, El c;xht) oo. Este

punto se prueba mostrando que los
denominadores de los exponentes j; no
crecen indefinidamente.

s Haciendo N = oo la serie

o0
y(x) == Zcix‘“
i=1

converge en una vecindad del origen.

La demostracion de estos puntos puede en-
contrarse en [5], [9] o [16].

Como consecuencia de los puntos anteriores
se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 2.18 (Teorema de Puiseux).
Sea f una funcion analitica en una vecindad
del origen de C?, con f(0,0) = 0. Ewiste un
nimero natural Ny una serie convergente

y(z) =37 cian tal que f(z,y(x)) = 0.

Si y(x) es como en el teorema anterior la cur-
va {f = 0} se escribe en paramétricas como
(V.5 e},

La generalizacién del método de Newton para
encontrar soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias fue introducida en 1889 por
Fine [8]. Utilizando estas ideas se han proba-
do muchos resultados en este campo. Véase
por ejemplo [10], [6], [7].

3. Hipersuperficies

Dada una hipersuperficie en el espacio com-
plejo de dimension N + 1 definida en im-
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plicitas:

HI{('rlw'wavy) ECN+1QBE ’

f(fl,---,xmy) :0} (4)

donde f : CN*1 N B, — C es una funcién
analitica y f(0,...,0) =0.
Para escribir H en ecuaciones paramétricas:

H:
{(or(tr, - stn)s s onga(tns o tw) |

(ti,...,tx) € CY NDs} (5)

nos gustaria disenar un método que calculase
soluciones del tipo

y(r1,...,TN) =

Z Currpin 1M NN (6)

término a término.

Denotamos = por (zi,...,xy). Dado pu =
(1,...,un) € QY denotaremos por z# al
monomio ;" ---xn*~. Con esta notacién la
ecuacién (6) se escribe

y(x) = Z c .
neQN

La definicion 2.11 se generaliza a series en
N wvariables con exponentes fraccionarios de
manera natural:

Definicién 3.1. Sea y(x) = 3 con cu2" una
serie de potencias. El conjunto de expo-
nentes de y(z) es el subconjunto de RY

E(y(z)) = {n € QY | ¢, # 0},

,Cudl es el primer término de la serie en
. 19 7
dos variables y(z1,72) = 113198 + 213798 +

2132577 Esta pregunta es equivalente a ;Cuél
de los pares del conjunto de exponentes (%, %),
(3,%), (3,7) es menor? Si utilizamos el orden
lexicografico el menor de estos pares es (%, %),
si utilizamos el lexicografico inverso el menor
es (3, g) No existe ninguna razén légica para

utilizar un orden u otro.

Definicién 3.2. Dado w € RV \ {0} se define

el w-orden de la siguiente manera:

Dados p, 1’ € QN
pop = w-oplw-p

donde “” denota el producto escalar usual en

RY y “<” el orden usual en R.

Variando w se obtienen diferentes érdenes

Si w = (1,0) entonces (3,2) =, (5,7) <w

Si w = (1,1) entonces (3,9) <, (3,%) <.
(5, 7)-

Esta manera de representar 6rdenes fue intro-
ducida en 1921 por Ostrowsky [14].
El w-orden no es siempre un orden total.
Para definir 6rdenes totales podemos combi-
nar varios w-ordenes. Por ejemplo el orden
lexicografico en Q? se describe en funcién de
w-ordenes de la siguiente manera:

p=rp = p<aop o
n=ao iy <o K-
Observacién 3.3. Si las coordenadas del
vector w € RV \ {0} son racionalmente inde-
pendientes, entonces el w-orden es un orden
total en QN.
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Una vez elegido un orden entre los exponentes
de una serie, la definicién 2.6 se generaliza de
forma natural:

Definicién 3.4. Sea y(z) = 3 con cuz" una
serie de potencias. Dado w € RN \ {0} dire-
mos que el w-orden de y(x) es

vo(y) = inf{w - p| p e Ey(z))}

Si{p e Q¥ | w-p=uw}nély #0,

diremos que

In,(y) = Z eyt
pe Qv
W = v(y)

es la w-parte inicial de y.
Cuando In,(y) tiene sdlo un término decimos
que éste es el w-primer término de y.

1 9 3 T 1 7
Para y(z1,x9) = 213298 + 21295 + 1132 se
tiene:

Si w = (1,0) entonces v,(y) = % y In,(y) =
:1715352% +$1%IB27~
Si w = (0, 1) entonces v,(y) = % y In,(y) =
108

X1 T28.

Si w = (1,1) entonces v,(y) = = +

In,(y) = T1598.

Observacién 3.5. Dado w € RV \ {0} se
tiene:

Wl
o
~<

= (yy') = vu(y) + vu(y').

. Vw(y + y/) > min{Vw(y)a Vw(y/)}'

Razonemos ahora como lo hizo Newton en el
caso de curvas planas.

Dado w € RY, de coordenadas racional-
mente independientes (ver observacién 3.3).

Supongamos que y(x) D ucon Cuth es
una serie solucién de la ecuacién f(x,y) =
0. Supongamos también que y(x) tiene w-
primer y w-segundo término. Si In,, = ¢, 2°
. Qué podemos decir sobre ¢, y po?

Sea § = y — Infy) v flzy) =
Z(m JENN+1 a5y’ el desarrollo en serie de
potencias de f. Se tiene

0= f($7 Cuoxuo + 37)

- 5

(o) ENNF1

a(a,j)xa (Cuoxuo + g)J

J
— . J\ k..atkpo-i—k
- Z A(o,g) (1) cow (T
(a,j)ENN+L k=0

Como v,(y) > v,(y) = w - uo se tiene que

v (z0HRogI=R) > w - (a + kpo)+
(J = k)w - po
= w-(a+ juo)
w-a+j(w- o)
W o+ ij(y)
= (W, (y) - (a,])

siendo la desigualdad estricta si y sélo si k #
j. Entonces

= ) A+ Gay

(a,f)ENN+1

donde v(Ja,j) > (w,vu(y)) - (v, j) para toda
(N + 1)-upla («, j).

Sea m = min{(w,,(y)) - (@.7) | (@,j) €
E(f)}. Como los términos del mismo orden
deben cancelarse se tiene que necesariamente:

- X

(W, v0(y)) - (@, j) =m
(v, j) € NN+

) p0tito
A(0,§)Crip T :

(7)
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Segin la definicién (3.4) m es el (w,v,(y))-
orden de f, y el lado derecho de la igualdad
anterior es la (w, v, (y))-parte inicial de f. Se
tiene entonces:

In(“’v”td(y))f(xa Inw<y)) =0.

Como w es de coordenadas racionalmente in-
dependientes el hiperplano {¢ € RN |w-( =
m} tiene sélo un punto (, de coordenadas
racionales. En este caso la igualdad (7) es
equivalente a

0= g% Z

(W, v(y)) - (@, j) = m
(a,j) c NNJrl

U, ))Clio-

En particular ¢,, debe ser una raiz del poli-
nomio

<I>(c) = Il’l(%yw(y))f(l, cey 1, C)
= a(w-)c".

(W, vu(y)) - (@, ) =m
(v, j) € NVH

Este polinomio tiene raices distintas de cero
si y solo si tiene mas de un término.
., Cémo varia la ¥-parte inicial de f cuando
hacemos ¥ = (w,v) y variamos v? ;Cémo son
las J-partes iniciales diferentes que podemos
obtener?
Para f(z,y) = v* + 2° + y* + 2%y + 2%y? +
22y3 + 25y* (figura 1) se tiene:
Si ¥ = (1, 3) entonces Iny(f) = z*.
Si 0 = (1,2) entonces Ing(f) = 2y + y*
(figura 3 abajo).
Si ¥ = (1,2) entonces Iny(f) = 22y (figura
2).

Si ¥ = (1,2) entonces Ing(f) = 2%y + z*
(figura 3 arriba).

Si ¥ = (1, 3) entonces Ing(f) = z*.

y estas son las todas las ¥-partes iniciales dis-
tintas que podemos obtener con ¥ = (1,v) y
v>0.

Necesitamos una generalizacion de la defini-
cién de poligono de Newton (definicién 2.14):

Definicién 3.6. Sea f una serie de poten-
ctas en N indeterminadas. El poliedro de
Newton de f es la envolvente convexa de

{a—l—RJZVO |la e &E(f)}.

Un poligono tiene vértices y lados. Un
poliedro tiene caras de distintas dimensiones.

Definicién 3.7. Sea P un poliedro en RNT!
y sea V¥ un vector no nulo de RN+, Definimos

carag(P) ={u € P |9 -u <9 v, Vv € P}.

Un subconjunto de P que puede escribirse de
esta manera es una cara de P. La dimen-
sién de una cara es la dimension del mini-
mo subespacio afin que la contiene. Llamamos
vértices a las caras de dimension cero y
aristas a las de dimension uno.
Llamaremos altura a la ultima coordenada
de un punto. Diremos que una arista es ho-
rizontal si esta contenida en un hiperplano
de altura constante.

Sea P un poliedro contenido en R con
vértices de coordenadas racionales. Si ¥ =
(w,v) € RY™ con w € RY, de coor-
denadas racionalmente independientes, en-
tonces caray(P) es un vértice o una arista no
horizontal.

N+1
>0

Definicién 3.8. Sea P un poliedro con-
tenido en RYFY con wértices de coordenadas
racionales. Y sea w € RY) de coordenadas
racionalmente independientes. El camino de
aristas de P seleccionado por w es:

camino,P = U carag, )P

U€R>0
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Generalicemos ahora el concepto de poli-
nomio caracteristico (definicién 2.15)

Definiciéon 3.9. Sea C wuna cara fini-
ta del poliedro de Newton de f =
> (ag)eels) Aoy’ el polinomio carac-
teristico asociado a C' es el polinomio

Ye(f) = Z

(a.f)€E(f)NC

a(a’j):cayj.

El polinomio caracteristico asociado a un
vértice tiene solo un término. El polinomio
caracteristico asociado a una arista tiene mas
de un término, si la arista es no horizontal el
conjunto de exponentes del polinomio asoci-
ado contiene puntos de alturas distintas.

Si C = carag(PN(f)) entonces Ing(f) =
Uo(f). Tenemos ya un andlogo para hiper-
superficies del resultado 2.16.

Resultado 3.10. Sea f wuna funcion
analitica de wuna vecindad del origen de
CN*t en C con f(0) = 0. Sea w € RY,
de coordenadas racionalmente independi-
entes. Supongamos que existe y(x) con
flz,y(x)) = 0 y sea cyyxt® el w-primer
término de y(x). Entonces:

» A= carag w0 NP(f) es un arista.

w ¢y, es raiz del polinomio Pu(c) =
\IIA(f)(L R 176)'

Ya estamos en condiciones de dar un método
para calcular series solucion término a térmi-
no

METODO 3.11. Dadas f : (CN*! 0) —
(C,0) analitica y w € RY, de coordenadas

racionalmente independientes. Sea f1 = f,
sea N igual al nimero de términos que que-
remos calcular, sea vy := —1, y sea sol := 0

Desde 1 =1 hastai = N

Si fi(x,0) =0 devolver:
sol es una solucion de f = 0 con i
términos

Si fi(x,0) # 0 hacer lo siguiente:

1. FElegir wuna arista A; =
cara(, \NP(f;)  del  camino
de aristas seleccionado por w
del poliedro de Newton de f;
con la propiedad de que

Vi > Vi—1q.

2. Elegir una raiz c; distinta de
cero del polinomio caracteristi-
coDy,(c) =Va,(f)(,...,1,¢).

3. Hacer

a. Sea p; el unico vector de co-
ordenadas racionales con la
propiedad w - p; = v;,

b. sol := sol + c;xH,

c. fix1:= filx,y + c;xh).

Como ya dijimos en la introduccién, el teo-
rema 2.18 no es valido para hipersuperficies
generales. Para un tipo de hipersuperficies lla-
madas casi-ordinarias se sabe que siempre ex-
isten paramétricas. El método para encontrar
estas paramétricas utilizando el poliedro de
Newton estd descrito en [1].

En el caso general diferentes 6rdenes pueden
dar lugar a diferentes soluciones. Ademas, en
general, aparecen exponentes negativos. De
todas formas se puede probar

= El paso

1. Elegir una arista A; =
cara,,  NP(f;) del camino de
aristas seleccionado por w del
poliedro de Newton de f; con la
propiedad de que

V; > V1.
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siempre puede realizarse.

N
. ]\}LIréo v,(f(x, z;cix’“) = 00. Este punto

se prueba mostrando que

e los denominadores de las coorde-
nadas de los p; no crecen indefinida-
mente.

e El conjunto {pw; | ¢ = 1,2,..}
estd contenido en un cono ¢ con
la propiedad w - u > 0 para todo

u € o\ {0}.

s Haciendo N = oo la serie

y(x) = iclx’“
i=1

converge en un punto de (C\ {0})".

Estos puntos estan demostrados en [11].

Al igual que el método de Newton podia
ser generalizado para encontrar soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias, el método
3.11 se generaliza a ecuaciones en derivadas
parciales [3], [4].

4. Espacios Analiticos

Generales

Sea A un conjunto analitico de C¥*M de di-
mensién N. Denotamos z por (zy,...,xy) €
y por (yi,...,yn). Un conjunto analitico A
se escribe como

A= {(z,y) € CV*"M| f(x,y) =0, Vf € T}

donde 7 es un ideal del anillo de funciones
analiticas en una vecindad del origen. Este
hecho esta explicado en [15] para conjuntos
algebraicos. El caso analitico es analogo.

En [2] se demuestra que si la proyeccién

. A — CN

(z,y) — =

es finita. Entonces, para todo w € RY, de co-
ordenadas racionalmente independientes, ex-
iste N € N, un cono o con la propiedad
w-u > 0 para todo u € ¢ \ {0}, y M series

yz(x) = Z ij)xﬂ,

neZNno

i=1,...,M

tales que f(z,y(z)) = 0, donde y(z) :=
(@), ym(2)).

Actualmente no existen métodos de calculo
que siempre funcionen para encontrar estas
series. Siguiendo el razonamiento de Newton
se llega a:

Resultado 4.1. Sea w € RY, de coor-
denadas racionalmente independientes. Sea
o un cono con la propiedad w - u > 0
para todo v € o \ {0}. Sea y(x) :=
(y1(x), ... yn(x)) con E(y;) C wZNNo. De-
notemos In,(y) por (In,(y1), ..., In,(yn)) ¥y

Vu(y) por (Vu(y1), - Vulynr))-
Se tiene:

o) f(z, In,(y)) = 0.

Para disenar un método de célculo a partir
de este resultado pensamos que se debe reem-
plazar el poliedro de Newton por el abanico de
Groebner introducido por Mora y Robbiano
en [12].
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El grado de gérmenes analitico reales de tipo no finito

Victor Castellanos Vargas
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco
vicas@ujat.mx

Resumen

Dado un gérmen de funcién analitico real
que define un cero aislado en el origen tal
que los ceros del gérmen complejificado define
una hipersuperficie reducida en los complejos,
probamos que el grado de dicho gérmen, es la
signatura de una forma bilineal definida sobre
una sub-algebra de dimensién finita (como R—-
espacio vectorial) del anillo de coordenadas
del gérmen real cuya dimension es infinita.

1. Introduccion

Sea g := (g1, ,9,) : (R",0) — (R,0) un
gérmen de funcién analitico real en el origen
con un cero aislado en 0 y denotemos por
A = R[[z1, -+, x,]] al anillo de gérmenes de
funciones analitico reales en 0. Al gérmen g,
le asociamos el ideal generado por sus com-
ponentes g¢;, I, =< g1, -+, g, > en el anillo
Ay hacemos Q, = %. Cuando el cero aislado
de g permanece aislado para el germen com-
plejificado, se dice que el mapeo g es de tipo
finito y en ese caso, Eisenbud y Levine por
un lado y Khimshiasvilli por otro, encotraron
una férmula algebraica para calcular el gra-
do del gérmen en 0, via la signatura de una
forma bilineal, definida sobre el algebra @),

que resulta ser de dimensién finita (como R-
espacio vectorial) [EL, AGV, K]. En otro ca-
so, el algebra ), es de dimensién infinita y la
férmula de Eisenbud y Levine no funciona, ya
que la signatura de una forma bilineal sobre
un espacio de dimension infinita no esta bien

definida.

En este trabajo, mostraremos como se puede
obtener una férmula algebraica, al estilo
Eisenbud—Levine—Khimshiasvilli, cuando el
gérmen ¢ no es de tipo finito y consideran-
do que los ceros complejos del gérmen forman
una hipersuperficie reducida fuera del origen.

El caso general, es decir, para gérmenes que
dan lugar a una variedad de ceros complejos
de cualquier dimension, este es un problema
abierto. En [C1, C2] se estudia el problema,
dando una respuesta para una clase especial
de gérmenes de funciones analitico reales, el
cual el autor las denomina del tipo Ay.
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2. La naturaleza de los
reales (%
que dan lugar a una
hipersuperficie de ceros
complejos

gérmenes

Simpre que hablemos de g, nos estaremos re-
firiendo a un germen de funcién analitico real
en R™ en cero, con una singularidad aislada
en cero y ceros complejos de codimension 1, es
decir, una hipersuperficie. Como de costum-
bre, los ceros reales de g los denotamos por
Zr(g) y los ceros complejos por Z¢(g).

Lo primero que tenemos que observar, es
que un gérmen como ¢ tiene la siguiente
propiedad.

Lema 2.1. Dado el germen g, existe una fun-
cion analitico real f : R™ — R con las sigui-
entes propiedades:

1. f es un factor comun de las g;, esto es,
existe un germen r tal que

g(x) = f(z)r(z). (1)

2. f no cambia de signo fuera de cero y
£(0) =o.

Demostracion. Como Zc(g) es una hipersu-
perficie, entonces existe una funcién h holo-
morfa, que es factor comuin de las g; ([GH],
[Gun] y [W]), esto es

gi=hr;, i=1,...,n. (2)

Por otro lado, como O (el anillo de gérmenes
de funciones hoomorfas) es un dominio de fac-
torizacion unica (DFU), tenemos la descom-
posision en factores primos de cada g;,

ki
gi:ungi,ja Z:L,n
=1

En C{z} (series de potencias) tenemos defini-
da la conjugacién en los coeficientes,

—C{zxr} — Az}

_ oo I SN0 o T
P= 20 @t = D= o A1t

En particular, como g : R" — R" se tiene que
J; = g; para toda 7. Por lo tanto, para cada
¢ fijo, se tiene que, en la descomposicién en
factores primos de g;, cualquier g;; tiene su
conjugado, por lo que g; se escribe de la forma

g g
9i = U; Hgi,j Hgi,j
i=1 i=1

Ahora, por (2) hay elementos g;; que
pertenecen a la descomposiciéon en primos de
todos los g; y en consecuencia su conjugado,
por lo tanto, los g; tienen un factor comun f
que es analitico real, asi

9i = I

con f analitico real y en consecuencia, los
r; tambien son analitico reales. Luego r =
(ri,--+,7rn) : R" — R™ es analitico real y
g(x) = f(x)r(z).

Claramente, f(0) =0y f es de un solo signo
fuera de cero, pues de lo contrario la singu-
laridad de g no seria aislada. [

La siguiente propiedad sobre el grado de g,
es fundamental para establecer una férmula
algebraica para calcular éste.

Lema 2.2. Fl grado de g estd relacionado con
el grado de r, mediante la ecuacion

deg(g,0) = (signo de f)"deg(r,0) (3)

Demostracion. Por el lema (2.1) tenemos que
g = fr donde f(0) =0y flrn_fo} es positiva
o negativa. Asi que,

g _ Jr _ | r —(signodef)L

gl Il LA 7]
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Claramente el grado de g/||g|| es el grado de
g, por lo que

deg(g,0) = (signo de f)"deg(r,0).

O

Por otro lado, el determinante Jacobiano de
g en el algebra (), también se relaciona con
el determinante Jacobiano de r.

Lema 2.3. El determiante Jacobiano J, de g
en el dlgebra QQ4, satisface

Jg = ()", (4)
donde J, es el determinate Jacobiano de r.

Demostracion. Por el lema 2.1 tenemos que
g = fr y definimos

or1

Tl rl,zj 8xj

t __ t . o .
r = ) Tx]- - - . )

or.

T Tna, o

Aj:ijrt, Bj:frijw

_ of S
donde f,, = oy VI = 1,...,n. Con esta
notacion, se tiene que el jacobiano de ¢ se
escribe como

Jg = det(/h + Bl, fe ,An + Bn)

Una propiedad de los determinantes, dice que
si una columna tiene la forma B + sC con s
una constante, entonces el determinante de
dicha matriz es la suma del determinante de
la matriz con la columna B mas s veces el
determinate de la matriz con la columna C.
Usando esta propiedad, tenemos que J, es
una suma de determinantes de matrices de
la forma S = (Si,---,S5,), donde S; = A,

6 S; = B;. Asi, cualquier matriz S que tiene

entre sus columnas a A; y Ay para algunos j
v k, se tiene que

det(S) = det(Sy, -, Ay, A, 50)
= ijkadet(Sl,--- 7Tt7"' 7Tt7

=0,

pues hay dos columnas iguales. Por otro lado,
si S es tal que S; = B; para todo j excepto
para una unica j = k para la cual S, = Ay,
se tiene que

det(S) = det(By,---,
By 1, A, Bey1, -+, By)
= det(frt cee,

xT1?
t t . t

T:Ek717f$kgt7frxk+1"' 7frmn)
— fn—?fwk det(riN R
T:tnk,N fgta T;tgk+17 e 7Tmn)7
es un elemento de I, y por lo tanto es cero en
()4 Por tltimo, cuando S es tal que S; = B;
para todo 5 = 1,...,n, se sigue que

det(S) = det(By, - ,By,)
= det(fry,, -, fry,)
= frdet(ry,, - 1,)
= f"J.

Con lo cual se concluye la prueba. [

Como se puede ver, el lema anterior se satisfa-
ce en general para dos gérmenes y una funcion
cualquiera que relacione ambas, mediante la
ecuacion (1).

3. La férmula algebraica

En esta seccién, vamos a establecer y probar
el resultado principal de este trabajo. Medi-
ante un ejemplo, mostraremos la forma de
operar de la féormula.
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Teorema 3.1. Sea g, un gérmen de funcion
analitico real en cero, con una singularidad
aislada en 0 y una variedad reducida de ceros
complejos de codimension 1. Si el germen r
que se obtiene del lema (2.1) es de tipo finito,
entonces el algebra

__ A
([9:\/1_9)

es de dimension finita como R—espacio vecto-
rial, la clase Jy de J,/ f™ en M es no cero y si
¢ R" — R es cualquier funcional lineal con
la propiedad de que en Jy es positiva, entonces
la forma bilineal <, >4 definida como

<> MxM — M — R
(a,0) — ab — ¢(ab)

es simétrica, no degenerada, su signatura no
depende de ¢ y

deg(g,0) =

(signo de f)"(signatura de < -,->4) (5)

Demostracion. Es claro que I, = (f)1,, por lo

que
Vi

TC.;
S~—
i

D)

I

>
Sp
<

f)
f)

Como f es redu01da Zc(r) = {0}, se tiene

¢
que v/ (f = (21,...,x,) (el ideal

maxnnal) Por lo tanto
\/]_g:(f)ﬂ(xl,...,xn) f.
\/I_g):(fjr:f):ryen

M:Qm

la cual es un algebra finito dimensional, pues
r tiene una singularidad algebraicamente ais-
lada. Asi, la clase J de J, en M es no cero,

—~

Luego, ({, :
consecuencia

y por el teorema de Eisenbud—Levine, se con-
cluye que la forma bilineal definida es no de-
generada, su signatura no depende de la fun-
cional lineal y el grado de r es la signatura de
dcicha forma cuadratica. Usando el lema 2.2
se concluye el teorema.[]

Ejemplo 3.1. El germen g = (g1, g2) = (2 —
y*, 223y + 2xy3) de R? tiene grado +2.

Claramente, el germen ¢ tiene una singulari-
dad aislada en cero y ceros comlejos de codi-
mensién 1 (son dos rectas en C?). El radi-
cal del ideal I, es \/E = 22 +y* = f
y el ideal cociente de I, con su radical es
(1 : \/]_g) = (v —y*, 22y) = L.

Luego, Jo = 8y? y una base para M es
E = {1,z,y,y*}. Para definir la funcional li-
neal ¢ : M — R tal que ¢(.Jy) > 0 basta con
definirla como cero en cada elemento de la
base excepto en y? donde la definimos como
+1.

Asi pues, la matriz que representa la forma

bilineal < -, >4 es
0001
0100
0010
1 000

la cual tiene signatura +2. Por lo tanto el
grado de g es

deg(g,0) =

Para realizar los calculos del ejemplo anterior,
puede uno apoyarse en un software de com-
putacion como, Singular, Macaulay 2, Co-
CoA, Mathematica o Maple.

(+1)*(+2) = +2.
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Dinamica local de configuraciones principales de
superficies en R*
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Resumen

Una v-configuracién principal de una super-
ficie M inmersa en IR* es el conjunto for-
mado por los puntos umbilicos y las lineas
de curvatura principal respecto a un cam-
po vectorial unitario v normal a M. Se de-
scribe aqui el conjunto de bifurcacion de las
v-configuraciones principales de una superfi-
cie local M, lo cual permite analizar los cam-
bios en la geometria de las v-configuraciones
principales. Estos cambios dependen de dos
parametros de la superficie, asi como del cam-
po vectorial v parametrizado en el espacio de
los 1-jets de los campos vectoriales normales
a la superficie que definen puntos umbilicos
aislados simples en M.

MSC: 53A05, 34C23, 57R25.
Palabras clave: v-configuracion principal,
punto umbilico, conjunto de bifurcacién

1. Introduccion

Sea M una superficie inmersa en IR* y sea
v un campo vectorial diferenciable unitario
normal a M. Mediante el operador de forma

* Parcialmente apoyado por el proyecto CONA-
CyT: 2002-C01-42404

y la segunda forma fundamental respecto a v
podemos definir dos camos de lineas ortogo-
nales, las v-direcciones principales, cuyas sin-
gularidades son los puntos v-umbilical points.
Una v-configuraciéon principal en M es el
conjunto formado por los puntos r-umbili-
cos y las familias de las lineas de curvatu-
ra maximal y minimal respecto a v, que
estan definidas por las curvas integrales de las
v-direcciones principales. Ramirez-Galarza y
Sénchez-Bringas [10] probaron que para con-
figuraciones principales de superficies inmer-
sas en IR*, existe una clase genérica de pares
estructuralmente estables (Z,v), donde Z es
una inmersiéon local de una superficie com-
pacta M en IR* y v es un campo vectorial
normal que define un punto umbilico aislado.
Ademas, los tipos topoldgicos de las corres-
pondientes configuraciones principales son los
mismos tipos D;, 1 = 1, 2,3, que aparecen en
la familia genérica de configuraciones princi-
pales Darbouxianas de superficies inmersas en
IR3, descrita por Sotomayor y Gutierrez [12].
Es por esto que la clase genérica de pares
(Z,v) con T : M — IR* también es llama-
da Darbouxiana. Estas foliaciones genéricas
también aparecen en un contexto mas general
en [4], [2], v [3]. En contraste con estas simili-
tudes entre las configuraciones principales de
superficies en IR? y IR* existe una diferen-



Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

cia notable respecto a los indices admisibles
de un punto umbilico. El indice de un pun-
to v-umbilico es el indice de Poincaré-Hopf
de una singularidad de cualquiera de las dos
v-direcciones principales, ya que los indices
de ambas direcciones coinciden. Una famosa
conjetura de Loewner afirma que cualquier
punto umbilico de una superficie diferencia-
ble inmersa en IR? debe tener indice menor
o igual a uno. Esto ha sido demostrado afir-
mativamente para superficies e inmersiones
analiticas por H. Hamburger [6], G. Bol [1],
T. Klotz [7], C. J. Titus [13], y H. Scher-
bel [11], motivados todos ellos por la conje-
tura de Carathéodory de 1926, atn sin re-
solver en su totalidad, que afirma lo sigui-
ente: existen al menos dos puntos umbilicos
en toda superficie cerrada y convexa suficien-
temente diferenciable. Por otro lado, Gutie-
rrez y Sanchez-Bringas [5] probaron que, da-
do cualquier entero n, existe una superficie
analitica M inmersa en IR* y un campo vec-
torial analitico ¥ normal a M con un pun-
to v-umbilico aislado de indice n/2. Esto im-
plica que la conjetura de Loewner no puede
extenderse a superficies inmersas en IR*. Los
pares (Z,v) con puntos umbilicos de indice
mayor que uno aparecen en el complemen-
to de la clase Darbouxiana de la superficie
correspondiente, el cual constituye el conjun-
to de bifurcacién estudiado aqui. Dado un
punto r-umbilico Darbouxiano p € M, es
posible obtener otros tipos de configuraciones
Darbouxianas en p variando solamente los
parametros del campo vectorial normal v de
la superficie M inmersa en R*. En [8] y [9]
Navarro y Sanchez-Bringas obtuvieron el dia-
grama de bifurcacion de las v-configuraciones
principales locales dependiendo de:

(1) los pardmetros del 1-jet de los campos
vectoriales normales que definen un pun-

to umbilico aislado simple en p € M, y

(2) los pardmetros importantes de la super-
ficie M en este andlisis.

En estas notas se da un panorama de los re-
sultados obtenidos por los autores en [9].

2. Configuraciones Prin-

cipales en R*

Sea M una superficie diferenciable orientada
inmersa en IR* con la métrica Riemanniana
inducida de la métrica Riemanniana estandar
de IR*. Para cada p € M consideremos la de-
scomposicién T, R* = T,M @ (T,M)", donde
(T, M)™ es el complemento ortogonal de T, M
en IR*. Sea V la conexién Riemanniana de
R Sipe Myve (T,M", v#0,e
operador de forma esta definido por

Su . TpM — T'p]\f7 Sl, (V) = — (vf/ﬂ)—ra

donde 7 es una extensién local a IR* del
campo vectorial normal v en p y T significa
la componente tangencial. La segunda forma
fundamental de M en p es la forma cuadratica
en T,M dada por

1L, (V) = (5, (V), V).

Existe para cada p € M una base ortonor-
mal de vectores propios de S, en T,M de-
bido al hecho de que el operador de forma
es auto-adjunto. Por continuidad, la restric-
cién de la segunda forma fundamental a los
vectores unitarios en 7,,M alcanza sus valores
maximo y minimo. Los correspondientes valo-
res propios ky v ko son las v-curvaturas princi-
pales maxima y minima, respectivamente. El
punto p € M es v-umbilico si las v-curvaturas
principales coinciden en p. Sea U, el conjunto
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de los puntos v-umbilicos en M. Para todo
p € M \ U, existen dos v-direcciones prin-
cipales definidas por los vectores propios de
S,. Estos campos de direcciones son difer-
enciables e integrables, definiendo dos fami-
lias de curvas ortogonales, la cuales reciben
el nombre de v-lineas de curvatura. Las dos
foliaciones ortogonales £,, 1, y los puntos v-
umbilicos U, forman la v-configuracion prin-
cipal de M, P, = (U,,L,,l,). La ecuacién
diferencial que determina la v-configuracién
principal estd dada por

Sy (¢ () = Ale(t) ¢ (1), (1)

donde ¢ : (—=9,5) — M es una curva diferen-
ciable determinando una v-linea de curvatu-
ra. Para estudiar las configuraciones princi-
pales locales de una superficie inmersa en
IR* en una vecindad de un punto v-umbilico
p € M, introduzcamos un sistema de coorde-
nadas (z,y,z,w), donde la superficie puede
parametrizarse por

X(u,v) = (u,0,0(u,v),%(u, ). (2)

Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que p es el origen de IR*, que el plano tan-
gente en p es el plano xy, y que el campo
vectorial v coincide con (0,0,1,0) en el ori-
gen. Entonces, los polinomios de Taylor de
tercer orden alrededor de p de las funciones
componentes ¢ y ¥ de (2) son

o(u,v) = k (v +0%) + oy

2 6
it g+ g )
) = 22+ Lo 4 St
2 2 6

donde k,...,c,a,...,n € IR. El término en wv
de 1) ha sido eliminado por una rotacién del
plano xy. La ecuacion diferencial (1) puede
escribirse en este sitema de coordenadas como

(qu - euF) du2 + (guE_
e,G) dudv + (g, F — f,G) dv* =0, (4)

donde E = (X, X,), F = (X,,X,), G =
(X,, X,) son los coeficientes de la primera for-
ma fundamental de la parametrizaciéon X y
ey = (Xuw, V)s [ = (X, V), g0 = (X, )
son los coeficientes de la segunda forma fun-
damental respecto al campo vectorial normal
v. Suponiendo que el campo vectorial normal
v define un umbilico aislado en el origen, su
1-jet puede escribirse en este sistema como

v, = (—ku,—kv, 1, mu + nv), (5)

donde k es el valor de las curvaturas princi-
pales en el origen respecto a vy m,n € IR.
Llamaremos umbilicales a los campos vecto-
riales normales v dados por (5). No es dificil
probar que para cada par (m,n) € IR? existe
un campo vectorial normal v con su primer
jet como se describe arriba. Entonces, el 1-
jet de la ecuacion diferencial de las lineas de
curvatura (4) se escribe como

A(u,v) dv*+ B (u,v) dudv+
C (u,v) du® =0, (6)

A(u,v) = du+bu,

B(u,v) = (a—b+ (a—v)m)u+
(—c+d+ (a—7)n)v,

C(u,v) = —du—"bo.

Ahora, sea Z : M — IR* una inmersién dife-
renciable de la superficie M en IR* y conside-
remos el haz proyectivo II PI(M) —
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Z(M), donde PZ(M) se define como sigue.
Sea T'(M)—{0} el haz tangente sin la seccién
nula e identifiquemos cualesquiera dos ele-
mentos (z,0) y (y,w) que satisfagan las ecua-
ciones r =y y v = \w para X\ # 0. El con-
junto de las clases de equivalencia definidas
por esta identificacién constituyen el conjun-
to PZ(M). Sea T (x) cualquier punto umbili-
co en Z(M) C IR' Entonces existe una
vecindad V' (Z (x)) con una parametrizacién
canénica (2) que identifica Z () con el origen.
En estos términos las v-lineas de curvatura
estan definidas por la ecuacién (3). El espacio
PT (M) puede parametrizarse por dos cartas
coordenadas:

(u,v,q = du/dv),y (u,v,p = dv/du).

La ecuacién (6) define en PZ (M) una super-
ficie S (Z,v). En la carta coordenada (u,v,p)
esta superficie esta definida por F(u,v,p) =
0, donde

F(u,v,p) =(du+bv) p*+
((a—=b+ (a—v)m)u+
(—etd+(a—7)n)o)p
—(du+bv).

Sea Uz, el conjunto de los puntos v-
umbilicales de Z (M). Fuera de II"'Uz,,
S (Z,v) es una superficie regular de PZ (M),
de hecho es una cubierta doble de IT~'Z (M) —
Uz, Si el origen de IR* es un punto umbilico,
la linea proyectiva real IT~! (0, 0) est4 conteni-
daen S(Z,v).

Condicién (T). El par (Z,v) satisface la
condicion de transversalidad en el origen si
las curvas definidas por los ceros de los coe-
ficientes A (u,v) y B (u,v) de la ecuacién (6)
se intersectan en el origen transversalmente.

Esto es equivalente a la condicion de que
S (Z,v) sea regular a lo largo de 171 (0,0).
Esta propiedad es independiente de la
parametrizacion. Definimos ahora el campo
vectorial F' en PZ (M) por

0 0
+ pfp%—i-

(-7, —pﬂ)aﬁp. (7)

F =F

P du

Este campo vectorial tiene las siguientes
propiedades:

1. F’ es tangente a S (Z,v).
2. 1L, (F') se anula solamente en el origen.

3. Sea (u,v;p;) € S(Z,v), entonces
IL, (F (u,v;p;)) genera la linea principal
con la direcciéon p;.

4. Los valores propios de la parte lineal del
campo vectorial F en (0,0, p;) son:

a) =0,

b) Go=2b—a—(a—vy)m+2(c—2d—
(o = y)n)p; — 3bp7,

¢) fs=(a—b+(a—7)m)+ (3d—c+
(o —y)n)p; + 2bp?.

Las singularidades de F' | S(Z,v) en
I (0,0) son las raices del polinomio

f(p)=bp* + (2d = ¢+ (a = y)n) p*+
(a—2b+ (a—7y)m)p—d. (8)

El polinomio f definido por (8) se llama el
polinomio separatriz del par (Z,v). Sus raices
son la herramienta que usamos para describir
el tipo de configuracion principal. De hecho,
para la clase genérica Darbouxiana definida
abajo, estas raices estan en correspondencia
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directa con las direcciones tangentes con las
lineas de curvatura que contienen el origen en
su cerradura.

Definicién 1. Sea el origen un punto v-
umbilico aislado de la superficie parametriza-
da por (2). Decimos que el origen es un punto
v-umbilico simple si es un minimo no degene-
rado de la funciéon

H(u,v) = B*(u,v) — 4A(u,v)C(u,v),

donde A, B,C son los coeficientes de la
ecuacién diferencial de lineas de curvatura
(6).

Calculos directos muestran que si p es un pun-
to v-umbilico aislado simple de M, entonces
las siguientes desigualdades se cumplen:

A4 + (a—b+ (a—y)m)* >0, (9

((a=b)b+ (c—d)d+
(v — %) (bm — dn))* > 0. (10)

Definicién 2. Sea p un punto v-umbilico sim-
ple de una superficie M inmersa en IR* y sea
f el polinomio separatriz del par (Z, v), donde
Z: M — IR* es la inmersién en p con campo
normal umbilical v. Entonces el punto p es
llamado

(a) Darbouxiano si [ tiene solamente
raices simples y se cumple la condicién

(T).

(b) Diy si f tiene una raiz simple y una
doble.

(c) Dy si f tiene una raiz triple.
Existen tres tipos topoldgicos distintos de

puntos v-umbilicos Darbouxianos de acuerdo
a los casos definidos abajo.

Definicién 3. La clase Darbouxiana de (Z, v)
es el conjunto de las v-configuraciones princi-
pales D;, i = 1,2, 3, definidas por los siguien-
tes casos:

Dq: El polinomio separatriz f tiene sola-
mente una raiz real p; y los valores pro-
pios (33, (B3 del campo vectorial F’ satis-

facen Ba(p1)Bs(p1) < 0.

Dy: f tiene tres raicez reales y distintas p;,
1= 172737 P11 <p2 <p3,y

B2(p2)Ps(p2) > 0 mientras que (205 < 0
para las otras raices.

Ds: f tiene tres raices reales y distintas p;,
1 = 1,2,3, v B3 < 0 para todas las
raices.

Estas condiciones determinan el compor-
tamiento topolégico de la configuracién prin-
cipal alrededor del punto umbilico de la si-
guiente forma. Las propiedades 1, 2, y 3 en-
listadas arriba acerca del campo vectorial F’
dado en (7) pueden ser usadas para obtener
una explosion del umbilico con el campo vec-
torial F’ tangente al "pull back” de las lineas
de curvatura. Para el caso D;, se tiene so-
lamente una singularidad de F' en (0,0, p;)
de tipo silla. Para el caso Dy tenemos tres
singularidades a lo largo del divisor, un no-
do entre dos sillas, y finalmente, para el caso
D3, tenemos tres sillas a lo largo del divisor.
La proyeccion sobre la superficie M de los re-
tratos fase en la superficie S(Z,v) de estas
singularidades del campo F' nos dan las v-
configuraciones principales Darbouxianas D;.
Estos tipos topoldgicos fueron descritos por
Ramirez-Galarza y Sdnchez-Bringas [10] y
son los mismos que describen Sotomayor and
Gutierrez [12] para superficies inmersas en
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IR3. El tipo D;, se obtiene variando las condi-
ciones del tipo D, hasta que una de las singu-
laridades tipo silla coincide con la singulari-
dad tipo nodo dando lugar a la aparicién de
una singularidad de tipo silla-nodo correspon-
diendo a la doble raiz del polinomio separa-
triz. Andlogamente, el tipo D; se obtiene va-
riando la condicion del tipo D15 hasta que co-
inciden una silla y una silla-nodo, dando lugar
a una unica singularidad de tipo silla corre-
spondiendo a la raiz triple del polinomio sepa-
ratriz. El resultado es el mismo tipo topolégi-
co que tiene el caso D;.

3. Diagramas de Bifur-

cacion

Consideremos una superficie local arbitraria
M inmersa en IR* con un punto v-umbilico
aislado p. Genéricamente, cualquier pertur-
bacién de la direccién normal v € (T,M)*
hace que p deje de ser umbilico. Supondremos
que esta direccion esta fija y solamente vari-
amos el primer jet del campo normal man-
teniendo la condicién de definir un umbilico
aislado en p. Sea N el conjunto de los 1-jet
de los campos normales umbilicales v en p. La
forma normal de v € N; dada en (5) nos per-
mite identificar N} con IR?. Sean (m,n) las
coordenadas de un elemento de N;. Usando
la parametrizaciéon canénica (2) de la superfi-
cie M alrededor de p y las inecuaciones (9) y
(10), vemos que para d # 0 la inecuacién (9)
se satisface para toda (m,n) € N;. En conse-
cuencia, para obtener el conjunto de los pun-
tos no simples sélo resta ver en cuales puntos
no se satisface (10). Esto pasa para los puntos

(m,n) en la linea L que cumplen la ecuacién

L (a—b)b+ (c—d)d
n—(g)m—F (a—"}/)d )
(v —7)d # 0.

En [8] se prob6 que para v € N con coor-
denadas (m,n) y bd # 0, el conjunto de bi-
furcacién de los puntos r-umbilicales aislados
simples en el espacio N es la linea (11) y una
curva algebraica real I' con dos componentes
conexas. Una componente tiene un punto sin-
gular de tipo ctspide y la otra es una curva
difeomorfa a una linea recta. El punto singu-
lar de T es de tipo D; de codimension dos y
los puntos regulares de I' son del tipo D5 de
codimension uno excepto en el iinico punto de
tangencia 1" con la linea (11). Esto se obtiene
usando en hecho de que los tipos Dis y Dl
estan caracterizados por las raices multiples
del polinomio separatriz f, las cuales ocur-
ren donde se anula su discriminante A. En
términos de los pardmetros (m,n) del cam-
po normal v € N, la ecuacién A(m,n) = 0
representa una curva algebraica real I' de gra-
do cuatro [8]. En un sistema conveniente de
coordenadas esta curva puede escribirse como

(11)

[z, y) = fo(z,y)+ f5(z,y) +
fa(z,y) =0, (12)

donde f;(z,y), i = 2,3,4, son polinomios
homogéneos de grado ¢+ dados por

folzy) = 27(bd)* (Vo + ¥/dy)?,

fs(zy) = 2(a—) QVbr - Vdy)*+
9 (bd)'* (Vox — Vdy)xy),
filzy) = —(v—a) a2

El diagrama de bifurcacion de las v-
configuraciones principales en el espacio N
se obtuvo en [8], (Corolario 6). Este diagra-
ma es topoldgicamente equivalente al que se
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muestra en el primer cuadrante de la Figu-
ra 1. La componente cispide de la curva I’
tiene su posicion determinada por su linea
tangente (doble) en el punto singular. Esta
linea esta dada por

%x—l—%y:O.

Por lo tanto, los parametros b, d de la super-
ficie local M definidos en (3) por la funcién
© son los parametros méas importantes de la
superficie en este analisis. En términos de es-
tos parametros de la superficie se obtienen los
cambios del diagrama de bifurcaciéon descritos
en el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea v € N; con coordenadas
(m,n), y a,c,a,vy € IR fijos, con v > «, a >
0, ¢ > 0. Entonces, el diagrama de bifur-
cacion de los puntos v-umbilicales en el espa-
cio N, depende de los pardmetros by d de la
parametrizacién canénica (2) de la superficie
como se muestra en la Figura 1.

Figura 1: v-configuraciones principales en IR*.

Prueba. El diagrama de bifurcacién para los
casos en que bd # 0 son topoldgicamente
equivalentes al que se muestra en el primer
cuadrante de la Figura 1. Ahora, sea v € N}

con coordenadas (m,n) y d =0, b # 0. En
este caso demostraremos que el conjunto de
bifurcacion es la unién de la pardbola T defini-
da por

a—2b  y—-« c

" 'y—a__( 4b )n -

y la linea L definida por
(vy—a)m=a—b.

La pardbola menos su vértice es de tipo Dis
de codimensién uno, y el vértice es de tipo
D, de codimensién dos. El diagrama de bifur-
cacion para b > 0, v > « es el que se muestra
en la Figura 1 sobre el eje b positivo. Para
probar esto observamos primero que la condi-
ciéon d = 0 impuesta en la parametrizacion
canénica (2) nos da

k
X(u,v) = (u, Vg (u2 + 02) + gu3+

b

§uv2 + gyS, %uQ + %02 + (’)(3)) ,
que junto con el 1-jet del campo normal um-
bilical v € N; dado por (5) determinan la
ecuacion diferencial de las v-lineas de cur-
vatura en la forma

budv® + [(a — b + (o — v)m) u+
(—c+ (a — y)n)v] dudv — budu® = 0.

Estas condiciones también implican que (9)
y (10) se satisfacen si, y sélo si a — b +
(o —y)m # 0. Por lo tanto, el conjunto de
los puntos no simples es la linea L definida
por m = (a—b)/(y— «). Ahora, el polinomio
separatriz es

f(p) = bp° + (—c+ (a0 — y) n)p*+
(a=2b+ (o —v)m)p,
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el cual tiene las raices

p1:07
P2 = g(c+ (v —a)n+/Ay),
ps = g(c+ (v —a)n — /Ay),

donde A, esta dada por

Ay = (c+(y —a)n)*+4b (2b — a + (y — a) m)..

La curva A(m,n) = 0 se expresa en un sis-
tema apropiado de coordenadas como

(a—7)z® (4bz— (a—7)y*) =0. (13)

De (13) obtenemos la linea z = 0 y la parabo-
la T" definida por

4bx = (a — ) 9>

La parabola divide el plano en dos regiones
donde A es diferente de cero. En el lado con-
vexo tenemos Ay < 0, mientras que en el otro
lado Ay > 0. La pardbola y la linea menos el
vértice es el lugar donde ocurre el tipo Dys.
El vértice es del tipo D;. Ahora, debido al he-
cho de que las v-configuraciones principales
Darbouxianas definen componentes abiertas
en el complemento de la union de la pardabola
[ con la linea L, basta determinar el tipo de
la v-configuracién principal en cualquier pun-
to particular de cada componente. El comple-
mento de estas curvas define cinco regiones.
Podemos usar los siguientes puntos:

P = (_170)7

Py = (b/(2(y — a)),0),
Py =(2b/(v — @),0),
Py =(=(y—a)/4b,2),
Ps = (=(y—a)/4b, —2)

Para cada uno de estos puntos P; obtenemos
las raices del polinomio separatriz correspon-
diente f y los valores propios (2, 33 del cam-
po vectorial F'. Entonces los tipos de las v-
configuraciones principales Darbouxianas se
determinan en cada punto de prueba P; por el
signo de estos valores propios de acuerdo a la
Definicién 3. Cuando d # 0y b = 0, el diagra-
ma de bifurcacién es topoldgicamente equiva-
lente al que se tiene en el caso donde d =0 y
b # 0. Finalmente, tomando los limites de la
curva (12) cuando d — 0, con b # 0 y cuando
b — 0, con d # 0, obtenemos el resultado del
andlisis de estos casos y del resultado de [§]
mencionado arriba. [J
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Estimaciones para Convoluciones en Espacios de
Nikol’skii-Besov Anisotropicos

Gerardo Emilio Garcia Almeida
Universidad Auténoma de Yucatan
Facultad de Matematicas
galmeida@tunku.uady.mx

Resumen

En este trabajo se resuelve un problema
mal planteado (de acuerdo con Hadamard)
mediante el método de regularizacién de
Tikhonov, usando espacios con derivadas
de orden fraccionario al implementar dicho
método.

1. Introduccion

1.1. Antecedentes

Este problema surge a partir de un modelo
matematico empleado en Geofisica, plantea-
do originalmente en Rusia y fue considerado
por los matematicos rusos V. I. Burenkov, I.
F. Dorofeev y A. S. Pankratov, quienes re-
solvieron este problema para el caso isotropi-
co. En este articulo se obtienen resultados
similares para el caso anisotropico.

1.2. Descripcion del problema

El problema consiste en estudiar ecuaciones
integrales de convolucién, del primer tipo que
tienen la forma

(Kx2)(t) =
/K(t—r)z(T)dT:u(t), (1)

R

donde z es la funcién a encontrar, N es un
entero y t = (t1,--+ ,ty) € RY. Denotamos
por zg a la solucién exacta de la ecuacién
(1) correspondiente a los valores exactos ug
del lado derecho de la misma. Dado que este
problema es mal planteado en el sentido de
Hadamard, hallaremos soluciones regulariza-
das aproximadas de la Ec. (1) usando los fun-
cionales suavizadores introducidos por A. N.
Tikhonov, los cuales tienen la forma

M [z,u5] = | K * 2 = us||p + al|z]5 . (2)

donde F'y F{ son espacios normados, us es
una aproximacion dada para el lado derecho
(us = up + 0, donde ¢ es el error del lado
derecho), y  es un nimero positivo conocido
como el parametro de regularizacién. Denote-
mos por 2} al elemento que minimiza el fun-
cional (2) (24 := 22). Si 22 es tinico, entonces
es considerado como una soluciéon aproxima-
da de la Ec. (1).

Este problema ha sido analizado en el articulo
“ESTIMATES OF REGULARIZED SOLU-
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TIONS OF CONVOLUTION-TYPE EQUA-
TIONS IN THE SPACES OF FUNCTIONS
WITH DERIVATIVES OF FRACTIONAL
ORDERS” escrito por V.I. Burenkov y A. S.
Pankratov. Ellos emplearon como F'y F dos
espacios de Nikol’skii-Besov isotrépicos.

El propdsito de este trabajo es generalizar el
resultado contenido en este articulo para el
caso anisotropico

El punto de partida es informacion adicional
a priori sobre la solucién y el error, sien-
do ésta caracterizada como la pertenencia a
algin espacio de Nikol’skii-Besov anisotrépi-
co Bfe (]RN ) con vector de orden de suavidad
S = (s1,...,8n) ;8 >0, € {l,..., N} posi-
tivo arbitrario, pudiendo éste ser pequeno.
Consideraremos kernels K € L¢ (RN ) cuyas
transformadas de Fourier F' (K) satisfagan de-
terminadas condiciones. Si K € L (RY), en-
tonces

(F(K)(w) = | K(t)e“dt.

RN

En el caso general F' (K) es interpretada en el
sentido de la Teoria de Distribuciones. En lo
sucesivo siempre asumiremos que

(F(K))(w) #0paract. w e RY | (3)

y para w € RN una (o ambas) de las siguien-
tes condiciones se satisface(n):

|(F(K)) (w)| =

donde K, K5 > 0 son independientes de w y
ni, ng >0, l; > 0 para todai € {1,...., N}, y

L= max ;.
ie{1,...,N}

1.3. Objetivos

Como ya se ha mencionado brevemente en los
antecedentes y en la descripcion del proble-
ma, el objetivo central de este trabajo es ex-
tender los resultados obtenidos por V. I. Bu-
renkov, I. F. Dorofeev y A. S. Pankratov al ca-
so anisotrépico. Dichos resultados son estima-
ciones (cotas superiores) para convoluciones,
para la diferencia entre soluciones regulariza-
das y la solucién exacta y una estimacion de
la velocidad de convergencia de las soluciones
regularizadas a la solucién exacta.

2. Definiciones

2.1. Definiciones generales

Definicién 1. [Espacio S de funciones
rapidamente decrecientes| Sea ¢ una fun-
cién complejo valuada definida en RY, infini-
tamente diferenciable en RY. Uno dice que
p €85 = S(RN), el espacio de funciones
rapidamente decrecientes, si para cualquier
nimero no negativo | (es suficiente que l_)sea

un entero) y vector entero no negativo k =

(k1, ..., kn)

n 1 l) (k)
Kl [1_|_’w1’L1 +...+|wN’L:| ’ (4) xsel]g])\] (1+|J7| ‘90 (fL’>‘ < 00,
donde
(F (K)) ()] < . ol 3
I 5N i = — |k = k. .
Bttt ] e F T e MLk
50 Foro de Matematicas del Sureste DAC Bésicas
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Definicién 2. [Espacio de Schwartz 5’
de funciones generalizadas (o distribu-
ciones) de crecimiento lento] Uno deno-
ta por S" = 5’ (RN), el espacio de funciones
generalizadas (o distribuciones) de crecimien-
to lento, al conjunto de funcionales lineales
continuos definidos en S.

Definicién 3. [Convolucién] Sea
S/ (]RN) =
{fes®RY):f, F(f)eL™R")}
y sean f, g € S (RN) . Si el producto

(puntual) F (f) - F(g) € S (RY) , entonces
la convolucion de f y g estd definida por

frg=F(F(f)-F(9) . (6

Nétese que bajo las suposiciones admiti-
das uno tiene que F (5” (RN)) =g (RM),
fxge S (RY)y F(fxg)=F(f)-Fl(g).

2.2. Definiciobn de los espa-
cios de Nikol’skii-Besov
anisotroépicos

Supongase que 1 < p,0 < oo, —00< §<00;

@ = (ay,...,ay) ERNcona; >0,j=1,..N
N
y Y. a; = N. Definase s = (s1,...,5y) =

j=1

( <., i) . Puede verificarse facilmente que

a’ an
N
1 1 1
s NZ, 55
Jj=1

Asi, s es de cierta manera una suavidad media
— . . ’

y @ mide la anisotropia. Ahora, uno puede

definir la distancia anisotropica de

al origen como

v
ltle = (ZW“J)
j=1

y la bola
B, ={teR":|t|s <r}.

A continuacion, para k € Ny, sea ¢ €
C5° (RY), ¢ > 0, y supp ¢y C Ba; supp ¢y C
Baki1 \ Bagk—1 para toda k € N. Ademds,

supéngase que para todo multiindice «a

sup sup 2k<7’°‘> |(D%pg) (1)] < o0,
keNg teRN

N
donde (@,a) = > aroy, v para toda t €
k=1

RY ST pr(t) = 1 (véase, por ejemplo,
k=0

Triebel[5]). Uno define & (RY) como el con-
junto de todas las colecciones {¢y} -, con
las propiedades enlistadas arriba. Finalmente,
uno dice que f € BE; (RY) si f € ' (RY),
el espacio de distribuciones definidas en el es-
pacio de Schwartz S (RY), y

/]

By o(RN) —

<kZ:0 <2ks HF*l (onF (f))”Lp(RN)) > < 00
(7)

paral <0 < o0o

HfHBEOO(]RN) -

sup <2ks HF—l (o k (f))”L,,(RN)) < oo (8)

keNy

para # = oo. Para diferentes colecciones
t=(t,..,ty) € RY {or}rey € % (RY) las normas (7) (o (8))
DAC Basicas Foro de Matematicas del Sureste 51
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son equivalentes y la norma || f]| BF (&N) =
11l 55, @ > donde s; > 0, 5 € {1,...,N}
, es equivalente a

I+ oo™ -
+wn ™) (F () @)l Ly,

Esta definicién es debida a Triebel y es la
mas general disponible. Otra definicién equi-
valente, aunque menos general, de los espa-
cios de Nikol’skii-Besov anisotrépicos, debida
a Nikol’skii (Escuela Rusa) es la siguiente:
Sea § = (s1,---,sn) , 0 < 85 < 400,
1<p<+400,1<0< 400, 5 =1+
donder; € Ngoy0<y; <1;5=1,---,N.
Definimos para 1 < 0 < oo

/]

BS ,(®RN) = 1+

N 0 87" 0 dh %
Yo\ ox? h
J G

j:l 0
donde G = L, (]RN ) Para 6 = oo definimos

1fll 55 @y = [1flle+
N .
Zsup (]h]_” Aj <8—T{) ) .
=1 heR ax]’ G

Aqui A7 = f(x+2he;) — 2f (x + hej) +
f(x), donde h € R, y e; es el j-ésimo vector
unitario en RY, el que tiene 1 in la j-ésima
posicion y 0 en las otras posiciones. Decimos
que f € B5y (RY) siy sélo si ||f]
oo . Cuando s; = ---
caso isotropico.

Véase Nikol’skii [3], Besov [4], y Triebel
[5] para encontrar otras definiciones equiva-
lentes, incluyendo las definiciones ya propor-
cionadas, y para consultar mas propiedades
de dichos espacios y sus aplicaciones en la
Teoria de Ecuaciones Diferenciales Parciales.

B5 o(BY) <
= sy = s tenemos el

2.3. Propiedades de los es-
pacios de Nikol’skii-Besov
anisotropicos

Encajes:
1.-

—
S

By (RY) & By (RY) &
By (RY) < BY, (RY) =
H, (RY), (9)
donde 1 <9 <¥ < oo.
2.-

By © (RY) S HT(RY) <
By (RY) = HT(RY), (10)

donde & > 0, i.e. €j > 0 para toda j €
{1,..., N} . (Véase Nikol’skii [3], §6.2, pagi-
na 235, encajes (9), (11) y (12)).

3.-

— =
S S

(®Y) < B, () . (1)

Este tdltimo encaje se cumple si las siguientes
condiciones se satisfacen:

B

p,0

1<p<p <o0,1<0< 00,
N
1 1 1
=1 (G-5) 2t
PV

H/ _)
S =xS .

Aqui suponemos que s > 0. (Véase
Nikol’skii [3], §6.3, encaje (1), pagina 236.

2.4. Definicion de la solucién
regularizada z°
Definicién 4. [Solucién exacta zg| Dados

K,uges (RY), la funcién zp € S’ (RY) es

una solucion de la ecuacion

Kxzp=ug, (12)
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y en virtud de la Definicion 3 se tiene que la
solucidn exacta zg es una funcion en S’ (]RN)
que satisface

F(K)-F(zp) = F(ug) - (13)

Aqui suponemos que I;,(Zl [?)) e S (]RN ) . En-
tonces la solucién exacta zg existe, es tnica

(por la suposicién (3)) y

1 [ F (up)
=F ' =] . 14
w=r ()
Para definir el problema de la busqueda de
aproximaciones estables a la solucion de la

ecuacion (1) consideramos la siguiente defini-
cion:

Definicién 5. [Solucién regularizada 2]
Por la solucion reqularizada de la ecuacion
(1) nos referiremos a la funcion

donde Sy =1+ Jwr | + - + Jwn [,
Esta eleccién de 2’ estd relacionada con la
minimizacién del funcional (2) donde

—_
2
ﬁ
l

N —
Para @ = (a1,...,any) y b = (by,...,by) las
desigualdades @ < b , @ < b significan
que a; < b; , a; < b; respectivamente, para

toda j € {1,...,N}.

3. Estimaciones para con-
voluciones

Teorema 1. Supongamos que Sy, So > 0 ;

1<p <2<p,<400,1<6,<2<60,<
N

+oo, y 1 — (p%—%)Zf > 0 . Ademads,
g=1""
sean f € 5" (RY), g € Biiel (RY),

1 + ‘wl‘pQ’l + oo+ ‘WN‘Pz,N
1+ |w1|p1’1 4+t |wN|Pl,N (F (f)) (w) €

L (RN) . Entonces la convolucion fxg existe
Y

1S * gl

<

B2, (RV)
2,92

1 + |w1|/72,1 4+t |WN|02,N
O Y e R ol (7% i

(F D @) |,y 6l vy (07

C1

donde ¢y > 0 es independiente de f y g.

. s . — —
En el caso isotrépico s'1 = (s1,...,81), S =
(s2, ..., s2) la férmula (17) se reduce a

1f % gllg oy <
o ||(1 4w
(F N @) |,y ol vy (9

Teorema 2. Supongamos que —o0 < Sy, S,
53 < 00, 0 < p1, p2, p3 < 00, 0 < 0y, O,

DAC Bésicas
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05 < 0o, donde s; son pardmetros de suavidad
media definidos por

1 N
it Do

S Si
(si,la"'asi,N) - PIEXEE) )
;1 Qi N

para i = 1, 2, 3. (Véase la definicion de los
espacios de Nikol’skii-Besov) Entonces eziste
un numero dy > 0 tal que, para cualesquiera
feBl, (RY), g€ B:, (RY) cumpliendo
que f, g € S (]RN) y el producto (puntual)
F(f)-F(g) € & (RY), la convolucion f * g
existe y la desigualdad

|f * gl

5 <
S
Bp§ 03 (RN) =

dy || f]

B;},Gl(RN) ||g| Bj;,ez(RN) (19)

se cumple si las condiciones siguientes son
satisfechas:

1. p3>Dp1yps > po,
1 1 1

9. 4~ _1>0,
y41 P2 D3

3. 0

(3a) s3 < s1+ 9

En el caso isotrépico 51 = (s1,...,51), 52 =
(52,...,82), 53 =(s3,...,583), a = 1 la férmula
(19) se reduce a

1f 9l

N <

s3
p3,03

dillfllgs, @ 19lls2, @) (20)

4. Estimaciones para so-

luciones regularizadas

Nuestro siguiente paso es obtener estima-
ciones para soluciones regularizadas. Se ob-
tuvieron las estimaciones que se muestran a
continuacion:

Teorema 3. [Estimacién para z,] Supon-

S — T —
gamos que 81, S, p1, P2, 01, 02, p1, p2 son
como en el Teorema 1. Si el kernel K satis-
face la condicion (5) y

< 1+21<1+%>, (21)

entonces para cualquier o > 0 existe un
nidmero positivo ¢ (o) (que depende unica-
mente de los pardmetros ya mencionados,
también de Ks, ny, y N) tal que

g <
S
Bpgﬁz ®Y) =

c2 () || 2g]

24l

(22)

51 (RN) .

. s . — —
En el caso isotrépico s'1 = (s1,...,81), S2

(s2,...,52) la sy maxima que satisface (21)

1 pll pl2 b 1 1
. o
— < — 4 — 681gualas—N(———)+2l<1+—>
Y O3 = 01 0, ! P2 L
B} donde [ = min ;.
Aqui jef{1,...N}
“= EliléQXi’) @ijs
Je{T N} Teorema 4. [Estimacién para 2°] Supon-
Si . . gamos que 51, 83, p1, p2, 01, 02, 71; ?2 son
donde a;; = ;j’ 1=1,2,3,j€{l,...N}. como en el Teorema 1.
54 Foro de Matematicas del Sureste DAC Basicas
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1.- S el kernel K satisface la condicion

(5) y

72§71+7<2+%> ; (23)

entonces para cualquier o > 0 existe un
nimero positivo c3 () (que depende unica-
mente de los pardmetros ya mencionados,
también de Ks, ny, y N) tal que

Il <

5
Bpg ,02 )

c3 (@) ||us| B, (BY) (24)
P1,01

2.- Si el kernel K satisface la condicion (4) y

—

Pa< i+ 1, (25)

entonces para cualquier o > 0 existe un
nimero positivo ¢4 () (que depende unica-
mente de los pardmetros ya mencionados,
también de K1, ny, y N) tal que

I=2]

5 <
S
Bpg ,02 (RY) =

Cq (Oé) HulS‘Bgl (RN) - (26)
p1,01

isotropico  la  maxi-
satisface  (23) es igual

En el caso
ma S que

as, — N(i—i> + l(2+@>, y la
P1 P2 L

maxima se que satisface (25) es igual a

1 1
SI_N<___)+1.
pP1 P2

5. Estimaciones para la
diferencia entre la solu-
cién exacta y las solu-
ciones regularizadas

Nuestro paso final es obtener estimaciones
para la diferencia entre la solucién exacta y
las soluciones regularizadas, asi como una es-
timacién para la razén (o velocidad) de con-
vergencia de dichas soluciones a la exacta.

Teorema 5. [Estimacién para z,—zg] Su-
> - — =

pongamos que 51, Sz, p1, P2, 01, 62, p1, po

son como en el Teorema 1. Ademds sean

— —

Pa< P11y

01 = min {1,

min
ie{1,...,N}

Si el kernel K satisface la condicion (4) y

P2<pi—
l; nq
20,71 | méx —J(1+—>] (28
Lh1 |:j€{1,...,N} 01, L (28)
Entonces existe un nimero positivo cs (que
depende unicamente de los pardmetros ya
mencionados, y también de Ky, ny y N) tal
que para toda o > 0 uno tiene que

||ZOé - ZE| Biﬁ,eg(RN) S

csa” || ze || ga ®Y) - (29)

P1,91
En el caso isotrépico pa < 71, (28) toma la
forma

1 1
82§81—N<———> —201(L+n1)
pPr D2

DAC Bésicas
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y 01 Se convierte en

1 1
Sl—SQ—N(———)
1 D1 D2

min < 1,

Teorema 6. [Estimacién para 2 —z,]
— — _

Supongamos que S1, S2, p1, p2, bh, 02, p1,

H

0o son como en el Teorema 1.

1.- Si el kernel K satisface la condicion
(9) y

—- n
T+ T (2+2) 0 (30)

Entonces existe un nimero positivo cg (que
depende unicamente de los pardmetros ya
mencionados, y también de Ky, ny, y N) tal
que para toda o > 0 uno tiene que

mencionados, y también de Ky, ny, y N) tal
que para toda o > 0 uno tiene que

I

_za‘ S

5 N
BP2792 (RN)

cra” % |[6]] g
p

1
@y o (34)

donde

1 {1 [
03 = Max =
’ 2L+mquw}2
L(p2i — p1i — i) } }}
) ) 35
En el caso isotrdpico (30) se reduce a

1 1
82§81—N(———>+l<2+@>
PooPp2 L

v (33) se reduce a

1 1
S2§81—N<———)+l§

s P P2
20— Zall oo <
H @ ‘ B, o, ®Y) = o9 se convierte en
oo )
6 H5| B:i,ﬁ(RN) ’ (31) 1
ix< =, 1
max { % +
donde 1 1
L(52—51+N(———> —l(2+%>)
P11 P L
. 21 (L + ny)
09 = Max {—, max {1—}—
i€{1,...,N}
n 1 1
L (/02,i — pri — (2 + 72)) } (32) Sisg—s1+ N (— — —) > 0, y se convierte
2[1 (L + ng) en P1 P2
: . . 1

2.- St el kernel K satisface la condicion (4) y mMax {5 1+

— — - 1 1 o

pQS p1+l; (33) 82—81—|—N —_— = — —L<2—|——>

P11 P2 L

Entonces existe un nimero positivo c¢; (que 2(L+no)
depende unicamente de los pardmetros ya
56 Foro de Matematicas del Sureste DAC Basicas



Universidad Juarez Auténoma de Tabasco

1 1
sisg—s1+N (— — —) < 0; 03 se convierte

pP1 P2
en
p I m
max < —
2L+TL17
1 1
L(SQ—Sl—I—N(———)—l)
1 b1 P2 11
. 1 1 .
sisg—s1+N | — —— ) >0,y se convierte
P1 D2
en
p I m
max < —
2L+TL1’
1 1
82—81+N(———>—L
1 P P2 1
2 (L+n1)
1 1
siSQ—sl—i—N(———)<O.
p1 P2
6. Estimaciéon para la

razon de convergencia
de las soluciones regu-
larizadas a la exacta

6.1. Eleccién cuasiéptima del
parametro de regulariza-
cion

Suponiendo que la soluciénexacta zgp €

B, (RY) y el error § € B, (RY), los

P0,00 p1,01

Teoremas 5 y 6 y la desigualdad del tridngulo

implican que para toda o > 0

s
Hza - ZE‘ B2, (RN) <
cra” % ||0] (36)

B .
Bpiﬂl (RN)

Aqui asumimos que el kernel K satisface la
condicién (4). Ademds asumimos que py, 0,
Do, B2, S1, S9, v o3 satisfacen las hipdtesis de
la segunda parte del Teorema 6 y que tam-
bién pg, 0y, pa, 02, Sy, S2, v o1 satisfacen las
hipotesis del Teorema 5 donde pyq, 61, S7 deben
ser reemplazadas por pg, 0y, Sp . Si los valores
de ||zg| son conoci-

B, Sl

S s
Bpg;f’o(RN) Y H | Bpiv91_(RN). ;
dos, el parametro de regularizacion puede ser
escogido de tal manera que minimice el lado

derecho de (36):

a=ap(0) =

1
o1+o3

703 [|0] Bji o, (BY)

(37)

€501 ||ZE”B;:8 GO(RN)

Con esta eleccion de o obtenemos una esti-
macién multiplicativa

)
Hzaow) — 2| BY, 5, (RY) =
ezl IS L (38)
Bpg’eo (RN) Bpi’el (RN)
donde
Cg =

o1

93 % g s
@75 e ((2)

01

o«

o1+o3
01
03
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6.2. Convergencia de las solu-
ciones regularizadas a la
exacta

Las estimaciones (36) y (38) nos permiten
construir una sucesion de soluciones regula-
rizadas de (1) que convergen a la solucién
exacta.

Teorema 7. Supongamos que py, 0y, p1, 01,
P2, 92, §0, §1, §2, 01, 03, Y el kernel K satis-
facen las condiciones descritas en la seccion

6.1 . Ademds, sean zp € B;ﬁgﬂo (RY) y una
sucesion 0, € By o (RY) tales que
i il ) =0
y sea
2 = ziT(;’((SM) . (39)
Entonces
TrlLl—I>noo HZm - ZEHB;:;%(RN) — 0 . (40)

Demostracion. Esto se sigue claramente a
partir de (38). Ademads, (38) nos da una esti-
macién para la razén de convergencia. O]

También podemos notar que con cualquier
eleccién de una sucesion de parametros de
regularizacion o, que satisfagan

lim o, =0y lim «a,7 |0 =0,

m—0o0 m—0o0

E
Bpivﬁ (BY)

la sucesién de soluciones regularizadas 2
converge a la solucién exacta zg en

B2, (RY).

p2,
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