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Prefacio

El éxito de la Teorfa de Grupos es impresionante y extraordinario. Es la
rama mds poderosa e influyente de toda la Matemética. Influye en casi todas
las disciplinas cientificas, artisticas y en la propia Matemdtica de una manera
fundamental. Lo que realmente se ha hecho en la Teorfa de Grupos, es extraer
lo esencial de diversas situaciones donde ocurre. Dado un conjunto no vacio,
definimos una operacién binaria en él, tal que cumpla ciertos axiomas, es
decir, que posea una estructura, (la estructura de grupo). El concepto de
estructura y los relacionados con éste, como el de isomorfismo, juegan un
papel decisivo en la Matemaética actual.

La teorfa general de las estructuras es una herramienta muy poderosa.
Siempre que alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axio-
mas de cierta estructura, obtiene, de inmediato para sus objetos, todos los
resultados vélidos para esa teorfa. Ya no tiene que comprobar cada uno
de ellos particularmente. Actualmente, podria decirse que las estructuras
permiten clasificar las diversas ramas de la Matematica.

Con respecto a la Teoria de Galois, ha sido mi intencién la de llegar al
Teorema Principal de la manera més corta y elegante posible. He visto que
el exponer demasiado material hace muy tedioso el curso a los alumnos y al
profesor, ademés de que algunos alumnos pierden de vista el objetivo dentro
de un mar de definiciones y proposiciones. Creo haber logrado este objetivo
mediante un material equilibrado.

Este texto est4 disefiado para un curso de un semestre sobre Algebra Mo-
derna en el posgrado de matemaética o bien para un curso de dos semestres
en la licenciatura de matemética. Consta de cinco capitulos con diversas sec-
ciones cada uno. Contienen una serie de problemas que se resuelven con crea-
tividad utilizando el material expuesto, mismos que constituyen una parte
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6 Prefacio

fundamental del mismo. Tienen también como finalidad, la de permitirle al
estudiante crear y redactar matematica. En IIL.5 se incluye la demostracion
de los Teoremas de Sylow basados en las notas de Guerino Mazzola [M] desa-
rrolladas por Marco Larrea-Schiavon [L] . En la licenciatura de matemética se
puede repartir el contenido en dos cursos semestrales, viendo los tres primeros
capitulos hasta II1.4 en el primero y la seccién I11.5 junto con los dos iltimos
capitulos en el segundo semestre.

Este libro es producto del trabajo escrito y revisado a lo largo de varios
anos del material correspondiente a mi curso sobre la materia que he im-
partido en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de
Meéxico. Después de haber ofrecido por muchos afnos el curso con excelentes
textos, algunos citados en la Bibliografia, y de los cuales he sido inspirado,
decidi escribir uno que siga el enfoque de mis libros [L11] y [L12]. Es decir,
escogi una presentacion moderna donde introduzco el lenguaje de diagramas
conmutativos y propiedades universales, tan requerido en la Matematica ac-
tual, asf como en la Fisica y en la Ciencia de la Computacién, entre otras
disciplinas.

Ciudad Universitaria.
Septiembre de 2021.



Introduccion

La Matematica existe desde que existe el ser humano. Practicamente todo
ser humano es un matemadtico en algin sentido. Desde los que utilizan la
Matemadtica hasta los que la crean. También todos son hasta cierto punto
fil6sofos de la Matemadtica. Efectivamente, todos los que miden, reconocen
personas o cosas, cuentan o dicen que “tan claro como que dos y dos son
cuatro” son matemadticos o filésofos de la Matemética. Sin embargo, hay un
nimero muy reducido de personas que se dedican a crear, ensenar, cultivar
o divulgar la Matematica.

La Matemadtica es pilar y cimiento de nuestra civilizacién. Desde la
primera mitad del siglo XIX, debido al progreso en diversas ramas se le dio
unidad a la Ciencia Matemdtica y justificaron el nombre en singular. Segiin
me comenté mi querido amigo, Arrigo Coen, Mathema significa erudicion,
manthdnein el infinitivo de aprender, el radical mendh significa en pasivo,
ciencia, saber. Luego, es lo relativo al aprendizaje. Asi que en sentido im-
plicito, Matematica significa: “lo digno de ser aprendido”. También se dice
que Matematica significa “ciencia por excelencia”.

Sin embargo, de muy pocas personas podria decirse que poseen informa-
cién correcta y actualizada sobre alguna de sus ramas o subramas. Los ninos
y jovenes de nuestros dias pueden poseer una imagen bastante aproximada
de electrones, galaxias, agujeros negros, cédigo genético, etc. Sin embargo,
dificilmente encontrardn durante sus estudios, conceptos matematicos crea-
dos més alla de la primera mitad del siglo XIX. Esto es debido a la naturaleza
de los conceptos de la Matematica.

Es muy comiin la creencia de que un matemadtico es una persona que
se dedica a realizar enormes sumas de nimeros naturales durante todos los
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dfas de su vida. También, la gente supone que un matemadtico sabe sumar
y multiplicar los nimeros naturales muy rapidamente. Si pensamos un poco
acerca de este concepto que la mayoria tiene acerca de los matemaéticos,
podriamos concluir que no se requieren matematicos ya que una calculadora
de bolsillo realiza este trabajo.

También, cuando uno pregunta ;cudl es la diferencia entre un matematico
y un contador? la consideran una pregunta equivalente a ;cuél es la diferencia
entre x y x? Es decir, suponen que hacen lo mismo. Si uno dice que un
matemadtico rara vez tiene que realizar sumas o multiplicaciones, les resulta
increfble. También les resulta increible el que los libros de Matematica rara
vez utilizan nimeros mayores que 10, exceptuando quizés los nimeros de las
paginas.

Durante muchos anos, a los ninos se les ha hecho énfasis en el aprendizaje
de las tablas de multiplicar, en el cdlculo de enormes sumas, restas, multipli-
caciones, divisiones y raices cuadradas a ldpiz pero de niimeros muy pequenos
(para los nimeros grandes, la mayoria de las personas tiene poca idea de su
magnitud). Después, cuando jévenes, aquellos que sumaban y multiplicaban
polinomios eran considerados por sus companeros como genios poseedores de
un gran talento matemadtico y posteriormente a éstos, si tenfan suerte, se les
ensenaba a sumar y multiplicar mimeros complejos.

Pareciera ser, entonces, que el matematico es aquel ser que se pasa la vida
haciendo sumas y multiplicaciones (de nimeros pequenos), algo asi como un
encargado de la caja de un negocio. Esta impresion subsiste en una gran
mayoria de las personas. Nada maés lejos de esto. Los mateméticos no son
los que calculan o hacen cuentas sino los que inventan cémo calcular o hacer
cuentas. Hacer Matematica es imaginar, crear, razonar.

Para contar fue necesario representar los nimeros de alguna forma, por
ejemplo, los dedos de la mano. Después, el dbaco constituyé un paso todavia
ligado a contar con los dedos, el cual todavia se utiliza en algunas partes
del planeta. Posteriormente la maquina aritmética de Pascal inventada en
1642 permitia efectuar sumas y restas mediante un sistema muy ingenioso de
engranes. En la actualidad, las calculadoras de bolsillo o teléfonos méviles
permiten realizar, en segundos, cdlculos que antes podrian haber llevado anos
enteros y también le permitieron a uno deshacerse de las famosas tablas de
logaritmos y de la regla de célculo.
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Sin embargo, en general, los alumnos de cualquier carrera y los egresados
de ellas a los cuales se les pregunta, -;qué es la suma? o mejor dicho, ;qué
es la adicién?- simplemente encogen los hombros, a pesar de que han pasado
mads de doce anos sumando y de que la suma es un concepto muy primitivo.
También suele suceder que cuando un nino o un joven o un adulto profesion-
ista se enfrenta a un problema, no sabe si debe sumar, restar, multiplicar o
llorar.

El concepto de operacién binaria o ley de composicién es uno de los més
antiguos de la Matemadtica y se remonta a los antiguos egipcios y babilo-
nios quienes ya posefan métodos para calcular sumas y multiplicaciones de
nimeros naturales positivos y de nimeros racionales positivos (téngase en
cuenta que no poseian el sistema de numeracién que nosotros usamos). Sin
embargo, al paso del tiempo, los matemaéticos se dieron cuenta que lo im-
portante no eran las tablas de sumar o multiplicar de ciertos “nimeros” sino
el conjunto y su operacién binaria definida en él. Esto, junto con ciertas
propiedades que satisfacfan dieron lugar al concepto fundamental llamado

grupo.

Histoéricamente, el concepto de operacién binaria o ley de composicién
fue extendido de dos maneras donde solamente se tiene una rememblanza
con los casos numéricos de los babilonios y los egipcios. La primera fue
por Gauss, al estudiar formas cuadraticas con coeficientes enteros, donde vio
que la ley de composiciéon era compatible con ciertas clases de equivalencia.
La segunda culminé con el concepto de grupo en la Teorfa de Sustituciones,
(mediante el desarrollo de las ideas de Lagrange, Vandermonde y Gauss en la
solucién de ecuaciones algebraicas). Sin embargo, estas ideas permanecieron
superficiales, siendo Galois el verdadero iniciador de la Teoria de Grupos al
reducir el estudio de las ecuaciones algebraicas al de grupos de permutaciones
asociados a ellas.

Fueron los matematicos ingleses de la primera mitad del siglo XIX los que
aislaron el concepto de ley de composicién y ampliaron el campo del Algebra
aplicdndola a la Loégica (Boole), a vectores y cuaternios (Hamilton), y a
matrices (Cayley). Para finales del siglo XIX, el Algebra se orient6 al estudio
de las estructuras algebraicas dejando atrés el interés por las aplicaciones de
las soluciones de ecuaciones numéricas. Esta orientacién dio lugar a tres
principales corrientes:
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(i) la Teorfa de Numeros que surgié de los matematicos alemanes Dirich-
let, Kummer, Kronecker, Dedekind y Hilbert, basados en los estudios de
Gauss. El concepto de campo fue fundamental.

(ii) la creacién del Algebra Lineal en Inglaterra por Sylvester, Clifford; en
Estados Unidos por Pierce, Dickson, Wedderburn; y en Alemania y Francia
por Weirstrass, Dedekind, Frobenius, Molien, Laguerre, Cartan.

(iii) la Teoria de Grupos que al principio se concentro en el estudio de gru-
pos de permutaciones. Fue Jordan quien desarroll en gran forma el trabajo
de Galois, Serret y otros de sus predecesores. El introdujo el concepto de
homomorfismo y fue el primero en estudiar grupos infinitos. Mas tarde, Lie,
Klein y Poincaré desarrollaron este estudio considerablemente. Finalmente
se hizo patente que la idea fundamental y esencial de grupo era su ley de
composiciéon u operacién binaria y no la naturaleza de sus objetos.

El éxito de la Teoria de Grupos es impresionante y extraordinario. Basta
nombrar su influencia en casi toda la Matemadtica y otras disciplinas del
conocimiento. Los ejemplos escritos en 1.1 podrian dejar perplejo al no
ilustrado en matemética con un pensamiento acerca de los pasatiempos que
los matematicos inventan combinando “niimeros” de una manera perversa.
Sin embargo, ahi hemos considerado ejemplos vitales para la Teoria de los
Numeros (se podria reemplazar el nimero 3 por cualquier nimero natural
n (si n = 12 obtenemos los mimeros de los relojes o las clases de tonos en
la Musica) o por un niimero primo p obteniendo conceptos y resultados im-
portantes) y para la propia Teoria de Grupos (grupo diédrico y simétrico).
Al observar esto, lo que realmente se ha hecho en la Teoria de Grupos, es
extraer lo esencial de ellos, a saber, dado un conjunto no vacio, definimos
una operaciéon binaria en él, tal que cumpla ciertas axiomas, postulados o
propiedades, es decir, que posea una estructura, (la estructura de grupo).
Existen varios conceptos ligados al de estructura, uno de los més importantes
es el de isomorfismo.

El concepto de estructura y de los relacionados con éste, como el de
isomorfismo, juegan un papel decisivo en la Matemédtica actual. Las teorias
generales de las estructuras importantes son herramientas muy poderosas.
Siempre que alguien pruebe que sus objetos de estudio satisfacen los axiomas
de cierta estructura, obtiene, de inmediato, todos los resultados vélidos para
esa teorfa en sus objetos. Ya no tiene que comprobar cada uno de ellos
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particularmente. Un uso actual en la Matemadtica, de las estructuras y los
isomorfismos, es el de clasificar las diversas ramas de ella (no es importante
la naturaleza de los objetos, pero si lo es el de sus relaciones).

En la Edad Media la clasificacién en ramas de la Matemdtica estaba
dada por la de Aritmética, Musica, Geometria y Astronomia las que consti-
tuyeron el Cuadrivium. Después y hasta la mitad del siglo XIX, las ramas
de la Matematica se distingufan por los objetos que estudiaban, por ejem-
plo, Aritmética, Algebra, Geometria Analitica, Analisis, todas con algunas
subdivisiones. Algo asi como si dijéramos que puesto que los murciélagos y
las dguilas vuelan entonces pertenecen a las aves. Lo que se nos presenta
ahora es el ver méds alld y extraer de las apariencias las estructuras subya-
centes. Actualmente existen 63 ramas de la Matemadtica con méas de 5000
subclasificaciones. Entre ellas se encuentran la Topologia Algebraica (estruc-
turas mixtas), el Algebra Homolégica (la purificacién de la interaccién entre
el Algebra y la Topologia, creada en los afios cincuenta del siglo pasado), y
la K-Teorfa Algebraica (una de las mds recientes ramas, creada en los aflos
setenta del siglo pasado).

Como es frecuente en la Matematica, los intentos por resolver un problema
especifico dan lugar a una Teorfa Matemdtica. En este caso, los intentos
por encontrar soluciones por radicales de ecuaciones algebraicas dan como
resultado varias de las ramas de la Matematica: la Teorfa de Grupos, la
Teorfa de Anillos y la Teorfa de Galois entre otras. En [A-LI1] y [A-LI2] el
lector puede encontrar otros ejemplos de esta situacion. La Teorfa de Galois
es una interaccién entre grupos, campos y polinomios, entre el Algebra Lineal
y la Teorfa de Grupos.

Se sabe de la escuela secundaria cémo encontrar por el método de radi-
cales las soluciones de un polinomio cuadratico, con coeficientes en R, de la
forma f(t) = at? + bt + ¢, con a # 0. Esto lo sabfan los antiguos babilo-
nios alrededor del afio 1600 A.C. Las raices estdn dadas mediante la férmula
(—b + v/b? — 4ac)/2a. Esta solucién estd en una tableta de barro que so-
brevive hasta la fecha. Este método es vélido para cualquier polinomio con
coeficientes en un campo de caracteristica diferente de 2 cuyas raices estdn
en la cerradura algebraica de ese campo. Lo mismo sucede para polinomios
de grado 3 y 4 (del Ferro, Tartaglia, Ferrari y Cardano en 1545) sobre los
nimeros racionales. Los matemaéticos trataron por cientos de anos de encon-
trar una férmula por radicales para polinomios de grado 5 (Lagrange en 1770
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y Ruffini en 1799 probaron que los métodos para grados 3 y 4 fallan para
grado 5). Fue Abel en 1824 y 1826 quien probé que esto no puede necesaria-
mente resolverse por radicales. En fin, la solucién de ecuaciones polinomiales
ha sido un problema matemaético por més de 3500 anos.

Galois asocié a cada ecuacién, un grupo, llamado ahora, de Galois en
honor a él. Este grupo consiste de un subconjunto de permutaciones de las
soluciones. A partir de las propiedades del grupo de Galois se pueden deducir
propiedades de una ecuacion, sin hacer mencién de ella. Vagamente, la idea
principal de la Teorfa de Galois es la de considerar las permutaciones de las
raices de un polinomio que tienen la caracteristica de que permutadas siguen
satisfaciendo cualquier ecuacién algebraica que satisfagan originalmente. Es-
tas permutaciones de las raices forman un grupo, el grupo de Galois.

El concepto que abarca a los polinomios y a los campos es el de anillo
conmutativo. Comenzamos el Capitulo IV estudiando el sistema algebraico
de los anillos. La palabra anillo fue introducida por David Hilbert. Alrededor
del ano 1921, Emmy Noether fundamenta la Teorfa de Anillos Conmutativos.
También estudiamos dos tipos de anillos importantes, los dominios enteros y
los campos. El concepto de campo (o cuerpo) fue considerado por Dedekind
en 1871, por Kronecker en 1881, y por ambos alrededor de 1850 en sus
clases. Pero fue Weber en 1893 quien proveyé de una definicién como la
que actualmente usamos. El concepto de ideal fue introducido por Kummer
alrededor de 1850 y utilizado como ahora lo conocemos por Dedekind.

En 1881 Leopold Kronecker proveyé una extensién de un campo adjun-
tado una raiz de un polinomio irreducible. En 1894 Dedekind fue el primer
matematico en desarrollar el concepto de automorfismo de campos, lo llamé
permutaciones del campo. Fue Emil Artin en 1926 quien desarrolld la relacion
entre campos y grupos con mucho detalle y enfatizé que la Teorfa de Galois
no deberfa tener como meta la de determinar las condiciones de solubilidad
de ecuaciones algebraicas sino la de explorar las relaciones entre las exten-
siones de campos y los grupos de automorfismos y es esta ltima intencién
la que se sigue en el presente texto.

Con respecto a la notacién para una extensiéon de campos he preferido
denotar con K’ — K una extension imitando una torre rotada 90 grados a la
derecha, es decir, una torre acostada de campos ya que esto facilita visualizar
especificamente los campos y su respectiva inclusién en otros.
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Algunos piensan que la Matemdtica es un juego simple que sola y fria-
mente interesa al intelecto. Esto serfa el olvidar, asienta Poincaré, la sen-
sacién de la belleza matematica, de la armonia de los mimeros y las formas,
asi como de la elegancia geométrica. Esta es ciertamente una sensacién de
placer estético que todo verdadero matemdtico ha sentido y por supuesto
que pertenece al campo de la emocién sensible. La belleza y la elegancia
matemadtica consisten en todos los elementos dispuestos armoénicamente tales
que nuestra mente pueda abarcarlos totalmente sin esfuerzo y a la vez man-
tener sus detalles.

Esta armonia, continia Poincaré, es, de inmediato, una satisfaccién de
nuestras necesidades estéticas y una ayuda para la mente que sostiene y gufa.
Y al mismo tiempo, al poner bajo nuestra visién un todo bien ordenado, nos
hace entrever una ley o verdad matemadtica. Esta es la sensibilidad estética
que juega un papel de filtro delicado, la cual explica suficientemente el por
qué el que carece de ella nunca serd un verdadero creador, concluye Poincaré.

Para el autor de este texto, la Matemética es una de las Bellas Artes, la
mads pura de ellas, que tiene el don de ser la més precisa y la precisiéon de las
Ciencias.
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Capitulo 1

Estructuras Algebraicas y
Propiedades Elementales

I.1 Operaciones Binarias

En esta seccién presentaremos uno de los conceptos mds antiguos de la
Matematica, la operaciéon binaria o ley de composicién. También veremos
qué tan ciertos son unos "dichos populares" como son los de "tan claro como
que dos y dos son cuatro" y "el orden de los factores no altera el producto".

Recordemos algunos conceptos elementales.
Primero, recuerde el conjunto de los niimeros enteros

Z={.—5—-4,-3-2-1,0,1,2,3,4,5,..}

Segundo, preguntese: -;jcomo se relacionan dos conjuntos “adecuada-
mente”? Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Diremos que f: A — B es
una funcién de A en B si a cada elemento de A le asociamos un elemento
tnico de B.

Por ejemplo, si A = {a,b,c} y B = {p,q,r,s} entonces f : A — B dada
por la siguiente asociacion

I
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es una funcién, mientras que la asociacién
—

—
—

o U e 2
SRR

—

no es una funcién, puesto que a un objeto de A no se le asocia un tnico
elemento de B, (a a se le asocian p y ¢). Los conjuntos A y B se llaman
dominio y codominio, respectivamente, de la funcién f.

El subconjunto del codominio que consiste de los elementos que son asoci-
ados a los del dominio se llama imagen de f. Asi, en la funcién anterior, la
imagen de f es el conjunto {p, q,r}; el elemento s de B no estd en la imagen
de f, es decir, no es imagen de ningin elemento de A bajo f.

Utilizamos la siguiente notacion para denotar las imagenes de los elemen-

tos de A bajo f:
f: A — B

a — fla)=p
b — f(b)=gq
¢c — fley=r

Tercero: considere el producto cartesiano de un conjunto A que se denota
A x A y que consiste de todas las parejas ordenadas de elementos de A, es
decir

Ax A={(a,b)|a,be A}

Ahora ya podemos definir el importantisimo concepto de operacién bi-
naria o ley de composicién. Sea G un conjunto no vacio. Una operacién
binaria o ley de composicién en G es una funcién f : G X G — G donde
(z,y) — f(z,y).

Como es obvio, podemos denotar una funcién con cualquier simbolo, por
ejemplo f,g,h, ¥, A, &, O, X, ®, *, etc. Asi, en Z podemos tener una op-
eraciéon binaria

f: Zx7Z — Y/
(z,y) +— flz,y)
y por abuso o conveniencia de notacién denotamos f(z,y) como xfy. Por
ejemplo, (3,2) — f(3,2) = 3f2.

Si la operacién binaria f la denotamos simplemente como + (la suma

usual en Z) entonces (3,2) — +(3,2) = 3 + 2 que es igual a 5. Si la
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operacién binaria f la denotamos como - (la multiplicacién usual en Z),
entonces (3,2) — +(3,2) = 3-2 que es igual a 6. Observe que una operacion
binaria se define en un conjunto no vacio G.

1.1 Ejemplo. Definamos un conjunto de la siguiente manera: considere
tres cajas y reparta los nimeros enteros en cada una de ellas de una manera
ordenada como sigue:

6] 5] 4
—3 2|1
012
345
6 [ 7 |8
9 10| 11

L] [ AT ] 2] |

Las cajas las denotaremos asi: [0] por contener al cero, (o bien 0+ 37Z, es
decir, los multiplos de 3), [1] por contener al uno (o bien 1+ 3Z, es decir, los
muiltiplos de 3 mas 1), y caja [2] por contener al dos (o bien 2 + 3Z, es decir,
los muiltiplos de 3 mas 2). Asignémosle a la caja [0] el mimero 0, porque
sus elementos dan residuo 0 al dividirlos entre 3; andlogamente asignémosle
a la caja [1] el numero 1 y a la caja [2] el nimero 2, pues sus elementos
dan residuo 1 y 2 respectivamente, al dividirlos entre 3. Consideremos el
conjunto Zz= {0,1,2} llamado juego completo de residuos médulo 3,
pues al dividir cualquier entero entre 3 da residuos 0,1 6 2. Definamos en él
una operacion binaria que podriamos denotar con f,g,h, 4, A, &, O, X, ®, *,
etc; escojamos +. Asf

+ 73 X X3 — Zs3

con
(L) — +(1,1)=1+1=2
(0,1) — +(0,1) =0+1=
(1,0) — +(1,0) =1+0 =
(2,1)— +(2,1)=2+1=
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(2,2) — +(2,2) =2+2=1

Escribamos su tabla de sumar:

o = O+
N = OO
O N ==
= O NN

Veamos otro

1.2 Ejemplo. Consideremos el juego completo de residuos médulo 5, es
decir, los posibles residuos que se obtienen al dividir cualquier niimero entero
entre 5, el cual denotaremos con Zs = {0, 1,2, 3,4}. Dibuje usted las cajas.
Definamos una operacién binaria en Zs

i Z5 X Z5 — Z5
de la siguiente manera:
(2,2)— +(2,2) =22 =

(2,1)— -(2,1) =
(2,3)— (2,3) =
(3,4)— -(3,4) =34 =

Es comun oir el dicho “tan cierto como que dos y dos son cuatro”. Sin
embargo, como hemos visto en los ejemplos anteriores 2 +2 =1,2+ 1 =0,
2.3 =1, 34 = 2, etc. y claramente 2+ 2 # 4. En los ejemplos anteriores
hemos considerado los conjuntos Zs y Zs a los cuales le hemos definido una
"suma" u operacién binaria. La suma usual en los nimeros naturales y en-
teros es una operacién binaria, lo mismo que la multiplicacién definida en
ellos. Estas son las operaciones binarias consideradas en el dicho. En los
primeros anos de escuela se pone un énfasis especial en uno de los muchos
algoritmos para sumar y multiplicar nimeros naturales (i.e. en el proced-
imiento o manera de sumarlos y multiplicarlos). Después de varios anos se
pone un especial énfasis en sumar y multiplicar nimeros enteros y en multi-
plicar y dividir polinomios. En general, cuando se "suma" hay que especificar
siempre el conjunto en el cual se define la operacién binaria.
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También es comun oir el dicho "el orden de los factores no altera el pro-
ducto". ;Sera esto siempre cierto?

1.3 Ejemplo. Consideremos el conjunto Az de los movimientos rigidos
de un tridngulo equildtero con vértices A, B, C, es decir, las rotaciones sobre el
baricentro de 0°, 120° y 240° y las reflexiones sobre las medianas. Denotemos
éstos movimientos rigidos de la siguiente manera:

0 = [ABC/ABC),1 = [ABC/BCAJ,2 = [ABC/C AB]

3 = [ABC/ACB),4 = [ABC/CBA),5 = [ABC/BAC]

Los elementos 0,1 y 2 corresponden a las rotaciones. Los elementos 3,4 y 5
corresponden a las reflexiones. Definamos una operacién binaria o en As:

o : Ag X A3—>A3

(z,y)—o(z,y) =zoy

Calculemos:

[ABC/BCA] o [ABC/BCA] = [ABC/CAB]
esto es

(1,1)—o(1,1) = 1ol = 2.

[ABC’/CAB] o [ABC/AC’B] = [ABC’/BAC]

esto es
(2,3)—0(2,3) =203 =5,

[ABC/ACB] o [ABC/CAB] = [ABC/CBA]

esto es

(3,2)—0(3,2) =302 =4.

Observe que
203#302.

Ahorasi, 2+2=4y203=3027
El concepto de operacién binaria o ley de composicién es uno de los més

antiguos de la Matemadtica y se remonta a los antiguos egipcios y babilo-
nios quienes ya posefan métodos para calcular sumas y multiplicaciones de
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nimeros naturales positivos y de nimeros racionales positivos (téngase en
cuenta que no posefan el sistema de numeracién que nosotros usamos). Sin
embargo, al paso del tiempo, los matemaéticos se dieron cuenta que lo im-
portante no eran las tablas de sumar o multiplicar de ciertos "nimeros" sino
el conjunto y su operacién binaria definida en él. Esto, junto con ciertas
propiedades que satisfacfan dieron lugar al concepto fundamental llamado

grupo.

Es asf que, de manera informal que posteriormente precisaremos, diremos
que un grupo es un conjunto no vacio GG junto con una operacién binaria
[ G x G—=G, denotado (G, f) la cual cumple con ser asociativa, poseer
elemento de identidad e inversos. La imagen de (z,y) en G la denotamos
(x,y) — f(x,y). Por abuso o conveniencia de notacién denotamos f(z,y)
como zfy y se llama composicién de x y y.

Es fécil comprobar (ver los Problemas abajo) que los conjuntos Zs, Zs y
A3 con su operacion binaria respectiva, poseen la estructura de grupo. Como
se puede ver en el caso de (As, o), el concepto de grupo esta estrechamente
ligado con el concepto de simetria. Los ejemplos anteriores muestran algunos
conjuntos que poseen una estructura de grupo y lo variantes estos pueden
ser.

Podemos definir funciones f : G — G, g : G* = G x G — G, h :
GxGxG — Gobien j : G" = G X ... x G — G dando asf lugar a
operaciones unarias, binarias, ternarias o n arias. La operacién nula
es una funcién i : {e} — G.

Una estructura algebraica o sistema algebraico es un conjunto C
junto con una o més operaciones n arias definidas en C' las cuales podrian
satisfacer ciertas axiomas o propiedades. En la siguiente seccién definiremos
algunas.

1.4 Definicién. Considere H un subconjunto de un grupo (G,o). Di-
remos que H es estable o cerrado con respecto a la operacién binaria o si
xoy € H, para cualesquiera elementos x,y € H. Obsérvese que la restriccion
de o a un subconjunto estable o cerrado H proporciona una operacién binaria
para H llamada operacién binaria inducida.
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Problemas

1.1 Haga una tabla que represente la multiplicacién de todos los elementos
de Zg .

1.2 Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos
de Z5.

1.3 Construya una tabla que represente la multiplicaciéon de todos los
elementos de Zs.

1.4 Compruebe que Aj con la operacién binaria definida en el Ejemplo
1.3 es un grupo.

1.5 Sea S5 el conjunto de las permutaciones de 1, 2, 3. Calcule el niimero
de elementos de S3. Defina una operacién binaria en S3 y construya su tabla.

1.6 Sea S, el conjunto de las permutaciones de un conjunto con n ele-
mentos. Calcule el nimero de elementos de S,,.

1.7 Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos de
Zg y compdrela con las tablas de S3 y As. Observe que las tablas de S3 y As
son la misma salvo por el orden y el nombre de los elementos. Compruebe
que éstos dos ltimos son grupos y establezca una funcién biyectiva entre
sus elementos. Observe que la tabla de Zg le permite comprobar que es un
grupo, pero que su tabla es totalmente diferente a las otras dos.
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1.2 Estructuras Algebraicas

En esta seccién definiremos varias estructuras algebraicas algunas de las
cuales ya han sido implicitamente estudiadas. Tiene como finalidad la de
presentar un breve panorama de algunas de las estructuras algebraicas
(no el del estudio propio de la categoria de grupos) y asi situar al lector en
una mejor posicién para comprender los objetos de estudio de la Teorfa de
Grupos. Supondremos que el lector ya conoce los fundamentos del Algebra
Lineal como en (L12) y utilizaremos la notacién que ahf se expone.

Sea (V, 4+, ;) un espacio vectorial sobre un campo K tal como se definié
en Algebra Lineal. Si quitamos la multiplicacién escalar p nos quedaremos
con un conjunto con una operacion binaria + que cumple las cuatro axiomas
usuales. Entonces diremos que (V,+) es un grupo conmutativo bajo +.
Formalmente, con esta notacién y en este contexto (en la préxima sec-
ci6n daremos otra versién de la definicién de grupo més general) repetimos,
para ligarla con el estudio de espacios vectoriales, la definicién de grupo in-
troducida en la seccién anterior:

2.1 Definicién. Un grupo es una pareja (G, +) donde G es un conjunto
no vacio y

+:GxGd—=d

es una operacion binaria
(u,v) — +(u,v)

donde, por conveniencia o abuso de notacién se escribe
+(u,v) =u+wv

tal que
(i) +(+(u,v), w) = +(u, +(v,w)), es decir, (u+v) +w =u+ (v + w)
(ii) existe un elemento O € G, llamado elemento de identidad, tal que
+(v,0)=v4+0 =



L2 Estructuras Algebraicas 23

(ili) para cada v € G existe un elemento, llamado inverso, denotado con
—v, tal que +(v, —v) = v+ (—v) = O.

Diremos que el grupo es conmutativo si ademés satisface
(iv) +(u,v) = +(v,u) es decir, u+ v = v + u.

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto £ con una operacién
binaria + sin que cumpla alguna condicién, decimos que (E, +) es un magma
(o grupoide).

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto S con una operacién
binaria + que cumpla (i) diremos que (.S, +) es un semigrupo.

También, si en la definicién 2.1 consideramos un conjunto M con una
operacién binaria + que cumpla (i) y (ii) diremos que (M, +) es un monoide.

2.2 Ejemplo. El conjunto N de los niimeros naturales con la suma usual
es un semigrupo pero no un monoide pues no tiene elemento de identidad.
(Z,+) y (Zy,+) (con n € N) son monoides conmutativos bajo la “suma” y
(N,),(Z, ")y (Zy, ) son monoides “multiplicativos”.

2.3 Ejemplo. El lector podré comprobar que (Z,+), (nZ,4+), n € Z,
(Q,+), (@ =Q—{0},"), (R, +), R* =R—{0},-), (C,+), (C* =C—{0},),
(Zn,+), (As,0), (Ss3,0), (Sn,0), (M,K,+), donde M, K denota las matrices
cuadradas de n x n con coeficientes en un campo K, (GL,K,+) y (GL, K, "),
donde GL, K denota las matrices cuadradas invertibles de n x n (n € N) con
coeficientes en un campo K, son grupos (con las operaciones binarias usuales
en cada uno de ellos).

Recordemos que podemos denotar la operacién binaria en un conjunto
con cualquier simbolo, por ejemplo, +, %, 0,0, %, 0, e, /A, etc.lo cual haremos en
adelante. Diremos que el orden de un grupo (G, -) es el niimero de elementos
del conjunto G y lo denotaremos con o(G) o bien con | G | indistintamente.
Asi, varias formas de escribir esto son: (Z,,+) tiene orden n, o(As, o) = 6,
| S5 |= 6, 0(S,) = n!. Si| G | es infinito (finito) diremos que G es infinito
(finito). Asf, Z es (constituye un grupo) infinito (bajo la suma usual).

Para relacionar dos grupos es necesario definir una funcién que preserve
la estructura de grupo.
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2.4 Definicién. Sean (G,¢) y (G',*) dos grupos. Un homomorfismo
de grupos es una funcién f: G — G’ tal que f(uov) = f(u) * f(v).

Ahora, recordemos la definicién de accién y definamos el concepto de
grupo con operadores:

2.5 Definicién. Sean 2y A dos conjuntos. Una accién de €2 en A es
una funcién de 2 x A en el conjunto A.

2.6 Definicién. Sea Q un conjunto. Un grupo (G,-) junto con una
accion de Q en (G, -)

0: Q0 xEG — G

(cr, ) —  o(a,r) =aox =21

que sea distributiva con respecto a la ley de composicién de (G, -) se llama
grupo con operadores en ().
La ley distributiva puede expresarse como

Q

(zy)* = 2%y

o (@, zy) — oo, zy) = ao (zy) = (a0 x)(woy).

2.7 Observacién. En un grupo GG con operadores en €2, cada elemento
de Q (llamado operador) define un endomorfismo (i.e.un homomorfismo de
G — @) del grupo G. Consideremos 2 = Z y para x € G, n € Z definamos

0:ZxG —> G
(n,z) — nox=aza"
Si G es abeliano, tenemos que

n,n

n(zy) = (zy)" = 2"y" = (nx)(ny)

Luego, todo grupo abeliano G puede verse como un grupo con operadores en
7.

2.8 Definicién. Un anillo es una terna (A, +, ) donde A es un conjunto,
+ y - son operaciones binarias tales que
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(i) (A,+) es un grupo conmutativo
(ii) (A,-) es un semigrupo
(ili) u(v +w) =w +vw y (v +v)w = vw + Vw

El lector podra comprobar que (Z, +,-), (Z,,+,),(Q,+,-), (R, +,-),
(M, K,+,-), (K,+,"),(K[z],+,-), (C,+,-) son anillos.

Si un anillo (A, +, -) satisface
(iv) (A,-) es un semigrupo conmutativo, entonces (A,+,-) se llamard
anillo conmutativo.

Si (A, -) es un monoide, diremos que (A, +, -) es un anillo con identidad
0 con uno.

Recuerde que si el producto de dos elementos distintos de cero de un
anillo A es el elemento cero del anillo, entonces esos dos elementos se dice
que son divisores de cero. Si el anillo (A, +,+) con 1 # 0 no posee divisores
de cero, se llamard dominio entero. Si un dominio entero posee un inverso
multiplicativo para cada elemento no nulo, se dice que es un anillo con
divisién.

Finalmente, un campo es un anillo conmutativo con division.

., Coémo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la
estructura de anillos. Si (A, ¢,%) y (A} +,-) son anillos, un homomorfismo
de anillos es una funcién que es un homomorfismo del grupo conmutativo
de A en el grupo conmutativo de A"y que también es un homomorfismo del
semigrupo de A en el semigrupo de A’ es decir,

fluov) = f(u) + f(v) y fluxv) = f(u) f(v).

Si en la definicién de espacio vectorial consideramos un anillo (A, +, )
conmutativo con 1 en lugar de un campo K, obtendremos una estructura
algebraica llamada A-médulo (izquierdo). Entonces, como caso particular
de los A-mddulos estdn los K-mdédulos, i.e. los espacios vectoriales sobre un
campo K.

Muchos de los resultados para los espacios vectoriales son véalidos para los
A-mdédulos, basta tomar K = A un anillo conmutativo con 1. En particular,
relacionamos dos A-médulos mediante un homomorfismo de A-mdédulos.
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Los A-médulos son generalizaciones de los conceptos de grupo conmutativo
y de espacio vectorial, y son los objetos de estudio del Algebra Homolégica
(véase LI1). Imitando a los espacios vectoriales, si un A-mé6dulo posee una
base, lo llamaremos A-mdédulo libre. No todo A-mdédulo posee base, es
decir, no todo A-médulo es libre, pero todo espacio vectorial o K-médulo es
libre, es decir, si posee una base. Diremos que un A-mdédulo es proyectivo
si es sumando directo de un libre y que es finitamente generado si posee
un conjunto finito de generadores.

Un dlgebra sobre A (A un anillo conmutativo con uno) es un conjunto
A que simultdneamente es un anillo y un A-médulo. Es decir, un dlgebra
(A, +, i1, -) es un A-médulo con otra operacién binaria, llamada multipli-
cacion con una condicién extra que hace compatibles las operaciones binarias
y multiplicacién escalar, la cual es la siguiente:

Au+ Nv)w = Muw) + N (vw)

wAu + Nv) = Mwu) + N (wv)  para A, N € A;u,v,w e A

En particular se tiene que (Au)v = A(uv) = u(Av) y por lo tanto Auv es un
elemento bien definido de A. Dejamos al lector proporcionar la definicién de
homomorfismo de dlgebras asi como percatarse de varios ejemplos de dlgebras
ya conocidos introducidos implicitamente.

Si se imponen condiciones en la multiplicacién de un dlgebra se obtienen
algebras conmutativas, dlgebras asociativas, dlgebras con uno.

Un édlgebra asociativa con uno tal que todo elemento diferente de cero sea
invertible se llama dlgebra con division.

2.9 Ejemplo. (M,K,+,-, 1), donde M, K denota las matrices cuadradas
de n x n con coeficientes en un campo K (p denota la multiplicacién escalar)
es un dlgebra al igual que (K, +,-, 1) v (K[x], +, -, ).

Definimos un dlgebra graduada como una sucesién A = (Ao, 4y, A, ...)
de dlgebras A;, una para cada indice i € N.

Para quienes han estudiado, dentro de un curso elemental de Algebra Lin-
eal, el Algebra Multilineal (como en L12), recordaran los siguientes conceptos
que no son requisitos para este texto.

2.10 Ejemplo. Sea T*(V) = @*V = V Q- --®xV el producto tensorial
de un espacio vectorial V' sobre un campo K, k veces. Llamaremos a T*(V)
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espacio tensorial de grado k de V. Si definimos una multiplicacion

TRV x TYW — TFHY mediante

(U1 ® ... Qug) (1R .. QU) =U @ ... QUL RV @ ... DYy
tenemos un &lgebra graduada (donde definimos 7°V = K y T'V = V)
TV = (K,V,T?V, T3V, T*V,...) llamada dlgebra tensorial de V.

2.11 Ejemplo. Sea /\k V =V A...AV el producto exterior de un espacio
vectorial V' sobre un campo K, k veces. Consideremos la multiplicacién

exterior definida por
k-l

NAVXAV%AV

Entonces tenemos un dlgebra graduada

2 3
AV=EV.AV,A\V...)
llamada algebra exterior o dlgebra de Grassmann de V.

Problemas

2.1 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas
en el Ejemplo 2.2 son efectivamente monoides.

2.2 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas
en el Ejemplo 2.3 son efectivamente grupos.

2.3 Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas
en el Ejemplo 2.9 son efectivamente dlgebras.

2.4 Compruebe que los nimeros complejos bajo la multiplicacién forman
un monoide.
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I.3 Propiedades Elementales de Grupos

En esta seccién presentaremos algunas propiedades elementales de los grupos.
Como se ha explicado anteriormente en general, ahora en particular aplicado
a la Teorfa de Grupos, siempre que se pruebe alguna propiedad para un
conjunto con una operacién binaria que satisfaga los axiomas de grupo, de
inmediato, esa propiedad es vdlida para todos esos conjuntos que satisfagan
las axiomas de grupo.

Consideremos un grupo (G, ). Si x y y son elementos de GG, denotaremos
x -y simplemente como zy para simplificar la notacién. Sea e el elemento de
identidad de GG. Con esta notacion, la definicién generalizada de grupo que
prometimos en la seccién anterior es:

Un grupo es una pareja (G, -) donde G es un conjunto no vacio y
2 GEGxG—-(Gd

es una operacién binaria
(2,y) — ~(2,9)

donde, por abuso o conveniencia de notacién se escribe

(z,y) =2-y=2y

tal que
(i) (zy)z = z(y2); 2,y,2 € G.
(ii) existe un elemento e € G tal que ey = y, para toda y € G.
(iii) para cada y € G existe un elemento, denotado y~*, tal que (y )y = e.

Diremos que el grupo es conmutativo o abeliano si ademds satisface
(iv) zy = yx, para toda z,y € G, es decir, si su operacién binaria es
conmutativa.
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Si el grupo es abeliano, se acostumbra denotar su operacién binaria con
el signo +.

Podemos ver el concepto de grupo como un caso especial del de grupos
con operadores en @ (con accién, la tnica posible de @ en G).

El elemento e lo llamaremos elemento de identidad izquierdo o sim-
plemente identidad izquierda de z y y~'lo llamaremos inverso izquierdo
de y. De manera andloga se tiene el elemento de identidad derecho y el
inverso derecho. Cuando es clara la notacién de la operacién binaria, con
frecuencia se omite y simplemente se designa un grupo (G, -) con G.

Veamos a continuaciéon que en nuestra definicién de grupo, el pedir que
se tenga elemento de identidad por la izquierda e inverso izquierdo implica
que se tiene también identidad e inverso derechos.

3.1 Proposicién. En un grupo (G, -), si un elemento es inverso izquierdo
entonces es inverso derecho. Si e es identidad izquierda, entonces es identidad
derecha.

Demostracién. Considere 2 '2 = e para cualquier elemento = € G.
Considere el elemento inverso izquierdo del elemento 7!, es decir (z7!) 'z ™! =
e. Luego

vt =elzz )= (@ ) e e ) =@ H et =@ ) vt =

Asf que 27! es inverso derecho de x. Ahora, para cualquier elemento z,

considere las igualdades

ve = x(z'x) = (x27 Nz = ex = 2.

Luego e es identidad derecha.4

Diremos que e es el elemento de identidad de un grupo G si e es
elemento de identidad izquierdo o derecho y hablaremos del inverso de un
elemento si existe su inverso izquierdo o derecho.

A continuacién veamos algunas propiedades elementales:

3.2 Proposicién. El elemento de identidad e de un grupo G es tnico.
Demostracion. Sea ¢’ otro elemento de identidad tal que €’e = e. Como
e es también identidad, entonces €'e = ¢/. Luego e = ¢’. ¢
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3.3 Proposiciéon. Si en un grupo G se tiene que xy = xz, entonces
y = z. También, si yr = zx, entonces y = z.

Demostracién. Sizy = xz, entonces 2 (zy) = 2~ (z2). Por la asocia-
tividad, (z7'x)y = (7 'x)z. Luego, ey = ez y finalmente y = 2. De manera
semejante se prueba que si yr = zx, entonces y = z.4

3.4 Proposicién. En un grupo cualquiera, el inverso de cualquier ele-
mento de un grupo es unico.

Demostracién. Sea 2z’ otro inverso del elemento z. Luego, z'x = e.
También 'z = e. Luego, 2’z = 7'z = e. Por la proposicién anterior,
=x"1.4¢

3.5 Proposiciéon. En un grupo cualquiera G, si x,y € G, las ecuaciones
xa =y y br =y tienen solucién unica en G.

Demostracién. Puesto que z(z7'y) = (zz7Y)y = ey = y. Luego,
a = r~ 'y es una solucién de za = y. Supongamos que hay dos soluciones,
rxa =y y xa = y. Entonces xa = zd, luego a = a. Andlogamente para el
otro caso.¢

3.6 Proposicién. En un grupo G, se tiene, para cualesquiera elementos

x,y de G

(wy) " =y

Demostracion. Como

(z )y e = zyy Nz l=arl =
(y e )(ey) = y @)y =yly=ce

luego, (zy) ' =y 'z~ 1.4

Recordemos la definicién de homomorfismo de grupos de la seccién an-
terior con la notacién siguiente:. Sean (G, +) y (G’,-) dos grupos. Un ho-
momorfismo de grupos es una funcién f: G — G’ tal que f(u +v) =
fu) - f(v).

Veamos algunos ejemplos.

3.7 Ejemplo. Sea G = R* y G’ = R con la suma usual. Definamos
f: G — G mediante la regla f(x,y, z) = 8¢ — 4y + 4z. Veamos que f es un
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homomorfismo. Como

f((x1,y1,21) + (2, Y2, 22)) = f(x1 4+ X2, y1 + Y2, 21 + 22)
= 8@ +x) — 4y +y2) +4(z1 +22) y
fla,y1,21) + f(@2, 92, 22) = (81, —4yr + 421) + (82 — 4ya + 425),

f es un homomorfismo.

3.8 Proposicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Si e es
el elemento de identidad de G entonces f(e) = € es el elemento de identidad
de G'.

Demostracién. Considere €' f(z) = f(x) = f(ex) = f(e)f(xz). Mul-
tiplicando ambos lados por el inverso de f(x) obtenemos ¢’ f(z)f(z)™' =

fle)f(x)f(z)™. Luego € =¢€'¢ = f(e)e = f(e). Asi que € = f(e). 4

3.9 Ejemplo. Sea G = G' = R?. Definamos f : G — G’ mediante f(z,y)
= (x+8,y+2). Como f(0,0) = (8,2) # (0,0), f no es homomorfismo pues
todo homomorfismo de grupos envia el elemento de identidad del dominio en
el elemento de identidad del codominio.

3.10 Proposicién. La composicién de dos homomorfismos de grupos es
un homomorfismo de grupos.

Demostracién. Sean f : G — Gy g : G — G"” homomorfismos de
grupos. Luego (go f)(z +y) = g(f(z +y)) = g(f(z) + f(y) = 9(f(x)) +
9(f(y)) = (go f)(x)+ (go f)(y). Por lo tanto (go f) es un homomorfismo.4¢

3.11 Definicién. Sea [ : G — G’ un homomorfismo de grupos. Di-

remos que f es un isomorfismo, y escribiremos f : G = @ si existe un
homomorfismo g : G' - G tal que go f =1gy fog=1¢.

Es fécil comprobar (Problema 3.13) que, si g existe, estd determinada
en forma tinica; la denotaremos con f~! y se llama inverso de f. Asi,
f: G — G’ es isomorfismo si, y sélo si, es biyectiva. Diremos que dos grupos
G y G’ son isomorfos si existe un isomorfismo f : GG =ye y escribiremos

G=d.

3.12 Definicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. El
nicleo de f, denotado ker f, es el conjunto de todos los elementos © € G
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tales que f(z) = ¢ donde ¢’ denota la identidad de G'. La imagen de f,
denotada im f, es el conjunto de f(z) con z € G.

Si en la definicién de homomorfismo se tiene que ker f = {e} diremos
que f es un monomorfismo y lo denotamos f : G — G’ si im f = G
diremos que f es un epimorfismo y lo denotamos f : G — G’ y si f es tal
que ker f = {e} e im f = G’ entonces diremos que f es un isomorfismo.
Dicho de otra manera, f es un monomorfismo cuando es inyectiva; es un
epimorfismo cuando es suprayectiva y es un isomorfismo cuando es biyectiva
(Problema 3.13). Llamaremos endomorfismo a un homomorfismo f : G —
G y diremos que es automorfismo si dicha f es biyectiva.

3.13 Proposicién. Sean f: G' — G, g: G — G” dos homomorfismos de
grupos y h = g o f la composicién. Entonces, (i) si h es monomorfismo, f es
monomorfismo, y (ii) si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que h es monomorfismo. Si f(z) = f(y)
luego h(z) = g(f(z)) = g(f(y)) = h(y). Como h es monomorfismo, = = y.
Por lo tanto, f es monomorfismo. (ii) Supongamos que h es epimorfismo.
Entonces h(G') = G”. Luego, G" = h(G") = g(f(G")) C ¢(G) C G". Por lo
tanto, g(G) = G" .4

Diremos que un homomorfismo f: G — G’ es trivial si f(z) = ¢’ para
todo z € G. Es decir, im f = {€'}. Si f es trivial, lo denotaremos con O
(véase el Problema 3.9). Asi que, f = O si, y sélo si, ker f = G.

A continuacién nos preguntamos acerca de los subconjuntos de un grupo
que son, a la vez, grupos.

3.14 Definicién. Diremos que un subconjunto H de (G,-) es un sub-
grupo de G si H es un grupo estable o cerrado bajo la operacién binaria
inducida. Lo denotaremos H < G.

Veamos un resultado que proporciona una manera de comprobar si un
subconjunto de un grupo es un subgrupo de él.

3.15 Proposicién. Un subconjunto H de (G, -) es un subrupo de G si,
y s6lo si, se satisfacen las siguientes tres condiciones:

(i) H es estable o cerrado bajo -.

(ii) el elemento de identidad e de G estéd en H.
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(iii) si z € H, entonces x~* € H.
Demostracién. Véase el Problema 3.4.4¢

3.16 Ejemplo. (Z,+) es subgrupo de (R, +). (Q*,-) es un subgrupo de
(R*,-). También, (Q,+) es un subgrupo de (R,+), (R,+) es un subgrupo
de (C,+4) y (2Z,+) es un subgrupo de (Z, +).

3.17 Ejemplo. Sea (G,-) un grupo. Tanto G como {e} son subgrupos
de (G, -), llamados subgrupos impropios. Los demds subgrupos se llaman
propios. El subgrupo {e} se llama subgrupo trivial y se acostumbra
denotar, por abuso, simplemente como e donde e puede denotarse como 0 o
1 o cualquier otra notacién que denota el elemento de identidad del grupo
que se estd considerando.

3.18 Proposicién. La interseccién de subgrupos de G es un subgrupo
de G.

Demostracién. Sea {H;};c;r una coleccién de subgrupos de G indizada
por un conjunto de indices /. Tomemos z,y € N;H;. Como N;H; C H; para
cualquier 7, tenemos que z,y € H;. Como H; es subgrupo de G, x +y € H;,
e € H;, v=' € H; para toda i € I. Por lo tanto, z +y € NH;,e € NH;, 7! €

3.19 Proposicién. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. En-
tonces, si H es un subgrupo de G, f(H) es un subgrupo de G’ y si H'es un
subgrupo de G', f~'(H’) es un subgrupo de G.

Demostracién. Veamos que f(H) = {f(z) | x € H} es un subgrupo
de G'. Sean v,w € f(H), luego, existen z,y € H tales que f(z) = v,
f(y) = w. Como H es subgrupo de G, z+y € H. Como f es homomorfismo,

fle)=¢€ € f(H),v+w= f(x)+f(y) = f(z+y) € f(H). Six € H entonces
f(x) € f(H). Por ser H subgrupo de G, z=! € H. Luego (Problema 3.18)
f(xz™Y) = f(x)~' € f(H). Por lo tanto, f(H) es un subgrupo de G'.

Ahora, veamos que f'(H') = {z € G|f(z) € H'} es un subgrupo de
G. Sean x,y € f~'(H'), entonces f(z) y f(y) estén en H'. Como H' es
un subgrupo de G’ y f es homomorfismo, f(z +vy) = f(z) + f(y) € H'
y f(e) = ¢ € H'. También, dado f(z) € H', como f(z)™! = f(z™!) ,
f(x)™' € H'. Asi f~'(H’) es un subgrupo de G.4

Observe que en la Proposicién anterior, la imagen inversa es un subgrupo
del dominio aunque no exista una funcién inversa f~! para f. La imagen
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inversa de {€'} es el nicleo de f y la imagen inversa de cualquier subgrupo
contiene al nicleo de f.

3.20 Corolario. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Entonces
im f es un subgrupo de G’ y ker f es un subgrupo de G.

Demostracién. Inmediata de la proposiciéon anterior tomando H = G
y H =¢€.¢

Denotemos con Hom(X,Y) el conjunto de homomorfismos del grupo
abeliano X en el grupo abeliano Y. Sean f,g: X — Y homomorfismos
de grupos abelianos y definamos f + g: X — Y mediante (f + g)(z) =
f(z) 4+ g(z). Es facil comprobar que esta definicién hace de Hom(X,Y') un
grupo abeliano, (Problema 3.21).

Sea 1: Y — Y un homomorfismo de grupos abelianos y (X Ly ) un

elemento de Hom(X,Y"). Asociemos a f un homomorfismo (X - Y) €
Hom(X,Y) mediante una funcién

Y, = Hom(X,¢): Hom(X,Y") — Hom(X,Y)

dada por ¢,(f) = % o f. Entonces 1, es un homomorfismo de grupos
abelianos (Problema 3.22), llamado homomorfismo inducido por .
Sea ¢: X’ — X un homomorfismo de grupos abelianos y (X <, Y) e

Hom(X,Y). Asociemos a g un homomorfismo (X’ 7, Y) e Hom(X",Y)
mediante una funcién

0" =Hom(p,Y): Hom(X,Y) — (X"Y)

dada por ¢*(g) = gop. Entonces ¢* es un homomorfismo de grupos abelianos
(Problema 3.23), llamado homomorfismo inducido por ¢.

Sean ¢: Y — Y y ¢': Y — Y” homomorfismos de grupos abelianos
y X un grupo abeliano. Si 1y: Y — Y es la identidad, entonces 1y, :
Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢' 0 ¢), =
Ylot),. (Problema 3.24). Esto lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

oy . _ e
(X =Y ~N € Hom(X,Y') -
k g Vs n\
(X3Y) O | € Hom(X,Y) <)
1w ' oy %4 /
(X A ¥ +'/ € Hom(X,Y") <

'1J Iy
U, o,
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Sean : X' — X y ¢': X — X" homomorfismos de grupos abelianos y
Y un grupo abeliano. Silx: X — X eslaidentidad, entonces 1% : Hom(X,Y) —
Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y (¢ op)* = ¢* o ¢™*. (Problema
3.25). Esto lo podemos visualizar en el siguiente diagrama:

,/_ (X’ i> Y) = Hom(X.,Y") 4__\\
'Illf 1 X v || .Tg* 1_\_ * \-,I
A mis S ke r g 2 y o Vs ‘-c.—,\l S
ehode| s (X =Y) € Hom(X.Y) =) | (' 5p)
II\'\ J/FJ || T;"* /.'
Ny (X _h} }’) = HO?N(X_, }/—u) A
Problemas

3.1 Establezca la definicién de grupo conmutativo escrito “aditivamente”,
asi como las propiedades elementales arriba expuestas.

3.2 Pruebe que (z7 1) =z yquee ! =e.

n, n

3.3 Pruebe que si xy = yx en un grupo G entonces (zy)" = x"y".

3.4 Pruebe la Proposicion 3.15.

3.5 Muestre que hay dos grupos que tienen 4 elementos, escriba sus tablas,
encuentre sus subgrupos y su red de subgrupos. Uno es Z, y el otro se conoce
como el grupo 4 de Klein denotado con la letra V.

3.6 Compruebe las afirmaciones del Ejemplo 3.16.

3.7 El grupo de simetrias de un poligono regular de n lados se llama
grupo diedro de grado n, denotado D,,. Escriba las tablas de multiplicar de
D3 y Dy4. Determine el orden de D,,.

3.8 Sea G = ' = K™ donde K es denota un campo. Pruebe que f: G —
G’ dado por f(uq,...,u,) = (u,us,...,u,_1,0) es un homomorfismo.

3.9 Sea G un grupo. Pruebe que la funcién 1g: G — G y la funcién
Og: G — G dadas por 1g(z) = z y Og(x) = O para toda = € G, son
homomorfismos. 1g se llama homomorfismo identidad de G y Og se
llama homomorfismo trivial.
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3.10 Compruebe cuales funciones son homomorfismos y cuales no lo son:

(i) f: K — K™, f(x) = Az donde A es una matriz de m x n con
elementos en el campo K.

(if) f: K? — K?, f(z,y) = (49,0)

(111) f: K — K37 f(xaywz) = (—Z,ZL‘,y)

(iv) f: K2 — K2, f(z,y) = (2% 2y)

(v) f: K — K%, f(u,v,2,9,2) = (2uy, 32,0, 4u)

(Vi) f: K3 — K3, f(z,y,2) = (x+ 2,y + 2,2+ 2)

3.11 Establezca, si es posible, homomorfismos no triviales en los siguien-
tes casos:
(i) Zo =2 2,
(iv) Zy — 1
(V) Z2 — Z2 X Zg
(Vl) ZQ X ZQ — ZQ
(Vil) Zy — Zy X Z3

3.12 Denotemos con Hom(G, G") el conjunto de homomorfismos del grupo
G en el grupo abeliano G'. Defina f + ¢g: G — G’ mediante (f + g)(z) =
f(x) + g(z), = € G. Pruebe que (Hom(G,G"),+) es un grupo.

3.13 Pruebe que si f : G — G’ es un isomorfismo de grupos como en la
Definicién 3.11, g estd determinada en forma tnica y que f es isomorfismo
si, y s6lo si es biyectiva.

3.14 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos biyectivo. Pruebe que
la funcién inversa f~!: G’ — G es también un homomorfismo.

3.15 Pruebe, sin utilizar la Proposicién 3.19, la afirmacién del Corolario
3.20.

3.16 Demuestre que un homomorfismo de grupos f: G — G’ es inyectivo
si, y sélo si, ker f = {e}.

3.17 En un grupo G pruebe que si un elemento z es idempotente (z-z = x)
entonces * = e, donde e es el elemento de identidad de . Utilice esto
para probar que bajo un homomorfismo de grupos, el elemento de identidad
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del dominio es enviado bajo el homomorfismo al elemento de identidad del
codominio.

3.18 Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Pruebe que si z € G
entonces f(x7!) = f(x)7L.

3.19 Sean X,Y y G grupos abelianos. Diremos que f: X XY — G es
una funcién biaditiva, si f(z1 + x2,y) = f(z1,y) + f(x2,y) v f(x,y1 +y2) =
f(z,y1) + f(x,y2) para x,x1, 22 € X, y,y1,y2 € Y. Pruebe que

(i) f(Az,y) = Af(z,y) = f(z,\y) paratodaz € X,y € Y)y A € Z.

(ii) f nunca es inyectiva a menos que X =Y = 0.

3.20 Pruebe que el grupo (Z[z], +) es isomorfo al grupo (QT, ).

3.21 Considere Hom(X,Y) el conjunto de homomorfismos del grupo
abeliano X en el grupo abeliano Y. Sean f,g: X — Y homomorfismos
de grupos abelianos y definamos f + ¢g: X — Y mediante (f + g)(z) =
f(z) + g(z). Pruebe que esta definicién hace de Hom(X,Y) un grupo
abeliano.

3.22 Sea ¢: Y/ — Y un homomorfismo de grupos abelianos y (X 7,

Y”’) un elemento de Hom(X,Y"). Asociemos a f un homomorfismo (X —Z»
Y) € Hom(X,Y) mediante una funcién

Y, = Hom(X,v): Hom(X,Y') — Hom(X,Y)

dada por ¢,(f) = ¥ o f. Pruebe que v, es un homomorfismo de grupos
abelianos.

3.23 Sea ¢: X’ — X un homomorfismo de grupos abelianos y (X —

Y) e Hom(X,Y). Asociemos a g un homomorfismo (X’ 2, Y)e Hom(X",Y)
mediante una funcién

©*=Hom(p,Y): Hom(X,Y) — (XY)

dada por ¢*(g) = g o ¢. Pruebe que ¢* es un homomorfismo de grupos
abelianos.

3.24 Sean ¢: Y — Y y ¢: Y — Y” homomorfismos de grupos
abelianos y X un grupo abeliano. Pruebe quesi 1y: Y — Y es la identidad,



38 Capitulo I. Estructuras Algebraicas y Propiedades Elementales

entonces ly, : Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y
<¢/ © w)* - ¢; © w*

3.25 Sean ¢: X! — X y ¢': X — X” homomorfismos de grupos
abelianos y Y un grupo abeliano. Pruebe quesi 1x: X — X es la identidad,
entonces 1% : Hom(X,Y) — Hom(X,Y) es la identidad de Hom(X,Y), y
(P op) = oy
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I.4 Grupos Ciclicos

Consideremos un grupo multiplicativo (G, -) y las potencias de un elemento
fijo z € G, es decir, {z" | n € Z} donde definimos z° = e.

4.1 Proposicién. El conjunto {z" | n € Z} denotado (x) es un subgrupo
de G.

Demostracién. Como z'z7 = 27, el producto de dos elementos del
conjunto estd en el conjunto y por lo tanto (x) es cerrado. Como z2° = e,

e € (x). Finalmente, para 2", consideremos ™. Luego, z"x™™ = e.4

4.2 Definicién. El subgrupo (z) lo llamaremos subgrupo ciclico de G
generado por uno de sus elementos = y diremos que x es un generador de
(). Si (z) = G diremos que G es un grupo ciclico generado por z.

Si para el subgrupo (x) no existe un nimero natural n tal que 2" = e
decimos que () es ciclico infinito. Si n es el natural més pequeno tal que
1" = e, entonces () consiste de los elementos "1, ..x' ¢ = 2" y en este
caso decimos que (z) es un grupo ciclico de orden n.

4.3 Ejemplo. Zy Z, son grupos ciclicos, el primero infinito, y el segundo
finito. También, 3Z = (3) y en general, nZ = (n) son grupos ciclicos infinitos
n € N. Observe que (8) = 8Z <(4) = 4Z <(2) = 2Z.

4.4 Ejemplo. (1) = (3) =Z4, (1) =(-1) =Z.

4.5 Proposicién. Si G es un grupo ciclico, entonces es conmutativo o
abeliano.

Demostracién. Sea (x) = G. Entonces a™z" = 21" = "t = g"a™.
Luego, GG es conmutativo o abeliano.4

4.6 Definicién. Sea G cualquier grupo y = un elemento de G. Sea r el
nimero natural mas pequeno tal que z” = e, entonces decimos que x es de
orden r. Si no existe un mimero natural r tal que " = e, decimos que x es
de orden infinito.
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Cuando consideremos grupos no abelianos utilizaremos la notacién multi-
plicativa y cuando los grupos sean abelianos utilizaremos la notacién aditiva,
aunque por costumbre se usard la notacién multiplicativa para los grupos
ciclicos (los cuales son abelianos).

Tenemos las siguientes propiedades (conocidas como las leyes de los ex-
ponentes) en notacién multiplicativa

™ = xn—&-m (xnyn L (xn)—l
y, en notacion aditiva
ne +mz = (n+ m)z, m(nz) = (mn)z, (—n)z = —(nx).

Si ademds, el grupo G es abeliano, se tiene

n(z+y) =nx +ny

Observe que (una vez resueltos los Problemas 4.2 y 4.3) para cada n € N
hay un grupo ciclico de orden n, (n) = nZ. Observe también que si tenemos
dos grupos ciclicos de orden n, al tomar sus generadores, podemos hacer
una correspondencia biunivoca con cada potencia del generador de manera
que tendrfamos esencialmente un solo grupo ciclico de orden n. En otras
palabras, dos grupos ciclicos del mismo orden son isomorfos, como veremos
abajo.

4.7 Teorema. Sea (G, -) un grupo ciclico infinito. Entonces la funcién
h:72—G

dada por

nr— x"

para un elemento fijo x de G es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. h(n +m) = 2" = 2"z™ = h(n)h(m), luego h es un
homomorfismo. Si h(n) = 2™ = 2™ = h(m), entonces n = m. Luego h es
inyectiva. Para cada z" € G, el entero n va a dar a " bajo h. Luego h es
suprayectiva. 4
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4.8 Teorema. Todo grupo ciclico finito de orden n con generador de
orden n es isomorfo a Z,.

Demostracién. Sea G un grupo ciclico de orden n. Sea x un generador
de G tal que 2" = e. Definamos

h:72, — G

dada por
[m] — h([m]) = =™

Supongamos que h([j]) = h([k]), entonces 27 = z*. Luego, 277% = e. Asi,
j—k=rnyn|j— k. Porlo tanto, [j] = [k] en Z,.O bien, supongamos
que ker h = {[j]}. Entonces h([j]) = e. Luego 2/ = ¢ = 2. Asi, [j] = [0]
en Z,. Por lo tanto h es inyectiva. Es fdcil ver que h estd bien definida, es
homomorfismo y es suprayectiva, (Problema 4.5).4

4.9 Observacién. Considere un grupo ciclico generado por un elemento
x de orden n y ¢ un entero tal que n = mgq. Las distintas potencias de z,
digamos

mq n

29, 2% 23 ™ =" =,

forman un subgrupo ciclico de (z) de orden m.

También, si N es un subgrupo no trivial de (z) podemos tomar el menor
entero positivo m tal que 2™ € N. Como e = 2™ = 2™, m | ny (x) consta de
m = n/q elementos. Finalmente, si o(G) = n, entonces 27 es un generador
de G si, y sélo si (n, j) = 1, (Problema 4.7).

4.10 Ejemplo. Considere (Zjs,+). Los generadores de Zjy son los
elementos j tales que (12,7) = 1, estoes j = 1,5,7y 11. Asi, Z15 = (1) =
(5) = (7) = (11). Las posibilidades para g y men 12 =¢gm son 1 y 12, 2 y
6,3y4,4y 3,6y 2,12y 1 respectivamente. Asi, las distintas potencias de
un generador x,

ol 2% 34 ™ =12 =

forman un subgrupo ciclico de (z) de orden m. Si tomamos x = 1 por fa-
cilidad de célculo, obtendremos las potencias de 1: Para ¢ = 1, m = 12,
{1+t 12 131121 = 112 = 0} las cuales se convierten, en notacién adi-
tivaen {1-1,2-1,3-1,...,12-1 = 0} que es precisamente (1) = Zj2. De
manera semejante, para ¢ = 2, m = 6, obtenemos {112 122 132 . 162 =
12 = 0} las cuales se convierten, en notacién aditiva en {2 -1,4-1,6 -
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1,..,12-1 = 0} = {2,4,6,8,10,0} = (2). Para ¢ = 3, m = 4, obten-
emos {113,123 133 143 = 112 = 0} las cuales se convierten, en notacién
aditiva en {3-1,6-1,9-1,12-1 = 0} = {3,6,9,0} = (3). Para q = 4,
m = 3, obtenemos {114 124 134 = 12 = 0} las cuales se convierten, en
notacién aditiva en {4-1,8-1,12-1 = 0} = {4,8,0} = (4). Para ¢ = 6,
m = 2, obtenemos {16 1%% = 112 = (0} las cuales se convierten, en notacién
aditiva en {6 - 1,12 -1 = 0} = {6,0} = (6). Finalmente, para ¢ = 12,
m = 1, obtenemos {12 = 0} la cual se convierte, en notacién aditiva en
{12-1 =0} = {0} = (0) = O. Asi, tenemos un diagrama de contencién o
red de subgrupos de Z»:

Zya = (1)
(2) (3)
%

\ |
(4) \ /(6)
\ /
% L.

)

Problemas

4.1 Sea h : G — G’ un homomorfismo de grupos multiplicativos. Pruebe
que h(z") = (h(x))", n € Z.

4.2 Pruebe que los miiltiplos de Z, nZ con n € Z, son subgrupos de Z.
4.3 Pruebe que todo subgrupo de Z es ciclico.

4.4 Pruebe que cualquier subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. Sug-
erencia: utilice el Problema 4.2 para el caso infinito y la observacién 4.9 para
el caso finito.

4.5 Complete la demostracién del Teorema 4.8.

4.6 Pruebe que solamente existen (salvo isomorfismo) un solo grupo de
orden 1, 2 y 3; 2 grupos de orden 4 y 2 grupos de orden 6.

4.7 Sea G un grupo ciclico de orden n generado por z. Pruebe que 27 es
un generador de G si, y sélo si (n,j) = 1.

4.8 Encuentre los subgrupos y la red de subgrupos para (Zig, +), (Za4, +)
y (Z31,4). {Qué puede intuir para (Z,,+) con p primo?



Capitulo 11

Grupos Cociente, Teoremas de
Isomorfismo y Productos

II.1 Sucesiones Exactas

En esta seccién estudiaremos sucesiones finitas e infinitas de homomorfismos
r f g "

de grupos. Comenzaremos por estudiar sucesiones en las cuales el niicleo del
homomorfismo “saliente” contiene a la imagen del homomorfismo “entrante”.

1.1 Definicién. Diremos que una sucesién de grupos

Ji-1 fi Jit1
G P g
es semiexacta en G; si im f; 1 C ker f;. Si es semiexacta en cada grupo, la
llamaremos sucesién semiexacta.

Esta definicién equivale, como a continuacién veremos, a que la composi-
cién de los dos homomorfismos, el “entrante” y el “saliente”, es el homo-
morfismo trivial. Denotaremos por abuso con e el elemento de identidad de
cualquier grupo o bien con eg, para especificar la identidad del grupo G; y
con O el morfismo trivial 6 "cero".

1.2 Proposicién. Una sucesién de grupos

fi—1 fi fit1
. % Gifl Z—) G/i %’L i+1 Z—) DY

43
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es semiexacta en G; si, y s6lo si, la composicién f; o f;_ 1 = O.

Demostraciéon. Supongamos que la sucesién es semiexacta en G;. En-
tonces im f;_1 C ker f;. Veamos que la composicién [f; o f;_1](x) = O(x) =
eg,., para toda x € G;—;. Como fi_1(x) € im f;_y C ker f;, tenemos
quefi(fi—1(x)) = eq,,, = O(x). Luego, como x es arbitraria, f; o fi_1 = O.
Ahora, supongamos que f; o fi_y = O. Sea y € im f;_; arbitraria. Entonces
existe © € G,;_; tal que f;_1(x) = y. Entonces f;(y) = fi(fi—1(z)) = O(x) =
€Gi.1» por lo que y € f;'(e) = ker f;. Hemos visto que, si y € im fi_i,
entonces y € ker f; para cualquier y. Luego, im f;_1 C ker f;. 4

1.3 Definicién. Diremos que una sucesién de grupos
fi—1

fi Jis1
s G G s

es exacta en G; si es semiexacta e im f; 1 D ker f;. Si es exacta en cada
grupo, la llamaremos sucesién exacta.

Equivalentemente, dicha sucesién es exacta en G; si, y sélo si, im f;_1 =
ker f;. Toda sucesién exacta es semiexacta, pero no toda sucesiéon semiexacta
es exacta. A una sucesién exacta de la forma

e—G g La—e
la llamaremos sucesién exacta corta.

1.4 Ejemplo. Considere la sucesiéon

oLz, =, 27, 5 0.

Aqui, f estd dada por f(0) =0y f(1) =2; g(0) = g(2) = 0y g(1) =
g(3) = 1. Es fécil comprobar que f y g asi definidos son homomorfismos de
grupos. Es claro que im h = {0} = ker f, im f = {0,2} = ker g, e im
g =10,1} = ker k. Luego, es una sucesién exacta corta.

1.5 Ejemplo. Considere la sucesion

h f g k
O—>ZQ—>ZQXZQ—>Z2—>O.

Aqui, f estd dada por £(0) = (0,0) y (1) = (1,0); 9(0,0) = g(1,0) = 0
y 9(0,1) = ¢(1,1) = 1. Es facil comprobar que f y g asi definidos son
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homomorfismos de grupos. Es claro que im h = {0} = ker f, im f =
{(0,0),(1,0)} = ker g, e im g = {0,1} = ker k. Luego, es una sucesién
exacta corta.

A menudo suprimiremos o de la notacién go f y simplemente escibiremos
gf. Consideremos una sucesién exacta de grupos

HLotalg
con f epimorfismo y h monomorfismo. Entonces im f = H y kerh = e.
Como la sucesién es exacta, H = im f = kerg e im g = ker h = e; luego,
g es el homomorfismo trivial. Inversamente, si g es el homomorfismo trivial,

entonces f es epimorfismo y h es monomorfismo. Por lo tanto, tenemos la
siguiente

1.6 Proposicién. Si
gHLn oo

es una sucesién exacta de grupos, h es un monomorfismo si, y sélo si, g es
trivial; g es trivial si, y sélo si, f es epimorfismo.

Asi, cuando tenemos una sucesién exacta corta de la forma
e—G LagLa—e
la escribiremos indistintamente como
GI )i) G _g» G//
donde — denota inyectividad y — suprayectividad.

1.7 Definicién. Sean G, G', H, H' grupos, con f, f’, g, ¢ homomorfis-
mos de grupos. Decimos que el diagrama

a 5 om
gl Lf
el AN H'

conmuta si fof ' =gog:G— H'.
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. f! f ' .
1.8 Proposicién. Sean G' — G - G" y H’ 2 H % H" dos sucesiones

exactas cortas, y supongamos que, en el siguiente diagrama conmutativo

G/ >‘f_) G i_) G//
l 1% l h l h
g’ g

HI — H s HII

dos de los tres homomorfismos A, h, h” son isomorfismos. Entonces el tercero
es también isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que h’' y h” son isomorfismos. Veamos que
h es monomorfismo: sea = € ker h; entonces gh(z) = g(ey) = h" f(x) = eyn.
Como A" es isomorfismo, entonces f(x) = egr. Por lo tanto, existe 2/ € G’
tal que f'(z') = x, por ser exacta la sucesién superior. Entonces hf'(z') =
h(z) = eg = ¢’ (2"). Como ¢'h’ es inyectiva, entonces =’ = eg. Luego,
fl(@) =z =eq.

Ahora veamos que h es epimorfismo: Sea y € H. Como h”es un isomor-
fismo, existe "7 € G” tal que g(y) = h”(z”). Como f es suprayectiva, existe
z € G tal que f(z) = 2”. Luego,

9(y—n(2)) = g(y)—gh(z) = gly) =" f(2) = g(y)—=R"(2") = g(y)—9(y) = ey

Por lo tanto, y — h(z) € ker g. Como la sucesion inferior es exacta, existe
Yy € H' con ¢'(y) =y — h(z). Como A’ es isomorfismo, existe 2’ € G’ tal que
R (z') =4'. Luego

h(f' (') +2) = hf' (@) + h(z) = g'W(2') + h(z) = (¥) +y—d ) = v.

Si definimos = f'(2') + 2z, tendremos que h(x) = y. Los otros dos casos
posibles los dejamos como ejercicio, véase el Problema 1.6.4

Observemos que la proposicién anterior establece los isomorfismos sélo
cuando existe la funcién h: G — H compatible con los isomorfismos dados
y el diagrama conmuta. Por ejemplo, si consideramos el siguiente diagrama

X2
e — Ly — Zy — oy — e

I 1 I I
€—>Zg—>Z2XZ2—>ZQ—>€

hemos visto que Zs X Z5 no es isomorfo a Z,.
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Sea {C}, }nez una familia de grupos abelianos y {0, : C;, — Ch—1}nez
una familia de homomorfismos de grupos abelianos tales que 0, o 0,41 = 0.
Llamaremos complejo de cadenas (o cadena) a la pareja C' = {C,,,0,}, y
lo escribimos

On+1 0,
C:-.-H n+1n—)cn—n> n—lﬁ...

Dicho de otra manera, un complejo de cadenas (o cadena), es una sucesién
semiexacta descendente de grupos abelianos con indices en Z.

Sean C' = {C,,,0,} y D = {D,, 0.} dos complejos de cadenas de grupos
abelianos. Un morfismo de cadenas ¢ : ' — D es una familia de
homomorfismos de grupos abelianos {p,, : C,, — D, } tal que los cuadrados,
en el siguiente diagrama conmutan:

On+2 On+1 0, On—1
c. ... ™ o oo oo
l 2 l gOn—‘rl l Pn l Pn—1
Fto A or, 91
D: ... I Dy ot D, - D, =
Problemas

1.1 Defina homomorfismos adecuados para que, para un nimero primo
p, las sucesiones
O — 2y — Lyp — ZLp — O

O—2—72—7Z,— O

sean exactas cortas.
1.2 Pruebe que, en una sucesién exacta de grupos
Lo Lo g tm
f es un epimorfismo y k& un monomorfismo si, y sélo si, G = e.

1.3 Pruebe que, si e — G — e es una sucesién exacta de grupos,
entonces G = e.

1.4 Sea
K

G/LGL)G//L)H/HHL)H//
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una sucesion exacta de grupos. Pruebe que g, k son homomorfismos triviales
si, y s6lo si, h es isomorfismo, y que h es isomorfismo si, y sélo si, f es
epimorfismo y ¢ monomorfismo.

1.5 Pruebe que, si

h
e— H —G—e

es una sucesioén exacta de grupos entonces h es un isomorfismo.
1.6 Pruebe los dos casos restantes de la Proposicién 1.8.

1.7 Sea {C"},c 7 una familia de grupos abelianos y {§" : C" — C"*1}, o5
una familia de homomorfismos de grupos abelianos tales que 6"** o 6" =
0. Llamaremos complejo de cocadenas (o cocadena) a la pareja C' =
{C", 6"}, y lo escribimos

n—1 n n+1
O:'___>CTL—16_>CTL6_>CTL+16_>”'

Dicho de otra manera, un complejo de cocadenas (o cocadena), es una suce-
sién semiexacta ascendente de grupos abelianos con indices en Z. Defina el
concepto de morfismo de cocadenas ¥ : C' — D.
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II.2 Grupos Cociente

Consideremos el primer ejemplo de la seccién 1. Ahi repartimos los nimeros
enteros en tres cajas donde ningin entero estd en dos o més cajas, solamente
estd en una sola caja. Etiquetamos las cajas con tres etiquetas. Al conjunto
de cajas le dimos una estructura de grupo definiéndole una operacién binaria.
El lector comprobé que efectivamente es un grupo conmutativo. A las cajas
las llamaremos clases laterales y al grupo lo llamaremos grupo cociente.
En este caso es el cociente de Z "médulo" 37Z, el cual denotamos Zs.

Recordando el concepto de espacio vectorial cociente estudiado en el curso
de Algebra Lineal (ver L12) y considerando la parte aditiva se tenfa que para
el caso en que GG es un grupo conmutativo y H un subgrupo de G con z € G,
denotdbamos con x + H el conjunto {z + y|y € H}. Dichos elementos = + H
los llamamos clases laterales de H en G. Como0 € Hyz=x4+0€ x+H,
cada x € G pertenece a una clase lateral. Se comprobé que cualesquiera dos
clases laterales son ajenas o son iguales. Se denoté con G/H el conjunto de
todas las clases laterales de H en G y se le dio a G/H una estructura de

grupo mediante
+:G/HxG/H —- G/H

dada por
(z+H),(y+ H)) — ((x+y) + H)

También se comprobé que la operacién binaria anterior esta bien definida
y que define una estructura de grupo abeliano (la parte aditiva de espacio
vectorial) en G/H. Llamamos a G/H, grupo cociente de G médulo H.

También, se vio que si H es un subgrupo del grupo G y siy € x + H,
entonces existe w € H tal que y = v +w. Asi y —x = w € H. Luego, si
y—x € H entonces y —x =w € H. Entonces y = x +w € v + H. También
y—r€H <— —(y—z)=2r—ye€ H < z €y+ H. En resumen,

yerx+H << y—zrel <= zcy+H
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Finalmente, se consider6 p: G — G/H dadapor x — x+H. Siz,w € G,
entonces

plrt+w)=(r+w)+H=(x+H)+ (w+ H) =p(z) + p(w).

Por lo tanto, p es un homomorfismo llamado proyeccién canénica.
Todo esto se realizé para espacios vectoriales sobre un campo K. Re-
cuérdese de nuevo que la parte aditiva es un grupo conmutativo.

Pero para el caso no conmutativo ;qué sucede? Imitaremos todo lo an-
terior y lo adecuaremos a la situaciéon no conmutativa. Para comenzar, con-
sidere de nuevo el primer ejemplo de la seccién 1. Ahi se tomé una relacion
de equivalencia llamada congruencia médulo 3, donde = = y (mod 3) si, y
sé6lo si 3 | —z + y, o bien, dicho de otra manera, que —z + y € 3Z. Lo que
haremos es generalizar esta relacién de equivalencia al caso en que tengamos
un grupo no abeliano utilizando notacién multiplicativa como sigue:

2.1 Definicién. Consideremos un subgrupo H de un grupo (G,-) y
elementos x,y € G. Diremos que = es congruente por la izquierda con
y si 7'y € H (es decir, si y = xh para alguna h € H) y la denotamos
con z =; y (mod H). Andlogamente, diremos que = es congruente por la
derecha con y si zy~! € H y la denotamos con x =4 y (mod H).

Observe que para el caso abeliano, los conceptos de congruencia izquierda
y derecha coinciden pues 7'y € H si, y s6lo si, (z7ly) ' =y le =2yt €
H.

2.2 Proposicién. Las relaciones de congruencia izquierda y derecha son
relaciones de equivalencia.

Demostracién. Como z =; x (mod H) <= z 'z = e € H, se tiene
la reflexibilidad. Como = =; y (mod H) <= z 'y e H < (a7 'y)~ ' e
H < y'r€ H <= y=; x (mod H) se tiene la simetrfa. Finalmente,
siz=;y (mod H)yy=; 2 (mod H) entonces 'y € Hy y~ 'z € H. Luego
(x7'y)(y'2) e H < xlez=a"'2€ H Asi x =; 2 (mod H) y se tiene
la transitividad. Andlogamente para la congruencia derecha.4

2.3 Proposicién. Las clases de equivalencia izquierdas y derechas [x]
de la relacién definida arriba son de la forma

xH ={zh|h e H}
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Hx={hx|h e H}

respectivamente.
Demostraciéon. Las clases de equivalencia de cualquier elemento = de
G son de la forma (utilizando la simetria):

[z] = {y€G|y=z (mod H)}
= {yeG|z=,y (mod H)}
{yeG|a'y=he H}
= {yeG|y=zh;ah e xH}
= {zh|he H} =zH.

Andlogamente para las clases de equivalencia bajo la relaciéon de congruencia
moédulo H derechas. ¢

Observe que un grupo G es unién de sus clases laterales izquierdas o
derechas de H en (G. También, observe que dos clases laterales o son ajenas
o son iguales. Las clases de equivalencia zH y Hx las llamaremos clases
laterales izquierdas y derechas respectivamente.

Consideremos el conjunto de todas las clases laterales izquierdas y denoté-
moslo con G/H. Deseamos darle a este conjunto una estructura de grupo y
hacer de la proyeccién natural o canénica p : G — G/H un homomor-
fismo. Esto no siempre es posible pero veamos a continuacién cuando si lo
es.

2.4 Definiciéon. Diremos que el subgrupo H de G es normal en G
(denotado H <1@) si para toda z € G, tHx™' C H donde xtHx~' = {zhz™! |
h e H}.

En esta definicién, puesto que zHx~! C H vale para todo elemento z € G,
en particular vale para 2= € G. Luego, x 'Hx C H. Asi, para toda h € H,
h = z(z *hz)z™ € zHx™'. Luego H C zHxz™' y xHx™' = H. De aqui
es fécil ver que toda clase lateral izquierda es derecha y que xH = Hx para
toda z € G (Problema 2.4). También observe que todo subgrupo de un
grupo abeliano es normal y que los subgrupos triviales son normales en G
(Problema 2.5).
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2.5 Proposicién. Unsubgrupo H de G es normal si, y s6losi, (H)(yH) =
(xy)H para todo =,y € G.

Demostracién. Supongamos que H es normal y tomemos dos elementos
cualesquiera z,y € G. Es ficil ver que (zH)(yH) = (zy)H Problema 2.9.
Ahora, supongamos que (zH)(yH) = (zy)H paratodo z,y € G. Sean h € H
y « € (G arbitrarios. Entonces

vhr™! = (zh)(z'e) € (zH)(x 'H) = eH = H,
por lo tanto, H es normal.4

2.6 Teorema. Sea H un subgrupo normal de GG. Entonces G/H es un
grupo con operacioén binaria

-:G/H xG/H — G/H
dada por
((zH), (yH)) — -(«H), (yH)) = (zH) - (yH) = (zH)(yH) = (zy)H.

Ademds, la proyeccién canénica p : G — G/H es un epimorfismo cuyo
nicleo es H, i.e. kerp = H.

Demostracién. Es inmediato comprobar que G/H cumple las axiomas
de grupo con e = H como elemento de identidad y 2~ 'H como inverso
de zH. Como p(xy) = (zy)H = (zH)(yH) = p(z)p(y) y p es suprayectiva,
entonces es un epimorfismo. Finalmente,

ker(p) = {z€G|p(z)=cH=H} =
{reG|zH=H}={x€ G|z € H}
= H.4¢

2.7 Corolario. Si H <1 G entonces H es el micleo de un homomorfismo
g de G en G’ para un grupo G’, i.e. H = ker(g : G — G’) para un grupo
G'.

Demostraciéon. Como H es normal, entonces es el niicleo de un epimor-
fismo como en el teorema anterior.¢

2.8 Proposicién. Si H = ker(g : G — G’) para un grupo G’ entonces
H<G.
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Demostraciéon. Sean h € H y x € G arbitrarios. Entonces

g(zha™) = g(z)g(h)g(z7") = g(x)eg(a™") = g(z)(9(2)) " = e
Luego, thx™! € ker(g: G — G') = H.4

Por el corolario y proposicién anteriores, la condicién de normalidad es
necesaria y suficiente para tener el concepto de grupo cociente.

2.9 Teorema. (Lagrange) Si G es un grupo de orden ny H < G,
entonces o(H) | o(G).

Demostracién. Como G es unién de sus clases laterales izquierdas,
el nimero de elementos n de G, es igual al producto del nimero de clases
laterales izquierdas r por el nimero de elementos de cada clase m = o(H)
yva que las clases laterales de H tienen el mismo nimero de elementos m
(Problema 2.2) y o son ajenas o son iguales. Asi, n = rm, es decir, o(H) |

o(G).¢

Al nimero de clases laterales izquierdas (o derechas) de un subgrupo
H < @ lo denotaremos (G : H) y lo llamaremos indice de H en G, es
decir, (G : H) = o(G/H). Por el Problema 2.4, el indice de H en G no
depende de si se consideran clases laterales izquierdas o derechas. Puede ser
finito o infinito. Claramente, como cada clase lateral tiene o(H) elementos,

(G:H)=0(G)/o(H).
|

2.10 Corolario. Si el orden de un grupo GG es primo, entonces G es
ciclico.

Demostracién. Sea p = o(G) y () el subgrupo ciclico generado por el
elemento x # e € G. Por el teorema de Lagrange 2 < o((z)) | p. Luego,
o((z)) = py por lo tanto (z) = G y G es ciclico. ¢

Del corolario anterior se desprende que existe uno, y solamente un grupo
(salvo isomorfismo) de orden primo. Observe que un grupo de orden primo
no puede tener subgrupos propios no triviales. Los subgrupos triviales G y
e son normales en GG. Asi, G/G es el grupo trivial e y G//e es isomorfo a G.
Diremos que un grupo G es simple si sus tnicos subgrupos normales son
los triviales. Se sabe que el grupo alternante A,, es simple para n > 5 como
veremos en el siguiente capitulo.
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2.11 Teorema. Sea () un grupo ciclico generado por x y h: (v) — H
un homomorfismo de grupos. Entonces im h = h((x)) es un subgrupo ciclico
de H.

Demostracién. Supongamos que (z) es de orden n. Si h es un homo-
morfismo y = genera (x), como h(z") = [h(x)]" (Problema 1.4.1), h(z) genera
im h pues e = h(e) = h(z") = [h(x)]" = .4

2.12 Teorema. (Teorema de Cauchy para Grupos Abelianos
Finitos). Sea G un grupo abeliano finito y p un primo tal que p||G|. En-
tonces existe un elemento en G de orden p.

Demostracién. La demostracién es por induccién sobre el orden de G.
Si |G| = 1 entonces G = {e}. Si |G| = 2, el unico primo que divide a |G|
es 2. Si tomamos el elemento a de G que no es el neutro es inmediato notar
que o(a) = 2.

Sea |G| = n, p un primo tal que p||G| y a € G un elemento distinto
del neutro. El orden de a es un entero mayor a 1 divisible por un primo g,
digamos o(a) = gt para alguna t € N. Sea b = a'. Es claro que o(b) = ¢ pues
b? = a? = e. Si ¢ = p entonces b es un elemento de orden p.

Supongamos que ¢ # p. Sea N el subgrupo ciclico generado por b. N
es normal en G, pues GG es abeliano. Ademds |N| = ¢. Entonces |G/N| =
|G|/|N| = n/q. Sabemos que q # p y p|n, entonces, p|(n/q). Ademds como
n/q < n entonces, por hipétesis de induccién G/N tiene un elemento de
orden p. Sea cN tal elemento. Observemos que ¢?N = (¢N)? = N entonces
c? € N, por lo tanto ¢*? = ()7 = e, pues N es de orden ¢, lo que implica
que o(c)|pg.

Hay, por lo tanto, cuatro casos: o(c) = 1, o(c) = q, o(¢) = p 0 o(c) = pq.
¢ no puede tener orden 1 pues si asi fuera, el orden de ¢V seria 1 y no p.
Tampoco puede tener orden ¢ pues se tendria que (¢N)? = ¢?N = N y como
¢N tiene orden p entonces p|q lo cual no puede suceder pues p y ¢ son primos
distintos. Por lo tanto quedan solamente dos casos: que o(c) = p o que
o(c) = pq. En el primer caso ¢ es el elemento buscado de orden p. En el
segundo caso el elemento buscado es c?.4

2.13 Corolario. Sea GG un grupo abeliano finito y p un primo tal que
p*||G| donde k € N. Entonces G tiene un subgrupo H de orden p*.

Demostraciéon. La demostracién es por induccién sobre k. Para k =1
el teorema anterior nos proporciona el resultado deseado. Si p*||G| entonces
p*1|G|, y por hipétesis de induccién G tiene un subgrupo H’' de orden p*—1.
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Como G es abeliano, H' <t G, ademss |G/H'| = |G|/|H'| = |G|/p*~t. Como
p*||G|, entonces p divide a |G/H’|.
Por el teorema de Cauchy para grupos abelianos, G/H' tiene un subgrupo

H de orden p. Entonces existe un subgrupo H de G que contiene a H' tal
que H = H/H' Esto implica que el orden de H es p*.(Problema 2.13). ¢

Sea C' = {C,,,0,} un complejo de cadenas o cadena. El grupo de ho-
mologia de grado n de C, H,(C) se define como el cociente H, (C') = ker
Op/im Opy1. Es decir, dada una cadena

a+1 On
C:..._> n+1n—>Cn—>Cn—1%"'

consideramos el ntcleo de 0, ker 9, C C,,, y la imagen de im 0,1 C C,, y
formamos el cociente ker 0, /im 0,.1. Nétese que C' es una sucesién semiex-
acta, es decir, im 0,1 C ker d,, y que el cociente H, (C') = ker 0,/im 0,11
nos mide la inexactitud de C'. Efectivamente, si C' es exacta, entonces im
Opy1 =ker0, y H,(C) = 0.

Los elementos de (), se conocen como cadenas de grado n, y los ho-
momorfismos 0, se llaman diferenciales u operadores frontera. Los el-
ementos del nicleo de 9, se denominan ciclos de grado n, denotados con

Z,(C) y los elementos de la imagen de 0,41 se llaman fronteras de grado
n, denotados con B, (C). Asi, H,(C) = Z,(C)/B,(C).

Diremos que dos elementos de H,(C) son homélogos si pertenecen a la
misma clase lateral. El elemento de H,(C'), determinado por el ciclo ¢ de
grado n, se llama clase de homologia de ¢ y se denota con [c]. Entonces,
para cada n € Z, definimos un grupo de homologia H,(C). Denominamos a
H.(C)={H,(C)} homologia de la cadena C.

Problemas

2.1 Pruebe que la relacién de congruencia derecha es una relacion de
equivalencia.

2.2 Demuestre que todas las clases laterales de un subgrupo H de un
grupo G tienen el mismo nimero de elementos, es decir o(xH) = o(H) =
o(Hz) para toda x € G.
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2.3 Encuentre todas las clases laterales para el subgrupo H = {0, 3} de
Az de los movimientos rigidos de un tridngulo equilétero.

2.4 Pruebe que si tHz~ ! = H, toda clase lateral izquierda es derecha y
que zH = Hzx para toda € (G. Concluya que esto tltimo implica que, para
todaz € G, xHx ' C H.

2.5 Pruebe que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

2.6 Pruebe que bajo un homomorfismo de grupos, la imagen homomérfica
de un subgrupo normal es normal en la imagen.

2.7 Pruebe que bajo un homomorfismo, la imagen inversa de un subgrupo
normal es un subgrupo normal en el dominio.

2.8 Establezca el que un grupo G es unién de sus clases laterales izquier-
das o derechas de H en GG y que dos clases laterales o son ajenas o son
iguales.

2.9 Compruebe que (zH)(yH) = (xyH) en la demostracion de 2.5.

2.10 Pruebe que el orden de un elemento x de un grupo finito G divide
al orden del grupo.

2.11 Pruebe que si N, H, G son grupos tales que N < H < G, entonces
(G:N)=(G:H)(H:N)y quesi dos de éstos indices son finitos, entonces
el tercero también lo es.

2.12 Pruebe que un grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.
2.13 Proporcione los detalles de la demostracion del Corolario 2.13.

2.14 En un grupo G, un elemento de la forma ryz~'y~! se llama conmu-
tador. Pruebe que el conjunto de conmutadores genera un subgrupo normal
de G, denotado con G’ y que el cociente G/G’ es abeliano.

2.15 Sea C = {C™, "} un complejo de cocadenas. Defina el grupo de
cohomologia de grado n de C, H"(C).

2.16 Sea GG un grupo abeliano y m € N. Demuestre que o(g)|m si, y sélo
si, " = ey que H ={g € Glo(g)m} es un subgrupo de G.
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I1.3 Teoremas de Isomorfismo

3.1 Definicién. Un automorfismo de un grupo G es un isomorfismo de G
en G.

Para cada elemento x € G, la funcién

L - G — G dado por
Y — xyr

es un automorfismo de G, ver Problema 3.1, llamado automorfismo inte-
rior. En éstos términos podemos decir que H es un subgrupo normal (o
invariante) si, y sélo si, H es invariante bajo cada automorfismo interior de

G.

3.2 Proposicién. Sean H < Gy H' < G'. Considérense las proyecciones
canénicas a los cocientes correspondientes p : G — G/H y p/ : G' —
G'/H'. §i g : G — G’ es un homomorfismo de grupos tal que g(H) C H’,
entonces ¢* : G/H — G'/H' dado por tH — g*(zH) = g(x)H' estd
bien definido y es un homomorfismo de grupos llamado homomorfismo
inducido por ¢ en los grupos cociente. También, el siguiente cuadrado
es conmutativo ,

G — G
1 ¥
G/H - G'/H

eim g* =p'(im g) y ker g* = p(g~' (H')).

Demostracién. Si z € G y y € H son arbitrarios, puesto que g(zy) =
g(x)g(y) € g(z)g(H) C g(x)H’, la imagen de H bajo g estd contenida en
una unica clase lateral de H', digamos g(zH) C g(z)H'. Luego, definamos

g°: G/H — G'/H' mediante
tH +— g*(zH)=g(x)H
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Es inmediato comprobar que g* estd bien definido y para probar que es un
homomorfismo, considere cualesquiera clases laterales *H y o’ H. Entonces,

9" ((zH)(@'H)) = g"((z2')H))
= g(xz')H'
= (g(x)g(2"))H’
= (9(x)H")(g(z")H)
= g (zH)g"(«'H).

Veamos que el cuadrado conmuta: consideremos cualquier elemento x de G.

Entonces (p' 0 g)(z) = p'(g(x)) = g()H" = g*(zH) = g*(p(x)) = (¢ o p)(x).
Luego (p' o g) = (¢g* op). También, como p y p’ son epimorfismos, claramente

im g* = p'(im g) y ker g* = p(g~'(H")).4
3.3 Teorema. Bajo las mismas hipétesis de la proposiciéon anterior,

en particular, si ¢ es un epimorfismo con H' = e y H = ker g entonces
G'/H' = Gy g* es un isomorfismo en el siguiente diagrama conmutativo:

G —» G
» =l I
G/ ker g e

Demostracién. Si g es un epimorfismo con H = e y H = ker g en-
tonces G' = G'/H' y g* es un isomorfismo pues como ker g* = p(g~'(e)) =
plkerg) = p(H) = eH = eq/u = e, entonces g* es monomorfismo y como
im g* = p/'(im g) = G’ entonces g* es epimorfismo y por lo tanto es isomor-
fismo.

Asi, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G — G’
G/ ker g RN
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¢

3.4 Teorema. Sean H <1 GGy, como caso particular del teorema anterior,
e = H < G con H C kerg. Entonces existe un homomorfismo tnico
g* : G/H — G’ dado por *H — g*(zH) = g(z)H' = g(x). Ademass,
ker g* = kerg/H e im g =im g*. ¢* es un isomorfismo si, y sélo si, g es un
epimorfismo y H = ker g.

Demostraciéon. Por el teorema anterior, g* es un homomorfismo. Es
tnico puesto que estd determinado por g. También, xH € ker g* si, y sélo
si g(z) = e, lo cual sucede si, y s6lo si © € kerg. Asi, kerg* = {zH |
x € kerg} = kerg/H. Claramente im g = im ¢*. Finalmente, ¢* es un
epimorfismo si, y sélo si g es un epimorfismo y ¢* es monomorfismo si, y
solo si ker g* = ker g/ H es el subgrupo trivial de G/H lo cual sucede cuando
kerg= H.4

3.5 Corolario. (Primer Teorema de Isomorfismo). Bajo las mis-
mas hip6tesis del teorema anterior G/ ker g = im g.
Demostracién. Como g es epimorfismo, im g = G’, luego G/ ker g = im

g-4

En otras palabras, si g : G — G’ es un epimorfismo de grupos con niicleo
ker g, entonces existe un isomorfismo tnico ¢g* : G/ker ¢ = G, tal que
g = g* o p, es decir, cualquier homomorfismo de GG con niticleo ker ¢ tiene
imagen isomorfica a G/ker g. Ademds, nos dice que cualquier epimorfismo
g : G — @' tiene por codominio un grupo cociente, es decir el codominio de
g es el cociente del dominio de g entre el nicleo de g. Atn més, nos dice cuél
isomorfismo: aquel tal que im g = im g*. Este resultado, G/ ker g = im
g se conoce como el Primer Teorema de Isomorfismo. Dado un grupo
y un subgrupo normal se puede “determinar” cudl es el grupo cociente sin
necesidad de establecer las clases laterales como veremos mas adelante.

3.6 Ejemplo. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Consideremos
el grupo cociente G/H. Sea i: H — G el monomorfismo de inclusién y
p: G — G/H el epimorfismo de proyeccién. Entonces im i = H = ker py,
por lo tanto,
e—H-5G 25 G/H—e
es una sucesion exacta corta. Consideremos ahora una sucesién exacta corta

h k
PLINY e/ Iy B ANy o LN,
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Entonces im f = kerg, f es monomorfismo (pues e = im h = ker f) v,
ademds, g es epimorfismo (pues im g = kerk = G”). Sea H =im f = kerg
el cual es un subgrupo normal de (G, entonces f establece un isomorfismo
H—=d y g establece otro isomorfismo G/H =ar por el primer teorema
de isomorfismo. Por lo tanto, una sucesién exacta corta es una sucesién con
un subgrupo y el grupo cociente de un grupo.

3.7 Ejemplo. ¢g: G — G' donde G = Z y G' = Z,, es un epimorfismo
con nicleo el subgrupo nZ, es decir,

g
e — nl. — L—1, — e
es un sucesion exacta corta. Luego, por el teorema anterior Z/nZ = Z,.

3.8 Ejemplo. Sea G es el grupo multiplicativo de los nimeros reales
distintos de cero R* y G’ es el grupo multiplicativo de los reales positivos P*.
Considere el epimorfismo g : G — G’ dado por x — g(z) =| = | donde | x |
denota el valor absoluto de z. El micleo de g es {£1}. Entonces la sucesién

e — {+1} —R* L P —e

es exacta. Por el teorema anterior, el grupo cociente R*/{£1} es isomorfo a
P*.

3.9 Ejemplo. Sea G es el grupo aditivo de los nimeros reales R y G’ es
el grupo multiplicativo de los nimeros complejos S! con valor absoluto igual
al.Sea g: G — G’ el epimorfismo dado por 0 — g(6) = €*™. Su nicleo es
Z. Entonces la sucesién

e—Z—R-LS'—e
es exacta y por el teorema anterior, R/Z = St.

Generalizaremos el concepto de clase lateral:
3.10 Definicién. Sean H y N cualesquiera subgrupos de un grupo G.
El producto de Hy Nes HN ={xy|x € H,y € N}.

Asi, una clase lateral izquierda es *H = {z}H, para x € G. Podemos
generalizar este concepto y definir, para una familia de subgrupos { H; | i € I}
con [ un conjunto de indices linealmente ordenado

'HIHi:{Zl‘ll’gZE;;"'ZL‘]‘|l’k€Hik,i1 <i2 < .- <ij,j ZO}
1€
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Observe que HN no es necesariamente un subgrupo de G pues al multi-
plicar dos de sus elementos no necesariamente es un elemento de la misma
forma. Si G es abeliano entonces sf se tiene un subgrupo de G.

3.11 Teorema. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea H < G,
N < G. Entonces (HN)/N = H/(HNN).

Demostracién. Como N < G, se tiene que (H N N) < H.puesto que si
he Hyaxze HNN, por un lado, hah~! € H pues H es subgrupo de G. Por
otro lado, como N < G entonces hNh~! = N para toda h € H. Luego, si
x € N, hth ' € N. Como hah™' € Hy hah™' € N, hah=' € HN N. Asi,
h(HNN)h™' € HN N y por lo tanto, (H N N) < H. Definamos

f+HN — H/(H N N) mediante zy — f(zy) = z(H N N).

Veamos que f estd bien definido: supongamos que z1y; = xy, luego
v oy =gyt Ast, vz, € Hy o ‘o € N, luego v~ '2; € HNN. Entonces,
en H/(HNN),z(HNN) =x:(HNN) y h(zy) = h(z1y1).

Veamos que f es un homomorfismo. Como N < G, x1y, = yox3. Luego,
S((@1y1)(@2y2)) = f(2122)(ysy2)) = 2122(HNN) = 21 (HON)zo(HNN) =
f((@1y1) [ (w2y2))-

Como ker f = {zy € HN |z € HNN} = (HNN) = N y como
f(ze) = z(H N N) para toda = € H, utilizando el Primer Teorema de
Isomorfismo, HN/N = H/(HNN).4

3.12 Ejemplo. Considere

G = ZXZXZLXTZL,
H = ZXZxZx{0}y
N = {0} XxZXZXZ

Luego

HN = ZXZXZXZy
HNN = {0} xZ xZx{0}

Por lo tanto,
HN/N=7Z=H/(HNN).

3.13 Teorema. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean H <Gy
N <G con N < H. Entonces, G/H = (G/N)/(H/N).
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Demostracion. Definamos

h: G— (G/N)/(H/N) mediante
z— (xN)(H/N)

Como
hzy) = ((zy)N)(H/N) = ((xN)(yN))(H/N)
= [(@N)(H/N)][(yN)(H/N)] = h(z)h(y),

h es un homomorfismo. Su mnicleo es ker h = {k € G | h(k) = H/N}.
Estos son precisamente los elementos de H. Utilizando el Primer Teorema
de Isomorfismo, G/H = (G/N)/(H/N).

kerh — G — G/H
I N 1=
H G/N — (G/N)/(H/N)

3.14 Ejemplo. Consideremos N = 6Z < H = 27 < G = 7Z. Entonces
G/H = 7)27 = 7Zy. G/N = 7Z/6Z. También, (Z/67)/(2Z/6Z) tiene 2
elementos y es isomorfo a Zs.

Problemas
3.1 Pruebe que para cada elemento = € G, el homomorfismo

Ly : G — G dado por
Y+ xyx_l

es un automorfismo de GG, llamado automorfismo interior.

3.2 Considere el conjunto de todos los automorfismos interiores de un
grupo G, denotado In(G). Pruebe que es un grupo bajo la composicion.

3.3 Considere el conjunto Aut(G) de todos los automorfismos de un grupo
G. Pruebe que Aut(G) es un grupo bajo la composicién y que In(G) <
Aut(G). Se dice que dos automorfismos f, g pertenecen a la misma "clase
de automorfismos” si f = h o g para algin automorfismo h. Pruebe
que las clases de automorfismo forman un grupo Aut(G)/In(G) llamado
"automorfismos exteriores de G".
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3.4 En la demostraciéon del Teorema 3.2 proporcione los detalles de que
g* esté bien definido. También pruebe que im ¢* = p'(im g) y ker g* =
p(g~ ' (H")).

3.5 Proporcione los detalles completos de la demostracién del Teorema
3.4.

3.6 Llamaremos coimdgen y conticleo de un homomorfismo de grupos
abelianos g : G — G" a los grupos cocientes de Gy G”

coimg = G/ker g
coker g = G"/im g.

Sea g: G — G” un homomorfismo de grupos abelianos. Pruebe que la
sucesion
e — kerg — G — G" — coker g — e

es exacta. Observe que, en este contexto, el Primer Teorema de Isomorfismo
dice que coim g = im g.

3.7 Pruebe que un homomorfismo de grupos g : G — G” es inyectivo
(escribase como repaso) si, y solo si, ker g = e y que es suprayectivo si, y
sélo si, coker g = e.

3.8 Compruebe que las sucesiones mostradas en los ejemplos, son efecti-
vamente, sucesiones exactas cortas.
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I1.4 Productos

Recordemos que si H y N son cualesquiera subgrupos de un grupo G, el
producto de H y N es HN = {zy | x € H,y € N} y para una familia de
subgrupos {H; | i € I} con I un conjunto de indices linealmente ordenado

zle—IIHZ = {I11}2I3"'Ij | Tk € Hikail <tg < v < Z'j,j > O}
Recuerde que HN no es necesariamente un subgrupo de G pues al mul-
tiplicar dos de sus elementos no necesariamente es un elemento de la misma
forma. Si G es abeliano entonces sf se tiene un subgrupo de G.

Consideremos una familia de grupos {G;}. El producto directo ex-
terno de esa familia es

E[G’ = {(ZL’l, ,In) | x; € GZ}
el cual tiene una estructura de grupo dada por

(T1y ooy Tn) YLy ooy Yn) = (Z1YLs ooy Tnln)-

Si utilizamos la notacién aditiva, escribiremos @ G; y la llamaremos suma
i€l
directa completa.

Recordemos que el producto cartesiano HIXi de una familia de conjuntos
1€
{X}ier es el conjunto de funciones h : [ — 'UIXi tales que h(i) = h; € X;
[4S]

para toda i € 1.

Sean (G; y G5 dos grupos. Su producto G x (G5 consiste del conjunto
de todas las parejas (x,y) con z € Gy, y € Gy y con operacién binaria

<G1 X Gg) X <G1 X Gz) — (Gl X Gg)
(w1, 1), (12,92)) = (w1, 91), (22, 92)) = (v1,41) - (T2, y2) = (2172, Y1Y2)
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Dicha operacién binaria lo dota de una estructura de grupo. Las proyec-
ciones (z,y) — xy (z,y) — y son homomorfismos de grupos

G1><G2

/ N\
G1 G2

Observe que toda funcién b : {1,2} — G1UGs tal que h(1) € G1y h(2) € G
determina un elemento (z1, x2) = (h(1), h(2)) € G1 x G2 y que inversamente,
una pareja (x1,z2) € G1 X G5 determina una funcién h : {1,2} — G U Gs
dado por h(1) = x1 y h(2) = z,. Asi, existe una correspondencia biunivoca
entre el conjunto de todas las funciones asf definidas y el grupo G; x Gs.

4.1 Teorema. Sea GG un grupo. Consideremos una familia de grupos
{G,}ies y una familia de homomorfismos {¢; : G — G, };c;. Entonces existe
un homomorfismo tnico ¢ : G — 'HIGi tal que p; o ¢ = @, para toda i € I.

[4S]
Demostracién. Consideremos el producto P = 'HIGi con proyecciones
1€
Di HIGi — G;. Dado (G,p; : G — G;), definamos ¢ : G — HIGi
1€ e
mediante
g — hy: I — UG,
i— hy(i) = ¢;(9) € G;
Es facil ver que ¢ es un homomorfismo de grupos. También, es claro que
pi o =, paratodai € I.
G

/ G;

// 1e1
¥

&

Supongamos que ¢ : G — 'HIGi es otro homomorfismo tal que p; o ¢’ = ¢,
1€

para toda i € I. Pero

Luego ¢ = ¢'. ¢
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Supongamos que existe otro grupo P’ con p; : P’ — G tal que plop = ¢,
para toda i € I. Consideremos los siguientes diagramas que representan la
propiedad aplicada a lo que corresponde:

eF

Como Ip : P — P hace lo mismo que po ¢, por la unicidad, Ip = po . De
manera similar, pop = Ip. Asi, ¢ es biyectiva (es facil comprobar que todas
las funciones son efectivamente homomorfismos de grupos) y por lo tanto es
un isomorfismo.

Esta propiedad universal del producto directo determina al pro-
ducto 'HIGi de manera tnica salvo isomorfismo.
1€
Consideremos una familia de grupos {G;}. El producto directo ex-
terno débil de esa familia es

HCIIGZ- ={f¢€ AHIGi | f(i) = e; € G; para casi toda i € I}
1€ 1€

En el caso en que se tengan solamente grupos abelianos lo llamaremos suma

directa externa y lo denotaremos ) G;. Si [ es finito, los productos directos
i€l

externo y débil coinciden.
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4.2 Teorema. Sea (G un grupo abeliano. Consideremos una familia de
grupos abelianos aditivos {G;} y una familia de homomorfismos {~, : G; —

Gl}icr- Entonces existe un homomorfismo dnico v : Y G; — G tal que
i€l
Yo =y, para toda i € I.
Demostracién. Consideremos elementos distintos de cero g;,, ..., g;, =

{g9i,} € >_G; y definase

iel
vy G — G mediante
iel
0 — 0

{o:v = ({a}) =7,(90) + - +7.(9.) = X527, (9)

esta ultima suma sobre los fndices para los cuales g; # 0 el cual consta de un
nimero finito. Es inmediato comprobar que v es un homomorfismo tal que
v o; =, para toda i € I pues GG es conmutativo.

Observe que {¢;} € > Gi, {g:} = Xt;(g;), esta tltima suma sobre los indices
iel

para los cuales g; # 0 el cual consta de un ndmero finito. Sin: > G; — G
iel
es tal que 1o t; =, para toda @ € I entonces

n({gi}) = n(Xei(9:)) = Eneilg:) = X, (9,,) = Z5217,,(9,,) = 1(Zei(9:) = v({g:})-
Luego n = v y por lo tanto v es tinica.4¢

Este teorema determina a ) G; de manera tnica salvo isomorfismo.
iel
A continuacién veamos en un caso de dos factores, cudndo un grupo G es
isomorfo al producto directo externo débil de sus subgrupos.

4.3 Proposiciéon. Sean H y N cualesquiera subgrupos normales de un
grupo G. Si HN =G y HN N = e entonces H x N = G.

Demostraciéon. Como HN =G, sig e G, xzy =gconx € H,y € N.
Veamos que x y y estdn determinados en forma tinica por g: pues si g = 11,
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entonces xy = x1y;. Luego 2 'z; = yy; *. Como este elemento estd en la
interseccion de Hy N, z7'z; = yy; ' =e. Luegoz =21 y y = y1.

Ahora establezcamos un isomorfismo entre H x N y G. Definamos h :
H x N — @ dado por (z,y) — h(z,y) = xy. h es un homomorfismo
pues si consideramos el conmutador z~'y~'zy entonces (z7'y~lx)y € N
pues N es normal en G y 2~y 'zy) € H pues H es normal en G. Asi,
como z 'y~ lzy estd en la interseccién de H y N, v 'y lzy = e, luego
xy = yx. Ast, h((@1, 1) (%2, Y2)) = h(2122, 11Y2) = T1Z2y1Ye = T1Y1 T2y =
h(z1,y1)h(z2,y2). Finalmente, es facil ver que h es biyectiva (Problema
4.12).4

4.4 Definicién. Diremos que un grupo G es un produco directo (in-
terno) de H y N si H y N son subgrupos normales de G tal que HN = G
yHNN=e.

Observe que en esta definicién H y N son subgrupos de G. Si G = H X
N como producto directo externo, podemos considerar a G como producto
directo interno pero de los subgrupos que son imdgenes de H y N, a saber
de H x {1} y {1} x N, mas no de H y N. Entonces es claro que los dos
tipos de productos proporcionan en realidad grupos isomorfos y usaremos el
nombre de producto directo a secas.

4.5 Proposicién. Sea G un grupo abeliano tal que |G| = mn donde
med(m,n) = 1, H = {g € Glo(g)lm} vy K = {g € Glo(g)|n}. Entonces
G = H x K, donde |H| =my |K| =n.

Demostracién. Veamos que HNK ={e} y HK = G. HNK = {e}
pues, si g € H N K entonces o(g)|m y o(g)|n. Es decir, 1 = med(m,n) >
o(g) > 1. Por lo tanto o(g) =1y g =e.

HK = G pues claramente HK C G y si g € G, como med(m,n) = 1,
existen a,b € Z tales que 1 = am + bn. Luego g = ¢g' = ¢t = gomgbn,
Como (¢g9™)" = (¢g™)* = ey (¢"™")™ = (¢"™")* = e. Esto implica que g™ € K
y ¢"» € H. Por lo tanto g € HK.

Sabemos que mcd(m,n) = 1y como |H|||G|, es posible ver al orden de H
como el producto de un divisor de m por uno de n, es decir, |H| = m'n’ donde
m/|m y n'|n. Sea p un primo (o el nimero 1) tal que p|n’, p también divide
al orden de H entonces, por el teorema de Cauchy para grupos abelianos,
H tiene un elemento de orden p, es decir, existe © € H tal que o(x) = p.
Entonces o(z)|n, pero por definicién de H, o(x)|m. Es decir, z € HNK = e.
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por lo tanto p = 1. Por lo tanto, no existe ningin niimero primo que divide
an'. Luego n’ = 1, lo que implica que |H||/m. Similarmente |K|n. Pero
nm = |G| = |H||K|, entonces |[H| =m y |K| =n.¢

4.6 Proposicién. Sean {X;}ic; v {Yi}ier familias de grupos abelianos,
X y Y grupos abelianos. Entonces Hom(>_ X;,Y) = [[,.; Hom(X;,Y).
icl
Demostracién. Definamos p: Hom(} X;,Y) — [[,c; Hom(X;,Y) me-
il
diante p(¢) = (¢t;)ier- Es claro que p es un homomorfismo. Veamos que p
es monomorfismo: supongamos que p(¢) = 0; entonces (¢r;) = 0 para cada

1 € I. Es decir, en el siguiente diagrama

n
i
XX

il

el

el homomorfismo 0: X; — Y es tal que 0 = ¢¢;. Luego, ¢ = 0. Por
lo tanto, kerp = {0}. Veamos que p es un epimorfismo: sea (p;)icr €
[Lic; Hom(X;,Y). Entonces tenemos ¢;: X; — Y para cada i € I. Por la
propiedad universal de la suma directa, existe un homomorfismo ¢: > X; —

i€l
Y tal que ¢u; = ¢, para cada i € I. Luego, p(p) = (©;)icr- ¢
Problemas

4.1 Pruebe que si H <Gy N < G, entonces HN < G.

4.2 Sean GG1, Gy y G3 dos grupos. (i) Pruebe que su producto Gy x Gy
con la operacién binaria definida arriba es efectivamente un grupo.(ii) Pruebe

que G1 X G2 = G2 X Gl(lll) Pruebe que G1 X <G2 X Gg) = (Gl X Gg) X G3.

4.3 Establezca una definicién del producto directo externo en términos
de la observacion anterior al Teorema 4.1.

4.4 Pruebe que ¢; : G; — H?Gi dado por ¢;(g) = {gi}ier donde
1€

'_{eparai#j}
g 9 =9
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es un monomorfismo de grupos llamado inyeccién canénica, que (;(G;) <
HGl Yy que HdGl < HG,L
iel iel iel

4.5 Pruebe que el grupo Zs X Zsy es isomorfo al grupo 4 de Klein V.
(Sugerencia: Pruebe que Zs X Zsy 1o es ciclico).

4.6 Pruebe que Zy x Z3 = Zg.(Sugerencia: pruebe que Zy X Zg es ciclico
encontrando un generador y como sélo hay un grupo ciclico de cada orden,
el resultado se sigue).

4.7 Pruebe que Zs X Z3 % Zg.(Sugerencia: compruebe que Zs X Zs no es
ciclico).

4.8 Pruebe que el producto directo externo de una familia de grupos
{G,}, ‘HlGi = {(x1,...,x,) | z; € G;} tiene una estructura de grupo dada por
1€

(1, oo Tn) (Y1, ooy Yn) = (191, -, TnYn) ¥ que es abeliano si cada grupo de la
familia lo es.

4.9 Pruebe que Z; X Z; = Z;; si, y solo si el mdximo comuin divisor
(1,7) = 1.
4.10 Pruebe que para cada j € [ la proyeccién candénica

b IG— G,
dada por f —— f(j) es un epimorfismo de grupos.
4.11 Proporcione todos los detalles de la demostraciéon del Teorema 4.1.

4.12 Proporcione todos los detalles de la demostraciéon de la Proposiciéon
4.3.

4.13 Pruebe que si G = H x N, entonces G/(H x {1}) = N.
4.14 Generalice el problema anterior.

4.15 Sean H; < G1 y Hy < G5 subgrupos normales. Pruebe que H; x
HQ < G1 X G2 y que G1 X GQ/Hl X H2 = Gl/Hl X GQ/HQ.

4.16 Proporcione una generalizacion de la proposicién 4.3.

4.17 Sean {X;}ier v {Yi}iesr familias de grupos abelianos, X y Y grupos
abelianos. Pruebe que Hom(X,[[,.,;Y:) = [[,c; Hom(X,Y;).

el



Capitulo III

Grupos Libres, Producto
Tensorial y Teoremas de Sylow

II1.1 Grupos Abelianos
Finitamente Generados

Diremos que un grupo G estd finitamente generado si posee un con-
junto finito de generadores. El resultado fundamental acerca de los grupos
abelianos finitamente generados se puede formular de dos maneras que pro-
porcionan “invariantes”, en el sentido siguiente: dos grupos son isomorfos si,
y s6lo si, poseen los mismos invariantes numéricos.

1.1 Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo
al producto directo de n grupos ciclicos de orden p;\icon r grupos ciclicos
infinitos, donde los p; son niimeros primos no necesariamente distintos y las
A; son enteros positivos. Atn maés, el producto directo es uinico salvo el orden
de los factores.

Esto quiere decir que G es de la forma
G2Z»\ X oo Xly XL X..X1
by Pn

La segunda manera de establecer el resultado fundamental es:

71



72 Capitulo I1I. Grupos Libres, Producto Tensorial y Teoremas de Sylow

1.2 Teorema. Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo
al producto directo de n grupos ciclicos de orden m; con r grupos ciclicos
infinitos, donde m; | m;y; paral <i <mn— 1.

Esto quiere decir que G es de la forma
G=lpy X oo X Ly XL X .. X 7

Los enteros m; se llaman coeficientes de torsion de G. Estos dos teoremas
nos proporcionan una clasificacién salvo isomorfismo de los grupos abelianos
finitamente generados, es decir, si se tiene un grupo abeliano finitamente gen-
erado, éste debe ser uno de los de la forma descrita en los teoremas anteriores.
Como casos especiales se tienen los descritos en el siguiente

1.3 Teorema. (i) Si G es un grupo abeliano finitamente generado que
no posea elementos de orden finito entonces es isomorfo al producto directo
de un nmimero finito de copias de Z y (ii) Si G es un grupo abeliano finito
entonces es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos finitos de orden
m; donde m; | m;q paral <7 <n—1.

Esto es, en el caso (i) G = Z X ... X Z con r copias de Z y decimos que G
es un grupo abeliano libre de rango 7. En el caso (ii) G = Zp,, X ... X Zy,,
donde m; | m;y1 para 1 < i < n — 1 los elementos de la lista my, ..., my,
se llaman factores invariantes del grupo G. Dos grupos abelianos finitos
son isomorfos si, y sélo si, poseen los mismos factores invariantes. Se puede
dar una lista de todos los grupos abelianos no isomorfos de cierto orden n.
Bastaria encontrar todas las listas posibles de my, ..., m,, tales que m; | m; 1
para 1 < i <n — 1 con producto n. En resumen tenemos:

1.4 Teorema. Sea G = Z,,, X ... X Ly, X Z X ... X 7, con r copias de
Z, donde m; | miyy para 1 <i<n—1y G Z Zy, X ... X Ly; X L X ... X L,
con s copias de Z, donde k; | k;11 para 1 < i < j—1. Si G = G’ entonces
m; =k;paral <t <n,n=jyr=s.

Aunque ya en un curso de Algebra Lineal (como el de [L12]) se estudia el
Teorema de Descomposicién Primaria, debido al enfoque de esta presentacion
de la Teoria de Grupos (como un primer curso), el cual es hacia el Algebra
Homolégica y la Topologia Algebraica, la demostracién de éstos teoremas
preferimos posponerlas para un curso posterior de Teorfa de Mdédulos y ver
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éstos teoremas como caso especial de los teoremas correspondientes para
modulos finitamente generados sobre un anillo de ideales principales y asf
poder exponer otros temas usualmente excluidos del programa. El lector
interesado puede ver la demostracién en [B-M, Cap. X] o [H, Cap. II y IV].
Veamos a continuaciéon como se utilizan.

1.5 Ejemplo. Los posibles grupos de orden 36 se obtienen asi: para
obtenerlos de la primera manera, descompodngase 36 en potencias de primos
como 36 = 22 .32 Luego, los posibles grupos de la primer manera (no
isomorfos uno con el otro) son

Lig X Zig X L X Zs
Ty X Zig X Lig

Lo X Ly X L
Ty X Lo

y de la segunda manera (no isomorfos uno con el otro) son

Zg X Lg
Ly X Do
Lo X Zng
Lss

Asi, tenemos cuatro grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 36. Los
de la primera lista corresponden en el orden escrito a los de la segunda lista.

1.6 Ejemplo. Los posibles grupos de orden 540 se obtienen asi: para
obtenerlos de la primera manera, descompéngase 540 en potencias de primos
como 540 = 2% .33 . 5. Luego, los posibles grupos de la primer manera (no
isomorfos uno con el otro) son

Do X Dig X Lz X Ly X Zig X L
Ly X Uz X Lz X g X Ls

Do X Dy X Lz X Zg X Zs

Zio X Dig X Loy X U

Ty X Lz X Lg X Zs

Ly X Lig7 X s
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y de la segunda manera (no isomorfos uno con el otro) son

Zs X g X Z3o
Lz X L3 X Zegg
Ly X Layro
Zig X Zgo
L3 X Zago

Z540

Asi, tenemos seis grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 540. Los
de la primera lista corresponden en el orden escrito a los de la segunda lista.

Consideremos una cadena C' = {C,,, d,,} de grupos abelianos finitamente
generados y el grupo de homologia de grado n de C, H,(C) = ker 0,/im
On+1 = Zn(C) /B, (C). Los subgrupos Z,(C) y B,(C) de C,, son finitamente
generados, luego H,(C') es finitamente generado. Los coeficientes de torsion
de H,(C) se llaman coeficientes de torsién de grado n de C' y el rango
de H,(C) se llama nimero de Betti [,(C) de grado n de C. El entero
x(C)=>",(-1)"3,(C) se llama caracteristica de Euler-Poincaré de la
cadena C.

Problemas

1.1 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden
8, 10.

1.2 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden
12, 16.

1.3 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden
32.

1.4 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden
720.

1.5 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden
860.

1.6 Encuentre los posibles grupos abelianos salvo isomorfismo de orden
1150.



II1.2 Permutaciones y Orbitas 5

IT11.2 Permutaciones y Orbitas

Consideremos el conjunto S,, consistente de todas las permutaciones del con-
junto I,, = {1,...,n}, es decir, S, consiste de todas las funciones biyectivas
de I,, en I,,. En 1.2 vimos que S,, es un grupo bajo la operacién binaria o y
que | S, |= n! Recordemos Sz y su tabla correspondiente como en I.1. Sus

elementos son
3 (1 3 (1 3
3) =\ 231) 27312

_ 1
T

1 3 1 3 1 3
m = 1 2 Ny = 3 1 N3 = 2 3

El célculo de la composicién de dos permutaciones lo haremos siguiendo el
mismo orden que el de las funciones, por ejemplo:

oo (1 23\ (1 23\ _(123)_
Peh=\231)\132) " \213)""

es decir, primero consideramos 7, y luego p;. Asi,

o (1 23\ (1 23\ _(123)_
hem=\132)\231) \321)7™

Su tabla es (considerando la forma de componer dos funciones, primero
la derecha (columna izquierda) y después la izquierda (renglén superior)):

NN W N

W N NN
— N = N

Cl Lt P P2 Th N2 T3

L LopPr P2 T T2 T3
Pr| P P2 L T2 N3 T
P2 | P2 L P1 T3 T T
Mmi{m M3 M2 L P2 P
M| M2 T N3 P L P2
M3 | M3 T2 T P2 P1 L




76  Capitulo I1I. Grupos Libres, Producto Tensorial y Teoremas de Sylow

Hemos escrito para I,, = {1,...,n} una permutacién o : I,, — I,, como

o — 1 2 ...on
o) o2 ... an) )’
Diremos que una permutacién o de I,, es un ciclo de longitud r (o r-ciclo)
si existen enteros iy, ..., 4, en [, tal que

ij+1Sii:ijy1§j<T
o(i)={ “isii=i,
isii#i;yl1#7<r

y lo denotamos mediante o = (i1, is, ..., i,,). Por ejemplo,

(131)-020

es un ciclo de longitud 3. Observe que (1,2,3) = (2,3,1) = (3,1, 2), es decir,
hay 3 notaciones para este ciclo y en general véase el Problema 2.3.

Diremos que un ciclo de longitud 2 es una transposicién. Un ciclo de
longitud 1 lo omitiremos usualmente cuando tengamos un producto de ciclos.
Por ejemplo:

(51555 07)-0s26000

donde (1, 3,2) es un triciclo, (4,6) es una transposicién, (5) y (7) son ciclos
de longitud uno y se acostumbran omitir.

Sea ¢ un elemento de S,, y definamos en I, = {1, ..., n} una relacién dada
por i = j si, y s6lo si 0" (i) = j, para algin entero r. Es inmediato comprobar
que tenemos una relacién de equivalencia en I, (Problema 2.4). Las clases
de equivalencia las llamaremos érbitas de o. Por ejemplo, la érbita del
elemento 1 de la permutacion

123 4 5678 9 10 11 12
356 11 249 7 10 12 8 1

= (1,3,6,4,11,8,7,9,10,12)(2,5)

es {1,3,6,4,11,8,7,9,10, 12}, la del elemento 2 es {2,5}. Observe que si la
orbita contiene mds de un elemento, entonces forma un ciclo de longitud
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igual al nimero de elementos de la érbita. Asi, si Oy, ..., O son las drbitas
(que son ajenas) de una permutacién ¢ y ¢y, ..., ¢x los ciclos (ajenos) dados
por ¢;(i) = o(i) sii € O; oisii ¢ O; entonces o = ci¢ - - - ¢ Por lo tanto
tenemos la siguiente

2.1 Proposicién. Toda permutacion o se puede escribir como producto
de ciclos ajenos.¢

Observe que la representacién como producto de ciclos ajenos es tnica
salvo por el orden en que aparecen. Claramente la composicién de ciclos
ajenos si es conmutativa y como todo ciclo se expresa en la forma (i1, ig, ..., 7,) =
(il, ir)<i1, Z‘rfl) cee (il, ’ig)(il, 12) tenemos el

2.2 Corolario. Toda permutacion o € S, para n > 2 es un producto de
transposiciones no necesariamente ajenas.4

Por ejemplo,

(1,3,6,4,11,8,7,9,10,12)(2,5)
= (1,12)(1,10)(1,9)(1,7)(1,8)(L, 11)(1,4)(1, 6)(L, 3)(2, 5)

Observe que al descomponer una permutacién como producto de trans-
posiciones siempre podemos agregar la transformacién identidad escrita como
(4;,1) (4, ) de tal manera que dicha descomposicién no es la tnica posible.

2.3 Definicién. Diremos que el grupo G actia (por la izquierda) en un
conjunto X si existe una funcién

a: GxX — X
(g,7) +— alg,7)

donde a(g, z) se denotard gz, tal que se cumpla (e, z) — a(e,z) =ex =zy
(99, %) = algg’,x) = (99") = g(g'x).

Si se tiene que G actia en X se dice que X es un G-conjunto. En la
notacién (g, x) — a(g,x) = gz, el hecho de escribir gz es un abuso comin de
notacion y estd definido de manera particular en cada caso. Se puede definir
un concepto andlogo definiendo la accién por la derecha.

Veamos algunos ejemplos.
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2.4 Ejemplo. Todo grupo G es un G-conjunto con la operacién binaria
vista como accién. También todo grupo puede considerarse un H-conjunto
con H un subgrupo de G, aqui se tendria H x G — G dada por (h,z) —
a(h,z) = hz. Dicha accién se llama translacién (por la izquierda). Todo
espacio vectorial V' sobre un campo K puede verse como un K-conjunto
donde la parte multiplicativa de K actia en V.

2.5 Ejemplo. I, es un S,-conjunto con la accién a : S, x I, — I,, dada
por (0,i) — a(o,i) = o(i).

2.6 Ejemplo. Consideremos una accién de un subgrupo H de G, a :
H x G — G dada por (h,z) — a(h,z) = hzh™'. Esta accién se llama
conjugacién por h. El elemento hah™! se dice que es un conjugado de z.

Sea X un G-conjunto con a : G x X — X. Diremos que dos elementos
x,y € X estdn relacionados y escribiremos x ~ y si, y sélo si, existe g € GG
tal que a(g,x) = gr = y para alguna g € G.

2.7 Proposicién. ~ es una relacién de equivalencia y el conjunto
Go={9€G|gr=u}

es un subgrupo de G.

Demostracién. Como para cada © € X, ex = x, entonces x ~ x. Si
x ~ y entonces existe g € G tal que gr = y para alguna g € G. Luego,
r=crx=(g'g)r =9 Ygz) =g lyyporlotantoy ~x. Siz~yyyn~z
entonces existen ¢, ¢’ € G tales que gr =y y ¢'y = z para algunas g,¢" € G.
Entonces (¢'g)x = ¢'(gx) = g'y = 2z, luego = ~ z. Consideremos ¢,¢" € G,.
Luego gr = =y ¢z = x. Asi, (99 )r = g(¢’x) = gr = x. Por lo tanto,
g9 € G,. Claramente ex = z, luego e € GG,. Finalmente, si g € GG, entonces
gr =xyx=cx= (g g)x = g'(9z) = g~'z. Por lo tanto, g~! € G,.
Luego, G, es un subgrupo de G.4

El subgrupo G, se llama subgrupo de isotropia de x o estabilizador
de x. Llamaremos érbita de X bajo G a cada clase de equivalencia de la
relacién ~ . Si x € X llamaremos érbita de z a la clase de equivalencia de
z la cual denotaremos con Gz o con Og(z).

Observacion. Sea a : G x X — X una accién, es facil notar que la
funcién dada por a,(z) = a(g, x) es una biyeccién para cada g € G.
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Daremos nombres a diversas érbitas:
(i) Si un grupo G actia sobre si mismo bajo conjugacién, la orbita
{gzg™'} con g € G la llamaremos clase conjugada de .

(ii) Si el subgrupo H < G actia en G por conjugacion, el grupo de
isotropia H, = {h € H : hx = zh} se llama centralizador de z en H y lo
denotaremos con C(x).

(ili) Si H = G, Cg(x) se llamard centralizador de x.

(iv) Si H < G actda por conjugacién en el conjunto de los subgrupos de
G, entonces el subgrupo de H que deja fijo a K se llamard normalizador
de K en H, denotado Ny(K)={he€ H|hKh™' = K}.

(v) En particular, si tenemos el caso en que se tome Ng[K] lo llamaremos
normalizador de K.

Veamos esto tltimo de la siguiente manera: Sea G un grupo y denotemos
con 1 el conjunto de todos los subgrupos de G. Hagamos de ¥ un G-conjunto
haciendo actuar a GG sobre ¥/ por conjugacién, es decir, definamos una accién
a:Gx19— 9 tal quea(g, H) =gHg ' = {ghg'|h € H}.

Sea H un subgrupo de un grupo G. Al subgrupo de isotropia de H bajo
la accién de conjugaciéon, Gy = {g € GlgHg™' = H}, lo llamaremos el
normalizador de H en G y lo denotaremos N¢[H].

Observacion. Sea H < (5. Las siguientes propiedades del normalizador
de H en G son inmediatas:

(i) Sea T' < G tal que H <1 T, entonces, si t € T se tiene que tHt ' = H.
Esto implica que T' C Ng|H].

(ii) Es inmediato notar que H <1 G si, y s6lo si, Ng[H| = G. (Problema
2.7).

2.8 Teorema. Sea X un G-conjunto cona: G x X — X. Siz € X,
entonces el nimero de clases de equivalencia u orbitas es igual al indice de

G, en G, es decir, | Gz |= (G : G,).
Demostracion. Definamos una funcién

w: Gr=0gx) — G/G, dada por
a(g,x) =gr =y — wlalg, ) =wlgr) = gG.
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Veamos que w estd bien definida: supongamos que también a(h,z) =
hx =y para h € G. Luego g = hz , g ' (gx) = g ' (hz) y x = (g7 h)z. Asi,
g the G, hegG,y gG, = hG,.

Ahora veamos que w es inyectiva: si y,z € Gz y w(y) = w(z). Entonces
existen h,k € G tal que a(h,z) = hx =y y a(k,xz) = kx = z, con k € hG,.
Entonces k = hg para alguna g € G, luego z = kx = (hg)x = h(gx) = hx =
y. Por lo tanto, w es inyectiva.

Veamos que w es suprayectiva: sea h(G, una clase lateral izquierda. En-

tonces si hx = y, se tiene que hG, = w(y). Luego w es suprayectiva. Por lo
tanto, | Gz |= (G : G).4

2.8 suele llamarse Teorema de la 6rbita-estabilizador.

2.9 Corolario. Si o(G) es finito, entonces 0o(Og (7)) = 0o(G)/o(G.).
Demostracién. Como o(G) es finito, entonces o(G) = o(Gx)o(G,). 4

2.10 Teorema. Sea G un grupo finito, g € Gy X, = {x € X | gz = z}.
Si n es el nimero de érbitas de X en GG entonces

n= % [X,]o(G)"

geG

Demostracién. Sea r el nimero de parejas (g, x) tales que gxr = z. Hay
| X, | parejas para cada g y | G, | para cada z. Entonces

r=% | Xy|= X |G,
geG reX

Como o(Gz) = (G : G;) = o(G)/o(G,) por el teorema anterior, entonces
o(Gy) = o(G)/o(Gzx). Asi, r = EX(| G|/|Gz]) =G| gx(l/ | Gz |). Pero

1/ | Gz | tiene el mismo valor para toda x en la misma 6rbita y si O denota

cualquier 6rbita, entonces Zo(l /| Gz |) = Eo(l /| O |) = 1. Sustituyendo,
Te S
obtenemos 7 = o(G)n. 4
Sea X un G-conjunto finito bajo una accién a. Sea R = {x1, 2, ...,z }

tal que cada elemento z; esté contenido en una (unica) 6rbita Og(z;), (es
decir, elegimos un elemento de cada una de las r érbitas de tal forma que no
repitamos 6rbitas procurando pasar por todas ellas). A R lo llamaremos un
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sistema de representaciéon de X. Como las érbitas forman una particiéon
de X (pues son clases de equivalencia), tenemos que

X =Y 106l = Y IGrl ()

Usando el Teorema de la orbita-estabilizador, podemos escribir la ecuacién
anterior de la siguiente manera

r

X|=) (G:G.) (%)

i =1

donde para cada = € R tenemos que (G : G,) es el indice del subgrupo de
isotropia de x en G.

Puede que haya érbitas que tengan un solo elemento, es decir, Og(z) =
{a(g,x)|lg € G} = {z}. Sea X¢ = {r € X|a(g,z) = © paratoda ¢ €
G} entonces, X es precisamente la unién de todas las drbitas de un solo
elemento. Sihay s 6rbitas de un solo elemento, podemos reescribir la ecuacién
anterior de la siguiente manera.

r

X=Xl + Y (G:G.) (%)

1= s +1

Hagamos de GG un G-conjunto mediante conjugacion, es decir a : G X G —
G es tal que a(g,) = gyg~'. Sea g € G. Es inmediato notar que el subgrupo
de isotropia de g bajo conjugacién es el centralizador de g, es decir,

Gy ={z € Glgzg " =2} = {z € Glgz = zg} = Ca(y).

Reescribiendo la ecuacién anterior, ahora con la accién de conjugacion,

obtenemos
.

Gl=1Gal+ ) (G:Cglx)

i =5 +1

Finalmente, notemos que G = {¢’ € Gla(g,¢') = g¢'g' = ¢’ para toda g €
G} ={d € Glgg = ¢'g paratoda g € G} = Z(G). Reemplazando en la
ecuacién anterior obtenemos la siguiente ecuacién

T

Gl=1Z2(@)+ Y (G:Calw) (%)

i = s +1
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donde {zsi1,Zs42,...,2,} es un sistema de representaciéon completo fuera
del centro de (G. Las ecuaciones anteriores marcadas con * se llaman ecua-
ciones de clases. A la iltima ecuacién la llamaremos ecuacién de clases
conjugadas.

2.11 Proposicién. Sea X un G-conjunto. La funcién

w: @ — Sy
g = w(g) =o04x) =gz

es un homomorfismo.

Demostracién. Veamos que o, : X — X es efectivamente una per-
mutacién: Si o,(z) = 0,(y), entonces gz = gy. Luego g~ (gz) = g7 (gy) v
(g7*g)x = (979)y. Asi, ex = ey y = y. Por lo tanto, o, es inyectiva.

Como oy(g'z) = g(g7'z) = (997 )a = ex = x, para cada x existe g~ 'z
tal que o,(g~ ) = x. Luego, 0, es suprayectiva. w es un homomorfismo pues

w(gy) = og9(z) =(99)2 = g(g'z) = goy(x)
= 04(04(2)) = w(g)(og(r)) = w(g)w(d)-¢

2.12 Corolario. (Cayley) Si G es un grupo entonces existe un monomor-
fismo G — Sg, es decir, todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta-
ciones. Si GG es un grupo finito de orden n entonces es isomorfo a un subgrupo
de S,,.

Demostracién. Consideremos la accién de G en si mismo mediante
translacién por la izquierda y asf aplicamos la proposicién anterior obteniendo

w: G — S¢ dada por
g — wlg) =o4(x) =gz

Si w(g) = o4(x) = gr = Ig, entonces oy4(x) = gr = x para toda z € G.
Si tomamos x = e entonces ge = e y por lo tanto g = e. Luego, w es un
monomorfismo. Como caso particular, si o(G) = n entonces S = S,,.

Otra redaccién es la siguiente: Propondremos a

H={0,:G— G|z 04(x)= gz, paracada g € G fija}

como candidato a subgrupo de Sg. 04 : G — G es claramente una per-
mutacién de G pues si og4(x) = 04(y) entonces gz = gy y v = y, ademds, si
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x € G entonces o,(g'x) = gg~'r = x. Es inmediato comprobar que H es
un subgrupo de S¢ pues 040 0y(x) = 04(g'x) = g(9'z) = (99")r = 049 ()
para toda x € GG, como o.(r) = ex = x para toda x € G, H contiene a la
permutacion identidad y finalmente, como o404 = 049, 04041 = 0441 = 0,
Y 04104 = 0,41, = 0, tenemos que 0,1 = (0,)"'. Ahora, definamos

h : G — H mediante
g = h(Q) =0y

Como

h(gg')(x) = o4 () = (99")x = g(g'z) = 04(0y(2)) = (0404)(x) = h(g)M(g")

h es un homomorfismo. Si h(g) = h(g’) entonces, en particular, o,(e) =
ge=9g=¢g =ge=oy(e), luego g = ¢ y h es inyectiva. Luego h es un
isomorfismo. ¢

Problemas

2.1 Compruebe que a : Z x R — R dada por (g,x) — a(g,z) = gz es
una accién de Z en R llamada translacién.

2.2 Considere la accién a : H x s(G) — s(G) de un subgrupo H de un
grupo G en el conjunto s(G) consistente de todos los subgrupos de G dada
por (h, K) —— hKh™. Pruebe que hKh~! es un subgrupo de G isomorfo a
K. hKh™! se dice que es un subgrupo conjugado de K.

2.3 Pruebe que para un ciclo de longitud r hay exactamente r notaciones
en forma de ciclo.

2.4 Pruebe que si 0 es una permutacién de S, y en I,, = {1,...,n}, i = j
si, y sélo si 0" (i) = j, para algiin entero r, entonces = es una relacién de
equivalencia en I,,.

2.5 Definimos el signo de una permutacién o € S,, como

_qq. 9U) —o(i)
sg(o) =11, P

Pruebe que si 0’ es otra permutacion, entonces sg(o’oo) = sg(o’)sg(o) y que
si T es una transposicién, entonces sg(7) = —1. Diremos que una permutacion
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es par o impar si su signo es 1 o —1 respectivamente. Concluya quesin > 1,
el conjunto de las permutaciones pares de I, forman un subgrupo A, de S,
llamado grupo alternante de grado n.

2.6 Defina un homomorfismo h : S,, — {1, —1} dado por h(o) igual a
1sioespary —1 si o esimpar. Pruebe que A, es el niicleo de h, y por lo
tanto un subgrupo normal de S, tal que o(4,) = %'

2.7 (i) Sea H < G, T < G tal que H < T.Pruebe que si t € T, entonces
tHt~' = H; lo que implica que T' C Ng[H].

(ii) Pruebe que H <1 G si, y sélo si, Ng[H] = G.
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I11.3 Grupos Libres

Considérese el producto cartesiano A = X X Z; donde X denota cualquier
conjunto y Zs = {—1,1}. Para cada elemento x de X usaremos las notacién
' = (z,1) y 7! = (2,—1). Consideremos el conjunto K de todas las
sucesiones finitas de elementos con repeticién del conjunto A. Definamos

una operacién binaria en K

KxK — K
((Ilw"axr)?(y1>"'ay8)) = (Ilw"axr?yla'“?yS)

Llamaremos alfabeto a los elementos de A, y palabras a los elementos
de K, los cuales son productos formales de elementos de A.

3.1 Ejemplo. Témese X = {1, x2,23,24}. Las siguientes expresiones
1.1 1 1,1, 1,11 gl

son palabras: zizy wioy el ey el oy et ety telale ) play

Diremos que una palabra estd reducida si para todo elemento x de X,
2! nunca estd junto a 7! o viceversa. Sea L el conjunto de todas las palabras
reducidas de K y adjuntémosle la palabra vacia (la cual no estd en K') misma
que denotaremos con 1.

Ahora definamos una operacién binaria en L con las siguientes condi-
ciones: si alguno de los elementos x 6 y es 1 entonces su producto es z 6 vy,
de otra manera su producto es una palabra reducida zy. Se puede comprobar
que esta operacién binaria proporciona a L una estructura de grupo.

3.2 Definicién. Un grupo libre en el conjunto X es una pareja (L, f)
donde L es un grupo y f : X — L es una funcién tal que, para cualquier
funcién g : X — G, G un grupo cualquiera, existe un homomorfismo tinico
h : L — G tal que el siguiente tridngulo es conmutativo:

f

X—=1L

N

&



86  Capitulo I1I. Grupos Libres, Producto Tensorial y Teoremas de Sylow

Definamos una funcién f : X — L mediante f(z) = 2! € L. Supon-
gamos que g : X — G es cualquier funcién de X en un grupo G. Definamos
una funcién h : L — G mediante

h(k) = eg sik esla palabra vacia
hk) = gla)mg(ws)™ - glan)™ sik =2l al? . g
pararn, = +1,1<i<n

Es fécil comprobar que h es un homomorfismo de grupos tal que ho f =
g. Adn més, si ' : L. — G es otro homomorfismo de grupos tal que

h' o f = g. Entonces para la palabra k = z'z5?---z," tendriamos que

W (k) = ()b ()" - W (2n)™ = g(21)"g(22)" - - g(an)™. Luego h =
h'. Asi es que tenemos el siguiente

3.3 Teorema. Para cualquier conjunto X siempre existe un grupo libre
en X.¢

Considérese un grupo libre en el conjunto X denotado (L, f), donde f :

X — L es una funcién. Veamos que dicha funcién f es inyectiva: Supong-

amos que x,y € X con x # y. Consideremos un grupo Gy g : X — G una

funcién tal que g(z) # g(y). Como h(f(z)) = g(x) # g(y) = h(f(y)) se tiene

que f(z) # f(y). Adn més, veamos que f(X) genera L: sea H el subgrupo

de L generado por f(X). Entonces f define una funcién g : X — H con

iog = f donde i denota la inclusién de H en L. Como L es libre, existe un
homomorfismo h : L — H tal que ho f = g.

W

_ 4\

Considere el diagrama

f
X ——=1L

\
\"*l #I, e

H

Esclaroque Io f = f,yioho f =i0og = f. Por la unicidad, ioh = .
Luego, i debe ser suprayectiva. Asi, H = Ly f(X) genera L.
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Supongamos que (L', g) es otro grupo libre en el mismo conjunto X que
L. Entonces podemos considerar el siguiente diagrama:

150
N

L

Aqui, como L es libre, existe un homomorfismo tinico h tal que g = ho f y
como también L’ es libre, existe un homomorfismo tnico b’ tal que f = h'og.

Por la unicidad, I, = h' o h. Anédlogamente podemos considerar el diagrama
q

i

JI'__ ’

y obtener que I, = hoh'. Luego, L = L'. Podemos resumir lo anterior en
el siguiente

3.4 Teorema. Sea (L, f) un grupo libre en X. Entonces [ es inyectiva
y f(X) genera L. Adn més, (L, f) es tnico salvo isomorfismo. 4

Obsérvese que cada conjunto X determina un tnico grupo libre. Como
f es inyectiva identificaremos X con su imagen y f(X) es un subconjunto
generador de L. Podemos decir que toda funcién g : X — G se extiende
a un homomorfismo tnico h : L — G. Llamaremos a L grupo libre
generado por los elementos del conjunto X. Observe que todo grupo
libre es infinito.

Sea G cualquier grupo. Podemos escoger un subconjunto X de G que
genere a (G. Siempre se puede, pues podriamos escoger X = (G. Consideremos
el grupo libre generado por X. Entonces la funcién de inclusién g : X — G
se extiende a un homomorfismo h : . — G. h es suprayectiva puesto que X
genera Gy X = g(X) C h(L). Si N es el nicleo de h, por el primer teorema
del isomorfismo, G = L/N. Podemos resumir esto en el siguiente
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3.5 Teorema. Cualquier grupo es isomorfo al cociente de un grupo
libre. ¢

Denotemos con R el conjunto de generadores del subgrupo N del grupo
libre L. Como el grupo L estd totalmente determinado por el conjunto X y
el subgrupo normal N lo estd por el conjunto R, el grupo G = L/N puede
definirse dando un conjunto cuyos elementos los llamaremos generadores
de G y mediante un conjunto R cuyos elementos los llamaremos relaciones
que definen G.

Consideremos una palabra reducida k = z]'z5?---z2" # 1, es decir,
un elemento de R tal que si N no es el subgrupo trivial omitimos el 1 del
conjunto R. Como k € N, representa el elemento de identidad en el cociente.
Lo denotaremos mediante la expresién zj'zy? - - - x," = 1.

Diremos que los conjuntos X y R dan una presentacién (X | R) del
grupo G = L/N. Puede haber presentaciones diferentes de un mismo grupo.
En tal caso las llamaremos, presentaciones isomorfas.

3.6 Ejemplo. El grupo diedro D, n > 2, es el grupo de orden 2n
1

generado por dos elementos, a y b con relaciones a® = 1,b> = 1y bab = a .

3.7 Ejemplo. (z | ) es una presentacién del grupo libre Z. Esto es, un
generador, pero ninguna relacién. De aquf el término libre, es decir, libre de
relaciones.

3.8 Ejemplo. (z | 2" = e) es una presentacién del grupo ciclico Z,.

3.9 Definicién. Un grupo abeliano libre en el conjunto X es una pareja
(L, f) donde L es un grupo abeliano y f : X — L es una funcién tal
que, para cualquier funcién g : X — G, G un grupo abeliano cualquiera,
existe un homomorfismo tnico h : L — G tal que el siguiente tridngulo es

conmutativo:
f

X ——=L
\ l“
G

Los siguientes dos teoremas se prueban exactamente como los correspon-
dientes a grupos libres:
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3.10 Teorema. Sea (L, f) un grupo abeliano libre en X. Entonces f es
inyectiva y f(X) genera L. Atn mds, (L, f) es tinico salvo isomorfismo.4

3.11 Teorema. Cualquier grupo abeliano es isomorfo al cociente de un
grupo abeliano libre. ¢

3.12 Teorema. Para cualquier conjunto X siempre existe un grupo
abeliano libre en X.

Demostracién. Sea (K,i : X — K) un grupo libre en un conjunto
X. Considérese el grupo cociente L = K/K’'donde K’ denota el subrupo
conmutador y la proyeccién a dicho cociente p : K — K/K'. Veamos que
(L, f) es un grupo abeliano libre en X, f = poi.

Sea g : X — G cualquier funcién de X en un grupo abeliano G. Como K
es un grupo libre en X, existe un homomorfismo £k : K — G tal que kot = g.
Como G es un grupo abeliano, k£ envia el subgrupo conmutador K’ de K
al elemento 0 de GG. Luego, k induce un homomorfismo h : L — G tal que
hop=k. Luego hopoi = ko= g. La unicidad es inmediata y la dejamos
€omo un ejercicio. 4

Como la funcién f = p ot es inyectiva, podemos identificar X con su
imagen f(X) en L. Asi, X es un subconjunto de L que genera a L misma.
Decimos que la funcién g se extiende a un homomorfismo tnico h y lla-
mamos a L el grupo abeliano libre generado por (los elementos) del
conjunto X. Diremos que un grupo cualquiera G' es un grupo abeliano
libre, si es isomorfo a un grupo abeliano libre L generado por un conjunto
X.Si ff: L - G y denotamos con [ la restriccion de f a X, entonces
(G, f) es un grupo abeliano libre en el conjunto X. Llamaremos base del
grupo abeliano libre G a la imagen f(X). Es claro que toda funcién
g: f(X)— H donde H es cualquier grupo abeliano se extiende a un homo-
morfismo unico h : G — H. (Problema 3.3).

3.13 Ejemplo. Considere el grupo que consiste de la suma directa de n
copias de Z. Entonces (1,0, ...,0), (0,1,0,...0),..., (0,...,0,1) es una base de
dicho grupo abeliano libre. El grupo de los enteros médulo n no es abeliano
libre.

Problemas

3.1 Sea L el conjunto de todas las palabras reducidas de K y adjunté-
mosle la palabra vacfa (la cual no estd en K) misma que denotaremos con
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1. Definamos una operacién binaria en L con las siguientes condiciones: si
alguno de los elementos = 6 y es 1 entonces su producto es = 6 y, de otra
manera su producto es una palabra reducida zy. Pruebe que esta operacion
binaria proporciona una estructura de grupo a L.

3.2 Considere la funcién h : L — G definida mediante

h(k) = eg sik esla palabra vacia
k) = gla)mg(ws)™ - glan)™ sik =alal? . g
paran; = x1,1<i<n

Compruebe que h es un homomorfismo de grupos tal que ho f = g en el
contexto del Teorema 3.3.

3.3 Diremos que un grupo cualquiera G' es un grupo abeliano libre,
si es isomorfo a un grupo abeliano libre L generado por un conjunto X. Si
f'+ L — G y denotamos con f la restriccién de f’ a X, entonces (G, f)
es un grupo abeliano libre en el conjunto X. Llamaremos base del grupo
abeliano libre G a la imagen f(X). Pruebe que toda funcién g : f(X) — H
donde H es cualquier grupo abeliano se extiende a un homomorfismo tinico
h:G— H.

3.4 Decimos que un grupo abeliano libre es de rango finito o infinito
si posee una base finita o infinita respectivamente. Pruebe que si una base
es finita con n elementos (infinita), entonces cualquier otra base es también
finita con n elementos (infinita).

3.5 Sean L y L' grupos abelianos libres isomorfos generados por X y X’
respectivamente. Pruebe que si X consiste de un nimero finito de elementos,
entonces X’ consiste del mismo numero de elementos.

3.6 Sea {G,};cx una familia de grupos abelianos indizados por el con-
junto X con cada G; 2 Z,j € X. Defina L = {a: X — Z | a(j) = 0 para
casi toda j € X} junto con una operacién binaria dada por (a + (3)(j) =
alj)+A(j) j € X.

(i) Pruebe que L es un grupo abeliano.

(ii) Defina f : X — L mediante j — f(j)(i) = 1 sii = 5,0 si i # J.
Pruebe que (L, f) es un grupo abeliano libre en X.

(iii) Pruebe que > . G, = (L, f).

jEX
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(iv) Concluya que un grupo abeliano es de rango m si, y sélo si, es isomorfo
a la suma directa de m grupos ciclicos infinitos.



92  Capitulo I1I. Grupos Libres, Producto Tensorial y Teoremas de Sylow

II1.4 Producto Tensorial

Definiremos un grupo abeliano en el cual solamente se tienen relaciones bia-
ditivas.

4.1 Definicién. Sean X y Y grupos abelianos. El producto tensorial
de X y Y es la pareja (T, f), donde T es un grupo abelianoy f: X xY — T
es una funcién biaditiva, tal que si, G es un grupo abelianoy g: X xY — G
es biaditiva, entonces existe una homomorfismo tnico h: T" — G tal que

g=nhof.

La condicién g = h o f se puede representar mediante el diagrama
i

X xY T i
\ [f.'

g
[

La definicién anterior nos dice que cualquier funcién biaditiva g: X XY — G
puede expresarse en términos de f: X X Y — T como g(z,y) = h(f(x,y))
para un homomorfismo tnico h: T — G.

Veamos a continuacién que, si existe, el producto tensorial de dos grupos
abelianos es unico. Es decir, dados dos productos tensoriales (T, f) y (1", )
de X y Y existe un isomorfismo entre 7'y T". Esto es inmediato, pues, por ser
T un producto tensorial, existe h: T — T" tal que f' = ho f. Andlogamente,
como T" es un producto tensorial, existe h': T — T tal que f = h' o f'.
Consideremos los siguientes diagramas

/
F |
i

T
)

A

!

#

XxY g |

l .
N
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Por ser T" un producto tensorial, como 17: T — T es tal que 1y 0 f = f
se tiene que también que h' o h o f = f. Luego, por la unicidad, tenemos
que h' o h = 17. De manera semejante, por ser 7" un producto tensorial,
como lp:T" — T es tal que 17 o f' = [ y también ho h' o f' = f/, se
tiene, por unicidad, que h o b’ = 1. Por lo tanto, h es un isomorfismo.
Entonces podemos hablar de el producto tensorial 7" de X y Y, denotado
conT'=X ®Y o simplemente X ® Y.

Ahora veamos que, dados dos grupos abelianos, siempre existe su pro-
ducto tensorial.

4.2 Proposiciéon. Sean X y Y grupos abelianos. Entonces existe un
grupo abeliano 7" que cumple la definicién anterior.

Demostracién. Sea L el grupo abeliano libre con base X x Y y sea G
el subgrupo de L generado por los elementos de la forma (z+2',y) — (z,y) —
(@) y (x,y+vy) — (z,y) — (z,9) donde z,2" € X y y,y' € Y. Definamos
X®Y =T = L/G. Denotemos con x ® y la clase lateral (z,y) + G. Es
inmediato comprobar que f: X XY — X ® Y, dado por f(z,y) =z ®y
es biaditiva, (Problema 4.1). Veamos que que X ® Y es, efectivamente, un
producto tensorial. Sea G’ un grupo abeliano cualquiera. Consideremos el
triangulo ) i

XxY ——=1L

\x ] hr
G.r

donde g es biaditiva. Como L es libre con base X x Y, existe un homo-
morfismo h': L — G tal que g = b/ o f. Es fécil ver que A’ se anula en los
elementos gene-radores de G. Por lo tanto, G C ker &/, e induce un homo-
morfismo h: L/G — G’ tal que el siguiente tridngulo conmuta:

xxY—LrL/6—xeY
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Es facil comprobar que h es tinica (Problema 4.1).4

Para cadaxz € X yy € Y, el elemento f(z,y) lo escribiremos en la forma
r ® y. Es facil comprobar (Problema 4.2) que f(X x Y') genera el producto
tensorial 7', el cual denotamos X ®Y. De manera que cada elemento de X QY
se puede escribir en la forma > . Ni(z; @ y;) con \; € Z, x; € X, y; € Y.
Esta expresion no es tinica pues se pueden escoger diferentes representantes
de una clase lateral. Debido a lo anterior, podemos alternativamente definir
X ®Y como el grupo abeliano generado por todos los simbolos z @y, © € X,
y € Y, sujeto a las relaciones

(:r1+x2)®y = 1 QU+ T2y
x®(y1+y2) = QU1+ TR Y2

Esta expresion no es tnica pues de la biaditividad de f se tiene que

(T1+22) @y = (110Y) + (12©y)

T® @ t+y) = (@y)+ (@)
donde z1,x9,x € X y y1,y2,y € Y. Como caso particular se tiene que,
para A € Z,(Az) @ y = Mz ®y) = 2 ® (A\y). Si A = —1 se tiene que

(—r)@y=—(2Qy) =2 (—y) ysi A =0se tiene que 0@y =0=20.
Por lo tanto, cualquier elemento de X ® Y puede escribirse en la forma

r

> @@y

i=1
donde z; € X, y; € Y.

La funcién biaditiva f se llama funcién biaditiva universal (cualquier
otra funcién biaditiva g: X X Y — G se obtiene de f). Decimos que debido
a la propiedad universal, el grupo abeliano X ® Y estd determinado en forma
Unica salvo isomorfismo.

Sean ¢: X' — X, ¥: Y' — Y homomorfismos de grupos abelianos y
ox: X'xY' - X xY

dado por
(o x ) (x,y) = (p(x), ¥ (y))-
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Sean f: X' xY' - X' ®Y' yg: X XY — X ®Y las funciones biaditivas
respectivas. Consideremos la funcién biaditiva

go(pxY): X' xY' - XQY.
Como X' ® Y” es el producto tensorial, existe un homomorfismo tnico
h: X'V - XY
que denotaremos con ¢ ® 1) tal que el siguiente diagrama conmuta:
Xxy L xey

goXl/Jl lq)@lﬁ
XxY 4L X@Y

ie.,
(p@v)o flz,y) =go(px)(z,y);(v,y) € X' x Y.
Luego
(p@P)(z@y) =v(@)@Yy),re X yeY'
Como consecuencia de la unicidad de ¢ ®1) tenemos que si X' —— X LN

X"yY' v Y% Y7 son homomorfismos de grupos abelianos, entonces

(P op)@ W o) = (¢ @¢)o(p@y).
En particular, las siguientes proposiciones son inmediatas.

4.3 Proposicién. Sean ¢: Y’ — Y y ¢': Y — Y” homomorfismos de
grupos abelianos y X un grupo abeliano. Entonces

(i) sily: X - X yly: Y — Y son los homomorfismos de identidad
entonces 1y ® 1y es la identidad de X ® Y, y

(i) Iy ®¢) o (Iy ®¢) = (Lx @ (¥ 0 1)) 4

Podemos escribir éstas afirmaciones en el siguiente diagrama:

Y’ X @1
L\ !
1y ¥ I| 2l ey Iy@ly [ X &1 | 12 @{u" cah
i '\-._?.- |
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Andlogamente tenemos la siguiente

4.4 Proposicién. Sean ¢: X' — X y ¢': X — X” homomorfismos de
grupos abelianos y Y un grupo abeliano. Entonces

(i)sily: X — Xy ly: Y — Y son los homomorfismos de identidad,
entonces 1y ® 1y es la identidad de X ® Y, y

(i) (P @1y)o(p@1y) = ((¢'op) @ 1y).4

Podemos escribir éstas afirmaciones en el siguiente diagrama:

X' X'®Y
=‘L \\ ~.~':—>1a-l \
b
X \ng';-; 1x &1y -;;_‘{ &Y ::;‘ wi@ly

L

|/ on|

xw X

Se tiene el siguiente resultado acerca del producto tensorial de una suma
directa de grupos abelianos:

4.5 Proposicién. (i) Sean X y Y grupos abelianos con ¥ = > Y.
iel
Entonces

X@(Q Y)=) (Xoy)
i€l iel
(ii) Sean X y Y grupos abelianos y X = > X;. Entonces
il
O x)ey=> (X;0Y)
i€l iel
Demostracion. Sea g: X x (3Y;) — > (X @ Y;) dada por g(z, (y;)) =
il il
(x ® y;). Es facil comprobar que g es biaditiva. Luego, existe

X () V)= (XeY)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Xx (1) L, Xe( )
1< ] el
b

|

Z (X ®Y;)
ic!
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Sea ¢,;: X ®Y; — X ® (3Y;) dada por ¢,(z @ y;) = = ® 1y,(y;) donde
i€l
ty;: Y; — > Y; es la inclusién. Luego, por la propiedad universal de la suma
i€l
directa, existe un homomorfismo tnico

Py (XaY) = Xo () V)
i€l iel
tal que si txgy;: X ®Y; — > (X ®Y;) es la inclusién entonces ¢; = @ oixgy;,
i€l
es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i €
Xa(d, ¥y
icl]

XaY — 2(XaY;)

iel

Es facil comprobar que ¢ o h = lxg(sy,) ¥y que hoyp = lg,_,(xev). La
el
demostracion de (ii) es andloga.4

< s N Q: Y ' .
4.6 Proposicién. (i) SiY’— Y — Y es una sucesién exacta de grupos
abelianos y X un grupo abeliano, entonces

XV " xeoy X x oy 0

/

., . . ¥ ¥ ‘.
es una sucesién exacta. (ii) Si X’ = X — X” es una sucesién exacta de
grupos abelianos y Y un grupo abeliano, entonces

XaY® M xov 2 X" oYy —0

es una sucesion exacta.

Demostracién. (i) Veamos que 1y ® ' es un epimorfismo: sea t” =
S ey!) e XYY", ;€ X, y/ € Y. Como ¢’ es un epimorfismo, existe
y; € Y tal que ¢'(y;) = y! para toda i. Luego,

(Ix @O (z @) = > (z:@y)).

Como
(Ix @¢)(1x ®9) = (1x @) =1x ®0=0
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se tiene que im(1y ® ¥) C ker(lx ® ¢'). Resta unicamente comprobar que
(1x @ ¢) D ker(lx ®¢'), lo cual dejamos al lector, asi como la parte (ii).4

A continuacién estableceremos algunas propiedades del producto ten-
sorial.

4.7 Proposiciéon. Sea Y un grupo abeliano. Entonces Y ® Z = Y =
ZRY.

Demostraciéon. Sea ¢: Y x Z — Y la funcién biaditiva dada por
gy, A\) = My, A € Z, y € Y. Entonces existe una homomorfismo tinico
h:Y ®Z —Y tal que ho f = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

y xZ—1s

S

b;

La funcién biaditiva g es suprayectiva pues g(y,1) = 1-y = y. Como hof =g
entonces h es suprayectiva.

Veamos que h es inyectiva: sea © € Y ® Z. Entonces existen elementos
{yi}, en Y y {\}7, en Z tales que z es de la forma Y.  (y; ® );) para
yi € Y, \; € Z. Pero

n n

T = Z(yz ®N\i) = Z()\zyz ®1) = (Z)\i%) ®l=y®l.

i=1 i=1 i=1

Luego
h(z)=hy®1) =h(f(y, 1)) =gy, 1) =1-y=v.

Si h(y ® 1) = 0 entonces y = 0 y por lo tanto = = y ® 1 = 0. Asi, h es
inyectivo. Dejamos al lector probar que Y = Z ® Y (Problema 4.5).4

El resultado 4.6 es lo mejor que podemos obtener. Por ejemplo, si con-
sideramos la sucesién exacta

2.
757 —17)2

donde 2. denota la multiplicaciéon por dos, al hacer el producto tensorial
con Y = 7Z/2 obtenemos

ZRLI225TRTL)2 > 7)2R )2
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la cual es equivalente a
7)2 25 7)2 — 7,)2

pero 2, no es inyectivo.
4.8 Proposicion. Sean XY, Z grupos abelianos. Entonces
(XRY)Z2Xe(YR2)2XRY®Z
Demostracién. Consideremos la funcién biaditiva
X XY -XY®Z
dada por ¢"(z,y) = z®@y®w paraw € Z fija, la cual induce un homomorfismo

hp: XQY - XQY R 7

tal que
ho(t®@y) =Ry w.
Sea
G (XQY)XxZ—-XRY®Z
dada por

g(t,w) = hy(t).

g es biaditiva y por lo tanto induce un homomorfismo
h: ( X@Y)®Z —-XY®Z

tal que
Az @y)@w) =28y w.

Construyamos ahora una funcién
M XY®RZ—(XQY)®Z

tal que ' o h = 1(xgv)gz Yy ho ' = lxgyez. Para construir A’ considere la
funcién

J X XY XZ—(XQY)®Z

dada por
g (zyw)=(x0y) Qw.
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g’ es biaditiva, luego induce un homomorfismo
M XY®RZ—(XQY)®Z

tal que

Wzoyow)=(rQy) w.
Es inmediato comprobar que h' o h = 1(xgy)gz y que ho h' = 1xgygz ¥y, por
lo tanto, h y A’ son isomorfismos. La demostracién de que X ® (Y ® Z) &
X ®Y ® Z es andloga. ¢

Problemas

4.1 Pruebe que en la Proposicién 4.2 f: X xY — X ® Y, dado por
f(z,y) = z ®y es biaditiva, h' se anula en los elementos generadores de G y
h es tnica.

4.2 Verifique que f(X X Y) genera a X ® Y. (Sugerencia: defina un
homomorfismo 7: X x Y — X ® Y y utilice la unicidad para mostrar que ¢
es suprayectiva.)

4.3 Sea g: X x (DY) — > (X ®Y;) dada por g(z, (y;)) = (r®y;) como
i€l i€l
en la Proposicién 4.5. Compruebe que g es biaditiva. También compruebe

que poh = lxg(sy) y que hoy = lg,_,(xey;)- Realice la demostracién de
i€l

la parte (ii).

4.4 En la Proposicién 4.6 compruebe que (1y ® ¢) D ker(1x ® '), asf
como la parte (ii).

4.5 Pruebe que Y 2 Z X Y.
4.6 Pruebe que X @Y =Y ® X.
4.7 Pruebe que X @ (Y  Z) 2 X RY ® Z.

!

. ¢ @ .
4.8 Pruebe que si X’ — X — X" es una sucesién exacta de grupos
abelianos que se escinde y Y un grupo abeliano, entonces

0 XY Y Xy 2 X"gy —0

es una sucesion exacta que se escinde.
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II11.5 Teoremas de Sylow

Los teoremas de Sylow nos proporcionan informaciéon importante acerca de
los grupos finitos no conmutativos. Nos dicen, entre otras cosas, que si la
potencia de un primo divide al orden de un grupo, este posee un subgrupo
con ese orden. En esta seccién, p; denotard un nimero primo.

5.1 Teorema. Sea G un grupo abeliano finito tal que |G| = pi*p3® ... p*
donde p; # p; para i # j y n;, > 0. Entonces

G= Spl(G) X Sp2(G) XKoo X Spk(G)

donde S,,(G) = {z € G|o(x) es una potencia de p;} v |Sy,(G)| = p}.

Demostracién. La demostracién es por induccién sobre el niimero de
primos distintos en los que se factoriza el orden de G. Si |G| = pi*, por
definicién, Sy, (G) C G. Sea g € G. Sabemos que o(g)||G| = pi* lo que
implica que g € S,,(G). Luego G = S, (G).

Supongamos que |G| = p*ph?...p*. Es claro que m = p{*ph?...p*
y n = pp* son primos relativos. Por la Proposicién 11.4.5, G = H x S, (G),
donde H = {z € Glo(z)|m} y |H| = m. Por hipétesis de induccién

H=S,(G)xS,(G)x--x8§

Pr—1

(G)
y, por lo tanto,

G =5, (G) X Spy(G) x - x S, (G). 4

Observe que, por el teorema anterior, |S,, (G)| = p}.

5.2 Teorema. Sea |G| = n y p un primo tal que p*|n donde k € N.
Entonces existe un subgrupo H de G tal que |H| = p*.
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Demostracién. La demostracién la haremos por induccién sobre el
orden de G. El caso |G| =1 es trivial. Si |G| = 2 el dnico primo que divide
a |G| es 2, por lo tanto H = G es el subgrupo de orden p' = 2.

Sea Z = Z(Q) el centro de G. Tenemos dos casos: p||Z| o p1|Z|.

Sip||Z|, como Z es abeliano, entonces, por el teorema anterior, |S,(Z)| =
p' para alguna t € N. Como Z es abeliano y S5,(Z) es un subgrupo de Z,
tenemos que S,(Z) < G. Observe que |G/S,(Z)| = |G|/15,(2)| = |G| /p" <
|G|.

Hay dos posibilidades: Si p* > p' : entonces como pF|n, tenemos que
p* |G| /pt = |G/Sy(Z)|. Luego, por induccién, G/S,(Z) tiene un subgrupo
H' de orden p*~*. Asf que existe H < G tal que H/S,(Z) = H' lo que implica
que |H| = p*~'p" = p".

Por otro lado, si p* < p'. En este caso p*||S,(Z)|, y por 11.2.13, S,(Z)
tiene un subgrupo H de orden p*. H también es un subgrupo de G.

Para el caso en que p 1 |Z|, la ecuacién de clases conjugadas nos dice
que |G| = |Z| + ), cg(G : Cg(r)) donde R es un sistema de representacién
completo fuera del centro de G. Como p { |Z|, debe de haber un r" tal que
p1(G: Cq(r")). Como p¥||G|y pt (G : Cq(r')) entonces es inmediato notar
que p*||Cs(r")|. Sabemos también que r’ estd fuera del centro de G luego
Ca(r') # G. Esto implica que |Cg(r')| < |G|. Por lo tanto, por hipétesis de
induccién Cg(r') tiene un subgrupo H de orden p*.4

El siguiente corolario es inmediato del teorema anterior.

5.3 Corolario. (Teorema de Cauchy) Si un nimero primo p divide
al orden de un grupo finito o(G), entonces G tiene un elemento de orden p y
por ende un subgrupo de orden p.

Demostracién. Por el teorema anterior G tiene un subgrupo H de orden
p. Como p es primo, H es ciclico (I1.2.10). Luego existe un elemento h que
lo genera. Por lo tanto h es de orden p .4

5.4 Definicién. Un grupo G se dice que es un p-grupo (p un nimero
primo), si todos los elementos de G tienen por orden una potencia de p y
diremos que P es un p-subgrupo de Sylow de G si P es un p-subgrupo
méximo de G, es decir, si K es un p-grupo tal que P < K < (G entonces
P=K.

Es decir, P es un p-subgrupo de Sylow de G si o(P) es la mayor potencia
de p que divide a o(G).
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5.5 Proposicién. Sea G un grupo finito. G es un p-grupo si, y sélo si,
|G| = p® para alguna s € N.

Demostracién. Si G es un p-grupo y ¢ un primo distinto de p tal que
q||G], por el Teorema de Cauchy, G tiene un elemento de orden ¢ lo cual
contradice que G sea un p-grupo. Por lo tanto |G| = p*. Si |G| = p® para
alguna s € N| y g € G, entonces, el orden de g divide a |G| = p®. Luego, el
orden de g es una potencia de p y por lo tanto G es un p-grupo.4

Observaciones:

1) Todo subgrupo de un p-grupo es un p-grupo.

2) 5.2 nos asegura que siempre existe al menos un p-subgrupo de Sylow.

3) Si G es un grupo abeliano finito tal que p||G| entonces, por 5.1, es
inmediato notar que G tiene un tnico p-subgrupo de Sylow S,(G).

4) Si H y K son p-subgrupos de G con H <1 G o K < G, entonces, por
el Segundo Teorema de Isomorfismo, H K también es un p-subgrupo de G.

5) Si G es un p-grupo y H < G, entonces (G : H) = p* con k € {0} UN.

5.6 Lema. Sea GG un grupo finito, p un primo que divide al orden de G
y S < G un p-subgrupo de Sylow de GG. Si H < G es un p-subgrupo de G
tal que H C Ng[S] entonces H C S.

Demostracién. Como Ng[S] contiene tanto a S como a H, podemos
trabajar ahi. Sabemos que S <1 Ng[S] y, por las observaciones anteriores,
SH es un p-grupo. Luego, como S C SH y S es un p-subgrupo de Sylow,
tenemos que S = SH. Por lo tanto, H C S.4¢

5.7 Lema. Sea (G un grupo finito de orden p*m donde p es primo y p  m.
Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Si T' es otro p-subgrupo de Sylow de G
entonces, 7'y S son conjugados, es decir, existe g € G tal que gSg~! = T.

Demostraciéon. Sea ® el conjunto de todos los subgrupos de G. Ha-
gamos de ® un G-conjunto por conjugacion, es decir, la acciéna : Gx P — P
estal que a(g, H) = gHg™'. Consideremos H € ® y notemos que el subgrupo
de isotropia de H es el normalizador de H en G, pues

Gu ={g € Glalg,H) = H} ={g € GlgHg™" = H} = Ng|H].
Por el Teorema 2.8, sabemos que,

Oc(H)| = (G : Gu) = (G : No[H]) = |G/Na[H]| = |G|/|Nc[H]|
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Como S es un p-subgrupo de Sylow, entonces |S| = p*.y S < Ng[S].
Luego p*||Ng[S]|, es decir |[Ng[S]| = p*n para alguna n € N. Entonces

0a(8)| = |G|/IN[S]| = p"m/p*n = m/n

donde m/n no tiene a p como factor, es decir, pt |Og(5)].

Sea T otro p-subgrupo de Sylow de G. Es fcil ver que la accién a :
T x Og(S) — Og(S) dada por @ (t, H) = tHt ™" estd bien definida y hace de
O¢(S) un T-conjunto. Utilizando las ecuaciones de clases de II1.2, tenemos
que

Oa(S)| = > (T : Tw)
W eQ

donde (2 es un sistema de representacién de Og(.S). Como T es un p-subgrupo
de Sylow tenemos que (T : Ty) = p*W, para sy € {0} UN. Como por
hipétesis, p 1 |Og(S)| entonces p 1 (T : Ty,+) para alguna W' € Q. Esto
puede suceder solamente cuando (T : Ty,) = p*v’ = p® = 1, lo que implica
que T' = Ty

Sabemos que W' € O¢(S), entonces W' = gSg~' para alguna g € G,
en particular, |[W'| = |gSg~'| = |S| = p*. Entonces W' es un p-subgrupo
de Sylow de G. Luego T = Ty,. Asf tW't~! = W' para toda t € T.
Claramente esto implica que " C Ng[W']. Por el lema anterior, como W'
es un p-subgrupo de Sylow, tenemos que T C W'. Por lo tanto, como T
también es un p-subgrupo de Sylow. Entonces, T = W' = ¢gSg¢~', es decir,
T y S son conjugados.4

Obsérvese que, si T es un p-subgrupo de Sylow de G entonces g7'g~* es un
p-subgrupo de Sylow para toda g € G pues |T| = |¢Tg~}|. Esta observacién
junto con el lema anterior son de gran importancia para entender cudles
son los p-subgrupos de Sylow de un grupo pues nos dice que solamente es
necesario encontrar uno y todos los demés son conjugados de él. Veamos un
ejemplo.

5.8 Ejemplo. Consideremos el grupo simétrico S,,. Dicho grupo consta
de las permutaciones de un conjunto C' de cardinalidad n. Como el grupo
simétrico es independiente del conjunto C' (pues la tnica caracteristica es que
tenga n elementos), consideraremos para este ejemplo a 5,2 como el conjunto
de permutaciones de Z, X Z,.

Consideremos los siguientes elementos de S:.

a(i,j) = (i +1,j)
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befi, ) = {(i,j+1) sik:i}

(1, 7) ik #i
Es facil notar que a, by, by, . .., b,—1 son permutaciones y que son elemen-
tos de orden p. También es inmediato notar que los elementos by, ..., b,—1

conmutan entre si. Si se colocan los elementos de Z, x Z, en una tabla, se
puede pensar que a es la permutacién ciclica de renglones, mientras que by
es la permutacion ciclica del renglén k. Denotemos con G al subgrupo de S,
generado por {a, by, ...,b,_1} y con A, By, By, ... B, los subgrupos ciclicos
(de orden p) generados por los elementos a, by, . . ., b, respectivamente. Sea
B el producto B = By X By X --- x B,_1. Como Bj, es abeliano para cada k,
el grupo B también es abeliano.

Veamos que existe una cierta conmutatividad entre a y bg, b1, ...,bp—1.
Sea (I,m) € Z, x Z,

abija ' (I,m) = ab;(l —1,m)
all—=1,m+1)sii=1-1

{ a(l —=1,m)sii#1—1 }

(Ibm+1)sii+1=1

{ (lm)sii+1#1 }

= bi(l,m)

Llamaremos a lo anterior, la regla de conmutacién. Esta regla se puede
escribir también como b;a = ab;_;. La notacién de los indices, al igual que la
notacion de los exponentes de los elementos a, by, . .., b,—1 es médulo p.

Sea g € G, como G estd generado por el conjunto C' = {a, by, ...,b,_1}, g
se puede escribir como un producto de potencias de elementos de C'. Sabe-
mos que los elementos by, ...,b,—1 conmutan y ademds, por la regla de la
conmutacién, es facil ver que g se puede escribir de la siguiente forma

g=a'by...b

Dicha forma ademds, es unica (siempre que los exponentes sean menores
que p) pues si

r !
17O Tp—1 __ 1 3T Tp—1
aby’ .0y =a" by ...b,"
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entonces,

/ / /
a”mt = bTO*TO Tp—17Tp—1
— Vg “ e p—l

Observemos que, por las definiciones de a y de by en el producto
ByB:...B,1
no hay ningin elemento de A excepto la identidad de S, es decir
ANByB; ... By_1 = {e}.

’
!

’ i
_ Ta—"T T 1" Tp—1 . _
Entonces a’~" =by °...b/ "7 =ey en particular a"" =e.
/ / ’ ’ /
s pTo™ T Tp—17Tp—1 ro—T ry—r Tp—1—T,_ ..
Siby ...b ) " =eentonces, by " =0by' "...b/ "y similar-

I
’I”Of’l“o

mente es facil notar que By N B1Bs ... B,_1 = {e} v, por lo tanto, b, =
by b;i 7" = ¢, lo cual en particular implica que by° " = e. Sigu-
iendo este mismo argumento obtenemos que

p—1

’ !
Tp—1—T,_1

/ !
r—-r __ T’O—T'O _ 7‘1—7’1 _ _ P _
L, . . ! ’ ’
Esto puede suceder tnicamente sir =7 ,rg = 1¢,...,7p-1 = rpfl(mod D),
pues A, By, ..., B, son ciclicos de orden p. Como todos los exponentes son

menores que p, esto implica que r =1’ y r; = 7“; para toda 7. Por lo tanto, la
expresion es lnica.

De esta forma es facil contar la cantidad de elementos de G, pues hay pP*!
formas distintas de escribir sus elementos, es decir, |G| = pP™. Ahora S,
tiene p?! elementos y en su descomposicién en primos, p?! tiene exactamente
p+1 veces a p (pues p, 2p, 3p, . .., p? estén en el producto p?! = 2x3x---xp?),
es decir |Sy2| = p?! = pP*'m donde m € Ny ptm. Como |G| = pP*!, G es
un p-subgrupo de Sylow de S,:. De esta forma cualquier otro p-subgrupo de
Sylow es de la forma cGo ™! con o € Spe.

5.9 Teorema. (Teoremas de Sylow) Sea G un grupo finito de orden
pFm donde p es primo y p{m. Entonces

1) Los p-subgrupos de Sylow de G son los p-subgrupos S tales que p 1
(G:9).

2) Cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

3) Sea 0, = [{S < G|S es un p-subgrupos de Sylow}|, entonces o,||G| y
o, = 1(mod p).
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4) Todo p-subgrupo de G estd contenido en un p-subgrupo de Sylow de
G.

Demostracién. 1) Sea S un p-subgrupo de Sylow de GG, entonces |S| =
p* y (G :S)=1G|/|S| = p*m/p* = m. Por lo tanto p{ (G : S) = m.

2) Por el lema anterior se tiene este resultado.

3) Consideremos la accién por conjugacién del lema anterior a : G X & —
®. Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Como todos los p-subgrupos de
Sylow son conjugados se tiene que

Oc(S) ={gSg 7|9 € G} = {S < G|S es un p-subgrupo de Sylow}
y por el Teorema 2.8,
op = [0c(9)| = (G : Gs) = |G|/|Gsl.

Por lo tanto o,||G]|.

Sea T € Og(S). Consideremos la accién por conjugacién restringida
a T x Og(S) (como en el lema anterior) y seleccionemos un sistema de
representacion 2 de Og(S) tal que T € Q. Si W € Og(S), sabemos que
|Or(W)| = (T : Tw) = p*™ con sy > 0.

Veamos que si T # W, entonces Ty, estd contenido propiamente en 7.
Supongamos que T = Ty, entonces claramente T C Ng[IW]. Por el Lema 5.7
tenemos que T C W. Como T es un p-subgrupo de Sylow entonces T = W,
lo cual es falso. Asi, (T": Ty) = p* con sy > 0. Claramente (7" : T7) = 1.

Finalmente utilizando las ecuaciones de clase de III1.2 tenemos que

ap = [0c(S)]
= (T:Tp)+ > (T:Tw)
W eQ— {T}
W eQ— {T}
Donde p|(T : Tyw) para todo W € Q — {T'}. Por lo tanto ¢, = 1(mod p).

4) Sea @ el conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de G y sea () un
p-subgrupo de GG. Podemos hacer de ® un )-conjunto por conjugacién. Por
las de ecuaciones de clase de III.2, sabemos que

(@] = [Pol + ) (Q:Qs)

S eQ
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donde €2 es un sistema de representacién fuera de ®¢. Entonces, si S € ),
existe ¢ € Q tal que ¢ Sq¢* # Sy ast (Q : Qs) = |0g(S)| > 1, pues
la 6rbita Og(S) contiene al menos a Sy a ¢ S¢ . Entonces p| > ¢0(Q :
Qs) = |®| — |Pg|, lo que implica que

| @] = |®q|(mod p)

Por 3) |®| =1 (mod p), luego || = 1 (mod p), asi |Pg| > 0. Sea H € D,
entonces ¢Hq ' = H para toda ¢ € Q. Es decir, Q < Ng[H]. Ademis
H < Ng[H], luego, QH es un p-grupo. Como H C QH y H es un p-
subgrupo de Sylow, tenemos que H = QH y por lo tanto Q C QH = H.4

5.10 Proposicién. Sea G un grupo de orden p*m donde p y m son
primos relativos. Entonces cada subgrupo de orden p‘ de G es normal en un
subgrupo de orden p*! para 1 <i < k.

Demostracién. Sea H el subgrupo de G de orden p'. Hagamos de
G/H un H-conjunto mediante la accién a : H x G/H — G/H dada por
a(h,gH) = hgH. Utilizando las ecuaciones de clase de II1.2, tenemos que

G/H| = |(G/H)ul+ ) _(H: H,)

r €Q

donde {2 es un sistema de representacién completo fuera de (G/H)g. Sabe-
mos que (H : H,) = p* para cada r € 2, ademds k, > 0 pues 7 no estd en
(G/H)g entonces, p|(H : H,) para cada r € Q. Como ¢ < k, p también di-
vide a |G/H|, y como H € (G/H)y entonces |(G/H)g| > 1. De la ecuacién
anterior es inmediato que p||(G/H)g].

Veamos que (G/H)y = Ng|H|/H. Sea gH € (G/H)pg, entonces, gH =
hgH para toda h € H. Esto pasa si, y sélo si, ghg™! € H para toda
h € H. Es decir, si, y sélo si, g € Ng[H]. Luego gH € Ng[H]/H. Como
consecuencia de esto ultimo, |(G/H)y| = (Ng[H] : H). Asi, p|(Ng[H] : H).
Como H < Ng[H], tenemos que Ng[H]|/H es un grupo. Luego Hg[H|/H
tiene un subgrupo K de orden p. Por el teorema de correspondencia Ng[H]
tiene un subgrupo K que contiene a H tal que K = K/H. Claramente
o(K) = p™!. Como H < p~'(K) < Ng[H| y H < Ng|[H], es inmediato que
H<ap(K).¢

Problemas

5.1 (i)Pruebe que si o(G) = p™, p un nimero primo, entonces posee un
centro no trivial.



II1.5 Teoremas de Sylow 109

(ii) Pruebe que S,,(G) = {x € Glo(x) es una potencia de p;} es un
subgrupo de G.

5.2 Demuestre que si o(G) = p? para p un nimero primo, entonces G es
ciclico o isomorfo a Z, x Z,.

5.3 Pruebe que el subgrupo K es normal en Ng(K).

5.4 Pruebe que K es normal en G si, y sélo si Ng(K) = G. Compruebe
que los 2-subgrupos de Sylow de 33 tienen orden 2 y que éstos son conjugados
unos con otros.

5.5 Pruebe que solamente existe un grupo de orden 15.

5.6 Pruebe que no existen grupos simples de orden 15, 20, 30, 36, 48 y
255.

5.7 Pruebe que solamente existen dos grupos de orden 2p para cada
nimero primo p, uno es ciclico y el otro es D,.

5.8 Escriba todos los grupos, salvo isomorfismo, de cada orden menor a
16.

5.9 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 10.

5.10 Compruebe que las siguientes presentaciones de Zg son isomorfas:
(r,ylayaly " = = e,y =)y (v]| 2% =e).

5.11 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 8. (Son
cinco, de los cuales tres son abelianos y dos son no abelianos).

5.12 Determine todos los grupos, salvo isomorfismo, de orden 12. (Son
cinco, dos son abelianos y tres son no abelianos. Sugerencia: utilice los
Teoremas de Sylow y argumentos semejantes a los usados en el problema
anterior).

Como consecuencia de los problemas anteriores se tiene que los grupos
de orden menor que 16 son:

Orden 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Nimero 1 1 1 2 1 215 2 2 1 5 1 2 1

donde el renglén superior indica el orden del grupo y el renglén inferior indica
el nimero de grupos salvo isomorfismo de ese orden.
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Capitulo IV

Teoria de Anillos

IV.1 Anillos

En esta seccién definiremos varias estructuras algebraicas que son los objetos
de estudio de la Teoria de Anillos. Para un breve panorama de algunas
estructuras algebraicas incluyendo las de los anillos véase [L13]. Supondremos
que el lector ya conoce los fundamentos de la Teorfa de Grupos como en [L13]
y utilizaremos la notacién que ahf se expone.

1.1 Definicién. Un anillo es una terna (A, +, ) donde A es un conjunto
no vacfo, + y - son operaciones binarias tales que

(i) (A,+) es un grupo conmutativo

(ii) (A,-) es un semigrupo

(ili)) u(v +w) =w +vww y (u+v)w = vw + Vw

La propiedad (iii) se llama ley distributiva.

Noétese que se ha suprimido el sfmbolo -, en uv, como es usual en la
notacién utilizada en la Teoria de Grupos.

1.2 Ejemplos. Ellector podra comprobar que (Z, +, ), (Z,,+, ), (Q,+, -),
(R, +,), (M,K,+,-), (K,+,-), (K[z],+,-), (C,+,-) son anillos, (Problema
1.1).

Si un anillo (A, +, -) satisface
(iv) (A,-) es un semigrupo conmutativo, entonces (A,-+,-) se llamard
anillo conmutativo.

111
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Si (A, -) es un monoide, diremos que (A, +, -) es un anillo con identidad
o con uno. Denotaremos con 1 a este Unico elemento neutro del monoide.

Si consideramos un anillo A con multiplicacién dada por (u,v) —— uv
pero definimos su multiplicacién como (u,v) — vu, obtendremos un anillo
llamado opuesto de A, denotado °A, que tiene el mismo elemento cero y
uno de A. Dicho anillo coincide con A solamente cuando A es conmutativo.

Si el producto de dos elementos distintos de cero de un anillo A es el ele-
mento cero del anillo, entonces esos dos elementos se dice que son divisores
de cero. Si un anillo conmutativo (A, +,-) con 1 # 0 no posee divisores de
cero, se llamard dominio entero. Si un dominio entero posee un inverso
multiplicativo para cada elemento no nulo, se dice que es un anillo con
divisién.

Observe que un anillo con uno es un anillo con divisién, si, y sélo si, los
elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicacién (Problema
1.2). Los cuaternios H constituyen un ejemplo de anillo (no conmutativo)
con divisién (Problema 1.3).

Finalmente, un campo es un anillo conmutativo con division.

1.3 Ejemplos. Z es un dominio entero, 2Z es un anillo conmutativo
sin elemento de identidad para la multiplicacién; Z, no es dominio entero
para toda n, solamente cuando n es primo. Q, R y C son campos bajo
las operaciones binarias usuales en cada uno. Las matrices cuadradas sobre
cualquiera de los tres campos mencionados son un anillo no conmutativo con
uno. Los enteros médulo n son anillos conmutativos con uno y cuando n
es primo, son campos. Los divisores de cero del anillo Z,, son los elementos
distintos de cero que no son primos relativos con n, por lo tanto, Z, no posee
divisores de cero para p primo.

1.4 Definicién. Diremos que un subconjunto I' de un anillo (A, +,-)
es un subanillo de A si I' es, a la vez, un anillo estable o cerrado bajo las
operaciénes binarias inducidas. Lo denotaremos I' < A. Si el subanillo I" de
un anillo A es un dominio entero, entonces diremos que I" es un subdominio
de A. Si el subanillo I' de un anillo A es un campo, entonces diremos que I"
es un subcampo de A.
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De la definicién de subanillo es inmediato el siguiente resultado que pro-
porciona una manera de comprobar si un subconjunto de un anillo es un
subanillo de él.

1.5 Proposicién. Un subconjunto I" de un anillo (A, +, ) es un subanillo
de A si, y sélo si, I' es estable o cerrado bajo + y -, i.e,siz—yel'yay e
para cualesquiera x, y € I'.

Demostracién. Véase el Problema 1.4.4¢

1.6 Ejemplos. Para todo entero n € Z, nZ < 7. Z <R < C. Pero
como dominios enteros, Z es un subdominio de R y nZ no es un subdominio
de Z para n distinto de 1 y —1. Q es un subcampo de R, pero Z no es un
subcampo de R.

Es facil ver que un subanillo no trivial ' de un dominio entero A es un
subdominio de A si, y sélo si, I' contiene al elemento de identidad de A
(Problema 1.7). Asimismo, es fécil ver que un subanillo I" de un campo A es
un subcampo de A si, y sélo si, para todo elemento z € I, su inverso 2! € T’
(Problema 1.8).

A continuacién, veamos un concepto que hace el papel para la Teoria de
Anillos equivalente a la de subgrupo normal para la Teorfa de Grupos.

1.7 Definicién. Un subanillo I de un anillo A se llamard ideal izquierdo
de A si para toda x € A y para toda a € I se tiene que za € I, es decir,
AI C I. Un subanillo I de un anillo A se llamara ideal derecho de A si
para toda z € A y para toda a € I se tiene que ax € I, es decir, IA C I. Un
subanillo I de un anillo A se llamard ideal de A si es ideal izquierdo e ideal
derecho a la vez.

1.8 Ejemplos. El subanillo nZ es un ideal de Z. Los subanillos A y 0
son los ideales triviales de A. Los ideales izquierdos de A son los ideales
derechos de °A.

Observe que si A es un anillo e 7 un ideal de A, la parte aditiva de A
constituye un grupo abeliano y, por lo tanto, I es un subgrupo normal de A.
Los ideales de un anillo distintos de los triviales se llamaran ideales propios
no triviales.
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1.9 Proposicién. Sea A un anillo con division. Entonces A solamente
posee ideales triviales.
Demostracién: Sea I un ideal no trivial cualquiera de A. Como [

es no trivial, posee un elemento a € I diferente de cero. Por ser I ideal,
1 =aa"! €1I. Porlotanto, A=1A C IA C I. Luego, [ = A.¢

Observe que debido a esta proposicién, un campo no puede poseer ideales
propios no triviales.

., Cémo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la
estructura de anillos.

1.10 Definicién. Si (A, o, )y (A, +,-) son anillos, un homomorfismo
de anillos es una funcién que es un homomorfismo del grupo conmutativo
de A en el grupo conmutativo de A’ y que también es un homomorfismo del
semigrupo de A en el semigrupo de A’, es decir,

fleoy)=flx)+ fly)y flexy) = flz)- f(y).

Usualmente utilizaremos, por abuso, la notacién + y - para denotar las
(posibles) diferentes operaciones binarias de dos anillos relacionados mediante
un homomorfismo, quedando la notacién imprecisa, pero usual

flx+y)=f@)+ fly)y flz-y) = fx) fy)

0 peor atn,

flx+y)=f@)+ fly)y flry) = f(z)f(y)

Imitando lo correspondiente para grupos [L13] tenemos la siguiente

1.11 Proposicién. La composicién de dos homomorfismos de anillos es
un homomorfismo de anillos.

Demostraciéon. Sean f : A’ — Ay g : A — A” homomorfismos de
anillos. Luego (go f)(z +y) = g(f(z +y)) = g(f(2) + f(y) = 9(f(z)) +
9(f(y)) = (g0 f)(x) + (g ° f)(y). Andlogamente, (g o f)(zy) = g(f(zy)) =
9(f (@) f(y)) = g(f(@))g(f(y)) = (g o f)(x)(g o f)(y). Por lo tanto (go f) es

un homomorfismo de anillos. 4
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1.12 Definicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos. Di-

remos que f es un isomorfismo, y escribiremos f : A = A si existe un
homomorfismo g : A’ = Atal que go f =1,y fog= 1,

Es fécil comprobar (Problema 1.11) que, si g existe estd determinada en
forma tnica; lo denotaremos con f~! y se llama inverso de f. Diremos que

dos anillos A y A’ son isomorfos si existe un isomorfismo f : A — A’y
escribiremos A = A’.

1.13 Definicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos. El
nicleo de f, denotado ker f, es el conjunto de todos los elementos x € A
tales que f(z) = 0 donde 0 denota la identidad aditiva de A’. La imagen de
f, denotada im f, es el conjunto de f(x) con z € A.

Observe que solamente vemos el concepto de niicleo de un homomorfismo
de anillos como nticleo de la parte de grupo aditivo de los anillos. Atin cuando
los anillos sean con uno, no pediremos que la imagen del uno del anillo del
dominio vaya a dar al uno del anillo codominio (Problema 1.12).

Si en la definicién de homomorfismo se tiene que ker f = {0}, diremos
que f es un monomorfismo y lo denotamos f : A — A’; siim f = A,
diremos que f es un epimorfismo y lo denotamos f : A - A’ y si [ es
tal que ker f = {0} e im f = A/, entonces diremos que f es un isomor-
fismo. De otra manera, f es un monomorfismo cuando es inyectiva; es un
epimorfismo cuando es suprayectiva y es un isomorfismo cuando es biyectiva.
Llamaremos endomorfismo a un homomorfismo f : A — A y diremos que
es automorfismo si dicha f es biyectiva.

Observe que, como grupos conmutativos, 2. : Z —2Z dado por x — 2x
establece un isomorfismo de grupos abelianos pero, como anillos no se tiene
un isomorfismo.

Diremos que un homomorfismo f: A — A’ es trivial si f(z) = 0 para
todo x € A. Es decir, im f = {0}. Equivalentemente, f = 0 si, y sélo si,
ker f = A.

Recuérde que si A es un subconjunto de B, la funcién ¢t : A — B dada
por t(a) = a € B para toda a € A se llama inclusién de A en B. La
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funcién identidad de un anillo A en si mismo es un homomorfismo llamado
homomorfismo de identidad.

1.14 Proposicién. Sean f: A" — A, g: A — A” dos homomorfismos de
anillos y h = g o f la composicién. Entonces, (i) si A es monomorfismo, f es
monomorfismo, y (ii) si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que h es monomorfismo. Si f(z) = f(y)
luego h(z) = g(f(x)) = g(f(y)) = h(y). Como h es monomorfismo, = = y.
Por lo tanto, f es monomorfismo. (ii) Supongamos que h es epimorfismo.
Entonces h(A") = A”. Luego, A" = h(A') = g(f(A)) C g(A) € A”. Por lo
tanto, g(A) = A". 4

Problemas.

1.1 (i) Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respec-
tivas en el Ejemplo 1.2 son efectivamente anillos.

(ii) Defina operaciones binarias de suma y producto en nZ y pruebe que
nZ es un anillo, n entero positivo.

1.2 Pruebe que un anillo con uno es un anillo con divisién, si, y sélo si,
los elementos distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicacién.

1.3 Verifique que los cuaternios H forman un anillo (no conmutativo) con
division.
1.4 Pruebe que un subconjunto I' de un anillo (A, +,-) es un subanillo

de A si, y s6lo si, I' es estable o cerrado bajo + y -.

1.5 Compruebe que si G es un grupo abeliano, entonces el conjunto de
endomorfismos End(G, G) con la composicién es un anillo.

1.6 Compruebe que los anillos (Z,+, ), (Zy,+,-), (Q,+, ) son conmuta-
tivos y que End(G, G) del Problema 1.5 no lo es.

1.7 Pruebe que un subanillo no trivial I' de un dominio entero A es un
subdominio de A si, y sélo si, I' contiene al elemento de identidad de A.

1.8 Pruebe que un subanillo I' de un campo A es un subcampo de A s,
y s6lo si, para todo elemento x € T, su inverso ! € .
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1.9 Sea A un anillo. Pruebe que el conjunto I ={z € A | nx =0,n € Z}
es un ideal de A.

1.10 Pruebe que f : Z — Z,, dado por x — r, donde r es el residuo
moédulo n es un homomorfismo de anillos.

1.11 En la notacién la Definicién 1.12 pruebe que, si g existe, estd de-
terminada en forma tnica, el cual es denotado con f~! y se llama inverso de

f.

1.12 Proporcione un ejemplo en donde bajo un homomorfismo de anillos,

f:A_)Ala f(lA)%lA’

1.13 Pruebe que, como anillos, Z; x Z; es isomorfo a Z;y; cuando el
méximo comun divisor (7, j) = 1.

1.14 Encuentre las raices de la ecuacién x> — 7z + 12 en Zs.

1.15 Pruebe que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en un
anillo con uno coinciden.

1.16 Demuestre que los divisores de cero del anillo Z,, son los elementos
distintos de cero que no son primos relativos con n, por lo tanto, Z, no posee
divisores de cero para p primo.

1.17 Demuestre que si A es un dominio entero finito, entonces A es
campo.
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IV.2 Propiedades Elementales y
Teoremas de Isomorfismo

Veamos algunas propiedades de los anillos.
2.1 Proposicién. Sea A un anillo. Entonces
(i) 0z = 0 = 20 para toda = € A.

(ii) En un anillo A vale la ley de cancelacién para todo elemento distinto
de cero si, y sélo si, A no posee divisores de cero.

(iii) (—z)y = z(—y) = —(zy), para toda z,y € A.
(iv) (—x)(—y) = 2y para toda z,y € A.

Demostracién. (i) Como 0 =0+ 0, 0z = (0 + 0)x = 0z + Ox. Luego,
O0x = 0. Andlogamente, 0 = 0.

(ii) Supongamos que en A vale la ley de la cancelacién para todo elemento
distinto de cero. Veamos que A no tiene divisores de cero. Tomemos el
producto de dos elementos distintos de cero tal que su producto sea cero,
es decir, zy = 0. Por la parte (i), 20 = 0. Luego xy = 20. Como z # 0,
entonces y = 0. Esto contradice el hecho de que y # 0.

Ahora, supongamos que A no tiene divisores de cero. Supongamos que
ra = ya para a # 0. Luego, por la distributividad, (z — y)a = za — ya = 0.
Como a # 0 y A no posee divisores de cero, x —y = 0. Asi, x = y.

(iii) Como zy + (—2)y = (z + (—2))y = Oy = 0 luego (—2)y = —(zy)
pues el inverso es tnico. Anglogamente xy + 2(—y) = z(y + (—y)) = 20 = 0,
luego z(—y) = —(zy).
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(iv) Por (iii) —(z(~y)) = (=2)(~y). También, por (iii), —(z(-y)) =
—(—(zy)). Luego, —(—(zy)) + (—zy) = 0. Luego, —(—(zy)) = zy. Asi,
(—x)(—y) = zy para toda x,y € A.

Sea (A, +,-) un anillo con uno. Un elemento z € A se llama inverso
izquierdo de un elemento invertible por la izquierda y € A si zy =
1. Anélogamente, un elemento = € A se llama inverso derecho de un
elemento invertible por la derecha z € A si zz = 1. Diremos que y € A
es invertible o unidad si es a la vez invertible por la izquierda y la derecha.

Es fécil comprobar que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en
un anillo con uno coinciden y que el conjunto de unidades es un grupo bajo
la multiplicacién (Problema 2.6).

Observe que si I es un ideal con uno de un anillo conmutativo con uno
A, se tiene que AI C I, es decir xI C I para toda x € A. Si tomamos y € [
una unidad de A, entonces consideremos x = y~ 1. Luego, y 'y =1 € I. Asi,
xl C I, para toda x € Ay x1 =z € A. Entonces I = A. Ademsds si A es
un anillo no necesariamente conmutativo con uno e I un ideal que contiene
también al uno de A, entonces I = A.

2.2 Proposicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos. En-
tonces ker f es un ideal de A e im f es un subanillo de A’.

Demostracién. Por1.3.20 ker f e im f son subrupos de la parte abeliana
aditiva de A y A’ respectivamente y facilmente se puede ver que son subsemi-
grupos de la parte multiplicativa de A y A’ respectivamente. Para ver que
ker f es un ideal de A, sea = € ker f y a € A. Entonces f(ax) = f(a)f(x) =
f(a)0 = 0. Por lo tanto, azx € ker f. Andlogamente, xa € ker f. Luego, ker f
es un ideal. ¢

Una consecuencia inmediata es la siguiente: sea f : A — A’ un homo-
morfismo no trivial donde A es un campo y A’ un anillo. Por la proposicién
anterior, ker f es un ideal de A y por 1.9, como A es campo, no posee ideales
no triviales, es decir, solamente posee al 0 y a A como ideales. Como f no
es trivial, ker f = 0 y por lo tanto, f es monomorfismo.

Es inmediato comprobar que todo dominio entero finito es un anillo con
divisién (Problema 2.1) y que todo dominio entero conmutativo finito es
un campo (Problema 1.17). Observe que todo dominio entero y anillo con
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divisién poseen al menos los elementos de identidad bajo la suma y multipli-
cacion. Por ejemplo, el dominio entero Z no es un campo pues todo entero
distinto de +1 no posee inverso.

De manera semejante a 1.3.18 se tiene la siguiente

2.3 Proposicion. La interseccién de subanillos de un anillo es un sub-
anillo.
Demostracion. Véase el Problema 2.5.4

Imitando la definicién de [L12, 1.2.17] para espacios vectoriales, tenemos

2.4 Definicién. Sea S un subconjunto de un anillo A. La interseccién
de todos los subanillos de A que contienen a S se llama subanillo de A
generado por S.

Definiciones semejantes se tienen de subdominio o subcampo gene-
rado por un subconjunto S.

2.5 Definicién. Diremos que un anillo A es de caracteristica 0 (deno-
tada car(A) = 0) si n = 0 es el unico entero tal que nxz = 0 para toda = € A.
Si A no es de caracteristica 0, el menor entero positivo n tal que nx = 0 para
toda x € A se llama caracteristica del anillo A (denotada car(A) = n).

2.6 Ejemplos Los anillos Z, Q, R y C tienen caracteristica 0. El anillo
7., tiene caracteristica n.

2.7 Proposicion.

(i) Sea A un anillo con 1. La caracteristica de A es igual al orden del
elemento 1. De no ser asi, A es de caracteristica 0 si el grupo aditivo de A
es de orden infinito.

(ii) Si A no posee divisores de 0, todos los elementos distintos de cero
tienen el mismo orden.

(iii) Si A es un anillo no trivial sin divisores de cero tal que car(A) # 0,
entonces A es de caracteristica igual a un nimero primo.

Demostracién. (i) Sean el orden del 1, es decir, n veces 1+1+---+1 =
0. Entonces, nz = n(lz) = (nl)z = 0 para toda x € A. Asi, A es de
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caracteristica n. Es claro que A es de caracteristica 0 si el 1 es de orden
infinito.

(ii) Sean z,y cualesquiera dos elementos distintos de cero del anillo A y
supongamos que x es de orden n. Luego, z(ny) = n(zy) = (nx)y = 0y = 0.
Por hipétesis, A no posee divisores de cero y como z es distinto de cero, se
tiene que ny = 0. Como y es arbitrario, cualquier elemento distinto de cero
tiene orden n.

(iii) Sea n = car(A). Como A # 0, podemos escoger un elemento = #
0. Luego, por (ii), = es de orden n. Veamos que n debe ser un nimero
primo. Supongamos que n se factoriza como producto de dos primos n = pq.
Entonces, (px)(qz) = pgrx = nxxz = 0. Como A no posee divisores de cero,
px 6 qr debe ser 0. Como x es de orden n, 6 p 6 ¢ es n y el que queda es 1.
Por lo tanto, n es primo.4

Por la proposicién anterior podemos decir que un anillo no trivial A sin
divisores de cero es de caracterfstica 0 si, y sélo si, todo elemento distinto
de cero es de orden infinito. De otra manera, la caracteristica car(A) es un
nimero primo y todo elemento distinto del cero es de orden p.

Recordando el concepto de espacio vectorial cociente estudiado en el curso
de Algebra Lineal como en [L12, T1.4] o en la Teorfa de Grupos I1.2 y con-
siderando la parte aditiva, se tenfa que, para el caso en que A es un grupo
conmutativo e I un subgrupo de A con x € A, denotdbamos con x + I el con-
junto {z + y|y € I'}. Dichos elementos x + I los llamamos clases laterales
deIenA. Como0O el yx=x+4+0¢€x+ 1, cada x € A pertenece a una
clase lateral.

Se comprobé que cualesquiera dos clases laterales o son ajenas o son
iguales. Se denot6 con A/I el conjunto de todas las clases laterales de I en
A y se le dio a A/I una estructura de grupo mediante

+: AT x AT — AN/
dada por
(z+1),(y+ 1)) — ((z+y)+1).

También se comprobé que la operacién binaria anterior estd bien definida
y que define una estructura de grupo abeliano (la parte aditiva de espacio
vectorial) en A/I. Llamamos a A/I, grupo cociente de A médulo 1.
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También, se vio que si I es un subgrupo del grupo A y siy € x + I,
entonces existe w € [ tal que y = v +w. Asi y — 2 = w € I. Luego,
y—r€l < —(y—z)=x—y€l <= x €y+I. En resumen,

yerx+1l < y—zrel < xecy+1

Finalmente, se consider6 p: A — A/I dada por z — z + I. Si z,w € A,
entonces

plrt+w)=(@+w)+I1=(x+1)+ (w+1)=px)+pw).

Por lo tanto, p es un homomorfismo de grupos llamado proyeccién
canénica.

Todo esto se realizé para espacios vectoriales sobre un campo K. Re-
cuérdese de nuevo que la parte aditiva es un grupo conmutativo. Lo mismo
sucede para la parte abeliana aditiva de los anillos. Si A es un anillo e I un
ideal de A, la parte aditiva de A constituye un grupo abeliano y, por lo tanto,
I es un subgrupo normal de A.

Ahora, para A un anillo e [ un ideal de A, definamos en el grupo cociente
A /I una multiplicacién

A/ x AJT — AT

dada por
(z+1),(y+1))— ((z-y) +1)

Si tomamos elementos cualesquiera z,y € A y a,b € I entonces,
(z+a)(ly+b) =2y+ab+ay+abecay+1
por la distributividad e I ser un ideal. Luego
(x+1)(y+1) Cay+1.

Asi, la clase lateral zy 4+ I no depende de los elementos = e y y uinicamente
si depende de las clases laterales (z + I) y (y + I) lo cual nos dice que la
multiplicacién anterior estd bien definida haciendo por lo tanto de A/I un
anillo. Llamaremos a A/I anillo cociente de A sobre su ideal /. Si A
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posee elemento de identidad 1, entonces 1+ 1 es la identidad en A/I. Observe
que si A es conmutativo, también A/I lo es.

Considere p: A — A/I dada por x — x + I. Si z,y € A, entonces

plry) = (zy) + I = (z+I)(y + 1) = p(z)p(y).

Luego, p es un epimorfismo de anillos, denotado p : A — A/I, con nicleo
I = ker p. Asi tenemos una sucesién exacta corta [L13, II.1]:

0— T -5 A5 A/T—0.

Por lo tanto, hemos visto que un subanillo / de un anillo A es un ideal de
A si, y solo si, existe un homomorfismo de anillos f : A — A’ con nicleo

ker f=1.

Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos con ideales I C A e I' C A’
tales que f(I) C I', entonces f* : A/ — N'/I' dado por f*(z+1) = f(x)+I
es el homomorfismo inducido por f en los grupos abelianos cociente I1.3.
Como

fllatDy+1) = fry+1)
= flay)+T
= fl)fly) +1'
= (f(x) + I (f(y) + 1)
ffla+Df(y+1)

para toda z,y € A, el homomorfismo de anillos f*: A/ — A’/I’ se llama
homomorfismo inducido por f.

Andlogamente a 11.3.2, se tiene

2.8 Proposicién. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos con
ideales I C A e I' C A tales que f(I) C I'. Considérense las proyecciones
candnicas a los cocientes correspondientes p: A — A/T y p' : AN — N'/T'.
Entonces f*: A/I — A’/I’ es el homomorfismo inducido por f, el siguiente
cuadrado es conmutativo

s

A — N
1 I
f*

AT — NI
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eim f*=p'(im f)yker f* =p(f~HI")). 4
Andlogamente a 11.3.3, se tiene

2.9 Teorema. Bajo las mismas hipdtesis de la proposicién anterior, en
particular, si f es un epimorfismo con I’ = e e I = ker f entonces A'/I' = A’
y f* es un isomorfismo en el siguiente diagrama conmutativo:

A LN

1P =] I

*

Akerf = N
¢

Andlogamente a 11.3.4, se tiene

2.10 Teorema. Sea f : A — A’ un homomorfismo de anillos con ideales
I Cc Ael'" C N tales que f(I) C I' y como caso particular del teorema
anterior, e = I’ C A’ con I C ker f. Entonces existe un homomorfismo tinico
f*:AJIl — N dadopor z+ 1 — f*(x+1)= f(x)+ I = f(r). Ademss,
ker f* = ker f/I e imf = imf*. El homomorfismo f* es un isomorfismo si,
y s6lo si, f es un epimorfismo e I = ker f.4

Andlogamente a I1.3.5, se tiene

2.11 Corolario. (Primer Teorema de Isomorfismo). Bajo las mis-
mas hipétesis del teorema anterior A/ ker f = im f.
Demostracién. Como f es epimorfismo, im f = A’ luego A/ ker f =

mm f. 4

En otras palabras, si f : A — A’ es un epimorfismo de anillos con mi-
cleo ker f, entonces existe un isomorfismo tnico f* : A/ker f = A, tal que
f = f* op, es decir, cualquier homomorfismo de A con niticleo ker f tiene
imagen isomérfica a A/ker f. Atn mds, nos dice cudl isomorfismo: aquel
tal que im f = im f*. Este resultado, A/ker f = im f se conoce como el
Primer Teorema de Isomorfismo. Uno puede "determinar" cuédl es el
anillo cociente de dos anillos sin necesidad de establecer las clases laterales
como veremos en mds adelante.
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2.12 Ejemplo. Sea I un ideal de un anillo A. Consideremos el anillo
cociente A/I. Sea t: I — A el monomorfismo de inclusién y p: A — A/I
el epimorfismo de proyeccién. Entonces im ¢ = I = ker p y, por lo tanto,

L p
0—1—A—"A / I —0
es una sucesion exacta corta. Consideremos ahora una sucesiéon exacta corta
h Vi f k
00— AN —5A—"5AN 0.

Recordemos entonces que im f* = ker f, y f’ es monomorfismo, pues 0 =
imh = ker [y, ademés, f es epimorfismo porque im f = kerk = A”. Sea I =
im f" = ker f el cual es un ideal de A, entonces f’ establece un isomorfismo
I = Ay f establece otro isomorfismo A /1 —=, A por el primer teorema
de isomorfismo. Por lo tanto, una sucesién exacta corta es una sucesién con
un ideal y el anillo cociente de un anillo.

2.13 Ejemplo. f: A — A” donde A = Z y A" = 7Z,, es un epimorfismo
con ntcleo el subgrupo nZ, es decir,

0 — nZ — 27, — 0
es un sucesion exacta corta. Luego, por el teorema anterior Z/nZ = Z,.
Andlogamente a I1.3.11, se tiene

2.14 Teorema. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean I,/
ideales de A. Entonces (I +J)/J = 1/(INJ).4

Anélogamente a I1.3.13, se tiene

2.15 Teorema. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean [,.J ideales
de A con J C I. Entonces, A/T = (A/J)/(I]J]).4

2.16 Teorema.

(i) Si A es un dominio entero de caracteristica 0, entonces el subgrupo
aditivo de A generado por el 1 es isomorfo a Z.

(ii) Si A es un dominio entero de caracteristica p # 2, p primo, entonces
el subgrupo aditivo de A generado por el 1 es un subcampo isomorfo a Z,.
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Demostracién. (i) Sea f : Z — A dada por n — f(n) = nl. Como
fn+n)=m+n)l =nl+n1=f(n)+ f(n)y f(nn') = (nn')1 =
(n1)(n'l) = f(n)f(n'). Luego f es un homomorfismo. Como A es de carac-
teristica 0, el 1 es de orden infinito. Asf que el micleo de f consiste solamente
del 0 y por lo tanto, f es monomorfismo. Claramente, la imagen de Z bajo
f es el subgrupo de A.

(ii) Si A no es de caracteristica 0 entonces la caracteristica de A es un
nimero primo p y el 1 es de orden p. Por lo tanto, el micleo de f es el ideal
pZ. Luego f induce un monomofismo f* : Z/pZ — A.4

Problemas

2.1 Compruebe que todo dominio entero finito es un anillo con divisién.
2.2 Compruebe que el dominio entero Z no es un campo.

2.3 Compruebe que Z,, es campo si, y sélo si, n es un nimero primo.
2.4 Compruebe que los dominios enteros Q, R y C son campos.

2.5 (i) Pruebe que la interseccién de subanillos de un anillo es un subani-
llo.

(ii) Pruebe lo correspondiente a la parte (i) para subdominios y subcam-
pos.

2.6 Demuestre que los inversos izquierdo y derecho de una unidad en un
anillo con uno A coinciden y que el conjunto de unidades es un grupo bajo
la multiplicacién, denotado A*.

2.7 Compruebe que A/{0} = Ay que A/A = {0}.
2.8 Escriba detalladamente la demostracién de 2.8.
2.9 Escriba detalladamente la demostracién de 2.9.
2.10 Escriba detalladamente la demostracién de 2.10.
2.11 Escriba detalladamente la demostracién de 2.14.

2.12 Escriba detalladamente la demostracién de 2.15.



L.3 Polinomios y Campo de Cocientes 127

IV.3 Polinomios y Campo de Cocientes

En los cursos de Algebra Superior se estudia el anillo de polinomios. Ahi
se definen, se le da una estructura de anillo al conjunto de polinomios, se
estudia lo referente a divisibilidad y factorizacién, etc. En este curso damos
por estudiado tales temas y uinicamente haremos mencién de los resultados
que requerimos para nuestro estudio posterior.

A continuacién definiremos el anillo de polinomios A[t] de un anillo A.

3.1 Definicién. Sea A un anillo con uno. Un anillo de polinomios de
A es una terna,

(IL, f,1)

donde IT es un anillo, f : A — II es un monomorfismo con f(1) como identi-
dad de II, t € II un elemento que conmuta con f(z) para toda z € A, tal que
(cumple la siguiente propiedad llamada universal) para todo monomorfismo
g: A »— A con g(1) como identidad de A’ y todo elemento y € A’ que con-
muta con g(x) para toda x € A, existe un homomorfismo dnico h : IT — A’
tal que h(t) =y y ho f =g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A ST
g\ lh
AI

3.2 Teorema. Sea (II, f,t) un anillo de polinomios de A. Entonces
el conjunto f(A) U {t} genera II. Ademas, si (IT', f’,t') es otro anillo de
polinomios de A, entonces existe un isomorfismo tunico k : IT — II’ tal que
E(t)=tykof=f.

Demostraciéon. La demostracion es andloga a las de I11.3 y la dejamos
como ejercicio para el lector (Problema 3.1).4
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Considérese Z* U {0} el conjunto de enteros no negativos, A un anillo
con uno, y sea Il = {¢ : ZT U{0} — A | p(n) = 0 para casi toda n €
Z7U{0}}. Démosle a IT una estructura de anillo (Problema 3.2 (i)) definiendo
dos operaciones binarias

+ = IIxII—II
(¢, &) = (p+&)n)=pn)+E(n)
: H><H—>H

(9,6) — (¥S)(n Zw (n — j).

Ahora, para cada z € A, definamos una funcién que depende de = deno-
tada f, mediante
fe(n)=axsin=060sin>0.

Asi, f, € Il y la asignacién dada por z +— f, define una funcién f : A — II.
Es fécil comprobar que f es un monomorfismo y que f(1) es la identidad de
IT (Problema 3.2 (ii)).

Definamos t € Il dado por ¢(n) = 1sin =10 0sin # 1. Claramente t
conmuta con f, para toda z € A. Veamos que (II, f, ) es un anillo de poli-
nomios de A : sea g : A — A’ un monomorfismo con g(1) como identidad tal
que cualquier elemento y € A’ conmute con g(x) para toda z € A. Definamos
h : II — A’ mediante

p — h(p) +Zg

Como ¢(n) = 0 para casi toda n, la sumatoria es finita. Es facil ver que
h es homomorfismo, h(t) =y, ho f = g y que es tnica (Problema 3.2 (iii)).
De aquf que cualquier elemento de II puede escribirse de manera tinica como
© = Apt™ + -+ Aat? + Mt + N, donde \; € Ay \; = (i) parai =0, ..., n.
Asi tenemos el siguiente

3.3 Teorema. Para cualquier anillo con uno A, existe un anillo de
polinomios de A.4¢

Identificaremos A con su imagen f(A) dentro de II. Asi, A se puede ver
como un subanillo de II bajo la inclusién f. Llamaremos a II, anillo de
polinomios de A y a t indeterminada. Usualmente denotamos a Il como
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Aft] v sus elementos los llamaremos polinomios en la indeterminada
t con coeficientes en el anillo A. Los elementos de A los llamaremos
constantes. Los elementos de A se llaman coeficientes del polinomio ¢,
A coeficiente inicial y \g término constante. El grado, gr(p), de un
elemento distinto de cero ¢ € Alt] es el mayor entero n tal que ¢(n) # 0.

Sea A un anillo conmutativo. Si Aft] es un anillo de polinomios del anillo
A, podemos considerar el anillo de polinomios en la indeterminada ¢’ del
anillo de Aft], es decir, (A[t])[t'], el cual se puede probar que es isomorfo a
(A[t')[t]. Usando esta identificacién lo denotaremos simplemente con Alt, ']
y diremos que es el anillo de polinomios en las indeterminadas ¢ y ¢’ con
coeficientes en A. Generalizando esto podemos definir el anillo de polinomios
Alty,...,ts] en las indeterminadas t1,..., t; con coeficientes en A.

Consideremos A’[t] un anillo de polinomios de un subanillo A’ de un anillo
conmutativo A y a € A. Por la propiedad universal de los anillos de poli-
nomios aplicada como en el siguiente diagrama

N A

L \ l E,
A

existe un homomorfismo
E,:Nt] — A

dado por

Mt 4+ Mt M N By (Aat™ 4 4 Mt Mt o)
= Aa" -+ Aa? + Mat + )

tal que para b € A, E,(b) = by E,(t) = a llamado homomorfismo de
evaluacién o sustitucién. Resulta que a cada polinomio f = A\, t" + - +
Aot? + A1t + g le asociamos el elemento de un anillo E,(f) = E,(A "+« -+
Aat? + Mt X)) = Ma” + - - -+ Aoa® + \at + \g. Esto es vélido para anillos
conmutativos y no necesariamente para no conmutativos. FE,(f) significa
evaluar el polinomio f en t = a. La asignacién a — FE,(f) determina una
funcién f®: A — A tal que f®a = E,(f), es decir: si

f=At" 4 Xt + Mt + X
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entonces
f% = E,(f) = \a™ + - + Xaa® + Aia' + Xo.

Cualquier funcién de A en A que pueda escribirse como una funcién del tipo
f© se llama funcién polinomial.

Como observamos, cada polinomio f € A’[t] determina una funcién de A
en A. Formalmente, podrfamos resumir que la asignacién f — f© determina
un homomorfismo de anillos ® : A'[t] — A* (Problema 3.16), (el cual no
siempre es inyectivo, a menos que A’ sea dominio entero infinito).

Los elementos de A[t] los denotaremos con letras como f. El uso tradi-
cional de escribirlos como f(t) sélo indicard que la indeterminada es t. Esta
notacion tradicional hace aparentar a f como si fuera una funcién con va-
riable ¢.

Si A es un dominio entero, se estudié en un curso de Algebra Superior
que existe el algoritmo de la divisién para polinomios sobre A. Recordemos
que un elemento a € A es un cero o raiz del polinomio f si f©(a) = 0.

Recuerde (2.4) que si S es un subconjunto de un anillo A, la interseccién
de todos los subanillos de A que contienen a S se llama subanillo de A
generado por S. De manera similar, si .S un subconjunto de un anillo A,
la interseccién de todos los ideales de A que contienen a S es un ideal de
A (Problema 3.13) y se llama ideal de A generado por S denotado (S).
Los elementos de S se llaman generadores del ideal (S). Si S consiste de
elementos ti,...,t, denotaremos el ideal (S) con (ti,...,t,) y diremos que es
finitamente generado. Si (5) estd generado por un solo elemento ¢ diremos
que (t) es un ideal principal. Un dominio entero en el cual todo ideal es
principal lo llamaremos dominio de ideales principales.

Observe que el ideal (ti, ..., t,), al contener los elementos t1,..., t,, implica
que debe contener a todos los elementos ("combinaciones lineales") de la
forma Aty 4 - - -+ A\, t, donde \; € A. Los elementos t1,..., ¢, constituyen una
"base" del ideal. Se tiene el siguiente resultado: si K es un campo, el anillo
de polinomios K[t] es un dominio de ideales principales. También, Z es un
dominio de ideales principales (Problema 3.10). Observe también que este
concepto de generadores difiere del definido en Algebra Lineal para espacios
vectoriales.
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Sea A un anillo. Diremos que un ideal m es maximo si los tnicos ideales
que lo contienen son m y A. Es decir, m es un ideal méximo de A, si para
cualquier ideal n de A tal que m C n C A se tiene que n = m on = A.
Diremos que un ideal p es primo si para cualesquiera elementos x,y € A,
tales que si zy € p entonces © € p 6 y € p. Es ficil comprobar que si A es
un anillo conmutativo con uno entonces A/m es un campo si, y sélo si, m es
un ideal maximo. Ademds, p es un ideal primo si, y sélo si A/p es dominio
entero (Problema 3.12).

Como un ejemplo de lo anterior, considere el caso en que A’ = Q, luego
AN'[t] = Q]t] es el anillo de polinomios de un subanillo A’ = Q de un anillo
A =Ceie A=C. Por la propiedad universal de los anillos de polinomios
aplicada como en el siguiente diagrama

¥ ™h "r !
A= ) — A “l = Q[fl

o
T l E,
L ‘x_\_\ ' i

existe un homomorfismo
E :AN[t]=Q[t] — A=C
dado por

Mt o Xt F Nt Ny B\t o Xt + At + )
= Agd" A Agi® A+ At 4+ g

tal que para a € ' = Q, E;(t) =iy E;(a) = a. Denotamos F;(Q]t]) con
QJi] el cual consta de nimeros complejos de la forma a + bi con a,b € Q.
Sabemos que el micleo de E; es el ideal de Q[t] generado por t2+1 y por 2.11
considerando el siguiente diagrama

ker E; — Q[t] — Q[t]/ker E;
N\ | =
E;(Q[t]) = Ql4]
también sabemos que Q[t]/ ker E; = E;(Q][t]) = Q[i]. Como ker E; es un ideal
méximo, Q[i] es un subcampo de C el cual denotaremos Q(i).
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A continuacién, veamos que todo dominio entero puede verse contenido
en un campo que llamaremos campo de cocientes. Para que la ecuacién
mx = n, con m,n € 7Z, tenga solucién nos vemos forzados a considerar el
campo QQ de mimeros racionales.

3.4 Definicién. Sea A un dominio entero conmutativo no trivial. Un
campo de cocientes de A es una pareja (K, f) donde K es un campo y
f : A — K es un monomorfismo de anillos tal que para cualquier monomor-
fismo g : A — A’ con A’ un anillo con divisién, existe un homomorfismo
de anillos tnico h : K — A’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

3.5 Teorema. Sea (K, f) un campo de cocientes de A. Entonces, f(A)
genera a K. Ademds, si (K, f') es otro campo de cocientes de A, entonces
existe un isomorfismo unico k : K — K’ tal que ko f = f'.

Demostracién. La demostracién es andloga a las de I11.3 y la dejamos
como ejercicio para el lector (Problema 3.3).4

Para probar la existencia de un campo de cocientes, imitemos la construc-
cién de los nimeros racionales a partir de los nmimeros enteros pero para un
dominio entero.

Consideremos el conjunto A* de los elementos distintos de cero de A y
denotemos con = = A x A*. Definamos en = una relacién mediante (ay, by) ~
(ag,by) siy sblo si ajbe = asby en A. Es fécil verificar que ~ es una relaciéon
de equivalencia (Problema 3.4).

Sea K = E/ ~ y denotemos con a/b la clase de equivalencia de (a, b). De-
finamos la suma y multiplicacién de clases como en los niimeros racionales, es
dGCiI', (al/bl) + (Gg/bz) = (a1b2 +agbl)/b1b2 y ((Ll/bl) : ((12/172) = (alaz)/(blbg).
Es facil comprobar que estas operaciones estdn bien definidas y que hacen
de K un anillo conmutativo con uno, cuyo elemento cero es la clase de equi-
valencia de la forma 0/b y su uno la clase de la forma a/b con a = b. (Prob-
lema 3.5).
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Como el inverso de un elemento diferente de cero a/b es b/a pues a # 0,
(a/b) - (b/a) =1 luego, K es un campo. Veamos que (K, f: A — K) es un
campo de cocientes de A. Definamos f : A — K mediante f(a) = a/1. Es
inmediato comprobar que f es un monomorfismo. Consideremos cualquier
monomorfismo g : A — A’ con A’ un anillo con divisién. Como g(b) # 0 si
b# 0 en A, podemos definir /' : = — A’ mediante h'(a,b) = g(a)/g(b). Es
facil comprobar que A’ estd bien definida (Problema 3.6).

Asi, h/(a, b) depende solamente de la clase de equivalencia a /b, por lo tanto
podemos definir una funcién h : K — A’. Es facil comprobar que h es un
homomorfismo tal que ho f = g (Problema 3.6). Veamos que h es tnica: sea
k: K — A’ cualquier otro homomorfismo tal que ko f = ¢g. Sea a/b € K.
Luego a/b = f(a)f(b)~' y por lo tanto k(a/b) = g(a)g(b)~' = h(a/b). Asf,
k = h. Hemos probado el siguiente

3.6 Teorema. Para cualquier dominio entero conmutativo no trivial A
existe un campo de cocientes. ¢

3.7 Ejemplos. Si A es el dominio entero conmutativo no trivial Z,
entonces su campo de cocientes es Q. Si consideramos el campo K, el anillo
de polinomios K[t] de K es un dominio entero y no un campo. Sin embargo
por el teorema 3.6 podemos construir su campo de cocientes K (t), donde cada
elemento puede escribirse de la forma f/g donde f y g son polinomios en Kt
con g # 0. Anslogamente, para K[ti,..., ts] podemos construir K (ti,...,ts) el
cual se llama campo de cocientes o de funciones racionales con s
indeterminadas sobre K.

3.8 Teorema. Sea K un campo de caracteristica 0. El subcampo de K
generado por el uno de K es isomorfo a Q.

Demostracién. Sea © = m/n € Q con m un entero y n un entero
positivo. Si x # 0 podemos considerar m y n con solamente +1 como divisor
comin. Si x = 0, podemos tomar m = 0 y n = 1. Asi, la expresién para x
es dnica. Definamos f : Q — K mediante f(z) = ml/nl, para toda z =
m/n. Es facil ver que f es un homomorfismo (Problema 3.11). Consideremos
el ideal ker f de Q. Como f(1) = 1, ker f # Q. Pero como un anillo con
divisién no puede tener ideales propios no triviales (1.9), ker f = 0. Luego,
f es monomorfismo. Como im f es un subcampo de K generado por el 1
hemos terminado.4
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Por la proposicién anterior y 2.16 (ii) todo campo contiene un subcampo
isomorfo a Z, para algtin primo p o un subcampo isomorfo a Q. Llamaremos
a Zyy a Q campos primos. Ellos serdan fundamentales para nuestro estudio
posterior de campos.

Existe una manera, que no demostraremos, de probar cuando un poli-
nomio

FE) = Mat™ + -+ Aot + Mt! + No € Qff]

es irreducible llamado Criterio de Einsenstein. Dice que si p es un niimero
primo y f € Z][t], entonces f es irreducible sobre Q si A\, no es congruente
con 0 médulo p, A; Z 0 (mod p) para i < n, y A\g no es congruente con 0
modulo p?.

Problemas

3.1 Pruebe que si (II, f,¢) es un anillo de polinomios de A, entonces el
conjunto f(A) U {t} genera II. También, pruebe que si (I, f’,t') es otro
anillo de polinomios de A, entonces existe un isomorfismo tnico k : IT — IT’
tal que k(t) =t y ko f = f.

3.2 (i) Sea Z* U {0} el conjunto de enteros no negativos y A un anillo
con uno. Compruebe que el conjunto IT = {¢ : ZT U{0} — A | ¢(n) =0
para casi toda n € Z* U {0} posee una estructura de anillo definiendo dos
operaciones binarias mediante

no= (p+8n) =en)+£(n)

no— (305)(7%):2@(3‘)5(”—]')-

3

(ii) Sea f, € Il y considere la asignacién dada por x — f, la cual define
una funcién f : A — II. Compruebe que f es un monomorfismo y que f(1)
es la identidad de II.

(iii) En el Teorema 3.2 compruebe que: h es homomorfismo, h(t) = v,
ho f =gy que h es unica. Establezca que cualquier elemento de II puede
escribirse de manera tnica como ¢ = \g + Aitt + M\gt? + -+ + A\, 1", donde
Ni€Ay N\ =¢(n)parai =0,...,n.

3.3 Pruebe que si (K, f) es un campo de cocientes de A, entonces, f(A)
genera K. También, pruebe que si (K, ') es otro campo de cocientes de A,
entonces existe un isomorfismo unico k : K — K’ tal que ko f = f'.
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3.4 Considere el conjunto A* de los elementos distintos de cero de A
y denote con Z = A x A*. Defina en = una relacién mediante (ay,by) ~
(ag,by) siy sélo si ajby = asb; en A. Compruebe que ~ es una relacién de
equivalencia.

3.5 Sea K = £/ ~ y denote con a/b la clase de equivalencia de (a,b).
Defina la suma y multiplicacién de clases como en los mimeros racionales, es
decir, (al/bl) + (ag/bg) = ((Zlbg +a2b1)/blb2 y (al/bl) : (Clg/bz) = (alag)/(blbg).
Compruebe que estas operaciones estan bien definidas y que hacen de K un
anillo conmutativo con uno cuyo elemento cero es la clase de equivalencia de
la forma 0/b y con uno la clase de la forma a/b con a = b.

3.6 (i) Defina h' : = — A’ mediante h'(a,b) = g(a)/g(b). Compruebe
que ' estd bien definida. (ii) Por la parte (i) /'(a,b) depende solamente de
la clase de equivalencia a/b, por lo tanto defina una funcién h : K — A’
Pruebe que h es un homomorfismo tal que ho f = g.

3.7 Pruebe que si A’ es un anillo con divisién que contiene a un sub-
dominio A entonces la funcién inclusién ¢ : A — A’ se extiende a un
monomorfismo tnico h : K — A’ donde K es el campo de cocientes.

3.8 Pruebe que el campo de cocientes de un campo cualquiera K es K
mismo.

3.9 Pruebe que en un anillo A el ideal (0) = 0 donde (0) denota el ideal
generado por el elemento de identidad aditivo 0. También, pruebe que si A
tiene uno, entonces (1) = A.

3.10 Pruebe que (i) Z es un dominio de ideales principales. (ii) Demuestre
que si K es un campo, el anillo de polinimios K[t] es un dominio de ideales
principales. (iii) Pruebe que si A es un dominio entero finito, entonces Alt]
es un dominio entero.

3.11 Pruebe que, en el Teorema 3.8, f es un homomorfismo.
3.12 Sea A es un anillo conmutativo con uno. Pruebe que A/m es un

campo si, y sélo si, m es un ideal maximo y que p es un ideal primo si, y sélo
si A/p es un dominio entero.
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3.13 Pruebe que si S un subconjunto de un anillo A, la interseccién de
todos los ideales de A que contienen a S es un ideal de A.

3.14 Sea K un campo. Pruebe que un polinomio en K[t] es irreducible
si, y solo si, el ideal generado por él es maximo.

3.15 Considere A’[t] un anillo de polinomios de un campo A’; A’ un
subanillo de un anillo A y @ € A. Pruebe que la funcién

E,:Nt] — A
dada por

Mt 4 Mt M N B (Ant" 4 Mt Mt o)
= Aa"+ -+ Ma® + \a' + ag

es un homomorfismo tal que para b € A’, E,(b) =by E,(t) = a.

3.16 Pruebe que la asignacion f — f© determina un homomorfismo de
anillos @ : A'[t] — A2,

3.17 Pruebe el algoritmo de la divisién para polinomios, es decir, pruebe
que si f(t) = At +- -+ X2+ Mt +Xo v g(t) = ppt™ 4 - -+ pgt? + gt + g
son polinomios en K|[t] con A, p,, # 0 en K y m > 0 entonces existen
polinomios unicos ¢(t) y r(t) en K[t] tal que f(t) = g(t)q(t) + r(t), con
r(t) = 0 o bien el grado de r(¢) menor que el grado de g(t).

3.18 Pruebe que (i) (¢ — a) es un factor de un polinomio f(t) € K|[t] si,
y s6lo si, a es una raiz de f(t), a € K.

(ii) Pruebe que cualquier polinomio no trivial de grado m en K|[{] tiene a
lo mds m raices en K.

3.19 Recuerde que un polinomio es irreducible si no puede expresarse
como producto de dos polinomios de menor grado. Pruebe que todo poli-
nomio no trivial en K[t| puede factorizarse en forma tinica como producto
de polinomios irreducibles salvo el orden y constantes de los mismos.

3.20 Para un primo p considere el polinomio
tr—1

Oplt) = T =t 4L
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Pruebe que es irreducible en Q[t] y por tanto en Z[t]. Sugerencia: pruebe que
D,(t)(t—1) = (t —1)? (mod p) y que ,(t) = (t — 1)?~! y utilice el Criterio
de Einsenstein.

3.21 Los polinomios ciclotémicos ®,,(t) € Z[t], n > 1 estén definidos
mediante
1" — 1 = Iy Dalt).

Escriba los polinomios ciclotémicos para n < 20 y establezca la férmula

recursiva "
th —1

B Hd\n,d<nq)d<t)

para calcular ®,(t) a partir de ®;(¢) para i < n. Las raices del polinomio
t" —1 se llaman raices n-ésimas de la unidad. Los polinomios ciclotémicos

aparecen en la Teorfa Matemédtica de la Musica, véase [Am] y articulos en
[L1-M-N].

®,(1)
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Capitulo V

Teoria de Campos y
Teoria de Galois

V.1 Extensiones de Campos

Los objetos de estudio de la Teorfa de Campos son precisamente éstos, sin
embargo dicha teorfa se concentra principalmente en el estudio de las exten-
siones de ellos.

Los campos que usaremos son: el de los niimeros racionales denotado con
Q, el de los nimeros reales denotado con R, el de los nimeros complejos

denotado con C, el de los enteros médulo un primo p denotado Z,. Recuerde
también el campo de cocientes de un dominio entero del ejemplo 1.3.7 K (t)

y K(tl,..., ts)
Recuerde que todo homomorfismo de campos es inyectivo.

1.1 Definicién. Consideremos dos campos K’ y K. Diremos que K es
una extensiéon de K’ si la siguiente sucesién de homomorfismos es exacta:

0— K S K

139
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es decir, ¢ es un monomorfismo e identificamos K’ con «(K’) dentro de K
cuando esto sea posible. Decimos que K’ es el campo base de la extension.

Y

Vemos entonces a K’ = (K’) como un subcampo de K. Denotamos la
extension K de K’ o extensiéon de K’ en K con K’ — K o bien K’ < K,
o bien K : K', o bien K’ < K cuando K’ # K, o también K/K’, o

K

js

También escribiremos simplemente extensiéon por abuso cuando esté im-
plicito el contexto correspondiente.

1.2 Ejemplos.

0 — Q—R
0 — R—C
0 — Q—C

son extensiones. Con las demés notaciones se verian asf:

aaxw ©=®EO
L1l
aa =

o = O

R/Q
C/R

C/Q
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|
Q

Este tipo de "torres de campos" son uno de los principales temas de
estudio de la Teoria de Campos. Preferiremos la notacion K’ — K para
denotar una extensién imitando una torre rotada 90 grados a la derecha, es
decir, una torre o "condominio horizontal" de campos ya que esto facilita
visualizar especificamente los campos y su respectiva inclusién en otros.

1.3 Definiciones. (i) Si K’ — K y K — K" son extensiones, diremos

que K’ — K es una subextensiéon de K’ — K" y se acostumbra escribir
(K'— K) < (K'— K").
(ii) Diremos que dos extensiones

K5 K

L' L
son isomorfas si existen homomorfismos de campos o : K/ — L'y 3 :
K — L tal que el siguiente diagrama conmuta

K - K
1@ 1P
I 5 L

Podemos identificar K’ = (K'), L' = /(L) y B |x= a.

Ahora introduciremos el Algebra Lineal en el estudio de las extensiones
de campos. Considere una extensiéon K’ — K. Como K’ puede verse dentro
de K, podemos considerar el espacio vectorial K sobre K’, denotar dimg: K
como (K’ — K]y llamarla grado de K sobre K’, el cual puede ser infinito.
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Si el grado de K sobre K’ es finito (infinito), entonces diremos que la exten-
sion K’ — K es finita (infinita). El grado de una extensién es el invariante
mads importante de una extension.

1.4 Teorema. Si K’ — K y K — K” son extensiones finitas entonces
K’ — K" es una extension finita y

[K' — K|[K — K"] = [K' — K"].

Demostracién. Consideremos {u;}i_; y {v;}7, bases para las exten-
siones K’ — Ky K — K", es decir para K como espacio vectorial sobre K’
y para K" como espacio vectorial sobre K. Veamos que los nm elementos
{u;v;} forman una base para 0 — K’ — K", es decir, una base para K"
sobre K'.

Sea w cualquier elemento de K”. Entonces w = Z;”:l pjvj con p; €
K. Pero como p; € Ky K es un espacio sobre K, By = > Aiju; con
Aij € K'. Sustituyendo, w = 377", (371, Aijui)v; = 3, 5 Aij(uw;). Luego,
los elementos u;v; generan el espacio K" sobre K'.

Consideremos una combinacién lineal >, in;;(uv;) = 0 con n;; € K.
Entonces, > 7 (>, m;ui)v; = 0 con Y0 myu; € K. Como {v;}7; es
base del espacio K” sobre K, > 7, n;;ui = 0 para toda j. Como a la vez,
{u;}j~, es una base para K sobre K', 7" n,u; = 0 implica que 7;; = 0
para toda 4,j. Luego, los elementos {u;v;} son linealmente independientes.
Ast, {u;v;} es una base para K" sobre K'.¢

En esta situacion, decimos que K es un campo intermedio de K’y K”.
Nétese que si K’ — K" es una extension infinita, también lo serdn K’ — K
y K — K”. También observe que si K’ — K" es una extensién finita,
como corolario se tiene que la dimensién de K sobre K’ o la de K" sobre
K divide a la dimensién de K" sobre K’, es decir [K' — K] | [K' — K"]
o[K — K"] | [K — K"]. Dicho de otra manera, el grado de K sobre K’
divide al grado de K"”sobre K'o bien que el grado de K” sobre K divide al
grado de K" sobre K'.

1.5 Corolario. Consideremos una familia de campos {K;} para i =
1,...,s tal que cada K, es una extensién finita de K;. Entonces K, es una
extension finita de K y

[Kl — KQHKQ — Kg] tee [stl — KS] = [Kl — KS]
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Demostracién. Problema 1.1.4

1.6 Ejemplos. Considere la extensiéon R — C donde C = {al+bi | a,b €
R}. Entonces 1 e i generan a C como espacio vectorial sobre R . Como i ¢ R,
{1,i} es linealmente independiente sobre C. Luego, {1,i} es una base para
C sobre R y por lo tanto dimg C = [R ~— C] = 2. Sea R(7) el subcampo que
contiene a los elementos de la forma z + iy, con z,y € R. Luego, C = R(i),
(Problema 1.2).

1.7 Ejemplo. Sea Q(v/2) = {a +bv2 | a,b € Q}. Al definir asi Q(v/2),
cualquier elemento es de la forma a + byv/2 y por lo tanto {1,1/2} genera
el espacio vectorial Q(+/2) sobre Q. Veamos que es linealmente indepen-
diente: supongamos que es linealmente dependiente, es decir, que existe una
combinacién lineal de ellos ¢4+ dv/2 = 0 con ¢, d € Q no ambos cero. Sid =0,
entonces cl = 0 lo cual implica que ambos ¢, d serfan cero contra lo supuesto.
También, si ¢ = 0, entonces dv/2 = 0 lo cual implica que ambos ¢, d sean cero
contra lo supuesto. La tnica posibilidad es que ambos ¢ y d sean distintos
de cero y por lo tanto se tendria que dv/2 = —cl y asi v/2 = —< € Qlo cual
es imposible. Por lo tanto {1, \/5} es linealmente independiente y constituye
una base para el espacio vectorial Q(y/2) sobre Q. Luego [Q — Q(+/2)] = 2.

Recordemos de (I.3) el homomorfismo de evaluacién o sustitucién adap-
tado a campos: consideremos K'[t] el anillo de polinomios de un subcampo
K’ de un campo K" y a € K”. El homomorfismo

E,: K'[t] — K"
dado por
At 4+ Mt M N = By (Aat™ 4 At Mt o)
= Ana”+---+)\2a2—l—)\1al+/\g

tal que para b € K', E,(b) = by E,(t) = a se llama homomorfismo de
evaluacién o sustituciéon. Es decir, a cada polinomio f = A\, " + --- +
Aot? 4+ \t! + Ao le asociamos el elemento del campo E,(f) = E,(At" + -+
Aot? + Mt + o) = A\pa™ + -+ + Xoa® + Aa' + N\o. E,(f) significa evaluar el

polinomio f en t = a. La asignacién a — F,(f) determina una funcién f© :
K" — K" tal que f®a = E,(f), es decir: si

f=At" 4 Xt + Mt + X
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entonces
O = E,(f) = Ma™ + -+ 4+ Xaa® + Mt + .

Cualquier funcién de K” en K" que pueda escribirse como una funcién del
tipo f© se llama funcién polinomial.

Como observamos, cada polinomio f € K'[t] determina una funcién de
K" en K". Formalmente, decimos que la asignacién f — f¢ determina un
homomorfismo de anillos ® : K'[t] — K"X" | (el cual no siempre es inyectivo,
a menos que K’ sea dominio entero infinito). Los elementos de K'[t] los
denotaremos con letras como f, g, h. El uso tradicional de escribirlos como
f(t) sélo indicard que la indeterminada es ¢. Esta notacién tradicional hace
aparentar a f como si fuera una funcién con variable ¢ y no debe causar
confusién alguna. Como K'[t] es un dominio entero, existe un algoritmo de
la divisién para polinomios sobre K’ (Problema 1.3.17).

Nos interesa considerar campos que estén entre K’ y K”. Considere el
subcampo de K" generado por un subconjunto X de K” (IV.2.4 y PIV.2.5
ii).

1.8 Definicién. Sea X un subconjunto de K" y K’ — K" una extension.
El subcampo de K” generado por K’ U X denotado con K'(X), se llama
subcampo obtenido por la adjuncién de X a K’.

Obsérvese que el subcampo K'(X) puede ser mucho més grande que
K'uX. K'({z,y,z}) se denota K'(x,y,z). Consideremos la extensién
K' — K"con X = {ai,...,a; | a; € K" para i = 1,...,j}. Denotamos con
K'(ay,...,a;) el minimo subcampo de K" que contiene a K’ y a los elementos
ayy..., Aj.

La extension K’ — K'(ay,..., a;) se dice que estd generada por ay,..., a;
y también decimos que es una extensién finitamente generada de K'.
La extension K’ — K'(a) se llama extensién simple de K’ por a. El
reordenar las a; € K" parai = 1,..., j, no cambia K'(ay,...,a;) y se tiene que
K'(a1,...,a,) = K'(a1,..., an_1)(ay).

1.9 Ejemplo. Por 1.7 sabemos que [Q — Q(v/2)] = 2. Adjuntemos v/3 a
Q(v/2), es decir, consideremos (Q(v/2))(v/3). Entonces sus elementos son de
la forma a = ¢ + dv/3 con ¢,d € Q(v/2). Luego, 1,/3 generan (Q(v/2))(v/3).

Es fécil ver que son linealmente independientes sobre Q(1/2). Por lo tanto son
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una base de (Q(v/2))(v/3) sobre Q(v/2). Asf, [Q(v2)— (Q(V2))(V3)] = 2.
Por 1.4, se tiene que [Q — Q(v/2)(V/3)] = 4 Por la demostracién de 1.4,

] =
{V6,V/3,1/2,1} es base de Q(v/2,/3) sobre

1.10 Ejemplo. Como vimos en 1.7 [Q — Q(+/2)] = 2. Sabemos que
Q(v/2) es subcampo de R y que i ¢ Q(1/2) pues i ¢ R. Como i2 + 1 = 0,
Q(V2)(9) = Q(V2,i) y [Q(vV2)— Q(v2,7)] = 2. Luego

)
Q@ — Q(V2)[Q(vV2)— Q(v2,9)] = [Q — Q(v2,i)] = 4

Observe que K'[t] puede verse como un espacio vectorial sobre K’ donde
los elementos a™ con n > 0 generan K'[t] sobre K’ y que K'[t] no es de
dimensién finita pues los polinomios pueden tener un grado muy grande y
no ser combinaciones lineales de un conjunto finito de polinomios.

Podemos hacer equivalente el problema de "encontrar las soluciones" de
una ecuacion polinomial

f=Mt" 4 Xt Nt 4 o
al problema de encontrar las raices o ceros de
fea=E.(f) = M\a" + -+ + Xaa® + Ma* + Xo.

Es decir, resolveremos el problema original traducido a un problema equi-
valente usando homomorfismos, ideales, cocientes, etc. Nos preguntamos si
existe una extension K’ — K tal que f(t) € K'[t] posea una raiz en K.
Veremos que todo polinomio de grado mayor o igual a 1 con coeficientes
en cualquier campo K’ posee una raiz en algin subcampo K de K" que lo
contenga. Existird una extensiéon K de K’ tal que un polinomio f(t) € K'[t]
tenga una raiz en K7

Consideremos la extension K’ — K", a € K" y t la indeterminada.
Entonces el homomorfismo de evaluacién E, : K'[t] — K” envia K’ isomor-
ficamente en si mismo tal que para b € K', E,(b) = by E,(t) = a. Como
todo polinomio f se factoriza en K’[t] en polinomios irreducibles sobre K’,
si ¢ denota uno de tales polinomios irreducibles, el ideal I generado por q es
méximo en K'[t]. Luego el cociente K'[t]/I es campo. Considérese

o: K'— K'[t]/I
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dada por
rr—x+1

Es fécil ver que ¢ envia a K’ isomérficamente en si mismo dentro de K'[t]/]
(Problema 1.4). Asi, podemos considerar K = K'[t|/] como una extensién
de K'. Seaa=t+ 1, a € K. Consideremos E, : K'[t] — K. Si

qt) = At + -+ Mot + Mt + X, i € K
entonces
®a=E,(qt)) = M+ D"+ -+ Xt + D>+ ME+D + 1)+ 1 €K

Como t es un representante de la clase lateral a =t + 1, g(a) = (Apt" +-- -+
Aot? + Mttt +Xg) + 1 =q(t) + I = I en K. Luego, a es tal que g(a) = 0y,
por lo tanto, f(a) = 0. Hemos probado el siguiente

1.11 Teorema. (Kronecker) Si f(¢) es un polinomio no trivial en K'[t]
donde K’ es un campo, entonces existe una extension K de K’y un elemento
a € K tal que f(a) =0.4

1.12 Ejemplo. El polinomio f(t) = t*+t+1 € Zs|t] es irreducible sobre
Zs, (Problema 1.5). Por el Teorema 1.11 existe un campo K = Zs(a) que
contiene una raiz a de f. Luego, Zs(a) posee los elementos de la forma

04+0a¢ 14+0a 0+1la 1+ 1la
I I I I
0 1 a 14+a

lo cual nos proporciona un campo con cuatro elementos.

1.13 Ejemplo. Considere K’ = Ry f(t) = > + 1 un polinomio ir-
reducible en R[t]. Luego, el ideal I = (> + 1) generado por este poli-
nomio irreducible es maximo y por lo tanto el cociente R[t]/] es campo.
Podemos ver a R como un subcampo de R[t]/I. Sea a = ¢t + I. Entonces
a®?+1=t+I1)*+(1+1)=(t*+1)+1 =Ogpys. Asi, a es una raiz de t>+ 1.

Nos interesardn las extensiones K’ — K para las cuales cualquier ele-
mento a € K sea raiz de una ecuacién polinomial sobre K’.

1.14 Definicién. Sea K’ — K una extensién. Diremos que un elemento
a € K es algebraico sobre K’ si existe un polinomio no nulo f € K'[t]
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tal que a es raiz de f. Si a no es raiz de algun polinomio no nulo f € K'[t]
diremos que es trascendente sobre K’. Diremos que K es una extension
algebraica de K’ si todo elemento de K es algebraico sobre K’. Diremos
que K es una extension trascendente de K’ si al menos un elemento de
K es trascendente sobre K.

Se acostumbra llamar nimero algebraico a un elemento de C el cual
es algebraico sobre (Q y nmimero trascendente si es trascendente sobre Q.

1.15 Ejemplos. Considere la extensién Q — R. /2 es un elemento
algebraico sobre Q pues es raiz del polinomio ¢ — 2 € Q[t]. También, si
consideramos la extensién Q — C, v/2 e i = v/—1 son elementos algebraicos
sobre Q pues son raices de los polinomios t*—2 € Q[t] y t*+1 € Q[t] respecti-
vamente. Cualquier elemento a € K’ es raiz del polinomio t—a € K'[t] y por
lo tanto es algebraico sobre K’. Se puede probar que 7, e € R son trascen-
dentes sobre Q. Pero 7 es algebraico sobre R al ser raiz de t — 7 € RJ[t].
Observe que v/2 también es raiz de muchos polinomios més, propénga usted
algunos.

Considere la extensiéon K’ — K" y a € K" algebraico sobre K’. El
polinomio minimo para a sobre K’, denotado m,k/, es el polinomio
monico irreducible tnico de grado minimo m(t) € K'[t] tal que m(a) = 0 el
cual divide a cualquier otro polinomio que tenga a a como raiz (Problema
1.7). El grado del polinomio m, x+ lo llamaremos grado de a sobre K’y lo
denotaremos gr(a, K'). A continuacién veamos que si a € K” es algebraico
sobre K’ entonces [K' — K'(a)] = gr(a, K'): considérese la extensién simple
K'(a) de K’ tal que el nicleo ker E, del homomorfismo de evaluacién

E, : K'[t] — K'(a)

sea no trivial. Si suponemos que a es algebraico sobre K’, el nicleo de F, es
un ideal, el cual es principal (P 1.3.10) generado por m, k- el cual es maximo
(P 1.3.14) i.e. ker B, = (m, k') es un ideal mdximo. Luego, K'[t]/{mg k')
es un campo el cual es isomorfo a F,(K’[t]) el cual es un subcampo de
K'(a) que contiene a a, i.e. K'(a). Todo elemento de K'[t]/(m, k) es de la
forma f(t) + I donde I = (m, k') con el grado de f(t) < gr(mg k). Luego,
cualquier elemento de K'[t]/(mq k) puede escribirse como combinacién lineal
de n clases laterales 1+1,t+1,t*+1,...,t" '+ donde n = gr(m, ). Como
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t'+ I — a', vemos que los elementos 1, a,...,a" ' son base para K’(a) sobre

K'. Asi, [K' — K'(a)] = gr(mgk). (Véase el Problema 1.8)

Si consideramos la misma extensién simple K’(a) de K’ tal que el nicleo
ker E, del homomorfismo de evaluacién E, : K'[t] — K'(a) sea trivial.
Entonces E, es un monomorfismo. Luego E,(K’[t]) no es un campo pero
es un dominio entero y podemos considerar el campo de cocientes K'(t) y
se tiene un monomorfismo K'(t) — K’(a) el cual también es suprayectivo
pues a estd en la imagen. (a es trascendente sobre K).

1.16 Ejemplos. Considere la extension Q ~— C, el polinomio f(t) = t*—
2 y el homomorfismo de evaluacién E, 5 : Q[t]— C. Entonces E 5(f(t)) =
f(V2) = (v/2)?—2 = 0. Luego, f(t) =t>*—2 € ker E 5. Asi [Q — Q(V2)]

2 = gr(v/2,Q), luego mgo(t) =1 —2.

Considere la extensién Q ~— C , el polinomio f(t) = ¢t + 1 y el homo-
morfismo de evaluacién E;(f(t)) = f(i) =i* +1=0. Luego, f(t) =t*+1¢€
ker E;. Asf [Q — Q(i)] = 2 = gr(i,Q), luego m; o(t) = t*> + 1. No es trivial
el obtener el polinomio minimo en general.

1.17 Proposicién. Si una extension K’ — K es finita, entonces es
algebraica sobre K'.

Demostracién. Sea a € K. Veamos que a es algebraico sobre K'. El
conjunto {a",a" ! ... a* a',1} no es linealmente independiente, es decir,
existe una combinacién lineal

M@+ -+ Aga® + Nat + Ao =0

con no toda A; = 0. Luego f(t) = \t"+- - -+ Xot? + A1tt + \g es un polinomio
no trivial en K'[t] con f(a) = 0. Luego, a es algebraico sobre K'.4

El inverso de 1.17 es falso pues hay extensiones algebraicas de grado
infinito.

1.18 Teorema. Considere la extensién algebraica K’ ~— K. Entonces,
K = K'(ay,...,a,) para ay,...,a, € K si, y s6lo si K es una extension finita
sobre K'.

Demostracién. Si K = K'(ay,...,a,), a; es algebraico sobre K’ y por
lo tanto es algebraico sobre cualquier extensién de K’. Luego, el campo
K'(ay) es algebraico sobre K’ y generalizando K'(ay,..., ax) es algebraico sobre
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K'(ay,...,ai—1) para k = 2,...,n. Luego K = K'(as,...,a,) es una extensién
finita de K’. La parte, sélo si, se deja como ejercicio, ver Problema 1.10.4

1.19 Definicién. Considere la extensién algebraica K’ — K. La ce-
rradura algebraica de K’ en K es el conjunto {a € K | a es algebraico
sobre K’} y lo denotaremos con K/ o simplemente, por abuso, K.

1.20 Proposiciéon. Si K’ ~— K es una extension y K_}( la cerradura
algebraica de K’ en K entonces K} es un campo y es la extensién mas
grande de K’ en K.

Demostraciéon. Si a,b € K son algebraicos sobre K’ entonces a =+ b, ab
y a/b con b # 0 son algebraicos sobre K'. Si a,b € K/ entonces K'(a,b)
es una extensién finita y sus elementos son algebraicos sobre K’. Es decir,
K'(a,b) C K_}( Luego, K_}( contiene a todo elemento de K que es algebraico
sobre K', y asi, K_}( es la extensién més grande de K'contenida en K .4

Problemas

1.1 Considere una familia de campos {K;} para i = 1,..., s tal que cada
K1 es una extensién finita de K;. Pruebe que K, es una extensién finita
de K; y que

[Kl — KS] == [Kl — KQHKQ — Kg] cee [Ks—l — Ks]

1.2 Sea R(7) el subcampo que contiene a los elementos de la forma x + iy,
con x,y € R. Pruebe que C = R(7).

1.3 Pruebe que Q — R y Q@ — C son extensiones infinitas y que

[@— Q@) =2

1.4 Considérese
o: K'— K'[t]/I

dada por
t—t+1

Verifique que ¢ envia a K’ isomérficamente en si mismo dentro de K'[t]/I.

1.5 Pruebe que si f es un polinomio en K'[t] de grado 2 6 3, entonces f
tiene una raiz en K’ si, y sélo si, f es reducible sobre K'.
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1.6 Escriba las tablas de sumar y multiplicar del campo con cuatro ele-
mentos del Ejemplo 1.12.

1.7 Pruebe que el polinomio minimo para a sobre K’, denotado my g,
divide a cualquier otro polinomio que tenga a a como raiz.

1.8 Pruebe que si a € K entonces son equivalentes las siguientes: (i) a es
algebraico sobre K, (ii) el homomorfismo de evaluacién posee un nicleo no
trivial y (iii) la extensiéon K’ — K'(a) es finita.

1.9 Compruebe que m. 5o (t) = > — 2, que m gg(t) =t* — V2, y por lo
tanto, v/2 es algebraico de grado 2 sobre Q y es algebraico de grado 1 sobre
R. También compruebe que m; c(t) =t — 7.

1.10 Pruebe la parte "sélo si" de 1.18.

1.11 Compruebe que K'[t] puede verse como un espacio vectorial sobre
K’ donde los elementos a™ con n > 0 generan K'[t] sobre K'.

1.12 Considere la extension Q— C. Encuentre el polinomio minimo para

V2 + /3 sobre Q.
1.13 Compruebe que Q (\‘75)) = Q(V/2, V/2). Sugerencia: Verifique que

@ (V2)) — Q(v2,¥2) = 1.
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V.2 Automorfismos y mas sobre extensiones

2.1 Definicién. Sea A un anillo. Un automorfismo de A es un isomorfismo

de anillos 0 : A — A. Denotaremos con Aut(A) el conjunto de automorfismos
de A.

2.2 Definicion. Sea I' un subanillo de A. Un automorfismo de A
sobre I' es un isomorfismo de anillos o : A — A tal que o(a) = a para toda

a € T'. Denotaremos con Autr(A) el conjunto de automorfismos de A sobre
I

2.3 Proposicién. Aut(A) y Autr(A) son grupos bajo la composicién de
funciones.

Demostraciéon. Como la composicién de automorfismos es automor-
fismo, como vale la asociatividad de funciones bajo la composicién, como
el inverso de un automorfismo también es un automorfismo y la identidad
también lo es, el conjunto Aut(A) es un grupo bajo la composicién. Andloga-
mente para Autp(A).4

2.4 Ejemplo. Considere A = Z. Entonces todo m € Z es de la forma

ml para m € Z. Claramente o(ml) = ml. Por lo tanto o = I. Luego,
Aut(Z) = {Iz}.

2.5 Proposicién. Sea A un dominio entero, (K, f) su campo de co-
cientes y 0 : A — A un automorfismo. Entonces el homomorfismo inducido
0. K — K es un automorfismo.

Demostraciéon. Por 1.3.4, existe 0, : K — K. Veamos que posee
inverso. Como ¢ : A — Ainduce 0;! : K - Ky o lo = 007! = 1I.
Por el Problema 2.3 (i), 0,0, = 0,0, = Ix. Luego, o, posee a g, como
inverso.4
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2.6 Definicién. Sea K’ — K una extensién y f € K'[t]. Diremos que f
se descompone en K’ — K o sobre K si se factoriza en factores lineales
en K[t].

Observe que si se tiene un campo K” tal que f € K'[t] se descompone
sobre K", entonces las distintas raices aq, ..., a; de f(t) en K" generan el
subcampo K'(aq, ..., a;) de K" que es el campo minimo de K” en el cual f
se factoriza en factores lineales en K" [t].

2.7 Definicién. La extensiéon minima de K’ que cumple lo anterior se
llama campo de descomposicién de f sobre K’ y lo denotaremos K.

Nos preguntamos si existe una extensiéon K’ — K” tal que un polinomio
f se factorice en factores lineales. Para contestar esta pregunta, supongamos
que a; es una raiz en K’ — K' y omitimos el factor (t — a;) considerando
el polinomio fi(t) = f(t)/(t —a1) € K'[t]. Luego hacemos lo mismo en-
contrando una extensién K’ — K? que contenga una raiz de fi(t), etc. Asi
tenemos el siguiente

2.8 Teorema. Sea f € K'[t] un polinomio. Entonces existe una exten-
sién finita K’ — K" que es un campo de descomposicién de f sobre K’.4

2.9 Ejemplo. Considere el polinomio f(t) = t*—4 en Q[t]. Como f(t) =
(2 — 2)(t> 4+ 2) podemos adjuntar las raices —v/2 y v/2 de t? — 2 obteniendo
Q(—v2, v2) = Q(v/2) el cual es una extension Q — Q(+/2) de grado 2. Nos
fijamos en (#24-2) € Q(v/2)[t]. Las raices —/2i y v/2i son complejas, no en R,
luego (2 +2) es irreducible en Q(1/2)[t]. Ahora consideramos Q(v/2,v/2i) =
Q(v/2,4) y la extensién Q(v/2)— Q(v/2,4) la cual es de grado 2. Considere

la torre acostada de campos Q 2 Q(ﬂ)i Q(v2, i)+ C. Luego el
campo de descomposicién de f sobre Q en C es Q(v/2, i) y por lo tanto
[Q — Q(\/i Z)] =4.

Suponga que ay, ..., a; € K son las distintas raices de f € K'[t]. K'(aq, ..., a )
es el minimo subcampo que contiene a K’ y a las a;. Pero K'(ay, ..., a;)
estd contenido en cualquiera o todo subcampo de descomposicién. Por lo
tanto tenemos la siguiente

2.10 Proposicién. Sea K’ ~— K" una extensién y f € K"[t]. Si Ky
K? son subcampos de descomposicién para f sobre K’ entonces K' = K?.4
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Notacién. (i) Para las extensiones K’ — K y K’ — K" denotare-
mos con homg (K, K") el conjunto de homomorfismos (inyectivos) de K en
K" que dejan fijo a K’. Considere la extensién finita K’ — K", entonces
homp (K", K") =Autg/ (K", K") es un grupo. (ii) Sea K’ — K” una ex-
tension y f € K'[t]. Denotaremos con R(f, K”) el conjunto de las raices de
fen K.

2.11 Proposicién. Sea K’ — K" una extensiéon y f € K'[t] un poli-
nomio irreducible. Sea a; € K” una raiz de f. Entonces los conjuntos

hOmK’<K/(ai)7 KU) y R(f? K”)

poseen la misma cardinalidad.
Demostracién. Considere el diagrama

K ——K" .'—--h“f | /{
”-'r———h (ai)

donde E, : K'[t] — K" es el homomorfismo de evaluacién, el cual se facto-
riza mediante o, : K'[t]/(f) — K". Para cada rafz a; existe un ¢, . En-
tonces, cada rafz a; da lugar a un homomorfismo ¢, = ¢, o (¢, )" para el

cual ¥, (a;) = a;. ¢

2.12 Ejemplo. Como Q(v/2) = Q[t]/ (t> — 2) donde t*> — 2 es irreducible
sobre Q, hay dos homomorfismos que dejan fijo a Q que envian /2 en +£/2,
que son raices complejas de t2—2. Estas dos raices nos dan los homomorfismos

1,§: QW2 — C
a+0v2 — 1(a+b/2)= a+0bv2
a+bV/2 — Sa+bv2)= a—b/2

Si ponemos Q(1/2) en lugar de C obtenemos

homg(Q(V2), C) = homg(Q(V2), Q(v2)) = Autg(Q(V2).
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Luego |homg(Q(v/2), C)| = 2.

La siguiente proposicién es clave para comprender el grupo de automor-
fismos para el caso de extensiones algebraicas.

2.13 Proposicién. Considere las extensiones K’ — K y K' — K.
Entonces

(i) para f € KJt], cada § € homg (K, K") se restringe a una funcién
inyectiva 67 : R(f, K) — R(f, K").

(ii) si 6 € homg/ (K, K) entonces 6 : R(f, K) — R(f, K) es biyectiva.

Demostracién. (i) Para a € R(f, K) se tiene que f(d(a)) = 0(f(a)) =
4(0) = 0, por lo tanto ¢ envia R(f, K) en R(f, K”). Como § es inyectiva, su
restriccién a R(f, K) C K es una inyeccién también.

(ii) De (i), 6 : R(f, K) — R(f, K) es inyectiva y como es de un conjunto
finito en sf mismo es suprayectiva.4

Observe que (ii) dice que cualquier automorfismo de K permuta el con-
junto de raices de K de un polinomio f € K[t].

2.14 Definicién. Considere la extensiéon K’ — K”. Diremos que los
elementos a, b € K” son conjugados sobre K’ si son raices del mismo
polinomio minimo sobre K’, es decir, m, x» = mp -

2.15 Ejemplos. Considere la extensién Q — C, i y —¢ son conjugados
sobre QQ pues son raices del mismo polinomio minimo sobre Q, m;(t) =
2 +1 = m_;0(t). Si se considera la extensién Q — C, V2 'y —V/2 son
conjugados sobre Q pues son raices del mismo polinomio minimo sobre Q,
mpot) = t* =2 = m_ 5o(t). También, para Q — C, V2, V2e*mi3
V/2e*1/3 son conjugados sobre Q pues son raices del mismo polinomio minimo
sobre Q, m g(t) =t — 2.

2.16 Teorema. Sea K’ un campo, a, b elementos algebraicos sobre K’,
n = gr(mg k). Entonces a y b son conjugados sobre K’ si, y sélo si, la funcién

ap  K'(a) — K'(b)
dada por

Apo10@" 4 Aat X A b R AR N
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es un isomorfismo de campos.
Demostracién. Supongamos que a y b son conjugados, es decir, m, x =
my, k. Consideremos el siguiente diagrama

{mg ) ——= K'[t| ——= K'[t| /{ma ) K'[t] /(g g o)
e
\"'x =T Sy
Ko HH“‘-&._ ) o :
K'(a) = K'(b)

Definimos ¢, ;, = ¢, 0 ¢, " el cual es un isomorfismo tal que

CapPno1a" 4+ Ma' + X)) = 00, (Ap1a” T+ Aa! + No)
= gob[()\n,lanfl 44 Nat + o) + (Mma k)]
VIRY/ Can RN RPN Wy LTS

Ahora veamos que si ¢, ;, es isomorfismo entonces a y b serdn conjugados.
Considere my g/ (t) = Agt™ 4+ - + Aat? + \it! + Xg. Entonces \,a" + -+ +
A2a® +A1a' +Xg = 0. Por lo tanto ¢, ,(Ana”+- - -+ Aaa® + A1a’ + o) = A0+
oo Agb? + At + N = 0. Luego my, gr|my k. Andlogamente my, g |my i y
asi, a y b son conjugados.4¢

2.17 Ejemplo. Considere la extensién Q — Q(v/2) y el polinomio
mgo(t) = t* — 2. Sus raices son —V2 y V2 y por definicién, son conju-
gadas sobre Q. Por el teorema anterior, ¢ 5 /5 : Q(v2) — Q(V/?2) dada
por a+by/2 — go\/ifﬁ(a—kb\/?) = a—by/2 es un automorfismo de Q(v/2).

2.18 Definiciones. Sea f € K'[t] un polinomio irreducible. Diremos
que el polinomio f es separable sobre K” si toda raiz de f es simple en
la extension K’ — K”. Un elemento algebraico a € K” en una extension
K’ — K" es separable si su polinomio minimo m, x € K'[t] es separable.
Si K’ — K" es una extension finita, el grado de separabilidad, denotado
{K" — K"}, de la extensién K’ — K", es el orden de homy (K", K'). Si
K' — K" es una extension finita, se dice que es separable si { K’ — K"} =
[K' — K"].

Observe que si K’ ~— K'(a) es una extensién finita simple, por 2.11
aplicado a K" = K’ se tiene que {K' — K'(a)} = |R(mqx, K')|.
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2.19 Proposicién. Si K’ — K y K — K" son extensiones finitas,
entonces {K' — KH{K — K"} ={K' — K"}.
Demostracion. Problema 2.6.4

2.20 Definicién. Considere K’ — K” una extensién finita. Diremos
que es una extensiéon normal si K" es el campo de descomposicién sobre
K’ de alguin polinomio f € K'[t].

Recuérdese que homy (K, K") denota el conjunto de homomorfismos
de K en K" que dejan fijo a K'. Asi, homg: (K", K") = Auty/(K") pues
todo homomorfismo inyectivo es suprayectivo y por lo tanto invertible. Por
el Problema 2.8, una extensién K’ — K” es normal si para toda 1) €
homy (K", K') se tiene que (K"”) = K". Obsérvese que si K' — K"
es una extensién normal, entonces, siempre que se tenga un polinomio irre-
ducible f € K'[t] el cual posea una raiz en K", se separa en K" puesto que
cada par de raices de f son conjugadas sobre K’ y una va a dar a la otra
mediante un homomorfismo K’ — K’ que envia a K” en sf mismo.

2.21 Teorema. Sea K’ — K" una extension algebraica y K’ — K —
K" una torre de campos. Si 1, : K — K’ es un homorfismo que fija los
elementos de K’, entonces existe un homomorfismo ¢ : K" — K’ que

"extiende" a 1),,. S
K'——-=K’'

K’

K

K’

Demostracién. Sea A el conjunto de las parejas (C, ¢) donde (K — ()
< (K — K")y¢:C — K’ extiende a1),. Ordenemos A mediante la relacién
< para la cual (C1, ¢;) < (Cy, ¢,) siempre que C; < Cy y ¢, extiende
a ¢;. Luego (A, << )es un conjunto parcialmente ordenado. Supéngase que
B C A es un subconjunto totalmente ordenado. Sea C = U(c)eyC. En-
tonces (K — C) < (K — K"). También existe una funcién % : C — K’
dada por P(a) = ¢(a) cuando a € C para (C,¢) € B. Es claro que si a € C'
para (C', ') € B entonces ¢'(a) = ¢(a) y por lo tanto @ estd bien definida.
Entonces para toda pareja (C, ) € B tenemos que (C,¢) < (C, %) y asf
(C, %) es una cota superior de B. Por el Lema de Zorn, debe de haber un
elemento maximo de A, a saber, (K{/, ¢,)-
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Supongamos que K| # K", entonces existe un elemento a € K” para el
cual a ¢ K. Como K" es algebraico sobre K’, también es algebraico sobre
K{ pues a es algebraico sobre Kg. Simggn(t) = t" + - 4 At* + Mit! +
Ao, entonces el polinomio f(t) = " 4 -+ + @(A2)t* 4 @o(A)t" + wo(Xo) €
(o (K))[t] es también irreducible y por lo tanto tiene una raiz b en K’ el cual
es también la cerradura algebraica de ¢y (K(). Por la propiedad universal del
anillo de polinomios K{/[t], ¢, da lugar a ¢ como en el siguiente diagrama

Ky — K[t] — Ky[t]/(ma xy (8)) = Kg(a)

Pero (K{, ¢o) < (K{(a), ¢8) v (K{, ¢o) # (K{(a), ¢f) contradiciendo
la maximalidad de (K{, ¢,). Por lo tanto, K] = K" y podemos tomar

V=4

2.22 Definicién. Considere K’ »— K" una extension finita simple. Dire-
mos que a € K" es un elemento primitivo de la extensién si K" = K'(a).

El siguiente teorema se conoce como el teorema del elemento primitivo.

2.23 Teorema (del elemento primitivo) . Sea K’ — K" una exten-
sién separable. Entonces K" posee un elemento primitivo.

Demostracién. Supongamos que K”es un campo infinito. Como K” se
construye a partir de una sucesion de extensiones simples, basta considerar
el caso K" = K'(a, b). Sean f, g € K'[t] los polinomios minimos de a
y b sobre K’ respectivamente. Considere a = aq, ..., a, y b = by, ..., by
las distintas raices de f y ¢ respectivamente en K’. Como K’ — K" es
separable, r = gr (f) y s = gr (g). Para j # 1 se tiene que b = b; # b; y por
lo tanto la ecuacién a + xb = a; + xb; tiene solamente una solucién, a saber,
a—a; =xbj—axb=x(b;—b) yz = %. Si escogemos una x € K’ diferente
de estas soluciones (pues K’ es infinito), entonces a + zb # a; + xb;, excepto
cuando ¢ = j = 1.

Sea ¢ = a+xb. Entonces los polinomios g(t) y f(c—xt) tienen coeficientes
en K'(c)[t] y poseen a b como raiz, es decir, g(b) =0y f(c—xb) = f(a) =0.
De hecho, b es su tnica raiz comin pues escogimos x tal que ¢ # a; + zb;, es
decir, a; # ¢ — xb; a menos que 1 =7 = j.
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Por lo tanto, el m.c.d.(g(t), f(c —xt)) =t — b. Se sabe que el médximo
comtin divisor de dos polinomios tiene coeficientes en el mismo campo que los
coeficientes de los polinomios. Luego b € K'(c) y esto implica que a = ¢ — xb
también estd en K'(c). Por lo tanto, K'(a, b) = K’(c). Para el caso en que
K" sea un campo finito, ver el Problema 3.5 en la siguiente seccién. ¢

Problemas
2.1 Pruebe que Aut(Z,) = {1z, }.

2.2 Suponga que un anillo A contiene al' = Z 6 Z, y 0 € Aut(A). Pruebe
que o se restringe a la identidad en A y por lo tanto Aut(A) = Autp(A).

2.3 Sean A’ y A dominios enteros, K’ y K sus campos de cocientes
respectivamente y o : A’ — A un monomorfismo. (i) Pruebe que existe
un unico homomorfismo inducido o, : K’ — K tal que o.(a) = o(a) para
a € A C K'. (ii) Pruebe que In : A" — A’ induce I, =1 : K/ — K'y
que si A’ 25 A 25 A” son monomorfismos de dominios enteros, entonces
pos = (uo)y : K — K'.

2.4 (i) Pruebe que ( ). : Aut(A’) — Aut(K') es un monomorfismo.
(ii) Pruebe que ( )i : Aut(Z) — Aut(Q) es un isomorfismo y por lo tanto

Aut(Q) = {lo}-

2.5 Pruebe que las raices de polinomios con coeficientes en R son conju-
gadas. Sugerencia: considere C = R(7) = R(—i).

2.6 Pruebe la Proposicién 2.19: si K/ — K y K ~— K" son extensiones
finitas, entonces { K’ — K}H{K — K"} = {K' — K"}.

2.7 Pruebe que si K/ — K y K — K" son extensiones finitas, entonces
K' — K y K ~— K" son separables si, y sélo si K’ — K" es separable.

2.8 Pruebe que K” es el campo de descomposicién sobre K’ de algin

polinomio f € K'[t] (es decir K’ ~— K" es una extensién normal) si, y solo
si, Y(K") = K" para todo ¢ € homg: (K", K').

2.9 Considere las extensiones finitas K’ — K y K — K”. Pruebe que si
la extension K’ ~— K" es normal, entonces la extensién K ~— K" es normal.
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2.10 Sea f un polinomio en K'[t]. Un elemento a € K’ tal que f(a) = 0
es una raiz de multiplicidad n si n es el mayor entero tal que (¢ — a)"
es un factor de f en K'[t]. Pruebe que si f es irreducible en K'[t] entonces

todas las raices de f en K’ tienen la misma multiplicidad. Sugerencia: Use
los Teoremas 2.16 y 2.21.
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V.3 Teoria de Galois

Recordemos que hemos estado estudiando la estructura de una extension
algebraica K’ — K" analizando los automorfismos de K” que dejan fijo a
K', es decir, analizando Autg: (K").

3.1 Definiciéon. Una extensién finita K’ — K” se llama extensién de
Galois si es normal y separable.

Por el teorema 2.21, todo automorfismo K’ — K’ se extiende a un
homomorfismo de K" — K’ manteniendo fijos a los elementos de K’. Luego
tenemos la biyeccion homy (K", K') «— Autg/(K") y por lo tanto

| Aut o (K")| = {K' — K"} = [K' — K").

3.2 Definicién. El grupo de Galois de la extensién K' — K”
es el grupo Auty/(K”) denotado Gal(K' — K"). Sus elementos se llaman
automorfismos de Galois de K’ — K".

Asi, |Gal(K' — K")| = {K" — K"} = [K' — K.

3.3 Ejemplo. Por 1.9 sabemos que [Q — Q(v/2,v/3)] = 4. Conside-
remos Q(v2,v3) = (Q(v/2))(v/3). El isomorfismo O35 - Q(v2,v/3)
— Q(v/2,v/3) dado por ¢+ dv/3 — ¢ — dv/3, con c,d € Q(v/2) es un au-
tomorfismo que tiene a Q(y/2) como campo fijo. Andlogamente, NN
Q(v2,v3) — Q(v/2,v/3) tiene a Q(v/3) como campo fijo. Como la com-
posicién de automorfismos es un automorfismo, vemos que ¢, 5 5005 /5
no deja fijo ni a v/2, ni a v/3. Consideremos el grupo Autg(Q(v/2,1/3)). Sabe-
mos que {1,v/2,1/3,4/6} es una base para Q(v/2,v/3) sobre Q. Consideremos
L= Lutg@/avE) G = Pysva 2 = P35 Y O3 = P35 50 Pu5 o
Como 041(\/5) = —/2, 041(\/6) =6y Oég(\/g) = —/3, Q es el campo fijo

de {t,a1,00,03}.
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Sea K’ ~— K" una extensién de Galois y H un subgrupo de Gal(K' — K").
Denotemos con

(K" = {a € K"|a(a) = a, para toda a € H}.

Entonces (K”)# es un subcampo de K” que contiene a K’ pues si a,b €
(K" y a e H, ala+b) = a(a) + a(b) = a + b, a(ab) = a(a)a(b) = ab,
ala™t) =a(a)tsia#0ysice K, entonces a(c) = ¢, es decir K/ < (K")H.
Llamaremos a (K”)¥ subcampo fijo de H. Si H denota una familia {¢;}
de automorfismos de K” que dejan fijo a K’, denotamos con (K”)#i} al
subcampo fijo de la familia {y;}.

3.4 Ejemplo. Considere la extensiéon Q — @(\/5) y el polinomio
mgo(t) = t* —2. Sus raices son —v2 y v/2 y son conjugadas sobre Q.
Como vimos en el Ejemplo 2.17, v 5 5 : Q(v2) — Q(v/2) dada por
a+bv2 — o5 yala+ bv/2) = a — by/2 es un automorfismo de Q(v/2).
Pero a+bv/2 = a —by/2 cuando b = 0. Luego, el subcampo fijo de {ovz_vat

es Q(v2)¥vi-vih = Q.

Por el Problema 2.7, si K’ — K" es una extensién de Galois entonces
las extensiones K’ — (K")? y (K")¥ — K" son separables y también
(K")% »— K" es normal y por lo tanto es una extensién de Galois. Recuerde
que |Gal(K")® — K")| = {(K")? — K"} = [(K")" ~— K"]. Todo
automorfismo de Gal((K")? ~— K”) es un automorfismo de Gal(K’ — K"),
luego Gal((K")? — K") es un subgrupo de Gal(K’' — K"). Observe que,
por definicién, H < Gal((K")® ~ K") y por el Teorema de Lagrange,
o(H)|o(Gal((K") ~— K").

3.5 Proposicién. Si H es un subgrupo de Gal(K' — K") entonces
Gal((K")" — K") = H.

Demostracién. Como la extensién (K”)¥ ~— K" es separable, por el
teorema 2.23, es una extensién simple, es decir, K” = (K”)#(a). Considere
los distintos elementos de H = {1y = 3}, B5,..., 5,,}. Considere el polinomio
de grado n

f(t) = (t = a)(t = By(a)) - (t = Bu(a)) € K"[t].

Observe que f(t) no cambia al aplicar [ ; a sus coeficientes puesto que las
raices ) (a) son permutadas por ;. Por lo tanto, f(t) € (K")"[t]. Asi,
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[(K"H — K"] = (K" — ((K")?)(a)] < n = o(H). Por otro lado,
como H < (Gal((K")# ~— K")),tenemos que n = o(H) < o(Gal((K")#
K")) = [(K")? »— K")]. Por las dos desigualdades anteriores se tiene que
o(H) = n = o(Gal((K")# — K")) = [(K")® — K")] y por lo tanto
Gal(K")H — K") = H¢

Sea K’ ~— K" una extensién de Galois y (K’ — K) < (K' — K").
Entonces la extensiéon K — K" también es de Galois cuyo grupo de Galois
lo denotamos Gal(K — K").

3.6 Definicién. El grupo de Galois Gal(K ~— K") anterior se llamard
grupo de Galois relativo de las extensiones (K’ — K) y (K’ — K").

3.7 Proposicién. Considere (K’ — K) < (K’ — K"). Entonces
(K//)Gal(KHK”) - K.

Demostracién. Es claro que K < Por otro lado, sea
a € K"—K. Por el Problema 3.3, existe un automorfismo o € Gal(K — K")
tal que 0(a) # a 'y porlo tanto a ¢ (K")CUE—E") = Agf, (K")GUE—K") < [,
Por lo tanto, (K”)GalE—K") — [ ¢

(K//)Gal(KHK”) )

Consideremos una extensién de Galois finita K’ — K”. Denotemos con
Subgr(K' — K") el conjunto de todos los subgrupos de Gal(K' — K")
y Subext(K' ~— K") el conjunto de todas las subextensiones K' — K de
K' — K", es decir, donde K es un campo intermedio K' < K < K”.
Ordenemos estos conjuntos por inclusiones. Claramente Subgr(K' — K")
es un conjunto finito.

Los siguientes resultados constituyen los principales de la Teoria de Ga-
lois.

3.8 Teorema . Sea K’ — K" una extensién de Galois finita. Definamos
las siguientes funciones

g: Subgr(K' — K") — Subext(K' — K") dada por
H +— g(H)=((K")"— K")

f: Subert(K' — K") —  Subgr(K' — K") dada por
(K/ — K//) —_ f(K/ — K//) — GCLZ(K’ — K//)
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Entonces las funciones f y g son biyecciones mutuamente inversas que preser-
van el orden de contencién inverso.

Demostracién. Utilizando los resultados anteriores, considere las com-
posiciones siguientes

Subgr(K' — K") AN Subert(K' — K") AN Subgr(K' — K")
flg(H)) =

= f((K”)H NN K//)
= Gal((K”)H — K")
=H

H —  g(H)=(K")" — K") —

Subext(K' — K") S, Subgr(K' — K") g, Subext(K' — K")
f(K' — K) (K//)Gal(K’HK) s KV —
(K'— K) I — — (K" — K)
Gal(K' — K) -

ie., fog=lsug(r—kn Y 90 [ = Lsubeat(x'—rr)- Luego, f y g son inversos
uno del otro. Si Hy; y Hj son elementos del conjunto Subgr(K' — K") tal
que Hy < Hy entonces (K’ — (K")2) < (K" — (K")H1) pues si b € (K")H2
entonces permanece fijo por todo elemento de H; pues H; es un subconjunto
de H,. Por lo tanto, g también invierte el orden. También, si (K’ — K;) <
(K" — K,) son elementos de Subext(K' — K"), entonces como K; < Ko,
Gal(Ky — K") < Gal(K; — K") y si 0 € Gal(Ks — K") entonces o fija
todo elemento de K;. Por lo tanto f(K' — Kj) < f(K'— K;) y f invierte
el orden de contencién. ¢

Es de mencionarse que este fenémeno no se estudia solamente en la Teoria
de Galois, sino en general en la Teoria de Conjuntos Parcialmente Ordena-
dos. Tal par de biyecciones son, de hecho, funtores y se les conoce como
una conexioén de Galois. Esto tiene mucha importancia en la Teoria de la
Computacién y en la Teorfa Matemdtica de la Muisica.

3.9 Proposicién. Sea K’ — K" una extensién de Galois y (K’ —
K) < (K' — K"). Entonces el grupo de Galois relativo Gal(K — K")
de las extensiones (K’ — K) y (K’ — K”) es un subgrupo normal de
Gal(K' — K") si, y s6lo si (K’ — K) es una extensiéon normal.

Demostracién. Supongamos que Gal(K — K") < Gal(K' — K"), es
decir, para toda o € Gal(K — K")y p € Gal(K' — K”) tenemos que
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BaB~t € Gal(K — K"). Si k € K, entonces para cualquier £ € Gal(K' —
K")y a € Gal(K — K"), k(k) € K" satisface ar(k) = k(ktak(k)) = k(k)
puesto que £ 'ak € Gal(K — K"); luego k(k) € (K")¢E~E") — K Por
el Teorema 2.21, todo homomorfismo K — K’ que deja fijo a K’ se extiende
a un homomorfismo K” — K’ el cual debe tener imagen K”. Por lo tanto,
K’ — K" es una extensién normal.

Ahora supongamos que K’ — K" es una extensiéon normal. Entonces,
para cada a € Gal(K — K")y k € K, a(k) € K. También, para cada
B € Gal(K' — K"), B(a(k)) = a(k) y por lo tanto a~!Ba(k) = k. Asf que
a 'Ba € Gal(K — K"). Luego, para toda a € Gal(K' — K"), aGal(K —
K" a ! = Gal(K — K") y por lo tanto Gal(K — K") < Gal(K' — K").4

3.10 Proposicién. Sea K’ — K una extensiéon de Galois. Entonces
existe un isomorfismo de grupos

Gal(K' — K")/Gal(K — K") 2 Gal(K' — K)

dado por aGal(K — K") — ak.

Demostracién. Como K’ — K es una extensién normal, si o €
Gal(K' ~— K") entonces aK = K. Asi es que podemos restringir o a
un automorfismo de K, a|x : K — K. Entonces o|x es la identidad en K
si, y sélo si , a € Gal(K — K"). Es inmediato comprobar que la funcién

Gal(K' — K") — Gal(K' — K)

a — alg

es un homomorfismo de grupos con nicleo Gal(K — K"). Asf que obtenemos
un monomorfismo

Gal(K' — K")/Gal(K — K") — Gal(K' — K)
tal que

o(Gal(K' — K")/Gal(K — K")) = [K' — K"]/[K — K]
= [K' — K] = o(Gal(K' — K))

y por lo tanto es un isomorfismo. ¢

3.11 Ejemplo. El problema 3.1 y el ejemplo 3.3 nos dicen que
Gal(Q — Q(V2,V3)) =V
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vy que los cuatro automorfismos ¢,a,a9,a3 dejan fijo a Q. Los diagramas
siguientes ilustran la correspondencia de Galois para la extension

Q — Q(v2,v3) :

e el
s
/-H

{z, 0 {4 )

Consideremos una extensién finita K’ — K” de grado [. Veamos a K"
como espacio vectorial sobre K’. Supongamos que K’ tiene ¢ elementos.
Luego, cualquier elemento u de K” puede escribirse en forma tnica como
uw = M\v; + -+ Nv para {\}_, € K’y {v;}}_, una base de K”. Hay ¢'
expresiones para u pues cada \; puede ser cualquiera de los ¢ elementos de
K'. Luego K" tiene ¢! elementos.

Observe que si K es un campo finito de caracteristica p, entonces se tiene
9
una extensién K’ — K” donde K' 2 Z,,. Luego K" tiene p' elementos, para
o . . "
| un entero positivo, es decir, |K”| = plZr—K"],

Ahora, si consideramos el grupo multiplicativo (K”)* de los elementos
distintos de cero de K", recordemos que tiene orden p' — 1. Si tomamos un
elemento a € K", el orden de a, o(a)|o((K")*) = p' — 1. Luego a? * =1y
a?' = a. Por lo tanto, cualquier elemento de K" es raiz del polinomio ' — t,
el cual tiene a lo més p' raices. Asi, si K" estd contenido en ZTJ, los elementos

de K" son las raices en Z, del polinomio t*' —t € Z,[t].

Considere el polinomio f(t) = t* —t € Z,[t]. Su derivada es f'(t) =
P =1 _ 1 = —1. Por el problema 3.4 todas las raices de f(t) en Z son
simples. Luego, f posee p' raices distintas en Z Si {0,a1,...,a,_1} son las
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distintas raices, entonces en Z,[t], t*' —t = t(t —ay) - - - (t — ay_y) y cada raiz
es simple sobre Z,,.

Denotemos con Fy = {a € Z,, | f(a) =0} C Z,.

3.12 Teorema. F, es un subcampo de Z, con p' elementos, [ > 1.

Demostracién. Si a,b € F,; entonces (a + b)*' — (a +b) = (a¥' + ") —
(a4Db) = (a”' —a)+ ("' —b) =0 b (ab)?' — (ab) = (aplbpl) (ab) = ab—ab = 0.
Claramente 0,1 son raices de t* —t. Sia # 0, a” =ay (1/a)’ = 1/a. Por
lo tanto, IF,; es un subcampo de Z, ™

Observe que Z, < F, y que Z, — [F, es una extensién finita. El sub-
campo F, se llama campo de Galois de orden p'. Se acostumbra denotar
a Z, con F,. También se usa la notacién GF(p') para F, en la literatura
sobre este tema. Es claro que [F, — F,| = I.

Problemas

3.1 Compruebe que Autg(Q(v/2,v3)) = Gal(Q — Q(v/2,v3)) 2V (el
grupo 4 de Klein).

3.2 Pruebe que el grupo de Galois Gal(K ~— K") relativo de las exten-
siones (K’ — K) y (K’ — K") es un subgrupo de Gal(K' — K"), es decir,
Gal(K — K") < Gal(K — K") cuyo orden o(Gal(K — K")) = [K' —
K//]'

3.3 Recuerde que [A-D-LI-M p.107] una accién de un grupo G en un
conjunto X es transitiva si para cualesquiera x,y € X existe g € G tal que
gr = y. También decimos que la accion es libre si solamente para g = e € G
se tiene que gr = x, de otra manera, si para cuando g # e € G, gr # .
Pruebe que si K’ — K" es una extensién de Galois finita donde K” es el
campo de descomposicién de un polinomio irreducible f € K'[t] de grado n
entonces el grupo Gal(K' — K") actia transitiva y libremente en R(f, K").

3.4 Considere el anillo de polinomios K [¢] para un campo K. Se define la
derivada 9 : K[t] — K][t] dada por 9(f(t)) = O(Aut™ + - - - + Aat? + M\it! +
Ao) = nAt" T+ -+ 20080 + N = f/(t); \i € K. Pruebe que si f € K[t
posee una raiz a € K" para una extension K — K", entonces a es una raiz
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muiltiple de f si, y sélo si, f y f’ poseen un factor lineal comin en K[t| que
se anula en a.

3.5 Pruebe el teorema del elemento primitivo para el caso en que K" sea
finito.

3.6 Pruebe que F,; < ]F_p es el subcampo de descomposiciéon para los
polinomios ' — t y t# =1 — 1 sobre F,,.

3.7 Pruebe que F, es el tnico subcampo (salvo isomorfismo) con p' ele-
mentos.

3.8 Considere I y F,; dos campos de Galois de caracterfstica p. Pruebe
que F,x es subcampo de F; si, y sélo si, k divide a [.

3.9 Dibuje un diagrama de los subcampos de [F 60 ordenados via la divisi-
bilidad por [ = 60.
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