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Prefacio

La teoria de los espacios vectoriales engloba los fundamentos teéricos de
la rama de las matematicas conocida como “dlgebra lineal”, la cual tiene im-
portantes aplicaciones en ingenieria, fisica, biologia, ciencias computacionales,
y economia, entre otras ciencias. Dentro de las matemaéticas mismas, el alge-
bra lineal es una pieza fundamental en el desarrollo del dlgebra multilineal, las
ecuaciones diferenciales, la teoria de modulos, el anélisis funcional, la teoria de
representaciones y la geometria algebraica.

El &lgebra lineal se originé como el estudio de los sistemas de ecuaciones
lineales, el cual evolucion6 naturalmente al estudio de matrices y vectores geo-
métricos. La definiciéon moderna de espacio vectorial fue presentada por Giu-
seppe Peano en 1888, y su desarrollo tedrico se dio principalmente durante la
primera mitad del siglo XX. Es posible que el lector conozca alguna definicién
del concepto de vector, como la siguiente:

Definicién [vector geométrico]. Un vector geométrico es un objeto que
tiene magnitud y direccién.

Sin embargo, en este libro, nuestra definicién de vector serd la siguiente:
Definicién [vector]. Un wvector es un elemento de un espacio vectorial.

De esta forma, los vectores son objetos abstractos que satisfacen los axio-
mas establecidos por la definicion de espacio vectorial (ver Definiciéon 1.1); no
asumiremos que los vectores satisfacen ninguna otra propiedad (en particular,
para nosotros no tienen magnitud ni direccion).

Este libro esta dirigido a estudiantes de tercer semestre de la Licenciatura
en Matematicas del Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias de la
Universidad de Guadalajara. Sin embargo, estamos convencidos de que nuestro
enfoque serd benéfico a estudiantes avanzados de carreras afines.

Iniciamos el libro con el Capitulo 0 sobre temas preliminares, donde repasa-
mos los conceptos de relaciéon de equivalencia, clase de equivalencia, operaciéon
binaria, grupo y campo; ademaés, abordamos algunos ejemplos basicos de cam-
pos que son indispensables posteriormente, como los ntimeros racionales, los
numeros reales, los nameros complejos y los enteros médulo un primo.

En el Capitulo 1 estudiamos la definicién de espacio vectorial, nuestro princi-
pal objeto de estudio en este libro. Demostramos algunas de las propiedades ele-
mentales de los espacios vectoriales y examinamos en detalle algunos ejemplos,
incluyendo al espacio euclideo R™, espacios de matrices, espacios de funciones y
espacios de polinomios.

En el Capitulo 2 presentamos la definicién de subespacio vectorial y de-
mostramos su equivalencia con otras afirmaciones (test del subespacio 1y 2).
También estudiamos algunas formas de construir subespacios, entre las que es-
tan los subespacios generados por conjuntos, la intersecciéon de subespacios y la
suma de subespacios.
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En el Capitulo 3 analizamos las funciones entre espacios vectoriales que
preservan sus estructuras: las transformaciones lineales. Estudiamos sus propie-
dades basicas y definimos los conceptos de isomorfismo, imagen y kernel.

En el Capitulo 4, dado un subespacio S de un espacio vectorial V', construi-
mos un nuevo espacio vectorial V/S llamado el espacio vectorial cociente. Los
vectores de este nuevo espacio son clases laterales de la forma v 4+ .S. Es en este
capitulo donde aparecen el Primer y el Segundo Teorema de Isomorfia.

En el Capitulo 5 estudiamos el concepto de independencia lineal para defi-
nir lo que es una base de un espacio vectorial. A grandes rasgos, una base es
un conjunto de vectores que determinan la estructura de todo el espacio. La
cardinalidad de una base se conoce como la dimension de un espacio, y resulta
ser una caracteristica clave, ya que dos espacios vectoriales definidos sobre un
mismo campo son isomorfos si y sélo si tienen la misma dimensién.

En el Capitulo 6 consideramos espacios vectoriales de dimension finita. Ana-
lizamos céomo se comporta la dimensién en la suma de subespacios, el espacio
cociente y el espacio de las transformaciones lineales, y, después de un breve re-
paso sobre matrices, mostramos cémo un vector puede representarse mediante
sus coordenadas respecto a una base y cémo una transformacion lineal puede re-
presentarse mediante una matriz. Mediante estas representaciones, descubrimos
que aplicar una transformacién lineal a un vector es lo mismo que multiplicar
la matriz correspondiente por las coordenadas del vector, y que la composi-
cién de transformaciones lineales es igual a la multiplicacién de sus matrices
correspondientes.

En el Capitulo 7 estudiamos algunos temas relacionados con la teoria de
matrices, como los determinantes y las matrices elementales, para terminar con
el Teorema Fundamental de Matrices Invertibles.

En el Capitulo 8 definimos la relacion de equivalencia de similitud de matri-
ces: esencialmente, dos matrices son similares si y s6lo si representan a la misma
transformacion lineal respecto a dos bases posiblemente distintas. Nuestro ob-
jetivo de estudiar propiedades comunes que poseen las matrices similares nos
lleva a considerar los autovalores y autovectores de una matriz.

En el Capitulo 9 estudiamos principalmente dos teoremas muy importantes:
el Teorema de Cayley-Hamilton, el cual establece que cualquier matriz es una
raiz de su polinomio caracteristico, y el Teorema de la Forma Canénica de
Jordan, el cual establece que cualquier matriz compleja es similar a una matriz
triangular superior en la forma de Jordan.

Finalmente, en el Capitulo 10 presentamos una aplicacion del algebra lineal
a las ciencias computacionales y la teoria de la informacién. Mostramos cémo
a través de los espacios vectoriales sobre campos finitos es posible disenar un
sistema de transmision de datos en el que sea posible detectar, e incluso corregir,
errores ocurridos en la transmision. Creemos que esta aplicacion ilustra el poder
de la abstraccién matematica, asi como la belleza y creatividad detris de muchos
de sus conceptos.



Conceptos Preliminares

Este capitulo es un repaso de algunos conceptos preliminares que seran ne-
cesarios en nuestro estudio de espacios vectoriales. Para un repaso mas a fondo
sobre estos temas sugerimos consultar el libro Conjuntos y Numeros [2].

0.1. Relaciones de equivalencia

Sean A y B conjuntos. Recordemos que una relacion R de A en B es un
subconjunto del producto cartesiano A x B. Escribimos aRb si (a,b) € R.

Ejemplo 0.1. Sea f : A — B cualquier funcion entre los conjuntos A y B. La
siguiente relacion se llama la grdfica de la funcion:

R:={(a,b) € A x B|f(a) = b}.

Ejemplo 0.2. Sea f: A — C'y g: B — C dos funciones. La siguiente relacion
se llama el producto fibrado de fy g:

R:={(a,b) € Ax B|f(a) = g(b)}.
Una relacion sobre A es simplemente una relacion de A en A.

Definicion 0.3 (relacion de equivalencia). Una relacion R sobre un conjunto
A es una relacion de equivalencia si se cumplen las siguientes propiedades:

(E1) R es refleriva: aRa para toda a € A.
(E2) R es simétrica: aRb implica bRa.
(E3) R es transitiva: aRb y bRc implican aRc.

Ejemplo 0.4. Sea Z el conjunto de los ntimeros enteros y sea n > 1 un nimero
entero. La relacion

R,={(a,b) €ZXxXZ:n|(a—0)}

es una relacion de equivalencia llamada la congruencia mddulo n. Si (a,b) € R,
escribimos ¢ = b mdéd (n). Es necesario demostrar que las propiedades (E1),
(E2) y (E3) se cumplen:
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(E1) Para cualquier a € Z, n | (a —a) =0, asi que a = a mdd (n).

(E2) Sin | (a—1b), entonces n | (b — a). Por lo tanto, a = b méd (n) implica
b=a mébd (n).

(E3) Ejercicio 0.36.

Definicion 0.5 (clase de equivalencia). Sea R una relacion de equivalencia
sobre A. La clase de equivalencia de un elemento a € A, denotada como [a], es
el subconjunto de A definido como

[a] = {x € A: zRa}.

Al conjunto de todas las clases de equivalencia de los elementos de A se le llama
el conjunto cociente de A por R, y se denota como A/R. En simbolos,

A/R={[d] : a € A)}.

Ejemplo 0.6. Sea R, la relacion de congruencia modulo n. Para cualquier a €
Z, la clase de equivalencia moédulo n de a es

[a] ={x €Z:x=a mbd (n)}.
El conjunto cociente Z/R,,, denotado en este caso simplemente como Z,,, es
Zn =7 Ro = {la] : a € Z} = {[0}, [1], 2], ..., [n — 1]}.
Es posible demostrar esta tltima igualdad usando el algoritmo de la division.

Lema 0.7 (propiedades basicas de las clases de equivalencia). Sea R una
relaciéon de equivalencia sobre A.

(1) a € [a] para toda a € A.
(2) [a] = [b] siy solo si aRb.
(3) Si [a] # [b], entonces [a] N [b] = 0.

(4) A= U I[a].
acA
Demostracion. Ejercicio 0.37. O

0.2. Grupos

Definicion 0.8 (operacion binaria). Sea G' un conjunto no vacio. Una opera-
cion binaria de G es una funcién de la forma f: G x G — G.

En general, para verificar que una operacién binaria f : Gx G — G estd bien
definida hay que asegurarse que realmente f(a,b) € G para cualquier (a,b) €
G x G. Comunmente llamamos a esto la propiedad de cerradura de la operacion.
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Ejemplo 0.9. Consideremos algunos ejemplos y contraejemplos.

1. Lafuncién + : ZxZ — Z definida como +(n, m) := n+m es una operacién
binaria del conjunto Z llamada la suma usual de nimeros enteros.

2. La funcion + : Q x Q — Q definida como +(g—11, ‘;—j) = % es una
operacion binaria del conjunto Q de niimeros racionales llamada la suma
usual de nimeros racionales.

3. La resta no es una operacioén binaria del conjunto N de niimeros naturales
porque no cumple la propiedad de cerradura (por ejemplo, 3—4 = —1 ¢ N).

4. La funcién mcd : N x N — N que asigna a cualquier par de ntmeros
naturales su maximo comin divisor es una operacién binaria de N.

5. La funcion - : 2Z x 2Z — 2Z definida como -(n,m) := nm es una operacion
binaria del conjunto 2Z de ntmeros enteros pares ya que el producto de
dos enteros pares siempre es un entero par.

Una propiedad importante de las funciones es que cada elemento del domi-
nio tiene una tnica imagen en el codominio. Por lo tanto, para demostrar que
una operacioén binaria f : G X G — G esté bien definida, ademas de verificar
la propiedad de cerradura, hay que verificar que si (a,b) = (a/,b’), entonces
f(a,b) = f(a’,b"). Comprobar esto es trivial en los ejemplos anteriores, si em-
bargo no es tan obvio cuando los elementos de G son clases de equivalencia que
dependen de un representante.

Ejemplo 0.10 (suma maddulo n). Sea Z,, = {[0],[1],. .., [n—1]} el conjunto de
clases de equivalencia médulo n € N, n # 0. Definimos una operacién binaria
f: %y X Ly — Zp, lamada suma mddulo n, como

f(lal, [b]) := [a + 8],

para cualquier [a],[b] € Z,. Es obvio que f cumple la propiedad de cerradu-
ra. Ahora demostraremos que si [a] = [a'] y [b] = [V/], entonces f([a],[b]) =
f([a'],[V'])- Por el Lema 0.7,

a=ad méd (n) y b= mdbd (n).

Luegon | (a—d') yn| (b—1V), lo que implica que a —a’ =sny b—b =1in
para algunos s,t € Z. Sumando las ecuaciones previas, obtenemos

(a+0d) —(a' +V) = (s +t)n,
y por lo tanto, (a +b) = (o' + V') mdd (n). Asi, f([a], [b]) = f([¢], [P'])-

Normalmente, denotamos con un punto - a una operacién binaria arbitraria
de GG, y denotamos como a - b a la imagen del par (a,b) € G x G.

Un grupo es una estructura algebraica que consiste en un conjunto y una
operacion binaria que cumple tres propiedades.
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Definicion 0.11 (grupo). Sea G un conjunto no vacio y - una operaciéon binaria
de G. El par (G, -) es un grupo si se cumplen las siguientes propiedades:

(G1) Asociatividad. Para toda a,b,c € G, se cumple que
a-(b-¢c)=(a-b)-c.

(G2) Identidad. Existe un elemento e € G tal que, para toda a € A,

(G3) Inversos. Para cualquier a € G existe un b € G tal que

a-b=b-a=ce.

El elemento e € G de la propiedad (G2) es llamado la identidad de G. El
elemento b € G de la propiedad (G3) es llamado el inverso de a € G y lo
denotamos como a 1.

Ejemplo 0.12 (nUmeros enteros). Sea + la suma usual de Z. El par (Z,+) es
un grupo:

(G1) Para toda n,m,k € Z, se cumple que (n+m)+k=n+ (m+k).
(G2) La identidad es 0 € Z porque 0 +n = n + 0 = n, para toda n € Z.
(G3) Elinverso de cualquier n € Z es —n € Z porque n+(—n) = (—n)+n = 0.

Ejemplo 0.13 (grupo trivial). Consideremos un conjunto con un solo elemento
G = {e} y una operacion binaria - definida como e - e = e. El par ({e},-) es un
grupo: las propiedades G1-G3 se cumplen obviamente. Llamamos a ({e},-) el
grupo trivial.

Enunciaremos algunos resultados basicos.
Lema 0.14 (propiedades basicas de grupos). Sea (G, -) un grupo.
(1) Cancelacion derecha. Para toda a,b,c € G,si a-c=b-c, entonces a = b.
(2) Cancelacidn izquierda. Para toda a,b,c € G, si ¢-a = ¢ b, entonces a = b.
(3) Unicidad de la identidad. La identidad e de G es unica.
(4) Unicidad de los inversos. Para toda a € G, el inverso de a es unico.

—1)-1 =g,

(5) Inverso del inverso. Para toda a € G, (a

Demostracion. Ejercicio 0.40. O

Definicion 0.15 (Grupo abeliano). Decimos que un grupo (G, -) es abeliano si
se cumple la siguiente propiedad:
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(G4) Conmutatividad. Para toda a,b € G, se cumple que

a-b=>b-a.

Ejemplo 0.16 (numeros racionales). Sea - la multiplicacion usual de nimeros
racionales: ¢ - §2 := 132 Sea Q" := Q\ {0}. Demostraremos que el par (Q~, )
es un grupo abeliano:

(G1) Para cualquier ¥ € Q*,

b;
a (az . as) _ a1 (a203)
b1 bg b3 bl (b2b3)

. (araz)as

(b1b2) b3

(G2) La identidad es 1 € Q* porque 1 - 4.1 =2 paratoda ¢ € Q*.

(G3) El inverso de cualquier § € Q* es g € Q* porque ¢ - g = l‘f—fl’ = 2—2 = %
(G4) Para cualquier §* € Q"

a1 Qg - ayas o a201 - as a1

by by biby  boby by by

Si (G,-) es un grupo y H un subconjunto de G, denotamos por -y a la
restriccién de - en H; en otras palabras, -y es la funcién -5y : H x H — G
definida como

a-gb=a-b, donde a,b € H.

Definicion 0.17 (Subgrupo). Sea (G, ) un grupoy H C G. Decimos que (H, )
es un subgrupo de (G,-) si (H,-g) es en si mismo un grupo.

Decimos que (H, ) es un subgrupo propio de (G,-) si H € G.

Teorema 0.18 (test del subgrupo). Sea (G, ) un grupo y H C G. El par
(H,-p) es un subgrupo de (G,-) si y solo si se cumplen las siguientes pro-
piedades:

(S1) Cerradura en H. Para toda a,b € H, se cumple que a-b € H.
(S2) Identidad en H. e € H, donde e es la identidad del grupo (G, -).
(S3) Inversos en H. Para cualquier a € H, se cumple que a~! € H.
Demostracion.

(=) Si (H,-g) es un subgrupo, claramente se cumplen las propiedades (S1)-
(S3).
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(<) Supongamos que el par (H,-g) cumple las propiedades (S1)-(S3). La pro-
piedad (S1) garantiza que -y es una funcién de la forma H x H — H, asi
que es una operacion binaria de H. Las propiedades (S2) y (S3) implican
directamente que (G2) y (G3) se cumplen. Finalmente, (H,-g) también
cumple (G1) porque, para cualquier a,b,c € H,

a-gbge)=a-(b-c)=(a-b)-c=(a-gb) ugec
Por lo tanto, (H, ) es un grupo en si mismo.

O
Para simplificar notacion, si (H,-g) es un subgrupo de (G, -), denotamos la
operacion -g con el mismo simbolo que la operacion de (G, -).

Ejemplo 0.19 (nZ). Sea n € N, n # 0. Consideremos al conjunto de los multi-
plos enteros de n:

nZ={nk:keZ}.
Claramente, nZ es un subconjunto de Z (un subconjunto propio si n # 1).
Ademas, (nZ,+) es un subgrupo de (Z, +):

(S1) Sean a,b € nZ. Entonces a = nky y b = nks, para algunos k1, ke € Z. Por
lo tanto,
a+b=nky +nke =n (ki + ko) € nZ.

(S2) El conjunto nZ contiene a 0 porque 0 = n0.
(S3) Sia € nZ, entonces a = nk, para algun k € Z, asi que —a = n (—k) € nZ.

Un grupo (G, -) es finito si G es un conjunto finito. Cuando |G| = m, podemos
escribir una tabla, llamada la tabla de Cayley de (G, ), con m filas y m columnas,
que determina completamente el comportamiento de la operaciéon binaria del
grupo. Para esto, ordenamos de manera arbitraria los elementos del grupo, G =
{91,92,...,gm}, y escribimos g; - g; en la entrada (7, j) de la tabla.

Ejemplo 0.20 (enteros moédulo n). El par (Z,,, +) es un grupo abeliano finito
(Ejercicio 0.41), donde + es la suma médulo n. Sin = 5, el Cuadro 1 es la tabla
de Cayley de (Zs,+).

Definicion 0.21 (subgrupo ciclico generado por g). Sea (G, -) un grupo. De-
finimos al grupo ciclico generado por g € G como el conjunto

(9) ={¢*:kez},

donde g =ey

g-9g-g...g para k > 0,
—_—
k veces
9" =
g tg7t. . g7 parak <.
—_—
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+ (o [ 2 B [4
0y [ for 0] 2] 3] [4]
Al 2 B[ (o]
212 B Mo [
Bl B [ o [ [2
(4| 4 o] (1] 2 [3]

Cuadro 1: Tabla de Cayley de (Zs,+)

Teorema 0.22 (subgrupo ciclico generado por g). Sea (G,-) un grupoy g €
G. Entonces, ({g),-) es un subgrupo abeliano de (G, ).

Demostracion. Usaremos el Teorema 0.18 del test del subgrupo.

(S1)

(S2)
(S3)

(G4) Sean g%, g* € (g). Entonces g* - g° = g"ts = g*tF = ¢g° . g,

Sean g*,¢° € (g), k,s € Z. Analizaremos varios casos. Si k > 0y s > 0,
entonces

9" 9°=9-9...9-9°9..9=9-9-9..9=9"" € (g).
—_— Y Y
k veces S veces k+8 veces
Sik>0,s<0,y k> —s, entonces
@ =g-9..99 g . g =g-g...ge...e=g"" € (g).
—_—
k veces —S8 veces k+9 veces
Sik>0,s<0,yk < —s, entonces
9 =g-g...9.g g . gt=e...eegt-g g =g" e (g).
—_— — —_—
k veces —s veces —s—k veces
Sik <0y s <0, entonces
=g g g g g g =g g g =g e ().
—k veces —5 veces —k—s veces

Los otros casos (como k < 0y s > 0, o k = 0) se analizan de manera
similar. Por lo tanto, g* - ¢° = ¢*** € (g) para toda k,s € Z, lo que
demuestra la cerradura en (g).

Por definicién, e = ¢° € (g).

k

El inverso de cualquier g* € (g) es g~*, el cual es claramente un elemento

de (g)-

k
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Definicion 0.23 (grupo ciclico). Decimos que un grupo (G, -) es ciclico si exis-
te g € G tal que G = (g).

Ejemplo 0.24. Para cualquier n € N, el grupo (Z,,+) es ciclico. Demostra-
remos que Z, = ([1]). Sea k € Z. Siempre que la operacion del grupo sea una
suma, escribiremos k-[1] en lugar [1]¥, ya que k-[1] va mas acorde con la notacién
aditiva. En este caso k - [1] significa:

]+ 1]+ + 1] para k > 0,

. [1] _ k veces
(1)) + (=[1]) +--- + (=[1]) parak <O0.

—k veces

Analizando los casos k < 0, k =0y k > 0 por separado, es sencillo comprobar
que k - [1] = [k] para toda k € Z. Por lo tanto,

() ={k-[1] : keZ}={k : k € Z} = Z,.

Para el lector interesado en profundizar méas en temas de teoria de grupos
recomendamos el libro [3].

0.3. Campos

En esta seccion definimos una nueva estructura algebraica que involucra dos
operaciones binarias.

Definicion 0.25 (Campo). Sea F' un conjunto no vacio. Sean + y - dos opera-
ciones binarias de F. La triada (F,+,-) es un campo si se cumplen las siguientes
propiedades:

(C1) (F,+) es un grupo abeliano con identidad 0.

(C2) (F'\ {0},-) es un grupo abeliano con identidad 1.
(C3) Distributividad. Para toda a,b,c € F,
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).

Las operaciones + y - en un campo son llamadas “suma" y “multiplicacién",
respectivamente. Esto no significa que + y - sean la suma y multiplicaciéon usual
de nameros; de hecho, el conjunto F' podria no contener numeros. Al elemento
0 se le llama identidad aditiva del campo, mientras que a 1 se le llama identidad
multiplicativa.

Sea (F,+,-) un campo. Es costumbre denotar al inverso aditivo de a € F
como —a Yy, para simplificar notacién, si a,b € F, escribimos a — b en lugar de
a+(—b). Sea F'* = F'\ {0} el conjunto de elementos del campo distintos de cero.
Por la propiedad (C2), cualquier a € F* tiene inverso multiplicativo, al cual
denotamos como % Como ambas operaciones + y - forman grupos abelianos, es
claro que a+b =b+a para toda a,b € F,y que a-b = b-a para toda a,b € F*.
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Lema 0.26 (propiedades basicas de campos). Sea (F,+, ) un campo.
(1) Multiplicacion por 0. Para cualquier a € F, 0-a=a-0=0.

(2) 0 no tiene inverso multiplicativo. No existe a € F' tal que a-0=1.

(3) No hay divisores de 0. Sia-b=0, con a,b € F, entonces a =00 b= 0.

(4) Leyes de los signos. Para toda a,b € F', se cumple que

(—a)-b=a-(=b)=—(a-b) y (=a)- (=) =a-b.

Demostracion. Ejercicio 0.44. O

Ejemplo 0.27 (campo con dos elementos). Si (F, -+, ) es un campo, sabemos
que tiene una identidad aditiva 0 y una identidad multiplicativa 1. Obviamente,
0 # 1 porque 1 pertenece al conjunto F'\ {0}. Supongamos que F' = {0, 1}.
(Existe un campo ({0,1},+,-)? Deduzcamos como deben ser sus operaciones.
Por la definiciéon de identidad aditiva, 0 +1 =1+0 =1y 0+ 0 = 0. Por
la definicion de la identidad multiplicativa, 1 -1 = 1. Por el Lema 0.26 (1),
0-1=1-0=0. El dnico elemento que falta por determinares 14+1.Si1+1 =1,
por cancelacién derecha tenemos que 1 = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, 1 + 1 = 0. Las tablas de sumar y multiplicar que hemos encontrado son:

+]0 1 x |0 1
00 1 00 0
11 0 10 1

Ahora es facil comprobar que ({0, 1}, +, -) satisface (C1), (C2) y (C3).

Ejemplo 0.28 (numeros racionales). Si + es la suma usual y - es la multipli-
cacion usual de numeros racionales, la triada (Q, +, -) es un campo. Veamos que
se cumplen cada una de las propiedades.

(C1) Demostraremos que (@Q,+) es un grupo abeliano:

(G1) Para toda 3* € Q,

ay <CL2 a3> ai <a2b3 + a3b2> . a1babs + asb1bs + asbibs

i\ tn) T n babs brbabs

Por otro lado,

ﬂ aj aj _ a1b2 + CLle @ _ a1b2b3 + agblbg + a3b1b2
b1 by by b1by by b1b2bs '

Por lo tanto,

oy (02 a8 _ (a1 gz as
m*(bﬁbs)—(bﬁ@)*bs'
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G2) 0 € Q es la identidad aditiva porque 0+ ¢ = ¢, para toda ¢ € Q.

b= b b
(G3) El inverso de cualquier § € Q es 52 € Q ya que ¢ + (52) =0.
(G4) Para toda % €Q,

ai | az _atbytashy  ax  ar

bl b2 - b1b2 o b2 bl '
(C2) Por el Ejemplo 0.16, (Q*, ) es un grupo abeliano con identidad 1.
(C3) Para toda §* € Q,

by ' b3

ap <a2 as) ap azbz +azby  ai(asbs +azbz)  ajazbs + ajasbs

by by babs3 B b1babs3 - b1babs3

Por otro lado,

ﬂ ] % ﬂ ) @ - aias ai1as o alagblbg +a1a3b162 _ a1a2b3 —|—a1a3b2
bi b2 by bs)  biby  bibs b1b1b2b3 B bibabs

Por lo tanto,

o (02, a5\ _ (o a2\, (@ as
b (bﬁbg)_(bl b2)+(b1 bg)'

Ejemplo 0.29. La triada (Z,+, ) no es un campo porque (Z \ {0} ,-) no es un
grupo: ningln elemento a € Z, a # £1, tiene inverso multiplicativo en Z.

Ejemplo 0.30 (campo de los numeros reales). Sea R el conjunto de los ni-
meros reales. La triada (R, +, -) es un campo, con identidad aditiva 0 e identidad
multiplicativa 1, llamado el campo de los niimeros reales.

Ejemplo 0.31 (campo de los numeros complejos). El conjunto de los nime-
ros complejos es el producto cartesiano de los niimeros reales:

C={(z,y):z,ye R} =R xR

La primera coordenada de C se llama coordenada real, mientras que la segunda
se llama coordenada imaginaria. El namero complejo (x,y) € C es llamado real
puro siy = 0, o tmaginario puro si x = 0.

Para cualquier (z;,y;) € C, la suma usual de nimeros complejos estéa definida

como
($17y1) + (3327y2) = (xl + x2, Y1 + y2) S (Ca

mientras que la multiplicacion usual de nimeros complejos esta definida como

(x1,y1) - (x2,92) = (x172 — Y1y2, T1y2 + 2291) € C,

donde z;y; representa la multiplicaciéon usual de niimeros reales.
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Si (z1,0) y (x2,0) son reales puros, las operaciones definidas previamente
coinciden con la suma y multiplicacién usual de nameros reales:

(IL’l,O) + (1172,0) = (3’]1 + xg, 0)7
($1,0) . (332,0) = ($1$2, O) .

Observemos que, para cualquier (z,y) € C,

(#,y) = (2,0) - (1,0) + (y,0) - (0, 1).

Para simplificar notacion, identificamos a (z,0) y (y,0) con los nameros reales
z,y € R, respectivamente. Si definimos

1=(0,1) € C,
podemos denotar al nimero complejo (z,y) como
x+yi e C.
El imaginario puro i = (0, 1) es llamado la unidad imaginaria y cumple que
#=(0,1)-(0,1) = (~1,0),

al cual identificamos con —1 € R. Es por esta razén que comtinmente se dice
que “i es una raiz cuadrada de —1".

Con con esta nueva notaciéon, la suma y multiplicacién de nameros complejos
puede escribirse como

(w1 4 y11) + (w2 +y2i) = 21 + 2 + (Y1 + ¥2) 4,
(1 +y11) - (22 + y21) = z122 — Y1y + (T1y2 + T2y1) 0.

Usando la notacién propuesta y las propiedades de los niimeros reales, no es
dificil demostrar que (C,+,:) es un campo. Sin embargo, la demostracion es
algo laboriosa, asi que se deja como ejercicio.

Un campo (F,+,-) es llamado un campo finito si F' es un conjunto finito.

Ejemplo 0.32 (Z,). Seap € N un ntimero primo. Consideremos la triada (Z, +, -)
donde Z, = {[0],[1],...,[p — 1]}, + es la suma usual de clases modulo p, y -
esté definida como

(k] - [s] = [ks] € Zy, donde [k], [s] € Zj.
Demostraremos que (Z,, +,-) es un campo finito.

(C1) Sabemos por el Ejercicio 0.41 que (Z,,+) es un grupo abeliano con iden-
tidad [0].

(C2) Por el Ejercicio 0.39, - es una operaciéon binaria de Z, bien definida.
Demostraremos que (Z, \ {[0]},-) cumple las propiedades (G1)-(G4).
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(G1) Para toda [r], [k], [s] € Zy \ {[0]},
[r] - ([k] - [s]) = [r (ks)] = [(rk) s] = ([r] - [k]) - [s].

(G2) Para toda [s] € Z,, \ {[0]}, tenemos que [1] - [s] = [1s] = [s]. Por lo
tanto, [1] € Z, \ {0} es la identidad multiplicativa.

(G3) Sea [s] € Z, \ {[0]}. Demostramos la existencia del inverso multi-
plicativo de [s] usando el Lema de Bézout (Lema 4.23 en [2]). Como
[s] # [0], sabemos que p no divide a s, y que p sea primo implica que
mcd(s,p) = 1. Por el Lema de Bézout, existen enteros x,y € Z tales
que
1 =sx + py.

Claramente, p no divide a x, ya que de lo contrario p | (sz +py) = 1,
lo cual es imposible. De esta forma, [z] € Z, \ {[0]} es el inverso
multiplicativo de [s] porque

[s] - [2] = [sa] = [1 — py] = [1].
(G4) Para toda [k], [s] € Z, \ {[0]},
] - [s] = D] = [sk] = [s] - ]

(C8) Para toda [r|, [k],[s] € Zy,

El siguiente teorema establece bajo qué circunstancias es Z,, un campo.

Teorema 0.33. Sea m € N. La triada (Z,,,+,) es un campo si y solo si m es
un nimero primo.

Demostracion. Demostraremos cada implicacion.

(=) Supongamos (Z,,+,-) es un campo. Por reduccién al absurdo, suponga-
mos que m no es un nimero primo. Entonces, m = ks, donde k,s € N,
1 < k,s < m. Luego,

[0] = [m] = [ks] = [K] - [s],

donde [k] # [0] y [s] # [0] porque m { k y m { s. Sin embargo, esto
contradice el Lema 0.26 (3), ya que [k] - [s] = [0] implica [k] = [0] o
[s] = [0]. Por lo tanto, m debe ser un niimero primo.

(<) Sim = p es un namero primo, sabemos que (Z,,+,-) es un campo por el
Ejemplo 0.32.
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O

Existen otros ejemplos de campos finitos ademéas de Z,,, pero, en general, su

estructura es mas dificil de describir. El siguiente teorema, del cual omitimos su
demostracion, establece todos los posibles tamanos de los campos finitos.

Teorema 0.34 (campos finitos). Para cualquier nimero primo p y cualquier
k € N, existe esencialmente un tinico campo finito con p* elementos, al cual
denotamos® como GF(p*). No existen campos finitos de otros tamafios.

Para cualquier nimero primo p se cumple que
GF(p) = Z,.

Sin embargo, GF(p*) # Zyr porque Zye no es un campo. Por ejemplo, el Teo-
rema 0.34 establece que hay un campo finito GF(4) con 4 elementos (el cual
no puede ser igual a Z4) ;Como son entonces las operaciones binarias + y - en
GF(4)? En el Ejercicio 0.48 se pide encontrar tablas de sumar y multiplicar para
estas operaciones.

Observacion 0.35. A partir de ahora, haremos dos simplificaciones en nuestra
notacion:

(1) Denotaremos a los elementos de Z,, = {[0],[1],...,[m — 1]} simplemente
como ntimeros; es decir, en lugar de escribir [s] escribiremos s. Sin embargo,
hay que tener siempre presente que estos “ntimeros” en Z,, son en realidad
clases de equivalencia modulo m.

(2) Siempre que las operaciones binarias estén claramente establecidas por el
contexto, denotaremos a los campos, y a los grupos, con el conjunto que
contiene a sus elementos; por ejemplo, si (F,+,-) es un campo y (G,-) es
un grupo, simplemente escribiremos F'y G, respectivamente.

Palabras clave: relacion de equivalencia, clase de equivalencia, operacion
binaria, grupo, grupo abeliano, campo, campo finito.

1Las iniciales GF significan Galois Field y hacen referencia al matematico francés Evariste
Galois (1811-1832).
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0.4. Ejercicios de Conceptos Preliminares

Ejercicio 0.36. Demuestra que la relacion de congruencia médulo n cumple la
propiedad transitiva.

Ejercicio 0.37. Demuestra el Lema 0.7 sobre las propiedades bésicas de las
clases de equivalencia.

Ejercicio 0.38. Demuestra que la funcién @ definida como

ar __az a1 +ag

== )
by b2 b1 +bo

donde §* € Q, no es una operacién binaria de Q.
k2

Ejercicio 0.39. Sea n € N, n # 0. Si [k], [s] € Z,,, demuestra que la operacion
binaria [k] x [s] = [ks] est4 bien definida (es decir, que no depende de los
representantes k y s).

Ejercicio 0.40. Demuestra el Lema 0.14 sobre propiedades bésicas de grupos.

Ejercicio 0.41. Sea n € N, n # 0. Demuestra que (Z,,+) es un grupo abeliano
finito.

Ejercicio 0.42. Sea + la suma usual de nameros enteros.
(1) Demuestra que (Z,+) es un grupo ciclico.

(2) Sin € Ny nZ = {nk : k € Z}, demuestra que (nZ,+) es un subgrupo
ciclico de Z.

Ejercicio 0.43. Encuentra todos los subgrupos ciclicos de Zr, Zg, Z10 y Z11.
Ejercicio 0.44. Demuestra el Lema 0.26 sobre propiedades basicas de campos.

Ejercicio 0.45. Demuestra que la triada (C, +, -) definida en el Ejemplo 0.31 es
un campo.

Ejercicio 0.46. Sean + and © las siguientes operaciones binarias de R x R:
(r1,91) + (22,92) = (¥1 + 22, Y1 + ¥2),
(z1,91) © (72, 92) = (2172, Y1Y2).-

Demuestra que (R x R, 4+, ®) no es un campo.

Ejercicio 0.47. Equipados con las operaciones binarias usuales de nimeros (en-
teros, racionales, reales, complejos, clases modulo m) en cada caso, jcuéles de
los siguientes conjuntos son campos? Justifica tu respuesta detalladamente.

(1) N 5) QG) ={x+yi:z,yeQ}
(2) R\ Q. (6) Q(W6) = {z +yv5: 1,y € Q}.
(3) Za. (7) 3Z = {3k : k € 7).

(4) Z17. (8) Z;.
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Ejercicio 0.48. Sea GF(4) = {0,1,«, 3} el campo finito con 4 elementos. En-
cuentra las tablas de sumar y multiplicar para las operaciones binarias de este
campo.
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Espacios vectoriales y sus
propiedades

Hasta ahora hemos estudiado grupos y campos. Ahora vamos a estudiar otra
estructura conocida como espacio vectorial.

Definicion 1.1 (espacio vectorial). Un espacio vectorial sobre un campo F es
una triada (V,+,-), donde:

(a) V es un conjunto no vacio;
(b) +:V xV — V es una operacion binaria de V' llamada suma;
(c) -: F xV — V es una funcion llamada multiplicacion escalar.
Ademés, deben satisfacerse las siguientes propiedades:
(EV1) El par (V,+) es un grupo abeliano con identidad 0.
(EV2) La multiplicacion escalar satisface: Vo, 3 € F' 'y Yo,w € V,
(1) a-(v+w)=(a-v)+ (- w)
(2) (@+8) - v=(a-v)+(8-v);
(3) (a-p)-v=oa-(6-v)
(4) 1-v =, donde 1 es la identidad multiplicativa de F.

Para simplificar, nos referimos a un espacio vectorial (V,+,-) simplemente
como V, y abusando de la notacién, escribimos V = (V,+,-). Los elementos
de un espacio vectorial V' se llaman wvectores, mientras que los del campo F' se
llaman escalares. La suma de V asigna a cada par (u,v) de vectores en V un
vector w4+ v € V. La multiplicacion escalar asigna a cada par (a,v) € F x V un
vector o -u en V. A partir de ahora, escribiremos simplemente av en lugar de
« - v para denotar la multiplicacion escalar.

Si F' es el campo R de los nimeros reales, V es llamado espacio vectorial

real; similarmente si F' es Q, o F' es C, hablaremos del espacio vectorial racional,
o espacio vectorial complejo, respectivamente.

23
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Observacion 1.2. Usaremos letras Latinas v, w, z etc. para denotar vectores,
es decir elementos de V' y letras Griegas «, 3, etc. para denotas escalares, es
decir elementos del campo F.

Observacion 1.3. No deberia haber ninguna confusion sobre el uso de la pa-
labra “vector”. En otros textos, un “vector” es un objeto que posee magnitud,
direccion y sentido, y es representado geométricamente por un segmento de
linea; para nostros, un “vector” es simplemente un elemento abstracto de un
espacio vectorial.

Observacion 1.4. En la definicion anterior, denotamos la suma de vectores con
el simbolo +. Este simbolo también denota la suma en el campo F, es decir, la
suma de escalares. No debe haber confusién aunque se ha utilizado el mismo
simbolo para indicar esta operacién en distintos conjuntos. De esta manera si
v,w € V, entonces v + w representa suma en V', es decir la suma de vectores y
v4+w € V.Sia,B € F, entonces o + 3 representa la suma de escalares, es decir
suma en el campo F'y a+ 8 € F. Tampoco debe haber confusion al multiplicar
escalares. Si a, 5 € F, entonces af representa la multiplicacién en F'y af € F.
Siae FywveV, entonces av representa la multiplicacion escalar y av € V.

Observacion 1.5. Un espacio vectorial tiene dos tipos de elemento cero. Uno
es el cero del grupo (V,+), al que simbolizamos por 0 (o por 0) y llamamos
vector cero; el otro es el cero del campo F', al que simbolizamos simplemente
por 0 y llamamos cero escalar.

Antes de examinar algunos ejemplos particulares de espacios vectoriales,
demostraremos algunas propiedades generales que siempre deben cumplir. Ha-
cemos énfasis que, en las siguientes proposiciones, no hablamos de un espacio
vectorial en particular, asi que no podemos asumir que los vectores tengan al-
guna forma particular. Por el contrario, las siguientes proposiciones enuncian
propiedades de espacios vectoriales generales y abstractos. No sabemos nada
sobre la naturaleza de los vectores en estos espacios vectoriales, pero si sabemos
una cosa: satisfacen las propiedades (a), (b), (c), (EV1) y (EV2) enunciadas en
la definicién de espacio vectorial. Son solo estas propiedades (junto con el hecho
de que F es un campo) las que debemos usar para demostrar las propiedades
bésicas que se enuncian a continuacion.

Proposicion 1.6 (propiedades de espacios vectoriales). Sea V un espacio
vectorial sobre un campo F'.

(1) ov=0, Yo e V.

(2) a0=0, Ya e F.

(3) Si av =0, entonces « =00 v =0.

4) (—a)v=a(—v)=—(w), Vae F,veV.

Demostracion. Demostraremos (1), (2) y (3), mientras que (4) se deja
como ejercicio.
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(1) Tenemos que

0v = (0 +0) v, [© 0=0+0]
= 0v + Ov, [ (EV2.2)]
0 + 0v = Ov + Ow. [ O es la identidad aditiva en V]

Por la propiedad de cancelacion derecha del grupo (V,+), tenemos que
0 = Ov.

(2) Observemos que

a0=a(0+0), [- 0=0+0]
= a0 + a0, [ (EV2.1)]
0+ a0 = a0 + 0. [ 0 es la identidad aditiva en V]

Por la propiedad de cancelacion derecha del grupo (V,+), tenemos que
0 = a0.

(3) Si @ = 0, tenemos que v = 0 como se demostr6 en el punto (1). Su-
pongamos que av = 0 y a # 0; demostraremos que v = 0. Debido a que

a € F\{0} y F es un campo, entonces el inverso multiplicativo a~! existe.
De esta manera,
a ! (aw) = a0,
(ofloz) v =0,
1lv =0,
v=0.
(4) Ejercicio 1.20
O

Proposicion 1.7. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F'.

(1) Sean o, € F'yve V\{0}. Si av = fv, entonces o = .

(2) Sean v,w € V .y a € F\ {0}. Si av = aw, entoces v = w.
Demostracion.

(1) Si av = Bo, entonces

av — fv = v — P,
av — Pv =0,
(a=p)v=0,
Como v # 0, la Proposicion 1.6 (3) implica que
a—p=0,

a=p.
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(2) Ejercicio 1.21.

1.1. Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplo 1.8 (el campo F' sobre si mismo). Sea F' un campo. Como conse-
cuencia inmediata de la definicion de espacio vectorial, mostraremos que F' es
un espacio vectorial sobre F' (es decir, ambos conjuntos de vectores y escalares
son iguales a F'). La suma de vectores y multiplicacion escalar en este caso coin-
ciden con la suma y multiplicacién de elementos del campo F'. Por la definicién
de campo, (F,+) es un grupo abeliano ((C1)). Ademés si «, 8 € F son escalares
cualesquiera, y v,w € F son vectores cualesquiera, entonces

avtw)=av+aw y (a+p)v=av+ P,

debido a que (F'\0,-) es un grupo abeliano (C2) y F satisface la ley distributiva
(C3). Ademas,

(af)v=a(bv),
porque la multiplicaciéon de F' es asociativa. Finalmente, si 1 es la identidad
multiplicativa de F' y v € F, entonces

lv = w.
Por lo tanto, F' es un espacio vectorial sobre si mismo.

Observacion 1.9. Si I es un campo cualquiera, entonces F' es un espacio vec-
torial sobre cualquier subcampo R de F.

Observacion 1.10. Si C es el campo de los nimeros complejos y R es el campo
de los reales, entonces C es un espacio vectorial sobre R porque R es un sub-
campo de C. Pero R no es un espacio vectorial sobre C porque R no es cerrado
con respecto ala multiplicacion escalar. Por ejemplo, 2 € Ry (3+4i)2 ¢ R.

Ejemplo 1.11 (R™). El ejemplo basico més importante de espacio vectorial es,
sin duda, el espacio vectorial real denotado por R” = (R", +,-), donde n € N,
y los elementos que conforman la triada estan definidos de la siguiente manera:

(a) R™ es la n potencia cartesiana del campo real

R'=RxRx---xR={(z1,...,2,) : x; € R, Vi}.
—_——
n veces
(b) Para v = (v1,...,v,),w = (wy,...,w,) € R?, la suma de vectores esta

definida como

v+w = (’Ul,,,_,’l}n)+('lU1,--~7wn)

(v1+w1,...,vn+wn).
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(c) Paraa e Ry v =(v1,...,v,) € R", la multiplicacion escalar estd definida
como
av = a(vy,...,vp)
= (avi,...,qu,).

Demostraremos que R” es un espacio vectorial sobre R. Sean

U= (U, ..., Up), v = (V1,...,0n),w=(w1,...,w,) €R",
vectores arbitrarios, y «, 8 € R escalares arbitrarios.
(EV1) Comprobaremos que (R™,+) es un grupo abeliano.

(GO) Cerradura: claramente, por definicién v + w € R™.
(G1) Asociatividad de la suma:

u+ (v+w) (uq Un) + [(V1, ..y 0n) + (w1, ..., wy)]
= (u un) + (V1 +wi, ..., Up + Wwy)
= (u 1+[U1 +wi] ;. Uun + [V + wy))
= ([ul+vl]+w1,...,[un+vn]+wn)
= (up +v1,.. Uy +0n) + (W1, ..., wy)
= [(ug,...,u )+(vl,...,vn)]+(w1,...,wn)
= (utv)+

(G2) Identidad aditiva en R™: el vector 0 = (0,...,0) € R™ satisface que

v+0 = (v1,...,v,)+(0,...,0)
= (v140,...,v,+0)
= (v1...,0,) =0.
Por lo tanto, 0 = (0, ...,0) es la identidad aditiva en R™.
(G3) Inversos aditivos: €l vector —v = (—vy,...,—v,) € R™ es el inverso
aditivo de v:
(—v) 4w (=01, ey —Up) + (V1,0 ., 0p)
= (- vl—i—vh...,—vn—i—vn)
= (—uv1,. —Up)
= (0,.. ) 0.

(G4) Conmutatividad de la suma:

vtw = (vi,...,0) + (W1, wy)
= (v1+wi,...,0n+wy)
= (w1 4v1,...,w, +vy)
= (wi,...,wn)+ (v1,...,05)

w —+ .
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(EV2) La multiplicacion escalar satisface cada punto de la definicion:
(1)

al4+w) = a(vy+wr,..., v+ wy)

(afvr +wi], ..., v, + wy))
(

= (av1 + auwy,...,qv, + awy,)

= (av,...,av,) + (awr,...,cwy,)
= a(v,...,v) +a(wy,... w,)
= (aw) + (aw).

(2)

(a+B)v = (Ja+pBlv,...,[a+ Bl

= (avi + Bu1,...,av, + fuy)

= (awv1,...,av,)+ (Bv1,...,0v,)
= a(vy,...,vn) + B v1,...,05)
= av+ fu.

(3)

(af)v = ([af]vi,...,[aB]lv,)
(a[Bvi],...,a[Bu,])

— a(ﬁl]h...,ﬂvn)
= a(B(vi,...,vp))
= «a(fv).
(4)
v = 1(’[)17...,1)77,)
= (11}1,. . ~,1Un)
= (vl,...7vn)

Observacion 1.12. El ejemplo anterior puede generalizarse a cualquier campo
F para formar el espacio vectorial F™.

Una matriz con entradas en un campo F' es un arreglo rectangular de ele-
mentos de F. Tipicamente, denotamos a cada elemento de una matriz como
a;; € F (o cualquier otra letra con el subindice ¢, ), donde i representa el
numero de rengléon donde se encuentra el elemento y j representa el nimero
de la columna. Decimos que una matriz es de n x m si tiene n renglones y m
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columnas. Una matriz genérica de n X m es la siguiente:

a1 Qi2 413 ... G1m
a1 Q22 a3 ... Qa2m
az1 asz2 aszsz ... aszm
an,1 QAp2 0an3 Gn,m

Para simplificar, denotamos a la matriz de arriba simplemente como (a; ;).
Cuando n = m, decimos que la matriz es cuadrada. A los elementos a;; de
la matriz se les llama elementos diagonales.

Ejemplo 1.13 (Espacio de las matrices). Sea F' un campo. La triada M, ., (F) =
(M xm(F),+,-) es un espacio vectorial sobre F' donde los elementos que con-
forman la triada estan definidos de la siguiente manera:

(a) Myuxm (F) es el conjunto de todas las matrices de n X m con entradas en
F.

(b) La suma de dos matrices de n x m se realiza sumando respectivamente cada
una de las entradas de ambas matrices:

(aij)+ (bij) = (aij +bij).

(c¢) La multiplicacion escalar de o € F por una matriz se realiza multiplicando
todos los elementos de la matriz por a:

alai;) = (aai;).
Es rutinatio verificar que M, x,(F') es un espacio vectorial sobre F.

Ejemplo 1.14 (Espacio de las funciones). Sea S un conjunto no vacio y F
un campo. Consideremos la triada F¥ = (F¥ +,-) donde:

(a) F* es el conjunto de las funciones con dominio Sy codominio F'
FS={f:S8— F: f esuna funcién} .
(b) Para f,g € F®, la suma (f + g) es la funcién dada por
(f+9) (@) =f(@)+g(x), Vees
(c) Para f y a € F, la multiplicacién escalar af es la funcion dada por
(af)(x) =af(x), Vees.

Demostraremos que F'° es un espacio vectorial sobre F. Sean f,g,h € F*°
funciones arbitrarias y «, 8 € F escalares arbitrarios.
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(EV1) (F5, +) es un grupo abeliano.

(GO) Cerradura: por definicién, f + g € F¥.
(G1) Asociatividad de la suma: para toda x € S,

(f+9)+h](z) = (f+9)(x)+h(z)
= [f@)+g@)]+h(z)
= f2)+lg(x)+h(2)]
= [f@)+(g+h)(x)
= [f+g+n)().

Como dos funciones son iguales si y sélo si coinciden en todos sus
valores, tenemos que

(f+tg+th=f+(@+h).

(G2) Identidad aditiva: definamos la funcidn cero como ig : S — F como
ig () =0, Vz € S. Para toda x € S,

(f +io) (z) = [f(x)+io(2)
= f(@)+0
= [f(z).
Por lo tanto
[+io=1.
Esto demuestra que i es la identidad aditiva en F°.
(G3) Inversos aditivos: Definamos la funcion —f : S — F por

(=) (@) =—f(x), Vzes

Entonces, para toda z € S,

[+ D) = fle)+(=F) (=)

I
O =
—
8
~
I
~
=

Por lo tanto,
[+ (=f) =10,
asi que — f es el inverso aditivo de f.
(G4) Conmutatividad de la suma: para toda x € S,

(f+9) () = [fl2)+g(2)
g9(@)+ [ ()
= (g+ /) ().

Por lo tanto ,
f+g=9+/
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(EV2) La multiplicacion escalar satisface cada punto de la definicion:

(1) Para toda x € S,

la(f+g)](x) = al(f+g) (@)

alf (@) +g (@)
af (z) + ag ()
(af) (z) + (ag) (z)
= (af +ag)(2).

Por lo tanto,
a(f+g)=af+ag.

(2) Para toda x € S,

[(a+B)fl(z) = (a+P)f(z)

af (x)+Bf (x)
(af) () + (Bf) (x)
= (af+Bf)(x).

Por lo tanto,

(a+p)f=af+Bf

(3) Para toda z € S,

[(aB) fl () = (af) f(2)

Por lo tanto,

(4) Para toda x € S,

Por lo tanto,

1f=f.
Por lo tanto, F° es un espacio vectorial sobre F.

Ejemplo 1.15 (F[z]). Sea F' un campo y consideremos la triada F'[z] = (F[z], +, -)
donde:
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(a) Flz] es el conjunto de todos los polinomios en la variable z con coeficientes
en F,

Flz]={ap+a1x+ ...+ apz"™ : a; € F, nEN}z{Zaixi:aieF,neN}.
i=0

(b) Sean p(z) =ag+ a1z + ...+ apz" =>" partyq(z)=by+biz+...+
ba™ =Y 1" bz’ elementos de F[z]. Sin perder generalidad supongamos
que n > m. La suma de polinomios esta definida como

p@)+q(x)=(ap+...+apz™)+ (bo+...+ bpa™)
:(a0+b0)+...+(am—f—bm)xm—i—amﬂmm“+...+anx"

=0

i=m-+1

(c) Sean p(z) =ag+ ...+ apz™ € Fz] y a € F. La multiplicaciéon por escalar
estéd definida como

n n
ap(z) =a(ag+ a1z + ...+ apz™) = aZaixi = Zaaixi.
i=0 i=0

Demostremos que F [z] es un espacio vectorial sobre F. Sean

n m
plx) =Y aia’, y qlx) =Y b,
i=0 i=0

elementos arbitrarios de F[x], con n > m, y sean «, 3 € F escalares arbitrarios.

(EV1) Demostrar que (F[x],+) es un grupo abeliano se deja como ejercicio
(Ejercicio 1.19).

(EV2) La multiplicacion escalar satisface cada punto de la definicion:
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(1)

I
Q
| — |
NE
s
+
S
=
+
Mﬁ
e
&N
| I

i=0 i=m+1

m n
= Z ala; + b))z + Z aa; T’

1=0 i=m-+1

m n
— Z(aai + aby)x’ + Z aa;x’

i=0 i=m+1

n
Z aa;xt + Z ab;z’
i=0 i=0

ap (z) + aq (z).
(2)

(a+B)p(@) = (a+/)Y aa'
i=0

+/6az

(0%
(0%

a; + Ba;)x

2
3!
Zaax—i—ZBam
ap (a:) + Bp (x)

(3)
(af)p(z) = (af) Zazx = Z (afB)a;r’

(4)

Terminaremos este capitulo estudiando cémo construir un nuevo espacio
vectorial a partir de dos espacios vectoriales dados.
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Definicion 1.16 (suma directa externa). Sean V y W espacios vectoriales so-
bre F. La suma directa externa de V 'y W es el espacio vectorial VEH W =
(V x W,+,-) sobre F, donde cada elemento de la triada estd definido como
sigue:

(a) VxW={(v,w):veV,we W}

(b) La suma de elementos de V' x W es la suma por coordenadas: (v1,ws1) +
(v2, w2) = (V1 + v2, w1 + w2), para toda (v, w1), (v2,w2) €V x W.

(c¢) Lamultiplicacion escalar es la multiplicacion escalar por coordenadas: o (v, w) =
(aw, aw), para toda (v,w) e VxWyackF.

La demostracién de que V B W es de hecho un espacio vectorial sobre F
se deja como ejercicio. Observemos que, tomando V = W = R, los espacios
vectoriales REHR y R? son iguales. En general, para cualquier campo F, tenemos
que F"=FHFH---BF.

n veces

Palabras clave: espacio vectorial, espacio vectorial real, espacio vectorial
de matrices, espacio vectorial de funciones, espacio vectorial de polinomios, su-
ma directa externa.



1.2. EJERCICIOS 35

1.2. Ejercicios

Ejercicio 1.17. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F.

(1) Demuestra que si «, 3 € F son escalares distintos, entonces av # v, para
todo v € V'\ {0}.

(2) Usa el punto anterior para demostrar que todo espacio vectorial no trivial
sobre un campo infinito tiene un ntmero infinito de vectores distintos.

(3) Si F es un campo finito, da un ejemplo de espacio vectorial sobre F' que
tenga un numero finito de vectores, y otro que tenga un numero infinito
de vectores.

Ejercicio 1.18. Sean V' y W espacios vectoriales sobre F. Demuestra que la
suma directa externa V HH W es un espacio vectorial sobre F'.

Ejercicio 1.19. Demuestra que (F[z],+), definido en el Ejemplo 1.15, es un
grupo abeliano.

Ejercicio 1.20. Demuestra la propiedad (4) de la Proposicion 1.6.
Ejercicio 1.21. Demuestra la propiedad (2) de la Proposicion 1.7.

Ejercicio 1.22. Demuestra que el conjunto de matrices

T11 T12
My o(R) = {( o1 Do ) I X11, T12, T21, Taz € R},

es un espacio vectorial sobre R, con la suma y multiplicacién escalar usual de
matrices.

Ejercicio 1.23. Sea F' un campo. Demuestra que el conjunto de series formales

F[z]] = {Zaixi:ai EF},

junto con las operaciones

iaixi + ibixi = i (a; + b))z,
i=0 i=0

i=0
o0 o0

e E a;xt = E aa;x’, donde o € F,
i=0 i=0

es un espacio un espacio vectorial sobre F'.

Ejercicio 1.24. Demuestra que C = {z + yi : z,y € R}, junto con la suma usual
de nameros complejos y la multiplicacion escalar « (z + yi) = ax + ayi, a € R,
es un espacio vectorial sobre R.
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Ejercicio 1.25. Considera el conjunto R x R y las operaciones

(z1,22) + (y1,92) = (T1y1,72Y2)
a(zy,z2) = (axy,axs),

donde z;,y;,a € R. Explica por qué R x R, junto con estas operaciones, no es
un espacio vectorial real.

Ejercicio 1.26. Sea V = {(z1,x2) : x1,22 € R}. Para (z1,22),(y1,y2) € V y
a € R, definamos

(21, 22) T (y1,92) = (z1 +v1,0),

a” (x1,22) = (ax1,0).
Demuestra que V' con estas operaciones no es un espacio vectorial sobre R.

Existen ejemplos de espacios espacios raros que satisfacen los propiedades
de espacio vectorial a pesar de contar con operaciones que no se parecen a la
adicién y la multiplicacién escalar usuales. Estos espacios son, en esencia, espa-
cios vectoriales ordinarios con sus elementos etiquetados de nuevo para disfrazar
su naturaleza. Los siguientes ejercicios exploran esta posibilidad con frecuencia
confusa.

Ejercicio 1.27. Sea V = {(x1,22) : 21,22 € C}. Para (z1,22), (y1,y2) € V' y
a € C, definamos

(z1,22)F(y1,92) = (21 + 91+ Lwa +y2 + 1),
o~ (z1,22) = (a1 +a— L,azg +a—1).

Demuestra que V es un espacio vectorial sobre C. ; Cudl es el vector cero?, ; Cuél
es el inverso aditivo?

Ejercicio 1.28. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F', S un conjunto
y f:V — S una funcién biyectiva (asi que f=!: S — V es una funcién bien
definida). Para todo v,w € Sy « € F, definamos

vtw = f (1) + [Hw)),

o v=f(af(v)).

Demuestra que S con estas operaciones satisfacen las propiedades de espacio
vectorial.

Ejercicio 1.29. Sea S = R™. Demuestra que S es un espacio vectorial con las
operaciones

vt+w = vw,
a~v =0

. Qué elemento de S es la identidad aditiva? ;Qué significado tiene —x en este
contexto?
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Ejercicio 1.30. Sea S = R. Demuestra que S es un espacio vectorial con las
operaciones

vFw=v+w+1,

o v=o0v+a—1.

. Qué elemento de S es la identidad aditiva? ;Qué significado tiene —x en este
contexto?

Ejercicio 1.31. Muestra que los espacios de los ejercicios 1.29 y 1.30 se pueden
obtener de V' = R por la construccion del ejercicio 1.28 y los mapeos f(v) =
e’y f(v) = v — 1, respectivamente. De hecho, todo ejemplo de un espacio
vectorial raro puede ser obtenido de un espacio vectorial simple por medio de
esta construccion.
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Subespacios vectoriales

Definicion 2.1 (subespacio vectorial). Sea V' un espacio vectorial sobre F.
Un subconjunto S de V' es un subespacio vectorial de V si S es en si mismo
un espacio vectorial sobre F' bajo la restriccién de las operaciones de suma y
multiplicacién escalar definidas en V.

Observacion2.2. Si + : VxV — V y-: F xV — V son la operaciones
de un espacio vectorial V', la restriccién de estas operaciones a un subconjunto
S C V tienen la forma +|s : S xS -V y:s:F xS —V.Para que S sea un
subespacio vectorial de V', es necesario que estas operaciones tengan la forma
+ls:SxS—=Sy-s: FxS—S5;es decir, que cada una cumpla la propiedad
de cerradura en S.

Observacion 2.3. Para denotar que S es un subespacio vectorial de V escri-
biremos S < V. También, ocasionalmente, usaremos simplemente el término
subespacio para referirnos a un subespacio vectorial.

Teorema 2.4 (test del subespacio 1). Sea V un espacio vectorial sobre un
campo F. Un subconjunto S C V es un subespacio vectorial de V si y so6lo
si se cumple lo siguiente:

(SV1) 0€e S.
(SV2) Siu,veS, entonces u+v € S.

(SV3) Sive S, a€ F, entonces av € S.

Demostracion.

(=) Supongamos que S < V. Entonces S cumple las propiedades (SV2) y
(SV3) por la definiciéon de espacio vectorial, pues las operaciones suma y
multiplicacién por escalar deben estar bien definidas sobre S. Ademés, S
debe tener un vector cero, al cual denotaremos por Og, el cual cumple que
05 + (—0g) = 0g. Sin embargo, Og € V debido a que S C V, y debemos
tener que Og + (—0g) = 0, donde 0 es el vector cero de V. Esto demuestra
la propiedad (SV1), pues 0 = 0g € S.

39
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(<) Supongamos que S C V cumple las propiedades (SV1)-(SV3). Demos-
traremos que S es un espacio vectorial.

Para demostrar que S es un espacio vectorial en si mismo, mostremos
primero que (S, +) es un subgrupo abeliano de (V, +):

(EV1) (S,+) es un grupo abeliano.

(GO) Cerradura: por la hipétesis (SV2), u+v € S, Vu,v € S.

(G1) Asociatividad: Sabemos que u+(v+w) = (u+v)+w, Vu, v, w €
V, porque V es un espacio vectorial. Como S C V, en particular
se cumple que u + (v +w) = (u +v) + w, Yu,v,w € S.

(G2) Identidad: por la hipotesis (SV1), la identidad aditiva 0 per-
tenece a S.

(G3) Inversos: sea v € S. Por la hipotesis (SV3), tenemos que
(=1)v € S. Como (—1)v = — (1lv) = —v por la Proposicion 1.6
(4), entonces —v € S.

(G4) Conmutatividad: Sabemos que v + w = w + v, Yo,w € V,
porque V es un espacio vectorial. Como S C V| en particular se
cumple que v + w = w4+ v, Yo,w € S.

(EV2) Por la hipétesis (SV3), la multiplicacion escalar cumple la pro-
piedad de cerradura en S. El resto de las propiedades de la multipli-
cacién escalar se cumplen autométicamente en .S porque son un caso
particular de las propiedades que se satisfacen en V.

O
Si asumimos que S es un subconjunto no vacio de V, entonces podemos
eliminar la condicién (SV1) del Teorema 2.4; en efecto, si v € S, entonces
Ov = 0 € S por la condicién (SV3). Esto indica que, para determinar si S
es un subespacio de V', no es necesario siempre verificar que 0 € S, basta con
demostrar que S es no vacio y que se cumplen las condiciones (SV2) y (SV3)
del Teorema 2.4. Podemos simplificar aiin més las cosas, segin se indica en el
siguiente resultado.

Teorema 2.5 (test del subespacio 2). Sea V' un espacio vectorial sobre un
campo F' y S un subconjunto no vacio de V. Entonces, S es un subespacio
vectorial de V si y sélo si

av+ Pw € 5,

para toda o, B € F y v,w € S.
Demostracion.

(=) Supongamos que S < V. Como S es cerrado bajo lala suma de vectores y la
multiplicacién escalar, obviamente se cumple que av+ Sfw € S, Vo, 8 € F,
v,we V.

(<) Supongamos ahora que S es un subconjunto no vacio de V' tal que para
cualquier o, § € F'y v,w € S resulta que av + fw € S. Usaremos la
Proposicion 2.4 para demostrar que .S es un subespacio vectorial.
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(SV1) Como S es no vacio, existe al menos un vector v € V. Tomando
w=vya=p=0,vemos que v +0v =0 € S.

(SV2) Tomando o = 8 =1, vemos que v + w € S, Yv,w € S.
(SV3) Tomando =0, vemos que av+0w =av € S,Yv € S, a € F.

O

Ejemplo 2.6. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F. Los conjuntos V
y {0} siempre son subespacios de V, llamados subespacios triviales.

Ejemplo 2.7. El conjunto

S = {(zl,:EQ,xg) eR3: g = O},
es un subespacio de R3. Verificaremos que se cumple el Test del Subespacio 1.
(SV1) 0=(0,0,0) € S porque la tercera coordenada es cero.

(SV2) Sean v = (v1,v92,0),w = (wy,ws,0) € S. Entonces, v + w = (v +
wy, V2 + we,0) € S, puesto que la tercera coordenada es cero.

(SV3) Sean v = (v1,v2,0) € Sy a € R. Entonces, av = (avy, av,0) € S,
puesto que la tercera coordenada es cero.

Ejemplo 2.8. El conjunto
S = {(ml,mQ,xg) eER?:zq + a0 — 223 = 0},
es un subespacio de R3. Verificaremos que se cumple el Test del Subespacio 1.
(SV1) 0=(0,0,0) € S porque 0 +0— (2-0) = 0.
(SV2) Siv=(v1,v2,v3),w = (w1, ws,ws3) € S, por definicién tenemos que

V1 + vy — 2v3 =0,

w1 +’(U2—2U)3:0.
Ahora, v + w = (v1 + wy, ve + wa, v3 + w3) € S porque

(v1+wq)+(vatwe)—2(vs+ws) = (v1+vy—2v3)+ (w1 +we—2w3) = 040 = 0.

(SV3) Paratodav = (v1,v2,v3) € Sy a € R, tenemos que av = (avy, avs, avs) €
S porque

av1 + avy — 2aws = a(vy +vg —2v3) =a-0=0.
Ejemplo 2.9. El conjunto
S = {(07 0, O)v (1’ 1, O)a (17 0, 1)7 (O, 1, 1)}

es un subespacio de Z3. Verificaremos que se cumple el Test del Subespacio 1.
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(SV1) Claramente (0,0,0) € S.

(SV2) Es facil verificar que S es cerrado bajo la suma usando el hecho que
v+v=0,Vv€Z3y que

(1,1,0) + (1,0,1) = (0,1,1).

(SV3) En el campo Z, solo hay dos escalares: 0 y 1. Por lo tanto, para toda
veS, tenemos v =0 Sylv=vesS.

Ejemplo 2.10. Veremos algunos ejemplos de conjuntos que no son subespacios.

1. A := {(x1,22) € R? : 21 + 22 = 1} no es subespacio de R? porque
(0,0) € A (ya que 040 # 1).

2. A:= {(z1,72) € R? : 2129 = 0} no es un subespacio de R? porque no es
cerrado bajo la suma: por ejemplo, (1,0),(0,1) € A pero (1,0) + (0,1) =
(1,1) € A.

3. A:={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} no es subespacio de R? porque no es ce-
rrado bajo la suma: por ejemplo, (1,0) + (1,0) = (2,0) € A.

4. A = {(z1,22) € R? : 21,25 € Z} no es subespacio de R? porque no es
cerrado bajo la multiplicacion por escalar: si (z1,x2) € A existen a € R
(por ejemplo, a = v/2 0 a = 7) tales que a(xy,x0) & A.

2.1. Subespacios generados

Definicion 2.11 (combinacion lineal). Sea A un subconjunto no vacio de un
espacio vectorial V' sobre F. Una combinacion lineal de A es una expresion de
la forma

QU] + QU2 + ... QpUp,

donde a; € F, v; € A, i = 1,...,n. Los escalares aq,...,a, se llaman los
coeficientes de la combinacion lineal. Decimos que la combinacion lineal es trivial
si todos sus coeficientes son cero.

Obviamente, también podemos usar la notaciéon de sumatoria para escribir
una combinacién lineal:

n
a1V + QU + ... Uy = g ;5.
i=1

Observacion 2.12. Por definicién, el niimero de términos que aparece en una
combinacion lineal de A es un nimero finito, aunque el subconjunto A en si
mismo podria ser infinito.

La siguiente definicién nos permite construir un subespacio a partir de un
subconjunto.
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Definicion 2.13 (subespacio generado). Sea A un subconjunto no vacio de
un espacio vectorial V' sobre F. El espacio generado por A sobre F', denotado
por genp (A) o por (4) (cuando F esté claro en el contexto), es el conjunto de
todas las combinaciones lineales de A con escalares en F'. En otras palabras,

genp (A) = (A) :={aqv1 + -+ apv, 1 ; € Fov; € Ayn € N}
Si A = (), definimos () = {0}.

Teorema 2.14 (subespacio generado). Sea A un subconjunto no vacio de un
espacio vectorial V' sobre F. Entonces, (A) es un subespacio de V.

Demostracion. Usaremos el Test del Subespacio 1.
(SV1) 0 € (A) porque 0 = 0vy + - - - + Ov,, para cualquier v; € A.

(SV2) Sean Y i, av;, > v, Biw; € (A) dos combinaciones lineales, donde
vi,w; € A, «o;,8; € F. Entonces su suma es también una combinacion
lineal de A, por lo que Y. | av; + >0 Biw; € (A).

(SV3) Sea >, av; € (A) y o € F. Entonces,

«@ <Z aivi> = Z(aai)vi € (A).
i=1

i=1

Ejemplo 2.15. Sea V un espacio vectorial sobre F. Si v € V, entonces
gengp(v) = {v}) = (W) ={av:a € F}.
Por ejemplo, si consideramos v = (1,0,0) € R3, entonces

(wy = {a(1,0,0): a € R}
= {(e,0,0): @ € R}.

Similarmente, si u = (1,0, 0) € Z3, entonces

(uy = {(«,0,0): € Zs}
= {(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0)}.

Ejemplo 2.16. Sea V un espacio vectorial sobre F. Si v,u € V, entonces
(v,uy = {av+ agu: o; € F}.
Por ejemplo, si v = (1,0),u = (0,1) € R?, entonces

(v,u) = {a1(1,0)+a2(0,1): o € R}
= {(a1,02): ; €R} =R%.
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Cabe senalar que si w = av + fu es cualquier combinacion lineal de v y u,
entonces (v, u, w) = (v, u), debido a que
(v,u,w) = {ov+au+ asw: a; € F}
{a1v + agu + a3 (av + pu) : a; € F}
= {(an+aza)v+ (e +a3f)u:a; € F}

= (v,u).
Observacion 2.17. Sea V un espacio vectorial sobre F. Sean v1,...,v, € V
vectores arbitrarios y sean aq,...,«, € F escalares arbitrarios. Entonces,
(U1y...,0n) = (@101, . .., QR UL).

Lema 2.18 (propiedades basicas de subespacios generados). Sea A un sub-
conjunto no vacio de un espacio vectorial V sobre F'. Entonces:

(1) AC(a)

(2) Si S <V satisface que A C S, entonces (4) C S.

(3) Si B es un subconjunto de V' tal que A C B, entonces (A) C (B).

(4) A es un subespacio de V siy solo si (4) = A.

(5) (Au{v}) = (A) siysolosive(A).

Demostracion. Ejercicio 2.45. O

Observacion 2.19. Los puntos (1) y (2) del lema anterior nos dice que (4) es
el subespacio mas pequeno que contiene a A.

Ejemplo 2.20. Consideremos el espacio vectorial de polinomios R [z]. Si 4 :=
{1,z,2?}, entonces

(A) = {oq + a0z +asz? s € R}
es el subespacio de polinomios con grado menor o igual que dos.
Ejemplo 2.21. Consideremos el siguiente subconjunto infinito de R[x]
A= {l,2,2% ...} ={2':i € N}.

Entonces, (A) = R[z], porque cualquier polinomio en R[z]| es una combinacion
lineal de elementos de A.

Ejemplo 2.22. Sea A = {(-3,1,1),(1,-3,1),(1,1,-3)} C R3. Queremos de-
terminar si el vector (1,2,4) pertenece al espacio generado por A. En caso de
que asi sea, deben existir escalares a;; € R tales que

(17274) = 0 (*3,1,1)+O{2 (157371)4»0‘3 (171773)

= (=301 4+ as + az,a; — 3azs + as, a1 + az — 3as) .



2.2. INTERSECCIONES Y SUMAS DE SUBESPACIOS 45

Por lo tanto, tales escalares existen si y s6lo si el siguiente sistema de ecuaciones
tiene solucion:

= *30&1 —+ a9 + [0 %]
2 = a1 —3az+ a3
= a1+ as —3a3
Con calculos directos obtenemos que [al =—-2,a9 = —%, a3 = —%] es una so-
lucién del sistema; por lo tanto, efectivamente (1,2,4) € (A) y

9 11
(1,2,4) = -2(-3,1,1) — 1 (1,-3,1) — T (1,1,-3).

Ejemplo 2.23. Consideremos el siguiente subespacio de R?
S = {(21,22,73) € R®: 21 + 29 + 223 = 0}.
Podemos encontrar un conjunto generador de S de la siguiente forma:

S = {(x1,29,23) € R : 2y = —1y — 223}
= {(—x9 — 223,22, 23) : T2, 23 € R}
={z2(—1,1,0) + 23(—2,0,1) : z2,x3 € R}
={(-1,1,0),(-2,0,1)) .

2.2. Intersecciones y sumas de subespacios

Dados dos subespacios S'y 1" de V, existen dos subespacios importantes rela-
cionados: uno que esta contenido en ambos, llamado el subespacio interseccion,
y otro que contiene a ambos, llamado elsubespacio suma.

Teorema 2.24 (interseccion de subespacios). Sean S y T subespacios de un
espacio vectorial V' sobre F. Entonces, la interseccion S N T también es un
subespacio de V'

Demostracion. Puesto que 0 € S y 0 € T, tenemos que 0 € SNT, asi que
SNT # (. Usaremos el Teorema 2.5. Sean v,w € SNT y o, 8 € F elementos
arbitrarios. Ahora,

veSNT — weSyveT
weSNT = weSywel.
Puesto que S y T son subespacios, tenemos que av + fw € Sy av+ pw € T.

Por lo tanto, av + fw € S NT. Esto demuestra que S N'T es un subespacio de
V. O

Corolario 2.25. Sean S y T subespacios del espacio vectorial V. El subespacio
SNT es el subespacio de V' mas grande contenido simultaneamente en Sy 7.
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Demostracion. Ejercicio 2.46. O

Observacion 2.26. La unién de dos subespacios de un espacio vectorial V,
puede no ser un subespacio de V. Por ejemplo,

S={(0,0,2): z€ R} yT ={(0,y,0) : y € R}

son subespacios de R3, pero S UT no es un subespacio de R3. Para comprobar
esto, vemos que (0,0,1) € SUT y (0,1,0) € SUT, pero

(0,0,1) +(0,1,0) = (0,1,1) ¢ SUT

yvaque (0,1,1) € Sy (0,1,1) ¢ T. Esto demuestra que SUT no es cerrado bajo
la suma de vectores, por lo que no puede ser un subespacio.

Teorema 2.27 (unidn de subespacios). Sean S y T subespacios de un espacio

vectorial V' sobre F. La unién SUT es un subespacio de V si y s6losi S C T o
TCS8.

Demostracion.

(=) Asumimos que SUT < V. Supongamos que S ¢ T, asi que demostraremos
que T'C S. Como S ¢ T, existe un vector s € S\ T. Sea t € T un vector
arbitrario. Debido a que SUT es un subespacio, tenemos que s+t € SUT}
es decir, s+t € Sos+teT.Sis+teT, entonces, por cerradura de
la suma, deducimos que s = (s +t) + (—t) € T, lo cual contradice que
s € S\ T. Luego, s +t € S. Nuevamente, por cerradura de la suma,
t=(s+1t)+ (—s) € S. Esto demuestra que si t € T, entonces ¢t € S; en
otras palabras, T'C §S.

(<) Si S CT,entonces SUT =T es un subespacio. Similarmente, si 7' C S,
entonces S UT = S es un subespacio.

O

Definicion 2.28 (suma de subespacios). Sean S y T subespacios de un espa-
cio vectorial V sobre F'. La sumade S y T, denotada por S+7T, es el subconjunto
de V de todas las posibles sumas de vectores de S y T, es decir

S+T={s+tecV:seStecT}.

Ejemplo 2.29. Sean S = {(21,0,0) € R® : 21 € R}y T' = {(0,22,0) € R? : 25 € R}.
Entonces
S+T = {(x1,22,0) : z1,22 € R}.

Proposicion 2.30. Sean S y T subespacios de un espacio vectorial V sobre F.
(1) La suma S+ T es un subespacio de V.

(2) S+ T es el subespacio de V més pequenio que contiene a Sy T.
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Demostracion.

(1) Como0 € Sy0eT,tenemos que 0 =040 € S+T. Por lo tanto, S+ 1T es
un conjunto no vacio. Usaremos el Teorema 2.5. Sean s1+t1, so+to € S+T,
donde s1,80 € S'y t1,t5 € T. Sean «, § € F escalares arbitrarios. Puesto
que Sy T son subespacios, as; + 8s2 € S'y aty + Bty € T. Por lo tanto,

a(s1+t1)+ B(s2+1t2) = (as1 + Bs2) + (aty + Bte) € S+ T,
Esto demuestra que S+ 7T < V.

(2) Para probar que S + T es el subespacio de V' méas pequefio que contiene a
Sy T, necesitamos mostrar dos cosas: (a) SCS+T yT CS+T, (b)
si W <V satisface que SC W y T C W, entonces S+ 7T C W.

(a) Cualquier s € S puede escribirse como s = s+0 € S+7T,donde 0 € T,
asi que S C S+ T. Analogamente demostramos que T'C S + T.

(b) Sea W un subespaciode V talque S C W y T C W.Sea s+t € S+T
un elemento arbitrario, donde s € Sy t € T. Puesto que S C Wy
T C W, tenemos que s € Wyt e W. Como W <V, deducimos que
s+t e W. Esto demuestra que S+ 1T C W.

g

Definicion 2.31 (suma directa interna). Sean S y T subespacios de un espacio
vectorial V' sobre F'. Decimos que la suma de S+ T es una suma directa interna
de S y T, y escribimos S @ T, si cada elemento v € S 4+ T puede escribirse de
forma tnica como v =s+t; donde s € S, t € T.

Ejemplo 2.32. Sean S = {(z1,22,0) : x1,22 € R} y T = {(0, 22, 23) : z2,23 € R}
dos subespacios de R3. No es dificil demostrar que la suma S+17 es igual a todo el
espacio R3. Sin embargo, la suma S+7 no es una suma directa interna porque no
todos sus vectores tienen una representacion anica; por ejemplo, (4,6,8) € S+T
puede escribirse de dos formas distintas como suma de elementos de S y T

(4,6,8) = (4,5,0) + (0, 1,8), y
(4,6,8) = (4,—1,0) + (0,7,8) .

Ejemplo 2.33. Sean S = {(x1,22,0) : z1,20 € R} y T = {(0,0,23) : z3 € R}
dos subespacios de R3. En este caso, cualquier vector (z1,z2,23) € S+ T =R3
se escribe de forma tnica como la suma de un vector en S y otro en 7"

(1‘1,.%'2,.%'3) = (.’L‘l,.’l?2,0> + (0,0,.’133) .
Por lo tanto, R = S @ T.

Ejemplo 2.34. Sea V = M, (R) el espacio vectorial de las matrices de n x n
sobre el campo R. Si V7 y V5 son los subespacios de las matrices simétricas
y antisimétricas respectivamente, entonces V = V; @ V5. De hecho, cualquier
matriz A € V se puede escribir de forma tnica como el suma de una matriz
simétrica y una matriz antisimétrica: la inica manera de tener A = B + C' con
B simétricay C antisimétricaesatravésde B= 3 (A+ AT)yC =3 (A—AT).
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En capitulos posteriores demostraremos que si S y 7" son subespacios de un
espacio vectorial V', entonces la suma directa interna S @& T y la suma direc-
ta externa S H T son espacios vectoriales “estructuralmente iguales” (es decir,
isomorfos).

Teorema 2.35. Sea S y T subespacios del espacio vectorial V sobre F'. La suma
S + T es una suma directa interna si y sélo si SNT = {0}.

Demostracion.

(=) Supongamos que la suma S + T es una suma directa interna, es decir,
S+ T =5@T. Esto significa que cada elemento v € S & T se escribe
de manera tnica como v = s+ t, donde s € S, t € T. Sea w € SNT.
Claramente, w € S @ T y puede escribirse como

0+ wdonde 0 € S,weT,
w=w+ 0 donde w € 5,0 € T.

w

Por la unicidad de la representacion, tenemos que w = 0. Esto demuestra
que SNT = {0}.

(<) Supongamos que S NT = {0}. Demostraremos que cualquier vector de
S 4 T tiene una representaciéon tnica como la suma de un vector de S y
otro de T. Sea v € S+ T y supongamos que v puede escribirse como

v=s+tdondese S;teT,y
v=2s 4+t donde s’ € S,t' € T.
Luego,
st+t=584+1 = s—s =t —t.
Como S es un subespacio y s, s’ € S, tenemos que s—s’ € S. Similarmente,
t'—teT Asi,s—s =t —t € SNT = {0}, lo que implica que
s—s' =t —t=0. Por lo tanto,
s—s=0= s=5¢,
t—t=0 = t=t.

Esto demuestra que cualquier vector v € V se expresa de manera Unica
como la suma de un elemento de S y otro de 7.

O
Observacion 2.36. Si 51,5, ...,.S, son subespacios de un espacio vectorial V,

definimos de manera andloga la suma de estos subespacios

ZSi::51+Sg+o-o+Sn::{51+52+~~+sn:siESi}.
=1



2.2. INTERSECCIONES Y SUMAS DE SUBESPACIOS 49

También decimos que la suma >, S; es una suma directa interna si para todo
v €S+ S5+ ---+ 5, existen tinicos s1 € S1,82 € Ss,...8, € S, tales que

V=81 +S2+ -+ Sp.

Sin embargo, en este caso, la versién analoga del Teorema 2.35 debe formularse
de manera adecuada, como en el Ejercicio 2.53.

Palabras clave: subespacio vectorial, combinacion lineal, subespacio gene-
rado, interseccion y suma de subespacios, suma directa interna.
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2.3. Ejercicios

Ejercicio 2.37. Sea R el campo de los nameros reales. ;Cudles de los siguientes
conjuntos son subespacios de R3?. Justifica tu respuesta.

(a) W1 = {(z1,2x2,3x3) : 1,22, 23 € R}.

(b) Wy = {(z1,22,23) : x1, 22,23 € Q}.

(c¢) W3 ={(x1,21,21) : 1 € R}.

(d) Wy = {(xl,xg,xg) 21, T,23 ERy 2?2 + 2% + 23 > 1}.

Ejercicio 2.38. Determina si los conjuntos S; son subespacios del espacio vec-
torial V;. Justifica detalladamente tu respuesta.

(a) S := {(901,532) eER?:z; < 332}, Vi =R
(b) S :={(z1,...,3,) ER" 123+ - +22 =1}, Vo :=R"

(C) Sg = {($1,$2,l‘3,3’]4) S R4 L X1 +l’2 =X3—T4y X1 +2$2+3£L‘3 +4IZ’4 = 0},
Vi = R4

(d) Sy :={(0,0,0),(1,1,1)}, V4 = Z3.

(e) Si:={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, V; = Z3.
(£) S5 :={p(x) € R[z] : p(x) tiene grado 2}, Vs := R[z].
(8) S6 = {p(z) € R[z]
(h) S7:={p(x) € R[z] : p(3) = 0}, V7 := R[z].
(i) Ss:={p(z) € Rlz]:p(3) =1}, Vs := R[z].

:p(x)
: p(x) tiene grado menor o igual que 2}, Vi := R[x].
:p(3)

Ejercicio 2.39. Sea V = M>s,.2(R) el espacio vectorial de todas las matrices
2 x 2 sobre el campo R. Muestra que el subconjunto W de todas las matrices
2 x 2 con determinante cero no es un subespacio vectorial de V.

Ejercicio 2.40. Sea M, «,(R) el espacio vectorial sobre R que consiste en todas
las matrices de n X n con entradas en R. Sea T' € M,,»,,(R) una matriz dada, y
consideremos el conjunto S de las matrices que conmutan con 7"

S ={A€ M,n(R): AT = TA}.
Demuestra que S es un subespacio de M, x,(R).
Ejercicio 2.41. Considera el espacio vectorial de la funciones reales
R® = {f:R = R: f es una funcion }.

;,Cual de los siguientes conjuntos son subespacios de R®? Justifica tu respuesta.
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(a) S={f €R: [ (2?) = [f (@)"}.
(b) T={f eR*: f(0) = f(1)}.
(c) W={f€R": f(3) =1+ f(-D)}.

Ejercicio 2.42. Sea RF el espacio vectorial de las funciones reales. Decimos
que f € R¥ es par si f(—z) = f(z) para todo z € R, y g € V es impar si
g(—x) = —g(z) para todo x € R. Sean

S:{fERR:fespar} y T:{geRRzgesimpar}.
Demuestra que S y T son subespacios de R® y que R® = S @ T. (Sugerencia:

si f € RE, define pares e impares como a(z) = %[f(z)+ f(-2)] y b(z) =

5 [f(z) — f(—=)], respectivamente).

Ejercicio 2.43. Sea R [z] el conjunto de todos los polinomios en la variable x
con coeficientes en R. Determina si los siguientes subconjuntos son subespacios

de R [z]:
(a) S={>"aiz":a; € Z,n € N}.
(b) W={>"a;z*:a; € R,n € N}.
Ejercicio 2.44. Investiga si
(3,-1,0,—1) € geng {(2,-1,3,2), (~1,1,1 — 3),(1,1,9, -5)} € R*.

Ejercicio 2.45. Demuestra el Lemma 2.18 de propiedades bésicas del subespa-
cio generado.

Ejercicio 2.46. Demuestra el Corolario 2.25.

Ejercicio 2.47. Demuestra que la interseccion de cualquier coleccion de subes-
pacios de un espacio vectorial V' sobre F' es un subespacio de V.

Ejercicio 2.48. Sean S y T subconjuntos de R? definidos como
S ={(z1,22,0) : x1,22 € R}, T ={(0,22,0): 22 € R}.

Demuestra que S y T son subespacios de R? y describe los subespacios ST y
S+T.

Ejercicio 2.49. Demostrar que R? es igual a la suma directa interna de los
siguientes subespacios vectoriales:

U= {($17I2,1§3) eR?:xq +x2+13:0}’
W = {(t,2t,3t) : t € R}.
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Ejercicio 2.50. Suponga que
S ={(z1,22,21 + x2, 21 — T2,221) € RS :zi,20 € R}.
Encuentra un subespacio T de R® tal que R® = S @ T.
Ejercicio 2.51. Sean S, T y U subespacios del espacio vectorial V sobre F'.
(a) Demuestra que si S C U, entonces
Un(S+T)=S+UNT).

Esta es llamada la ley modular de los subespacios vectoriales.

(b) Muestra con un contra ejemplo que en general
UNn(S+T)£UNS)+{UNT).

Sugerencia: Sea V = R? y sean S,T y U tres lineas rectas distintas que
pasen por el origen.

Ejercicio 2.52. Sean Sy T subespacios del espacio vectorial V' sobre F'. Supon-
gamos que V =S @ T, y sea U un subespacio de V tal que S C U. Demuestra
que U =S @® (UNT). Sugerencia: usa el ejercicio 2.51.

Ejercicio 2.53. Sean 51,55, ...,5, subespacios de un espacio vectorial V. De-
muestra que la suma Z?:l S; es una suma directa interna si y solo si para toda
i€{l,...,n} se tiene que

Sin > | =10}
J#i
Ejercicio 2.54. Sea V un espacio vectorial y considera la familia de subespacios
A={S <V VT <V, U<V talque S<UyT<U}.

(Esto es, cualesquier dos elementos de A estan contenidos en un tercero). De-
muestra que UA es un subespacio de V.



Transformaciones lineales

Veamos como relacionar dos espacios vectoriales sobre un campo F' mediante
una funcién que preserve la estructura de espacio vectorial.

Definicion 3.1 (transformacion lineal). Sean V y W dos espacios vectoriales
sobre un mismo campo F. Una funcién ¢ : V. — W es una transformacion lineal,
o un homomorfismo de espacios vectoriales, si

¢ (av + pw) = ag (v) + B¢ (w),
para todov,w e Vya,B€F.

En la definicién anterior hay que tener en cuenta que las operaciones realiza-
das del lado izquierdo de la igualdad son las operaciones definidas en V', mientras

que las operaciones realizadas del lado derecho son las operaciones definidas en
w.

Definicion 3.2 (Tipos de transformaciones lineales). Scan V' y W espacios
vectoriales sobre F. Sea ¢ : V — W una transformacion lineal. Decimos que ¢
€S un:

(1) Monomorfismo si ¢ es inyectivo.

(2) Epimorfismo si ¢ es sobreyectivo.

(3) Isomorfismo si ¢ es biyectivo.

(4) Endomorfismo si V =W.

(5) Automorfismo si V =W y ¢ es biyectivo.
(6) Funcional lineal si W = F.

3.1. Ejemplos de transformaciones lineales

Veamos algunos ejemplos de transformaciones lineales importantes.

93
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Ejemplo 3.3 (endomorfismo identidad). Sea V un espacio vectorial. La fun-
cion identidad Iy, : V' — V definida por

Iy(v)=v, YWweV

es un endomorfismo sobre V. Para comprobar esto, sean v,w € V 'y a, 5 € F
elementos arbitrarios. Entonces

I{ow + pw) = av + Pfw [por la definicion de I]
=al (v) + I (w).

El endomorfismo I es llamado el endomorfismo identidad sobre V.

Ejemplo 3.4 (transformacidn cero). Sean V y W espacios vectoriales sobre
un mismo campo F'. La funcién 0 : V — W definida por

0(v)=0w, YoeV,

donde Oy representa el vector cero de W, es una transformacion lineal. Para
comprobar esto, sean v,w € V' y «, 8 € F' elementos arbitrarios. Entonces,

0(aw + fw) = Oy [por la definicion de ¢)
= a0w + wOw
= a0 (v) + 40 (w).

A esta transformacion lineal se le llama la transformacion cero.

Ejemplo 3.5 (negativo de una transformacion lineal). Sean V y W espacios
vectoriales sobre un mismo campo F'. Sea ¢ : V' — W una transformacién lineal.
La funcion —¢ definida por

(=¢)(v) ==¢(v), YveV,

es también una transformaciéon lineal. Para comprobar esto, sean v,w € V' y
a, B € F elementos arbitrarios. Entonces,

(=9) (av + pw) = —¢ (av + fw)
= — (2o (v) + B¢ (w))

a(=¢ () + B (=9 (w))

a(— —¢) (w).

(=) (v) + 5 (

Ejemplo 3.6 (endomorfismo escalar). Sea ' es un espacio vectorial sobre el
campo F'y « un escalar fijo, la funcién ¢ : V' — V definida por

p(v) =yv, YweV,
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es una endomorfismo. Para comprobar esto, sean v,w € V y o, 8 € F elementos
arbitrarios. Entonces,

(¢) (av + Bw) =7 (aw + Pw)
= (ya)v+ (VB
= (ay)v+ (By
= a(y) + B(yw)
= ag(v) + Bo(w).

w

w

~—_ —

Observemos que la conmutatividad de la multiplicacién de los elementos del
campo de escalar juega aqui un papel crucial. Ademas, si 0 < v < 1, entonces ¢
es llamada contraccion de V' con factor 7, y si v > 1, es llamada dilatacion de
V' con factor .

Ejemplo 3.7. Definamos la funcién ¢ : R? — R por
@ (x1a$27$3) =31 — 229 + 2x3.

Veamos que ¢ es una transformacion lineal. Sean v = (v, va, v3), w = (w1, wa, w3) €
R3. Entonces para cualquier «, 8 € R, tenemos que

(a (v1,v2,v3) + B (w1, wa, w3))

((avy + Bw1, avy + Pws, avs + Pws))

avy + fwr) — 2 (ave + Pws) + 2 (avs + fws)
(3v1 — 29 + 2v3) + B (Bwy — 2wy + 2w3)

¢ (v) + B (w).

—~

Por lo tanto, ¢ es una trasformacion lineal.

Ejemplo 3.8. Recordemos que los elementos del espacio R™ tienen la forma
v = (v1,v2,...,v,), donde v; € R. Denotamos por v? al mismo vector v pero
escrito en forma de columna, es decir:

U1
V2

Un

Recordemos también que el producto de una matriz A = (a; ;) € My xn(R) por
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un vector columna vT es un vector columna definido como
ai1 air2 ... Qin V1
T a1 as 2 e a2.n (%)
Avt =
aml an72 e an,n Un,
n
Zizl 1,5V

i azav
i=1 a2,;V;

i @n i
Debido a que la multiplicacién de matrices por vectores columna satisface que
AT +wT) = AvT + Aw”,
no es dificil comprobar que la funcién ¢4 : R™ — R” definida como
pa(v) = AvT
es un endomorfismo sobre R".

Ejemplo 3.9. Sea V = M, (F) el espacio vectorial de las matrices de m x n
sobre el campo F. Sea P € M« (F) una matriz fijade mxmy Q € My xn(F)
una matriz fija de n x n. La funcién ¢ : V' — V definida por

6 (A) = PAQ, YA€V,

es un endomorfismo sobre V. Primero observemos que el producto PAQ es
efectivamente una matriz de m x n. Sean A, B € V y o, 5 € F. Entonces,

¢(aA+pB)=P(aA+BB)Q [por definicion de ¢)
= (aPA+ BPB)Q
=aPAQ + fPBQ
= a¢ (A) + B¢ (B).

Por lo tanto ¢ es un endomorfismo sobre V.

Ejemplo 3.10 (derivada formal). Sea F [x] el espacio vectorial de todos los po-
linomios con coeficientes en el campo F'. Definamos una funciéon D : Fz] — F|[z]

como
& ‘ Szt sin>1,
D ai:cl = =
(Z ) {O sin=0.

=0
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Demostraremos que D es un endomorfismo sobre V. Sean Y-, a;x%, > i~ bz’ €
F[z], con n > m, y «, B € F, elementos arbitrarios. Supongamos que n, m # 0.
Entonces, tenemos que

D (a Z a;x' + B Z bixi> =D (Z(aai + Bb)x" + Z ozaixi)
i=0 i=0 i=0 i=m+1

m n
— Z(aai + ﬁbi)im’;l + Z aazizt ™!
i=1

1=m-+1

=« i a;iz' "t + 13 i bixt!
i=1 i=1
i=0

=0

Los casos cuando n = 0 o0 m = 0 se demuestran similarmente. A este endomor-
fismo se le llama la derivada formal sobre el espacio de polinomios. Cabe senalar
que esta definicién de derivada para polinomios es puramente algebraica; en un
curso de anélisis real se estudia una generalizacién de esta definicién para clases
més generales de funciones usando el concepto de limite.

3.2. Propiedades de las transformaciones lineales

Proposicion 3.11 (propiedades basicas de las transformaciones lineales).
Sea ¢ : V — W es una transformacion lineal entre espacios vectoriales sobre F.

(1) ¢(0y) = Oy, donde Oy y Oy son los vectores cero de V'y W, respectiva-
mente.

(2) ¢(—v) =—¢(v), para todo v € V.
(3) ¢p(v—w)=¢(v)— ¢(w), para todo v,w € V.

(4) ¢ (c1v1 +agva + ...+ apvy) = a1¢ (v1) +a2¢ (v2) +... + and (vy,), donde
v, €Vya; €F.

Demostracion.
(1) Sea v € V. Entonces,

¢ (v) + 0w = ¢ (v)
=¢(v+0y)
=¢(v)+¢(0v).

Por lo tanto Oy = ¢ (0Ov ), por cancelacion izquierda en W.
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(2) Puesto que ¢ es una transformacion lineal se cumple que ¢ (v + (—v)) =
@ (v) + ¢ (—v). Sin embargo, por la propiedad (1),
¢ (v+(-v)) = ¢ (0y) = Ow
Asi, ¢ (v) + ¢ (—v) = Ow v, por lo tanto, ¢ (—v) = —¢ (v).

(3) Para todo v,w € V, tenemos que

¢(v—w)=¢v+(-w)
=¢(v)+ ¢ (—w) [." ¢ es lineal]
=¢(v) + [~¢ (w)] [por la propiedad (2)]
=¢(v) = ¢(w).

4) Es una consecuencia directa de la definicién de transformacion lineal.
a

Ejemplo 3.12. Sea ¢ : R? — R? la funcién definida por ¢ (z,y) = (v + 2,y + 3),
V(z,y) € R%. Como ¢ (0,0) = (2,3) # (0,0), entonces ¢ no es una transforma-
cion lineal puesto que contradice la propiedad (1) de la Proposicion 3.11.

Proposicion 3.13 (composicion de transformaciones lineales). Sean ¢ : V —
W'y ¢ : W — U transformaciones lineales. La composiciéon g o ¢ : V — U tam-
bién es una transformacion lineal.

Demostracion. Sean u,v € V y «, 3 € F. Entonces au + Bv € V , luego

(po @) (au+pv) = ¢ (au+ Bv)]
= plad (u) + B¢ (v)]
= ap[¢ (u)] + Be ¢ (v)]
=a(pog)(u)+B(pog)(v).

Por lo tanto ¢ o ¢ es una transformacion lineal. O

Observacion 3.14. Si ¢ : V — V es un endomorfismo, las potencia de ¢ se
definen mediante la composiciéon de funciones:

o' =¢, =00, ¢*=¢"0¢, ..., gF =¢"1og.
Acordamos que ¢° = I es el endomorfismo identidad.

Recordemos que una funciéon f : X — Y entre dos conjuntos X y Y es
invertible si existe una funcién g : Y — X tal que gof = Ix y fog = Iy, donde
Ix e Iy son las funciones identidades en X y Y, respectivamente. En este caso, la
funcion g se denota por g = f~! y se llama la inversa de f. Recordamos que una
funcion es invertible si y solo si es biyectiva (es decir, inyectiva y sobreyectiva).

El siguiente lema muestra que si una funciéon dada es una transformaciéon
lineal invertible de un espacio vectorial en otro, entonces la linealidad se conserva
también por la inversa.
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Lema 3.15 (inversa de una transformacion lineal). Sea ¢ : V — W una trans-
formacion lineal entre espacios vectoriales. Si ¢ es invertible, entonces la inversa
¢~1: W — V también una transformacién lineal.

Demostracion. Sean wi,wy; € W y «, 3 € F elementos arbitrarios. Puesto
que ¢ es invertible, es sobreyectiva, por lo que existen vectores vi,vs € V tales
que ¢(v1) = w1 y ¢(v2) = we. Entonces

¢! (awy + Pwz) = ¢~ (ag(v1) + Bo(va))
= ¢~ (¢ (avy + Bu2))
= avy + PBug

= a¢™ (w1) + B (wa).
Esto demuestra que ¢~ ! es una transformacién lineal. O

Definicion 3.16 (isomorfismo). Sean V' y W espacios vectoriales sobre un mis-
mo campo F. Una transformacion lineal ¢ : V. — W es un isomorfismo si es
invertible (o, equivalentemente, biyectiva). Cuando existe un isomorfismo de V
a W, decimos que V' 'y W son isomorfos y escribimos V = W.

Si V y W son isomorfos entre si, esto significa que tienen el mismo aspecto
como espacios vectoriales.

Teorema 3.17 (relacion de isomorfia). La relacién de isomorfia entre espacios
vectoriales sobre un campo F' es una relaciéon de equivalencia.

Demostracion. Sean V, W y U espacios vectoriales sobre . Demostraremos
que se cumplen las propiedades de una relacién de equivalencia.

» Reflexividad. Claramente, el endomorfismo identidad Iy : V' — V es un
isomorfismo, asi que V= V.

= Simetria. Supongamos que V = W,y sea ¢ : V — W un isomorfismo. Por
el Lema 3.15, la inversa ¢~ : W — V también es un isomorfismo. Por lo
tanto, W 2 V.

= Transitividad. Supongamos que VW y W 2 U,ysean ¢ : V - Wy
7 : W — U isomorfismos. Por la Proposiciéon 3.13, 7o ¢ : V — U también
es una transformacion lineal. Ademaés, 7o ¢ es invertible porque su inversa
es o1 o7~ L. Por lo tanto, To ¢ : V — U es un isomorfismo y V = U.

O

Ejemplo 3.18. El campo C de los niimeros complejos puede ser visto como un
espacio vectorial sobre R. Sea ¢ : C — R? la funcién definida por

¢ (a+1b) = (a,b), V(a+1ib)eC

Demostraremos que ¢ es un isomorfismo.
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1) ¢ es una transformacion lineal. Sean v = a + ib, v = ¢ + id elementos
arbitrarios de C y sean ki, ko € R dos escalares cualesquiera. Entonces,

@ (k1u + kav) = ¢ (k1(a + ib) + ko(c + id))
= ¢ ((kra + kac) + i(k1b + kod))
= (k1a + koc, k1b + kod) , [por la definicion de ]
= (k1a, k1b) + (kac, kad)
=k (a,b) + k2 (¢,d)
=kip (a+1ib) + ko (a+ib), [por la definicion de ]
= ki (u) + kagp (v) .

2) ¢ es inyectiva. Sean u = a + ib, v = ¢ + id dos elementos cualesquera de C
tales que ¢ (u) = ¢ (u). Entonces,

v(a+ib) =p(c+id) = (a,b) = (c,d).

Por lo tanto, a = ¢, b = d, lo que implica que v = v. Por lo tanto, ¢ es
inyectiva.

3) ¢ es sobreyectiva. Sea (a,b) € R? un elemento arbitrario. Observemos que
v = a+1ib € C satisface que ¢ (v) = (a,b). Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto, R? y C son isomorfos como espacios vectoriales.

3.3. Imagen y kernel de una transformacion li-
neal

Para cualquier transformacién lineal ¢ : V' — W, existen dos subespacios
importantes asociados con ¢. El primero es un subespacio de V llamado el kernel
(o nucleo) de ¢; el segundo es un subespacio de W llamado la imagen de ¢. En
esta seccion definimos estos dos subespacios.

Definicion 3.19 (imagen). Sea ¢ : V — W una transformacion lineal de espa-
cios vectoriales sobre F. La imagen de ¢, denotada por Im(¢), es el conjunto

Im(¢) = {op(v) e W :v eV}
={w e W :w= ¢(v) para algtin v € V'}.

Observacion 3.20. Puesto que Oy = ¢ (0v), el vector cero de W esta en
Im(¢), de modo que el conjunto Im(¢) no es vacio.

Teorema 3.21 (la imagen es subespacio). Sea ¢ : V — W una transforma-
cion lineal de espacios vectoriales sobre F'. La imagen Im(¢) es un subespacio
de W.



3.3. IMAGEN Y KERNEL DE UNA TRANSFORMACION LINEAL 61

Demostracion. Supongamos que wy,ws € Im(¢) y a, € F. Debemos
probar que aw; + Bwy € Im(¢).Por definicion, existen vectores vy, vy € V tales
que ¢ (v1) = w1 y ¢ (v2) = wa. Ya que V es un espacio vectorial, avy + fvy € V.
Ahora,

¢ (avy + Bva) = ad (v1) + B¢ (ve2) [ ¢ es lineal]
= awi + Pfws.

De esta manera, aw; + Sws es la imagen del vector av; + Pvs y por lo tanto,
awy + Pws € Im(¢) O

Definicion 3.22 (kernel). Sea ¢ : V — W una transformacion lineal de espacios
vectoriales sobre F. El kernel (o nicleo, o espacio nulo) de ¢, denotado por
ker (¢), es el conjunto

ker(¢p) ={veV:¢(v)=0w}.

Teorema 3.23 (el kernel es subespacio). Sea ¢ : V' — W una transformaciéon
lineal de espacios vectoriales sobre F'. El kernel ker (¢) es un subespacio de V.

Demostracion. Supongamos que vy, vs € ker(¢) y «, 8 € F. Por definicion
de kernel, ¢(v1) = ¢(v2) = Ow . Aplicando ¢ a avy + Sve € V obtenemos

¢ (a1 + Bu2) = ag (v1) + B (v2) , [ ¢ es lineal]
= OéOW + ﬂ0W7
= Ow + Ow,
= Ow.
Asi, avy + Bvg € ker(¢). Por lo tanto, ker(¢) es un subespacio de V. O

Teorema 3.24. Sea ¢ : V — W una transformacién lineal de espacios vectoria-
les sobre F'.

(1) ¢ es inyectiva si y sélo si ker (¢) = {Oy }.

(2) ¢ es sobreyectiva si y solo si Im(¢p) = W.
Demostracion.

(1) Demostraremos cada implicacion.

(=) Supongamos que ¢ es inyectiva. Sea v € ker (¢). Entonces, ¢ (v) =
Oy = ¢ (0v). Puesto que ¢ es inyectiva, tenemos que v = Oy . Por lo
tanto ker (¢) = {0y }.

(<) Supongamos que ker (¢) = {0y }. Sean v,w € V, tales que ¢ (v) =
¢ (w). Puesto que ¢ es una transformacioén lineal, tenemos que

¢ (v—w)=¢(v) = (w) = Ow.

Esto significa que v — w € ker (¢) = {0y }. Luego, v —w = Oy ¥y
v = w. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.
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(2) Esto es cierto por la definicién de sobreyectividad.

Ejemplo 3.25. Consideremos la trasformacién lineal ¢ : R® — R3 dada por
10} (1‘1,1‘2, $3) = (331 + x9,x0 + x3, 1 + 222 + .’L’g) .
Describamos el kernel y la imagen de ¢.

1) Kernel. El vector (x1,x2,x3) € ker(¢) siy solo si ¢ (z1,z2,23) = (0,0,0), es
decir si
(w1 + 2,22 + 23,21 + 222 + 23) = (0,0,0),

lo que significa

1+ X9 + 01’3 =0
O0x1+22+23=0 (31)
1+ 2x94+2x3=0

Por lo tanto, el kernel de ¢ es el conjunto de soluciones del sistema de

ecuaciones lineales homogéneas (3.1). Sea A la matriz aumentada de co-
eficientes del sistema (3.1). Entonces, realizando eliminacion Gaussiana

1 1 010 1 1 00
A= 0 1 10 ~1 01 1|0
1 2 110 0 0 0|0
El sistema es consistente y las soluciones son: z1 = «, x5 = —a, T3 = «,

para cualquier a € R. El conjunto de soluciones representa una linea
paralela a (1,—1,1) a través del origen. Por lo tanto,

ker(¢) = {(o, —, @) € R® : e € R} .

2) Imagen. La imagen de ¢ consiste en aquellos (y1,%2,%3) € R? tales que
o((x1,29,23)) = (y1,Y2,y3), para algin (x1,zs,23) € R, Esto significa
que

1 + 22 + 023 = Y1
0x1 + 22+ 23 = Yo (32)
x1 + 2z + T3 = Y3

Por lo tanto, la imagen de ¢ es la solucién del sistema de ecuaciones

lineales no homogéneas (5.3). Sea B la matriz aumentada de coeficientes
del sistema (5.3). Entonces, realizando eliminacién Gaussiana

1 1 0|wn 1 10 Y1
1 2 1|y 0 0 0)ys—wy1—y2



3.4. EL ESPACIO DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 63

Este sistema tiene soluciones si y sélo si y3 — y; — y2 = 0. Por lo tanto

Im(¢) = {(y1,92,y3) €R® 1 y5 —y1 —y2 = 0}
Asi, la imagen de ¢ es el plano y3 = y; + y2 en R3.

Teorema 3.26. Sean ¢ : U — V y 7 : V — W transformaciones lineales en-
tre espacios vectoriales sobre un campo F' tales que 7 o ¢ es un isomorfismo.

Entonces,
V =1Im (¢) ® ker (7).

Demostracion. Haremos la demostracion en dos pasos.

1) Demostraremos que Im (¢) + ker (1) = V. Sea v € V un vector arbitrario.
Como 7(v) € Wy T0¢:U — W es un isomorfismo, existe u € U tal que
(to¢)(u)=71(v). Seav' = ¢ (u) € Im () y v =v —'. Claramente,

v=0"+2",
donde v’ € Im (¢). Demostraremos que v € ker (7):

T =71@w-"2")
=7(v) = T7(v)
= (10¢) (u) =7 (¢ ()

= Ow.
Luego, Im (¢) + ker (1) = V, pues v era arbitrario.

2) Demostraremos que la suma es directa comprobando que Im (¢) Nker (1) =
{0y }. Sea v € Im (¢) Nker (7). Como v € Im (o), existe u € U tal que
¢ (u) =v. Como v € ker (1), 7 (v) = Oy . Luego,

(To¢)(u) =7(v)=0w = (T00)(0v).

Debido a que To¢ es un isomorfismo, u = Oy Luego, v = ¢ (u) = ¢ (0y) =
Oy . Por el Teorema 2.35, V = Im (¢) @ ker (7).

O

3.4. El espacio de las transformaciones lineales

Definicion 3.27 (Hom(V, W)). Sean V y W espacios vectoriales sobre el mis-
mo campo F'. Denotamos al conjunto de todas las transformaciones lineales de
V en W por

Hom(V,W) ={¢: V — W : ¢ es una transformacion lineal}.

Cuando V =W, Hom(V, W) se abrevia End(V).
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Ejemplo 3.28 (0 € Hom(V, W)). La transformacion cero es una transforma-
cién lineal (Ejemplo 3.4). En consecuencia 0 € Hom(V, W), 0(v) = Oy para
todo v € V.

Ejemplo 3.29 (I € Hom(V')). La funcién identidad Identidad es una transfor-
macion lineal (Ejemplo 3.3). En consecuencia I € Hom(V'), Iy (v) = v para todo
veV.

Ejemplo 3.30 (p ® 2). Si ¢ : V — F es un funcional lineal de V (Definicion
3.2) y z un vector fijo en W, la funcién ¢ : V. — W definida por ¢(v) = ¢(v)z
para todo v € V es una transformacion lineal. Para comprobar esto, sean v, w €
V' y «, 8 € F elementos arbitrarios. Entonces,

d(av + fw) = p(av + Pfw)z
= [ap(v) + Bp(w)] z
= ap(v)z + By(w)z
= ag(v) + B (v).
La dependencia de ¢ sobre ¢ se expresa escribiendo ¢ = ¢ ® z, el simbolo

sugiere un tipo de producto de ¢ con z. En consecuencia ¢ ® z € Hom(V, W),
(p® 2) (v) = ¢(v)z para todo v € V.

Ahora dotaremos de una estructura de espacio vectorial al conjunto Hom(V, W)
sobre el campo F. Para ello se tendra que definir adecuadamente la suma y la
multiplicacion escalar en Hom(V, W).

Definicion 3.31. Sean ¢, € Hom(V,W) y o € F. Definimos la suma es la
funcién ¢ + ¢ : V. — W definida por

(¢ +©)(v) = o(v) +p(v), YveV. (3.3)
La multiplicacion escalar es la funciéon a¢ : V' — W definida por
(ad)(v) = ap(v), Yv eV ya€eF. (3.4)

Lema 3.32. Si ¢, € Hom(V,W) y a € F, entonces ¢ + ¢ € Hom(V,W) y
a¢p € Hom(V, W).

Demostracion. Demostraremos primero que la funcién ¢ + ¢ : V — W es
una transformaciones lineal. Sean v,w € V' y «, 8 € F, entonces

(¢ + p)(aw + Bw) = ¢(av + Bw) + p(av + Pw) [por (3.3)]
= [ap(v) + Bo(w)] + [ap(v) + Be(w)]  [." ¢, ¢ son transformaciones lineales]
= ap(v) + ¢(v)] + Bd(w) + p(w)]
=a(¢+¢)(v) + B¢+ ¢)(w) [por (3.3)].

Por lo tanto ¢+ es una transformacion lineal de Ven Wy ¢+ € Hom(V, W).
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Demostremos ahora que la funciéon a¢ : V. — W es una transformaciéon
lineal. Sean v,w € V' y 3, € F, entonces

(ad)(Bv 4+ yw) = ad(Bv + yw) [por (3.4)]
= a[Bo(v) + vo(w)] [ ¢, es una transformacion lineal]
= (af)é(v) + (a)p(w)
= Blag(v)] + v[ad(w)]

= Bllag) ()] +7[(ad)(w)]  [por (3.4)]
Por lo tanto a¢ es una transformacion lineal de Ven W'y a¢ € Hom(V, W). O

Teorema 3.33. Sean V' y W espacios vectoriales sobre el mismo campo F, en-
tonces Hom(V, W) es también un espacio vectorial sobre el campo F' con las
operaciones de la Definicion 3.31.

Demostracion. Demostremos que Hom(V, W) cumple las propiedades de
espacio vectorial

(EV1) Demostremos que (Hom(V,W),+) es un grupo abeliano. Si ¢, ¢, 9 €
Hom(V, W), entonces

(1) Cerradura: por el Lema 3.32, Hom(V, W) es cerrado respecto a la
suma.

(2) Asociatividad de la suma: tenemos que

6+ (¢ + )] (v) = 6(v) + (¢ + ¥)(v)
¢(v) + [¢(v)
= [6(v) + ¢(v)]
= (0 +¢)(v) +¢(v)
=[(¢+¢) +¢](v).
(3) Euistencia de la identidad aditiva: La transformacion cero 0 satisface
(0+0)(v) = 0(v) + ¢(v)
= 0w + ¢(v)
= ¢(v).
Por lo tanto 0 es la identidad aditiva en Hom(V, W).

(4) Existencia del inverso aditivo: El negativo de una transformacion li-
neal también es una transformacion lineal (Ejemplo 3.5). De esta
manera, si ¢ € Hom(V, W) tenemos que —¢ € Hom(V, W). Entonces

(=¢+9)(v) = (= 9)(v) + ¢(v)
—¢(v)+0(v)

=0(v).

Asi cada elemento en Hom(V, W) posee inverso aditivo.

+
+
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(5) Conmutatividad de la suma: Sean ¢, o € Hom(V,W). Siv € V, en-
tonces

(¢ +¢)(v) = d(v) + ¢(v)
= ¢(v) + ¢(v)
= (¢ +¢)(v).

Por lo tanto Hom(V, W) es un grupo abeliano con la operaciéon suma
definida.

(EV2) La verificacion de las propiedades restantes es igualmente sencillo, se
dejan al lector como ejercicio.

O

Palabras clave: transformacion lineal, composicion de transformaciones
lineales, isomorfismo, relacion de isomorfia, imagen y kernel de una transfor-
macion lineal, espacio de las transformaciones lineales.
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3.5. Ejercicios

Ejercicio 3.34. Determina si las siguientes funciones son transformaciones li-
neales. Justifica detalladamente tu respuesta.

1.

2.

L

7R3 — R? definida por 7 (21, x2,73) = (21, 72).

o : R? — R definida por o (21, 22) = z122.

¢ : R? — R definida por ¢ (21, 72) = x1 + 2.

¢ : R? — R? definida por ¢ (z1, 2, 23) = (z1 + 1, 22, 23).
¥ : R — R? definida por 1 (71, 22, 23) = (71 + 53, 972).
. exp : R — R definida por exp (z) = €%, Vz € R.

. ¢ : Zy — Zs3 definida por ¢ (z) = 22, Vo € Zs.

. ¢ Z3 — Z3 definida por ¢ (x) = 23, Vo € Z3.

. I:R[z] — R[z] definida por

I(f(x))—/omf(t)dt

donde f (z) € Rx].

Ejercicio 3.35. Encuentra el rango y el kernel de las siguientes transformaciones
lineales y determina si son funciones inyectivas o sobreyectivas.

1.
2.

8.
9.

¢~ : R? — R? definida por ¢ (z1,72) = (yz1,772), donde v € R.
7 : R3® — R? definida por 7 (z1, 72, 73) = (23, 72).
. ¢ :R3 — R3 definida por
o (21, 22,23) = (201 — T2, 5o + 3, 221 + 429 + 23).
. 0 :R3 — R? definida por o (21,29, 73) = (21 + 23,71 + 23, T2 + T3).

. ¢ : R3 — R definida por ¢ (z1, 2, 23) = 221 — 72 + 3x3.

. ¢ :R%2 — R3 definida por ¢ (z1,72) = (21, 22, 71 + 22).

7 :R* — R? definida por 7 (21, ¥, 73, 24) = (¥1 — 24,72 — X3).
¢ : Zy — Z3 definida por ¢ (z) = 23, Vz € Zs.

D : R[z] — R|z], donde D es la derivada formal de polinomios.

Ejercicio 3.36. Determina si las siguientes funciones son automorfismos. Justi-

fica

detalladamente tu respuesta.
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¢ : R — R definida como ¢ (z) = 5z.
2. £: R — R definida como ¢ (x) = —2.

¢ : R* — R3 definida como ¢ (21, 22, 73, 74) = (21, T2, T3).
4. 7 :R? — R? definida como 7 (21, 72) = (72, 71).
5. w:R? — R? definida como w (z1,z2) = (21, 0).

6. 0 : R?> — R? definida como

o (21,22, 23) = (=3x1 + 2x2 + 3,221 — 22,71 + 23) .

7. £ : R? — R3 definida como

& (x1,x2,x3) = (221 + 322 — 23,321 + 323,22 + 23) .
8. 0 : C — C definida como o (z + iy) = x — iy.
9. 7: C — C definida como 7 (z + iy) = (z + iy)°.
Ejercicio 3.37. Demuestra los siguientes isomorfismos de espacios vectoriales.
1. 73 = (Zs3)%s.

2. R* 2 R|[z]_,, donde R [z]_, es el espacio vectorial de polinomios de grado
menor o igual que 3 con coeficientes en R.

Ejercicio 3.38. Demuestra que la funcién ¢ : R? — R? definida como
(]5(1'1733‘2,.’)33) = (3331 —2x9 + 23,21 — 322 — 21‘3)7

es una transformacién lineal de R? sobre R?. Encuentra y describe el kernel y
la imagen de ¢.

Ejercicio 3.39. Demuestra que la funcién ¢ : R? — R3 definida como
d(x1,22) = (21 + 22, T1 — T2, X2),

es una trasformacion lineal de R? sobre R3. Encuentra y describe el kernel y la
imagen de ¢.

Ejercicio 3.40. Sean C el campo de los nimeros complejos, muestra que la
funcién ¢ : C3 — C3 definida como

A1, 0, w3) = (11 — T2 + 223,201 + X9 — T3, —21 — 222),

es una transformacién lineal de C3 sobre C3. Encuentra y describe el kernel y
la imagen de ¢.
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Ejercicio 3.41. Sea V = M, «,(R) el espacio vectorial de las matrices de n x n
sobre el campo R y sea B una una matriz fija de n x n. Si

d(A) = AB — A, VA € M, xn(R).
Demuestra que ¢ es una transformacion lineal de V' sobre V.

Ejercicio 3.42. Sean U y V espacios vectoriales sobre el campo F'y sean ¢, ¢
dos transformaciones lineales de U sobre V sean ay y as dos elementos de F.
Entonces el mapeo v definido como

Y(2) = a1d(x) + azp(x), Vo €U,
es una transformacion lineal.
Ejercicio 3.43. Sea ¢ : R?* — R? una transformacion lineal definida como
d(x1, 22, 3) = (22,42 — y, 22 + 3y — 2).
Demuestra que ¢ es invertible y encuentra las expresiones para ¢!y (¢~1)2.

Ejercicio 3.44. Sean S y T subespacios de un espacio vectorial V' sobre F' tales
que SNT = {0}. Demuestra que la suma directa interna S@®7T y la suma directa
externa S H T son espacios vectoriales isomorfos.

Ejercicio3.45. SiT : U —» V y S : V — W son transformaciones lineales,
demuestra que Im(S o T) C Im(S) y ker(T") C ker(S o T).

Ejercicio 3.46. Sea ¢ : V — V una transformacién lineal tal que Im(¢) C
ker(¢ — Iy/), donde Iy es el endomorfismo identidad. Demuestra que ¢? = ¢.
Recuerda que ¢ = ¢ o ¢.

Ejercicio 3.47. Sea V un espacio vectorial sobre F' y ¢ una transformacién
lineal de V' sobre V. Demuestra que las siguientes dos proposiciones acerca de
¢ son equivalentes

(a) La interseccion de la imagen de ¢ y el kernel de ¢ es el subespacio cero de
V, es decir Im(¢) Nker(¢) = {0}.

(b) ¢(¢(z)) = 0 entonces ¢(z) = 0.
Ejercicio 3.48. Completa la demostracion del Teorema 3.33.

Ejercicio 3.49. Sea V el espacio vectorial real o complejo y sea ¢ : V — V un
endomorfismo tal que ¢? = I1,. Definamos

S={zeV:igx)=z}, T={zeV:¢) =—-z}

Demuestra que S y T son subespacios de V tales que V = S & T. Sugerencia:

para cada vector z, = 3 [z + ¢(z)] + % [z — ¢(z)].



70

CAPITULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES



Espacio vectorial cociente

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F'y sea .S un subespacio de V.
Formaremos un nuevo espacio vectorial a partir de V' y S llamado el espacio
cociente de V por S, y lo escribiremos como V/S.

Definicion 4.1 (congruencia modulo S). Sea S un subespacio de un espacio
vectorial V' sobre un campo F'. Decimos que dos vectores w,v € V son con-
gruentes modulo S,y escribimos w = vmod S, siw—v € S .

Lema 4.2 (congruencia modulo S). Sea S un subespacio de un espacio vecto-
rial V sobre un campo F'. La relacién de congruencia modulo S es una relaciéon
de equivalencia sobre V.

Demostracion. Demostraremos que se cumplen las propiedades de relacién
de equivalencia.

1) Reflezividad. Puesto que 0 € S, tenemos que v—v =0 € S, para todowv € V.
Por lo tanto, v = vmod S, para todo v € V.

2) Simetria. Supongamos que w = vmod S. Entonces w — v € S, y, multipli-
cando por el escalar —1 € F, obtenemos (—1) (w —v) =v—w € S. Por lo
tanto, v = wmod S.

3) Transitividad. Supongamos que v = vmod S y v = wmod S. Entonces v —
veSyv—w € S. Puesto que S es un subespaciode V, (u — v)+(v —w) =
u—w € S. Por lo tanto, u = wmod S.

O

Denotemos la clase de equivalencia de v € V para la relacién congruen-

cia médulo S por [v]g. Para describir co6mo lucen estas clases de equivalencia,
observemos que

[v]g ={w €V :w=vmodS}
={weV:iw—-veS}
={w eV :w=wv+sparaalgin s € S}
={v+s:s5€8}.

71
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La notacién v + S es una forma maés intuitiva de representar la clase de equiva-
lencia [v] 4:

Wg=v+S={v+s:5€S}.
Definicion 4.3 (clase lateral). Sea S un subespacio de un espacio vectorial V'

sobre un campo F'. Para cualquier v € V, la clase de equivalencia v+ S se llama
la clase lateral de S en V' con representante v.

Observemos que la clase lateral v + S puede ser representada por cualquiera
de sus elementos en el sentido de que (v+s) + S = v+ S, para todo s € S. La
clase lateral v + S es un subconjunto de V', pero en general no es un subespacio
de V.

Proposicion 4.4 (clases laterales). Sea S un subespacio de un espacio vecto-
rial V' sobre un campo F. Sean u,v € V vectores arbitrarios.

(1) El conjunto de clases laterales de S en V forma una particion de V.
(2) u+S=v+Ssiysolosiu—veS.

(3) v+ S es un subespacio de V' siy solo si v € S.

Demostracion.

(1) Las clases de equivalencia de una relaciéon de equivalencia sobre un conjunto
siempre forman una particién del conjunto (ver Lema 0.7 (3) y (4)).

(2) Sabemos que dos clases de equivalencia u + S y v 4 S son iguales si y s6lo
si u = vmod S (ver Lema 0.7 (2)). Esta tltima condicion es equivalente
au—veS.

(3) Supongamos que v + S < V. Entonces, 0 € v + S, asi que v + s = 0, para
algin s € S. Luego, v = —s € S. Supongamos ahora que v € S. Por la
propiedad (2),v+S =045 =5, yaque v — 0 € S. Como S es un
subespacio por hipoétesis, entonces v + S = S es un subespacio.

O

Definicion 4.5 (espacio cociente). Sea S un subespacio de un espacio vecto-
rial V sobre un campo F'. El espacio cociente, denotado por V/S, es el conjunto
de todas las clases laterales de S en V. En otras palabras,

V/S={v+S:veV}.
Observacion 4.6. La notacion V/S se lee “espacio cociente de V' médulo S”.

Definimos en V/S las operaciones de suma y multiplicaciéon escalar como
sigue: para toda (u+5),(v+95)eV/SyaeF,

(u+S)+w+S)=(u+v)+ S,
a(u+S)=au+sS. (4.1)
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Una dificultad aparece en la definicion de estas operaciones. Debido a que los
elementos de V/S son clases de equivalencia (clases laterales), para demostrar
que las operaciones dadas en (4.1) estan bien definidas es necesario comprobar
que el resultado en cada operacién no depende de los representantes de las clases.
Esta situacion es similar a la ocurrida con el grupo ciclico Z,.

Proposicion 4.7. Las operaciones + : V/SxV/S = V/Sy-: FxV/S —=V/S
dadas en (4.1) estéan bien definidas.

Demostracion.

(1) Para demostrar que la suma esta bien definida, debemos comprobar que si
u+S=uv+Syv+S=0v+4S5,entonces (u+S5)+(v+5)= (@ +595)+
(v' +S). Por la Proposicion 4.4,

u+S=v+85 = u—d es
v+S=v+85 = v-0v €S

Como S es un subespacio,
(u—u)+ (v—"1") €S
La expresion anterior puede escribirse como
(u+v)—(u+2") €S,

y esto implica que
(u+v)+8S =@ +2v)+5,

Por lo tanto,
(u+S)+w+S)=W+9)+ (0 +59).

(2) Para demostrar que la multiplicacién escalar est4 bien definida, debemos
comprobar que si u + 5 = v’ 4+ 5, entonces a(u + S) = a(u’ + 5), para
todo a € F. Como u + S = v’ + S implica que u — v’ € S, entonces

a(u—u')es.
La expresion anterior puede escribirse como
ou—aou’ €8,

y esto implica que
au+ S =oau + 8.

Por lo tanto, a(u + S) = a(u’ + 5).
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Teorema 4.8 (V/S es espacio vectorial). Sea S un subespacio de un espacio
vectorial V' sobre un campo F'. El espacio cociente V/.S, junto con las operaciones
definidas en (4.1), es un espacio vectorial sobre F.

Demostracion.

(EV1) Mostraremos primero que V/S es un grupo abeliano con respecto a la
suma. Sean u + S,v + S,w+ S € V/S elementos arbitrarios.

(GO) Cerradura: Por definicion, (v +S) 4+ (v+85) = (u+v) + S € V/S.

(G1) Asociatividad: Usando la asociatividad de vectores en V', deducimos
lo siguiente:

(u+S)+[v+S8)+(w+9)=(w+S)+[(v+w)+ 9]

(G2) Identidad aditiva: Si O es el vector cero de V, tenemos que
O0+9)+w+S)=w+0)+S=u+S5.

Por lo tanto, 0 + .5 = 5, es la identidad aditiva en V/S.

(G3) Inversos aditivos: Para cualquier u+S € V/S, vemos que (—u)+ .S
satisface

(u+S)+(—w)+S)=(wu—-u)+S=0+S5.

Por lo tanto, (—u) + S es el inverso aditivo de u + S.

(G4) Conmutatividad: Usando la conmutatividad de la suma en V, de-
ducimos lo siguiente:

(u+S)+@w+S) = (ut+v)+S
= (v+u)+S
(v+S)+(u+S9).

(EV2) Sean o, € F y u+ S,v+ .S € V/S elementos arbitrarios.
(1)
al(u+S)+ (v+9))

af(u+wv)+ 5]
(u+v)+ S

= (ou+av)+ S

= (au+S) + (aw + 5)

a(u+8S)+a(v+S).
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(2)
(a+B8)(u+S)=(a+B)u+S
= (au+ fu)+ S
= (au+S) + (Bu+5)
=a(SH+u)+8(S+u).
(3)
(aB) (u+S)=(aBf)u+ S
a(fu) + S
a(fu+S)
alB(u+5)].

(4)
lu+S)=1lu+S=u+S.

O

Ejemplo 4.9 (interpretacion geométrica de V/S). Veamos ahora la interpre-
tacién geométrica de algunos espacios cocientes.

(1) SeaV=R?y S ={(x,0): 2 € R}. En la representacién geométrica de R?
como plano cartesiano, S representa el eje z. El espacio cociente

R?/S ={(z,y) + S : (z,y) € R?}

es el conjunto de todas las lineas en R? que son paralelas al eje x. Esto es
porque para cualquier vector v = (vy,v2) € R?) la clase lateral v + S es
igual a

v+ 8= (vy,v2)+ S ={(v1 +x,v2) : x € R};

es decir, v 4+ S es la linea y = vy paralela al eje z. Esta linea esta arriba o
abajo del eje x de acuerdo a vy > 00 v2 < 0. Sivy =0,v+.S = S coincide
con el eje x.

(2) SiV=R}yS= {(:c, y,0) € R3}, entonces S es el plano zy y para cualquier
v = (v1,v2,v3) € R3, la clase lateral v + S representa geométricamente
el plano paralelo al plano zy a través del punto v = (v1,v2,v3) a una
distancia vs del plano xy (arriba o abajo del plano zy de acuerdo a vz > 0
0 v3 < O)

(3) SeaV=Ry S={(z,y,2) €ER*: 5z —4y +32 =0y 2z — 3y + 42 = 0}.
Para cualquier v = (vy, v2,v3) € R3, la clase lateral v+S € V/S representa

geométricamente la linea paralela a la linea determinada por la interseccién
de los dos planos:

S(x—v1) =4y —v2) +3(z2 —w3) =0, ¥y
2@ —v1) —3(y—v2)+4(z—v3) =0
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Definicion 4.10 (proyeccion canonica). Sea S un subespacio de un espacio
vectorial V' sobre un campo F. La funcién pr: V — V/S definida por

pr(v) =v+5,
es llamada la proyeccion candnica de V en V/S.

Proposicion 4.11 (proyeccion candnica). La proyeccién canénica pr : V —
V/S es una transformacion lineal sobreyectiva.

Demostracion. Para cualquier v,w € V y o, 8 € F, se cumple que

pr(av + fw) = (av + pw) + S
(av+ S) + (Bw+5)
av+8)+ Bw+8)
= apr(v) + Spr(w).

Por lo tanto, pr es una transformacion lineal.

Para demostrar que pr es sobreyectiva, sea v 4+ S cualquier elemento de
V/S; entonces, v € V es la preimagen de v + S bajo la proyecciéon canodnica:
pr(v) =v+ 8. O

Proposicion 4.12 (proyeccion candnica inyectiva). La proyecciéon canénica
pr es inyectiva si y solo si S = {0}.

Demostracion. Si S # {0} debe existir un u € S tal que u # 0, como u—0 € S
entonces u + S = 0+ S (prop. 4.4), por lo que pr(u) = pr(0) y pr no puede
ser inyectiva. Para el converso, si S = {0} tenemos que para v,w € V, el que
pr(v) = pr(w) implica que v + S = w + S y de nuevo por la proposicion 4.4
v—w € S, porloquev—w=0yv=uw, asi que pr es inyectiva. O

Teorema 4.13 (primer teorema de isomorfia). Sea ¢ : V. — W una transfor-
macion lineal entre espacios vectoriales sobre F'. Entonces,

V/ ker(¢) = Im(gb).

Demostracion. Recordemos que los elementos del espacio cociente V/ker(¢)
son clases laterales:

V/ker(¢) = {v +ker(¢) : v e V}.
Definamos una funcion & : V/ ker(¢) — Im(¢) como

§ (v +ker(¢)) = (v).

Demostraremos que § es un isomorfismo entre V/ker(¢) y Im(¢).
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(1) & es una funcion bien definida. Debido a que el dominio de £ es un conjunto
de clases laterales, es necesario demostrar que la imagen de cada clase no
depende del representante. Sean v + ker(¢) = u + ker(¢) clases laterales
iguales. Por la Proposicion 4.4 (2), v — u = s € ker(¢), para algin s €
ker(¢). Aplicando ¢ a v—u = s y usando que es una transformacion lineal,
obtenemos que

Por lo tanto, ¢(v) = ¢(u). Esto demuestra que
(v +ker(¢)) = ¢(v) = ¢(u) = &(u + ker(¢)).

(2) € es una transformacion lineal. Sean v,u € V' y «, € F elementos arbi-
trarios. Usando el hecho que ¢ es una transformacion lineal, deducimos lo

siguiente:
& (a(u+ker(¢)) + B (v + ker(¢))) = & ((au + Bv) + ker(¢))
= 6 (au+ pv)
= a¢ (u) + Bo (v)

= af (u+ ker(¢)) + B¢ (v + ker(¢)) .

(3) €& es sobreyectiva. Sea w € Im(¢) un elemento arbitrario. Por definicion del
conjunto Im(¢), existe v € V tal que ¢(v) = w. Luego, v + ker(¢) es la
preimagen de w bajo &:

&0+ ker()) = ¢(v) = w.

(4) & es inyectiva. Sean v + ker(¢p) y u + ker(¢) elementos de V/ker(¢) tales
que (v + ker(¢)) = &(u + ker(¢)). Por la definicién de &, tenemos que
¢(v) = ¢(u). Obtenemos las siguientes implicaciones:

p(v) =op(u) = o(v)—o(u) =0 = ¢p(v—u) =0y = v—u € ker(¢p).

Por la Proposicion 4.4 (2), deducimos que v + ker(¢) = u + ker(¢). Esto
demuestra que £ es inyectiva.

O

Palabras clave: congruencia modulo un subespacio, clase lateral, espacio
cociente, proyeccion candnica, primer teorema de isomorfia.
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4.1. Ejercicios

Ejercicio 4.14. Considera el espacio cociente R3/((1,0,1)). Determina si las
siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica detalladamente tu res-
puesta.

1. (1,0,1) + ((1,0,1)) = (0,0,0) + ((1,0,1)).
2. (1,0,0) 4 ((1,0,1)) = (—1,0,1) + ((1,0,1)).

3. (1,0,0) +((1,0,1)) = (=1,0,-2) + ((1,0,1)).

4.((3,0,1) +((1,0,1))) + ((=2,1,1) +((1,0,1))) = (0,1,1) + ((1,0,1)).
5.((3,0,1) +((1,0,1))) + ((=2,1,1) + ((1,0,1))) = (1,1,1) 4+ ((1,0, 1)).

Tlustra la interpretacién geométrica de cada inciso.

Ejercicio 4.15. Considera el espacio vectorial V = Z3 sobre Zs.

1. Si S = {(0,0,0),(1,1,0)}, comprueba que S es un subespacio y escribe
todos los elementos de V/S. ;Cuéantos elementos distintos hay en V/S?

2. Si T =4{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)}, comprueba que T es un subes-
pacio y escribe todos los elementos de V/T'. ;Cudntos elementos distintos
hay en V/T?

Ejercicio 4.16. Demuestra que si V =5 & T entonces V/S = T. (Sugerencia:
Restringe la proyeccion candnica pr : V. — V/S a T, y calcula el kernel y la
imagen de la restriccion.)

Ejercicio 4.17. Sea V un espacio vectorial, sean S < V y T < V, y sean
v,w € V vectores fijos. Demuestra lo siguiente:

a) v+ SCw+TsiysolosiSCTyv—weT.
b) w+S)N(w+T)#Psiysdlosiv—weS+T.
c)size (v+S)N(w+T)entonces (v+S)N(z+T)=2+5SNT.

(Nota: Observa que este ejercicio compara clases laterales respecto a subespacios
distintos).

Ejercicio 4.18. Supongamos que V = S @ T y sean v,w € V. Demuestra que
(v+S)N(w+T) contiene exactamente un elemento. Sugerencia: use el ejercicio
4.17. Da una interpreta geométricamente si V = R? y si V = R3.

Ejercicio 4.19. Sea ¢ : V — W una transformacioén lineal, S un subespacio de
V tal que S C ker¢, y pr : V — V/S la proyeccién canoénica. Demuestra lo
siguiente:
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Vv—eae W
pr

V/S

Figura 4.1:

a) Existe una (anica) transformacion lineal ¢ : V/S — W tal que ¢ = 1) o pr
(vea Figura 4.1).

b) 4 es inyectiva si y solo si S = ker ¢.

Ejercicio 4.20. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V' sobre un campo
F. Sea pr: V — V/S§ la proyeccion candnica, ¢ : V — V una transformacion
lineal tal que ¢(S) C S. Demuestra que existe una (tinica) transformacion lineal
¥ :V/S — V/S tal que ¢ o pr = proy (vea Figura 4.2). Sugerencia: Aplica el
Ejercicio 4.19 a la transformacion lineal pro¢ : V. — V/S.

V/S T V/S

Figura 4.2:

Ejercicio 4.21. Donde existe un primero, existe un segundo. Demuestra el si-
guiente resultado llamado el sequndo teorema de isomorfia. Sea V un espacio
vectorial, S, T subespacios de V', SNT su interseccion y S+7 su suma. Entonces
SN T es un subespacio de S, T es un subespacio de S+ T, y

S/(SNT) = (S +T)/T.

Sugerencia: sea ¢ : V — V/T el mapeo cociente y sea ¢ = ¢|s la restriccion de
¢aS, estoes, p: S —V/Typ(x)=xz+T para todo x € S. Demuestra que ¢
tiene imagen (S+7T)/T y kernel SNT.
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Bases y dimension

5.1. Independencia Lineal

Recordemos que una combinacion lineal de un subconjunto A de un espacio
vectorial V' sobre F' es una expresion de la forma

Q1V] + QU2 + ... QpUp,

donde a; € F,v; € A,i=1,...,n. La combinacién lineal es trivial si todos sus
coeficientes son cero, y no trivial si al menos uno de los coeficientes es distinto
de cero.

Definicion 5.1 (linealmente dependiente). Sea A un subconjunto de un es-
pacio vectorial V sobre F. Decimos que A es linealmente dependiente si existe
una combinacién lineal de A no trivial que sea igual al vector cero. En otras
palabras, si existen vectores vy, v, ...,v, € Ay escalares ay, as,...,a, € F no
todos ceros, tales que

a1v1 + aove + ..+ apv, = Zaivi =0. (5.1)
i=1

Definicion 5.2 (linealmente independiente). Decimos que un subconjunto A
de un espacio vectorial V sobre F' es linealmente independiente si no existen
combinaciones lineales de A no triviales que sean iguales al vector cero. En
otras palabras, si se cumple la siguiente implicacion: si

n
a1v1 + agvg + ...+ apv, = E a;v; = 0.
i=1

donde a; € F,v; € A,i=1,...,n, entonces o; = 0 para todai=1,...,n.
Observacion 5.3. Por definicion, el conjunto vacio @ es linealmente indepen-
diente, porque la frase “no existen combinaciones lineales de @ no triviales que

sean iguales al vector cero” siempre es verdadera (no existen combinaciones
lineales de & en lo absuluto).
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Ejemplo 5.4. Sea V un espacio vectorial sobre F', y A C V un subconjunto no
vacio de vectores. Siempre que 0 € A, el conjunto A seré linealmente dependiente
porque a0 = 0 para cualquier a € F.

Ejemplo 5.5. Sea F' cualquier campo. En el espacio vectorial F™, el conjunto
de n vectores

{e1 =(1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,..., 1)}, (5.2)
es linealmente independiente. Para demostrar esto, supongamos que
ae1 + ases + ...+ ane, =0
para algunos aq, as,...,a, € F. Reescribimos la relaciéon de arriba como
a1 (1,0,...,0) + a2 (0,1,...,0) + ... + @, (0,0,...,1) = (0,0,...,0).

Luego,
(a1,09,...,a,) =(0,0,...,0),

y entonces a; = 0,2 =0, ..., a, = 0. Por lo tanto, este conjunto de n vectores
de F™ es linealmente independiente.

Ejemplo 5.6. El conjunto 4 = {(1,0),(1,1)} C R? es linealmente independien-
te. Para demostrar esto, supongamos que

a1 (1,0) + az (1,1) = (0,0),
para algunos «; € R. Entonces,
(a1 +ag,az) = (0,0)

lo que implica que
a1 +as =0y as =0.

Por lo tanto, ay = ag = 0.
Ejemplo 5.7. El subconjunto A = {(1,0),(1,1),(0,1)} de R? es linealmente
dependiente sobre R porque

(1,0) = (1,1) +(0,1) = (0,0) = 0.
Ejemplo 5.8. El subconjunto {17 z,1+x+ 9:2} de R[x] es linealmente indepen-
diente. Para mostrar esto, sean a1, as, a3 € R escalares tales que

a1 (1) + asz + ag (1+x—|—m2) =0.
Entonces,

(a1 + az) + (o + az) x + azz? = 0,

de esta manera tenemos que a; + a3 = 0, as + a3 = 0, a3 = 0 de donde
a; = 0,as = 0,a3 = 0. Por lo tanto, el subconjunto {1,z,1+ z + 22} C R[z] es
linealmente independiente.
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Observacion 5.9. En ocasiones es conveniente hablar de listas de vectores li-
nealmente independientes, en lugar de conjuntos, usando una definicién anéloga.
Una lista de vectores de un espacio vectorial V' es simplemente una sucesion fini-
ta vy, v2,...,Un, donde v; € V. Decimos que la lista vy, vs, ..., v, es linealmente
independiente si

a1U1 + vy + -+ apv, =0,

implica que a; = 0 para toda i =0,...,n.

Por ejemplo, si v € R? es cualquier vector distinto de cero, el conjunto
{v} es linealmente independiente; sin embargo, la lista v, v,v es linealmente
dependiente debido a que existe una combinacién lineal no trivial igual al

vector cero:
1 1 0
v——v——-v=0.
2 2
Los resultados de esta seccién seran enunciados para conjuntos linealmente inde-
pendientes, pero hay que notar que también son vélidos para listas linealmente

independientes (ver Sec. 2.A en [1]).

Definicion 5.10 (Dimension Infinita). Decimos que un espacio vectorial V es
de dimension infinita si existe un conjunto de cardinalidad infinita que sea
linealmente independiente. En caso contrario, decimos que V es de dimension
finita.

Aunque no hayamos definido la dimensidn de un espacio vectorial, el parrafo
anterior define las frases “de dimension infinita” y “de dimension finita”.

Ejemplo 5.11. El espacio vectorial de polinomios R [z] es de dimension infinita
porque el conjunto A = {1,x,x2,x37...} es un conjunto infinito linealmente
independiente: claramente, para cualquier n € N,

ap+ a1z + asz? +asz® + ...+ apz” =0
siysoélosi g =a; =... = a, =0.

Lema 5.12 (subconjuntos linealmente independientes). Sea V' un espacio
vectorial sobre F'. Si A C V es linealmente independiente, cualquier subconjunto
de A también es linealmente independiente.

Demostracion. Ejercicio 5.51. O

Teorema 5.13 (independencia lineal). Sea V' un espacio vectorial sobre F'. Un
subconjunto A C V es linealmente independiente si y s6lo si ningin elemento
de A es igual a la combinacién lineal de otros elementos de A.

Demostracion. Demostraremos la siguiente afirmacion equivalente: A es lineal-
mente dependiente si y sblo si algin elemento de A es igual a la combinacién
lineal de otros elementos de A.
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(=) Supongamos que A es linealmente dependiente. Por definicion, existen
v1,...,U, € Ay escalares ay, s, ...,a, € F no todos cero, tales que

o101 + aovy + ...+ apu, = 0. (5.3)

Sin perder generalidad (reetiquetando si es necesario), supongamos que
a1 # 0. Luego,

—Q2 —Q3 — Oy
’U1:<)’U2+<)U3+...+< )’Un.
aq aq aq

Por lo tanto v es igual a una combinacién lineal de otros vectores en A.

(<) Supongamos que existe un vector v; € A que puede escribirse como com-
binacién lineal de otros vectores vs,...,v, € A, donde v # v; para toda
i =2,...,n. En otras palabras,

U1 = QU + 3v3 + ...+ ApUp,
Para algunos as, ..., a, € F. Entonces,
lvy — agvg — agvg — ... — vy, = 0,

es una combinacion lineal no trivial de elementos de A (porque al menos
el coeficiente de vy es distinto de cero). Por lo tanto, A es linealmente
dependiente.

O

Ejemplo 5.14. El subconjunto A = {(1,2),(1,1),(3,4)} de R? es linealmente
dependiente. Observemos primero que

aq (17 2) 7é (17 1) 5
para cualquier escalar «;. Ahora
a1 (1,2) +ag(1,1) = (3,4),

entonces a1 +as = 3y 2a1 + as = 4. Resolviendo, tenemos que a; = 1, ag = 2.
Por lo tanto, el conjunto A es linealmente dependiente.

5.2. Conjuntos generadores

Sea A un subconjunto de un espacio vectorial V' sobre F. Recordemos que
geny(A) (también denotado como (A) cuando F esta claro por el contexto), es
el conjunto de todas las combinaciones lineales de A.

Definicion 5.15 (conjunto generador). Seca A un subconjunto de un espacio
vectorial V' sobre F. Decimos que A es un conjunto generador de V, o que
genera a V, si genp(A) =V.
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Observacion 5.16. Si queremos demostrar que (A) = V, entonces debemos
probar solamente la contencion V' C (A), puesto que la otra contencion (A) C V
siempre se cumple ya que (A) es un subespacio de V.

Ejemplo 5.17. Consideremos el conjunto
W = {(l’l,l'g,xg) € Rg 1201 + a9 —x3 = 0}
Encontraremos un conjunto generador para W. Observemos que

W = {(331,.132,21‘1 —|—l‘2) T, X2 € R}
= {LL’l (170,2)-‘1-{1}2 (0,1,1) 1 X1, T2 GR}
Asi que A = {(1,0,2),(0,1,1)} es un conjunto de vectores de R?® tal que

(A) = W. Obviamente, este conjunto generador no es tnico; por ejemplo,
{(2,0,4),(0,—1,—1)} es otro conjunto generador de W.

Teorema 5.18 (espacios generados e independencia lineal). Sea V un es-
pacio vectorial sobre F'y sea A C V. Entonces:

(1) Si A es linealmente dependiente, existe un v € A tal que (A \ {v}) = (4).

(2) Si A es linealmente independiente y v € V \ (A), entonces A U {v} es
linealmente independiente.

Demostracion.

(1) Por el Teorema 5.13, si A es linealmente dependiente, existe v € A que
puede escribirse como combinacion lineal de otros vectores vy, ..., v, € A,
donde v # v;, para toda j. Es decir,

V= QU1 F ... QpUnp, (5.4)

para algunos «; € F, i = 1,...,n. Obviamente, genp(A\ {v}) < genp(A4)
porque A\ {v} C A. Para demostrar la otra inclusion, consideremos una
combinacion lineal Zle Bia; € genp(A). Si v # a;, para toda i, entonces
Zle Bia; € genp(A\ {v}). Si v = a; para alguna ¢, digamos v = ay,
podemos substituir (5.4) en la combinacion lineal:

k n k
> Biai =Y o+ Y Bia; € genp(A\ {v}).
i=1 j=1 i=2
(2) Ejercicio.

0

Teorema 5.19 (Lema del Intercambio). Sea V' un espacio vectorial sobre F,
y sean A y B subconjuntos finitos de V. Si A genera a V' y B es linealmente
independiente, entonces |A| > |B|.
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Demostracion. Supongamos que A = {a1,...,a,} y B = {b1,...,by}. Por
reduccion al absurdo, supongamos que m > n.

Como by € V = (A) existen o; € F no todos cero (porque b; # 0 ya que B
es linealmente independiente), tales que

b = a1a1 +...ana,.

Sin perder generalidad, supongamos que a7 # 0. Luego,

Esto demuestra que podemos reemplazar en A a a; por b; para obtener el
conjunto

A1 = {bl,ag,...,an}

que también genera a V' (por un argumento similar al de la demostracion del
Teorema 5.18 (1)).

Repetimos el procedimento anterior: como by € V = (A;), existen §; € F
no todos cero tales que

by = B1b1 + Baaz + - + Brany.

Si B; = 0, para toda ¢ > 2, obtenemos la relacién b, = 5101, 81 # 0, lo cual
contradice que {b1, b2} es linealmente independiente. Luego, podemos suponer
que (2 # 0, y entonces

b1 B3 Bn

1
agz—bg——bl——a3—~-~——a .
B2 B2 B2 Ba "
Esto demuestra que podemos reemplazar en A; a as por by para obtener el

conjunto
A2 = {bl, b2,a3 ey an}

que también genera a V.

Después de n repeticiones de este procedimento, podemos reemplazar en
An—q = {b1,ba,...,by_1,a,} a a, por b, (el cual existe porque m > n), y
obtenemos que el conjunto

An = {bl,bg,... ,bn}

también genera a V. Sin embargo A,, C By existe b,11 € B\ 4,, el cual puede
ser escrito como combinacion lineal de otros elementos de B. Esto contradice
que B sea linealmente independiente. Por lo tanto, m < n. O

5.3. Bases

Definicion 5.20 (Base). Sea V un espacio vectorial sobre F' y sea B C V.
Decimos que B es una base de V sobre F' si B es linealmente independiente y
genp(B) =V.
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Ejemplo 5.21. El conjunto B de n vectores
er1 = (1,0,...,0),e0 =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1),

es una base para el espacio vectorial R™ sobre R. En el ejemplo 5.5 ya se de-
mostrd que este conjunto es linealmente independiente sobre R. Ahora debemos
probar que geng (B) = R™. Por cerradura, sabemos que geng (B) C R™. Asi
que debemos demostrar que R™ C geng (B). Sea v = (a1, aq,...,q,) € R™ un
elemento arbitrario. Entonces podemos escribir

(a1,az,...,an) =1 (1,0,...,0) + a2 (0,1,...,0) + ...+ ay, (0,0,...,1),

es decir
V=161 + Qoea + ...+ apep,

De esta forma R™ C geng (B), y geng (B) = R™. Por lo tanto B es una base de
R™ sobre R. Llamaremos a esta base en particular la base canénica de R".

Ejemplo 5.22. Sea V = {0} el espacio vectorial trivial sobre F. El conjunto
{0} no es una base de V' porque no es linealmente independiente. Sin embargo,
() si es una base para V porque es linealmente independiente y ((}) = {0} (ver
Definicion 2.13).

Teorema 5.23 (Tamano de las Bases). Sea V un espacio vectorial sobre F, y
sean B y C bases de V. Entonces |B| = |C].

Demostracién. Si V es de dimensién infinita, puede consultarse el Teorema
1.12 de [6]. El caso de dimensi6n finita puede demostrarse facilmente usando el
Lema del Intercambio, asi que se deja como ejercicio. O

La motivaciéon principal para la definicién de base se origina de la posibilidad
de obtener un conjunto minimo de vectores que generen un espacio vectorial
dado.

Teorema 5.24 (definiciones equivalentes de base). Sea IV un espacio vecto-
rial sobre F, y B C V un subconjunto no vacio. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) B es una base de V.
1

(2) Cualquier vector v € V puede ser escrito de forma esencialmente inica
como una combinacién lineal de los elementos de B.

(3) B es un conjunto generador de V minimal; es decir, genp(B) = V y si
A C B, entonces A no genera a V.

(4) B es un conjunto linealmente independiente maximal; es decir, B es lineal-
mente independiente y si A 2 B, entonces A es linealmente dependiente.

1En este contexto, esencialmente tinica significa que las combinaciones lineales son iguales
salvo por sumas de combinaciones lineales triviales.
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Demostracion. Demostraremos cada implicacion.

(1) = (2) Supongamos que B es una base de V. Como V = (B), cualquier
elemento de V' puede escribirse como una combinacién lineal de vectores
en B. Demostraremos la unicidad. Supongamos que algin v € V es igual a
dos combinaciones lineales distintas de B. Permitiendo coeficientes iguales
a 0 si es necesario, podemos suponer que

v =aV1 + ... + anv, = B1v1 + oo+ Bt
donde «;, 8; € F, y v; € B. Entonces
(al - ﬁl) v+ ..+ (an - ﬁn) v, = 0.

Como B es linealmente independiente, esto implica que a; — 8; = 0, para
toda ¢ = 1,...,n. Por lo tanto, la representaciéon de v como combinacién
lineal de vectores de B es tnica.

(2) = (3) Sea A C B. Por reduccion al absurdo, supongamos que (A) = V. Sea
w € B\ A, w# 0. Como w también pertenece a V', tenemos que

W= V1 + ... + @,v,
donde o; € F, o; # 0,y v; € A C B. Luego,
oy + ... +av, —w = 0.

Como 0 =0v; + ... + 0v,, la igualdad anterior implica que el vector O tiene
dos representaciones distintas como combinacién lineal de elementos de
B. Esto contradice el punto (2).

(3) = (4) Supongamos que B es un conjunto generador de ¥V minimal. Prime-
ro demostraremos que B es linealmente independiente. Por reduccion al
absurdo, supongamos que B es linealmente dependiente. Por el Teorema
5.18 (1), existe v € B tal que (B \ {v}) = (B) =V, lo que contradice que
B sea generador minimal. Luego, B es linealmente independiente.

Ahora demostraremos que B es linealmente independiente maximal. Por
reduccion al absurdo, supongamos que existe A C V talque A D By A
es linealmente independiente. Sea u € A\ B. Como (B) = V, podemos
escribir a u como combinacion lineal de A: sin embargo, por el Teore-
ma 5.13, esto implica que A es linealmente dependiente, lo cual es una
contradiccion.

(4) = (1) Supongamos que B C V es un conjunto linealmente independiente
maximal. Para demostrar que B es una base de V', debemos mostrar que
(B) =V.Seawv €V, y, por reducciéon al absurdo, supongamos que existe
v € V\(B). Por el Teorema 5.18 (2), esto implica que el conjunto A := BU
{v} es linealmente independiente. Como A 2 B, esto contradice que B sea
un conjunto linealmente independiente maximal. Por lo tanto, (B) = V.
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Para demostrar el Teorema de Existencia de Bases, necesitamos el Lema de

Zorn, el cual es equivalente al Axioma de Eleccion. Antes de enunciar el Lema
de Zorn, debemos recordar algunas definiciones.

Definicion 5.25 (Conjuntos parcialmente ordernados). Sea P un conjunto
no vacio. Una relacién de orden sobre P es una relacién < sobre P que es
reflexiva, antisimétrica (i.e. para todo a,b € P,sia <X by b < a, entonces a = b)
y transitiva. Nos referimos a un conjunto equipado con una relacién de orden
como un conjunto parcialmente ordenado.

Definicion 5.26. Sea P un conjunto parcialmente ordenado.

1. Una cadena de P es un subconjunto C' C P totalmente ordenado; es decir,
para toda a,b € C se tiene que a < bo b < a.

2. Una cota superior de un subconjunto A C P es un elemento ¢ € P tal que
a = ¢, para toda a € A.

3. Un elemento maximal de P es un elemento m € P tal que si a € P
satisface m < a, entonces m = a.

Ejemplo 5.27. Consideremos el conjunto P = P({1,2,3,4}); es decir, P es el
conjunto potencia de {1,2, 3,4}. La inclusién de conjuntos C es una relacion de
orden sobre P. Una cadena de P es

C:={{1},{1,2},{1,2,3}}.

Las cotas superiores de C son {1,2,3} y {1,2,3,4}, mientras que {1,2,3} es el
tnico elemento maximal de C'. Por otro lado, el conjunto

A= {{3},{2,4},{2,3}}

no es una cadena (por ejemplo, {3} y {2,4} no se pueden comparar con la
inclusion) y tiene dos elementos maximales: {2,4} y {2,3}.

Lema 5.28 (Zorn). Sea P un conjunto parcialmente ordenado con la propiedad
de que cualquier cadena tiene una cota superior. Entonces P contiene al menos
un elemento maximal.

En el siguiente teorema demostramos que cualquier espacio vectorial distinto
de cero tiene una base. Si el espacio es de dimension finita, es posible demostrar
esto sin usar el Lema de Zorn; sin embargo, este lema es indispensable cuando
el espacio es de dimensién infinita.

Teorema 5.29 (Existencia de bases). Sea I un espacio vectorial sobre F'. Las
siguientes afirmaciones se cumplen:

1. Cualquier conjunto linealmente independiente de V' esta contenido en una
base de V.
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2. Cualquier conjunto generador de V' contiene a una base de V.

3. Existe una base de V.
Demostracion. Demostraremos cada punto.

1. Sea I C V un conjunto linealmente independiente. Demostraremos que
esté contenido en una base de V. Consideremos al conjunto

IT:={ACV:ICAy A es linealmente independiente} ,

Claramente, Z es no vacio porque I € Z. Ademas, Z es un conjunto orde-
nado bajo la inclusion de conjuntos. Consideremos una cadena de Z:

C:{CijEJ}

donde J es un conjunto de indices. Consideremos la uniéon de todos los
elementos de C:
v=Jc.

jeJ
Demostraremos que U es linealmente independiente. Por definicién, si v €
U, entonces v € C}, paraalgin j € J. Luego, si vy, ..., v € U, entonces, sin
perder generalidad, podemos suponer que vy € Cy,v9 € Cy,...,v; € Cy.
Como C es totalmente ordenado, siempre tenemos que C; C C;,0C; C C},
para cualquier 4, j € J. Por lo tanto, podemos suponer que

Cl QCQ cC... ng

En particular, {v1,...,vx} C Cy, lo implica que {vy,...,vx} es linealmente
independiente (Ejercicio 5.51 (1.)). Esto demuestra que U es linealmente
independiente, asi que U € Z. Como C; C U, para toda j € J, entonces
U es una cota superior de C. Debido a que C es una cadena arbitraria,
podemos usar el Lema de Zorn; por lo tanto, Z contiene al menos un
elemento maximal B € Z. Por el Teorema 5.24, B es una base de V' que
contiene a I.

2. Sea D C V un subconjunto tal que (D) = V. Consideremos el conjunto
S :={A C D: A es linealmente independiente}.

Ahora, imitando el argumento del punto anterior, podemos demostrar que
S tiene un elemento maximal B € S (Ejercicio 5.58). Por el Lema del In-
tercambio, B es un subconjunto de V linealmente independiente maximal.
Por lo tanto, B es una base de V' contenida en D.

3. Si V = {0}, entonces @ es una base para V. Si V # {0}, sea v € V tal que
v # 0. El conjunto A = {v} es linealmente independiente, asi que por el
punto (1), esta contenido en una base de V. En cualquier caso, existe una
base de V.
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O
En el siguiente resultado, entendemos por algoritmo a un procedimiento que
siempre termina después de un ntumero finito de pasos.

Teorema 5.30 (Existencia de Bases: caso de dimension finita). Sea V un es-
pacio vectorial de dimensién finita sobre F'. Entonces, existe un algoritmo para
encontrar una base de V.

Demostracion. Si V' = {0}, entonces () es una base para V, asi que supongamos
que V # {0}. Sea v1 € V, v1 # 0. Si (v1) =V, entonces {v;} es una base para
V. En caso contrario, sea vo € V'\ (v1). Por el Teorema 5.18, el conjunto {vy, vz}
es linealmente independiente. Si (vy,v2) = V, entonces {v1,v2} es una base para
V. En caso contrario, sea vz € \(v1,v2), y repitamos el proceso anterior. Repetir
este proceso debe terminar en algiin momento porque V' es de dimensién finita, y
no tiene subconjuntos infinitos linealmente independientes. Si el proceso termina
después de n pasos, obtenemos un conjunto {vi,...,v,} el cual genera a V' y es
linealmente independiente; por lo tanto, éste es una base de V. (|

5.4. Dimension

Ahora definiremos uno de los conceptos més importantes relacionados con
la teoria de espacios vectoriales.

Definicion 5.31 (dimension). La dimension de un espacio vectorial V sobre un
campo F, denotada por dimg(V), es la cardinalidad de cualquier base B de V.
Si el campo F esta claro por el contexto, escribimos simplemente dim(V).

Observacion 5.32. La definicién anterior tiene sentido gracias al Teorema, 5.23.

Observacion 5.33. Por el Teorema 5.29, dim (V) < oo si y solo si V es de
dimensién finita.

Ejemplo 5.34. La dimension del espacio vectorial trivial es 0 porque |0 = 0.

Ejemplo 5.35. Como la base canonica {eq, e, ..., e, } de F™ tiene n elementos,
deducimos que

dimp(F") = n.
Ejemplo 5.36. Sea V un espacio vectorial sobre F. Si v € V, v # 0, entonces
dim ((v)) = 1,

ya que {v} es una base de (v). Si w € V, entonces {v,w} es linealmente inde-
pendiente si y sélo si

dim ({(v, w)) = 2.
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Ejemplo 5.37. La dimension de R, visto como espacio vectorial sobre R, es
1 porque {1} es una base. Sin embargo, si consideramos a R como espacio
vectorial sobre Q, entonces {1} no es una base ya que el espacio generado (1) =
{al : @ € Q} no es igual a R. De hecho, como Q es un conjunto numerable y R
es no numerable, es posible demostrar que el espacio vectorial R sobre Q es de
dimension infinita. En conclusion,

dimg(R) = 1, pero dimg(R) = oo.

Observacion 5.38. Si S < V y A es una base de S, claramente, A es un
subconjunto de V' linealmente independiente. Por el Teorema 5.29 (1), podemos
extender A a una base de V; esto significa que la base de cualquier subespacio
de V puede extenderse a una base de V.

Ejemplo 5.39. Consideremos el subespacio
S = {(3;‘1,.132,.233) S R3 A xg} - ]Rg.

Debido a que
A=1{(1,1,0),(0,0,1)}

es un conjunto linealmente independiente que genera a S, tenemos que dimg (S) =
2. El conjunto A puede extenderse a una base de V' afiadiendo algin vector que
no sea una combinacién lineal de los elementos de A; por ejemplo,

B=1{(1,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}
es una base de V que contiene a A.

Ejemplo 5.40. Sabemos que tanto el espacio de polinomios F[z] como el espacio
de series formales F[[z]] son de dimension infinita. El conjunto

B={l,z,2% ...} ={2":i >0},

es una base de F[z] porque B es linealmente independiente y genp(B) = F[z],
y por lo tanto
dimp(F[z]) = |B| = Ny,

donde ¥ es la cardinalidad de los ntimeros naturales. Sin embargo, B no es una
base de F[[z]] porque genp(B) # F[[X]]. (Recordemos que las combinaciones

15,54 .
lineales siempre son expresiones finitas; asi por ejemplo, la serie formal » z* no

i=0
puede ser expresada como una combinacion lineal de B). Entonces, {podemos
encontrar una base para F[[z]]?7 El Teorema de Existencia de Bases asegura
que F[z]] debe tener una base, pero su demostracién es no constructiva y no
especifica como encontrarla. Sin embargo, aunque nadie sabe explicitamente
cudl es la base de FI[x]], es posible demostrar que debe ser un conjunto no
numerable; por lo tanto, dimp(F[z]) < dimpg(F[[z]]).
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Nuestro objetivo ahora es demostrar el Teorema de Dimensién e Isomorfia,
el cual establece que dos espacios vectoriales son isomorfos si y sélo si tienen la
misma dimension.

El siguiente teorema nos presenta un concepto que seré de gran utilidad; su
demostracion involucra un procedimiento para ‘extender’ una funciéon definida
sobre una base a una transformacion lineal.

Teorema 5.41 (Extension Lineal). Sean V' y W espacios vectoriales sobre F', y
sea B una base para V. Sea f: B — W cualquier funcién que asigna vectores
de W a los elementos de B. Entonces existe una unica transformacion lineal

¢:V — W tal que ¢ (b) = f (b), para toda b € B.

Demostracion. Para demostrar la existencia, definamos una funcién ¢ :
V — W de la siguiente forma:

¢ (v) = ¢ (arbr + ... +anby) = ay f (b1) + ... + anf (bn),

donde v = a1by + -+ ayxb, € V, a; € F' 'y b; € B. Demostraremos que ¢ es
una transformacion lineal. Sea v = 161 + ... + Bnbm €V, B € F, y o, B € F.
Sin perder generalidad, supongamos que m > n. Entonces:

o (av+Pu) = ¢(a(arby + ...+ anby) + B (B1b1 + ... + Bimbm))
= ¢ ((aar +BB1) b1+ ... + (o + BBn) b + - -+ + BBmbim)
= (aay+861) f(b1) + ... + (@ + BBn) [ (bn) + -+ BBm f(bim)
= alonf (b)) + ...+ anf (bu)] + B [B1f (b1) + ... 4+ B f (bin)]
= ag(v)+ B (u).

Claramente, ¢ cumple que ¢ (b) = f(b), para toda b € B. Para demostrar la
unicidad, supongamos que ¢ : V. — W, es una transformacion lineal tal que
v (b) = f (b), paratoda b € B. Entonces, para cualquier v = a1b;+...4+a;b, € V,

) = elagbr + ... + a,by)
a1 (b1) + ... + anp (by)
= a1f(b)+ ...+ anf (bn)
¢ (a1by + ... + anby) = ¢ (v).

Por lo tanto, ¢ = ¢. O

Observacion 5.42. El teorema anterior implica que sélo es necesario definir
las iméagenes de los elementos de la base de un espacio vectorial para definir, de
manera Unica, una transformacion lineal.

Definicion 5.43 (Extension Lineal). La transformacion lineal ¢ : V. — W
definida en el teorema anterior se llama la extension lineal de f: B — W.
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Ejemplo 5.44. Sea B = {(1,0),(0,1)} la base canénica de R%. Consideremos
la funcién f : B — R? definida como

f(LO) = (1,0,1),
f(O,l) = (0,2,0)

Entonces, la extension lineal de f es la transformacion lineal ¢ : R? —s R3
definida como

¢ (21,22) = x1f(1,0) +22f(0,1)
= X1 (17071)4-1‘2 (0,2,0)

= (@1,229,21),
donde z; € R.

Ejemplo 5.45. Consideremos ahora la base B = {(1,0),(1,1)} de R?, y defina-
mos f : B — R? como

La extension lineal de f es la transformacién lineal ¢ : R? — R? definida como

¢(z1,22) = ¢((x1—22)(1,0) +22(1,1))
= (21 —22) f(1,0) +22f (1,1)
= (&El — {L‘Q) (1, —2) —+ 2o (—2, 1)
= (x1 — 3mo, —2x1 + 3x2).

Ejemplo 5.46. Sea B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canénica de R3.
Consideremos la funcién f : B — R definida como

f(l,0,0) = 3,
f(0,1,0) = -2
£(0,0,1) = 2.

Entonces, la extension lineal de f es la transformacién lineal ¢ : R® — R
definida como

¢(‘T17x27x3) = Ilf(l,0,0) +qj2f (Oa 170) +‘T3f (07071)
= 3x1 — 229 + 223,

donde z; € R.

El siguiente teorema es uno de los més importantes de la teoria de espacios
vectoriales: establece que las clases de isomorfia de espacios vectoriales estan
completamente determinadas por la dimensién de los espacios.
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Teorema 5.47 (Dimension e Isomorfia). Secan V y W espacios vectoriales so-
bre F. Entonces, V = W si y sélo si dim (V) = dim (W).

Demostracion. Observemos que este teorema no asume que V y W sean de
dimensién finita. Demostraremos cada implicacién.

(=) Supongamos que V = W y sea ¢ : V — W un isomorfismo. Sea B una
base de V. Demostraremos que ¢ (B) es una base de W. Sea w € W. Como
¢ es sobreyectivo, w = ¢ (v) para algin v € V. Ahora, v = a1b1+... 4@, by,
para algunos «; € F, b; € B, asi que

w = ¢(arby + ...+ apby)
= al¢(b1)+~--+an¢(bn)-

Esto demuestra que ¢ (B) genera a W. Para demostrar que ¢ (B) es li-
nealmente independiente, supongamos que

Oél¢ (bl) + ...+ Oénd) (bn) = OW

Como ¢ es una transformacion lineal,
o (a1by + ... + apby) =0 = ¢ (Oy),
asi que por inyectividad obtenemos que
aiby + ... + a,b, = Oy.

Como B es linealmente independiente, esto implica que «; = 0, para toda
i. Luego, ¢ (B) es linealmente independiente. Ahora,

|B| = ¢ (B)|
porque ¢ es una biyeccion, asi que dim (V') = dim (W).

(<=) Supongamos que dim (V) = dim (W). Sea B = {b; : i € I} una base de
V 'y C = {c¢;:i €I} una base de W. Definamos la funcion f : B — C
como f (b;) = ¢;. Observemos que f es una biyeccion, lo que concuerda
con el hecho de que |B| = |C|. Sea ¢ : V — W la extension lineal de
f- Demostraremos que ¢ es biyectiva, y por lo tanto un isomorfismo. Sea
w € W, y, reetiquetando si es necesario, supongamos que

w=aoic1 + ... + apcy
donde a; € F. Sea v = a1by + ... + a,b, € V . Observemos que

¢(v) = (;5 (a1b1 + ...+ anbn)
= of (bl) +.tanf (bn)

= 11 + ... + apcyp = W,
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lo que demuestra que ¢ es sobreyectiva. Para demostrar que ¢ es inyectiva,
sea v € ker (¢). Luego, v = y1b1 + ... + Y»bp, para algunos v; € F, y

¢ (71b1 + ...+ ’ann) = Ow
Esto implica que

lo que implica que ~; = 0 para toda ¢, por la independencia lineal de C.
Luego, ker (¢) = {0y }, y ¢ es inyectiva por el Teorema 3.24.

O

Corolario 5.48. Sea V un espacio vectorial sobre F' con dim (V) = n € N.
Entonces V = F™.

Observacion 5.49. Si B = {b;,...,b,} es una base de V y {e1,...,e,} es la
base canénica de F™, entonces podemos considerar la funcién f : B — F™ defi-
nida por f(b;) = e;. La extension lineal de f es un isomofismo muy importante
entre V' y F™ el cual estudiaremos mas en la siguiente seccion.

Palabras clave: conjunto linealmente independiente, conjunto generador,
lema del intercambio, base, existencia de bases, dimension, extension lineal, teo-
rema de dimension e isomorfia.
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5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.50. Determina si cada una de las siguientes sentencias son verda-
deras o falsas. Justifica tu respuesta:

1. dim (Z3) = 5.
2. dim (F') < o0, donde F = R.
3. dimg(C) = 2.
4. dimg(C) = 2.

5. Si dim (V') = n, cualquier subconjunto de V' de cardinalidad mayor que n
es linealmente independiente.

6. Si dim (V') = n, cualquier subconjunto de V' de cardinalidad mayor que n
genera a V.

7. dim (Z3) = 3.

8. dimg (R?) = 2.

9. Sea A =1{(1,0,1),(0,1,1),(2,—1,1)} C R3, entonces dim (gengA) = 3.
10. Todo espacio vectorial sobre un campo finito tiene dimensién finita.

Ejercicio 5.51. Sea V un espacio vectorial sobre F'y sea A C V un subconjunto
linealmente independiente.

1. Demuestra que cualquier subconjunto de A es también linealmente inde-
pendiente.

2. Sea v € V' \ (A). Demuestra que AU {v} es linealmente independiente.

Ejercicio 5.52. Determina si los siguientes conjuntos B son bases de los espacios
vectoriales V' dados a continuacion. Justifica detalladamente tu respuesta.

(@) B:={(1,0,-1),(~1,5,0),(3,~1,=3)}; V= R®.

(b) B:={(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}; V = R3.

(¢) B:=1{(0,1,2),(2,1,1),(1,1,0)}; V := Z3.

(d) B:={a?+1, 22 +z, 2?}; V = {p(z) € R[] : grad(p(z)) < 2}.
() B:i={a*+a+1, 22—z —1}; V= {p(x) € Rlz] : grad(p(x)) < 2}.

Ejercicio 5.53. Encuentra una base y la dimensién de los siguientes subespacios
de R3:

1. Sy = {(3,0,0)).
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2. 5 :=((2,0,0),(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1)).

3. S5 :=((1,0,0),(1,1,0), (1, 1,1)).

4. 84 = ((1,1,—1),(0,0,1),(1,1,0)).

5. S5 :=((1,0,0),(0,0,0),(—-1,0,0),(0,0,1)).

6. S :={(x,y,2)|z+y+ 2z =0}

7. S7:={(z,y,2)|zr+y =0}.

8. Sg := SN S7, donde Sg y S son los subespacios definidos en los puntos

anteriores.

Ejercicio 5.54. Sea V' un espacio vectorial sobre F'y sea S < V un subespacio.
1. Demuestra que dim (S) < dim (V).

2. Demuestra que si V es de dimension finita y S # V, entonces dim (S) <
dim (V).

3. Da un ejemplo de un espacio V' y un subespacio S tales que S # V pero
dim(S) = dim(V').

Ejercicio 5.55. Sea X := {a,b,c}, y considera las funciones f,, fy, fo € R¥
definidas de la siguiente manera:

1 siz=a, )1 siz=0, )1 siz=gc
f“(x)::{o si x # a, fb(x)'_{o six#b, fc(x)'_{

Demuestra que B := {fq, fs, f-} es una base de R¥.

Ejercicio 5.56. Usa el Lema del Intercambio para demostrar que todas las bases
de un espacio vectorial tienen el mismo tamano.

Ejercicio 5.57. Sin usar el Lema de Zorn, demuestra que cualquier espacio vec-
torial de dimensién finita tiene una base.

Ejercicio 5.58. Sea V' un espacio vectorial sobre F'y sea D C V un subconjunto
tal que (D) = V. Consideremos el conjunto

S :={A C D : A es linealmente independiente}.

Usa el Lema de Zorn para demostrar que S tiene un elemento maximal.



Dimensiones finitas y coordenadas

6.1. Dimensiones finitas

Recordemos del capitulo anterior que la dimensién de un espacio vectorial
V sobre F', denotada por dimg (V') es igual a la cardinalidad de cualquier base
de V. En esta secciéon, analizaremos algunas propiedades de la dimensién de
subespacios y espacios vectoriales de dimensién finita.

Teorema 6.1 (dimension de la suma de subespacios). Sean S y T subespa-
cios de un espacio vectorial de dimensién finita V' sobre un campo F'. Entonces

dim (S +T) = dim(5) + dim(T") —dim (SN T).

Demostracion. Sea B := {v;,va,..., v, } una base de SNT. Usaremos el Teore-
ma 5.29: como B es linealmente independiente y B C S, existe una base B’ de S
que contiene a B. Supongamos que B’ = {vy,...,v,,51,...,S,}. Similarmente,
B C T, asi que existe una base B” de T que contiene a B; supongamos que
B" ={v1,...,Ur,t1,...,tm}. Demostraremos que el conjunto

C:=B' UB"={v1,...,00, 81, -, 8n,t1,-- -, tm }

esuna basede S+ T.Seas+te€ S+T,cons €S, teT, un vector arbitrario
de la suma. Sabemos que s € (B’) y t € (B"), asi que s+t € (B’ UB") = (C).
Por lo tanto, S+ T = (C). Para demostrar que C es linealmente independiente,

supongamos que
r n m
=1 i=1 i=1

para algunos «;, 8;,7; € F. Consideremos

T n m
w = Zaivi + ZB“S? - 72’”&"
i=i i=1 =1

La igualdad anterior implica que w € S'y w € T, asi que w € SN T. Por lo
tanto, existen escalares \; € F tales que

r m r r m
=1 =1 =1 =1 =1

99
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Como B” es linealmente independiente, tenemos que A; = 0 y ; = 0 para toda
i. Substituyendo en (6.1), obtenemos

T n
Z a;v; + Z Bisi = 0.
i=i i=1
Como B’ es linealmente independiente, deducimos que o; = 0 y 3; = 0 para
toda i. Por lo tanto, C es linealmente independiente. Concluimos que
dim(S+T) =r+n+m= (r+n)+(r+m)—r = dim(S)+dim(7) —dim(SNT).
O

Corolario 6.2 (dimension de la suma directa). Sean U y W subespacios de
un espacio vectorial de dimensién finita V' sobre un campo F'. Supongamos que
UNW = {0}, asi que la suma de U y W es directa. Entonces,

dim (U @ W) =dim U + dim W.

Teorema 6.3 (dimension del espacio cociente). Sea V' un espacio vectorial
sobre F' de dimension finita, y sea S < V. Entonces,

dim (V/S) = dim(V) — dim(S).

Demostracion. Sea B = {s1,...,s, } una base de S y sea C = {w; +
S, ..., wy + S} una base de V/S. Demostraremos que el conjunto

D:{Sla"'vsnawla"'vwwn}

es una base de V. Sea v € V un vector arbitrario y consideremos la clase lateral
v+ 5. Como C' es una base de V/S, existen «; € F tales que

v+S=ai(w+8)+ -+ ap(wn +95) =(arw + - + apwy,) + 5.
Por el Lema de Propiedades Bésicas de Clases Laterales,
awi + -+ apw, —v €S,

Como B es una base de S, existen escalares 3; € F tales que

m n n m
Zaiwi—U:Zﬁisi = ’U:ZBZSZ-FZCVZU}ZE<D>
i=1 i=1 i=1 i=1

Esto demuestra que V = (D). Supongamos ahora que existen escalares 7;, \; €
F tales que

=1 =1 =1 =1
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Por el lema de Propiedades Béasicas de Clases Laterales,
i=1
lo que implica que
M(wi +8)+ -+ A (W, +£5) =0+ 5.

Como C es linealmente independiente, esto implica que \; = 0, para toda i.
Substituyendo en (6.2), obtenemos que

7151++’7n8n:0

Como B linealmente independiente, concluimos que 7; = 0 para toda i, asi que
D es linealmente independiente. Finalmente,

dim(V) = n +m = dim(S) + dim(V/S).
(]

Definicion 6.4 (rank y nulidad). Sean V y W espacios vectoriales sobre F' y
sea ¢ : V. — W una transformacion lineal. Definimos el rank de ¢ como la
dimension de la imagen de ¢:

rk(¢) := dim(im(9)).
Definimos la nulidad de ¢ como la dimension del kernel de ¢:
nul(¢) := dim(ker(¢)).

El siguiente teorema tiene una gran variedad de aplicaciones para demostrar
resultados generales sobre transformaciones lineales entre espacios vectoriales
de dimension finita (ver Ejercicio 6.62).

Teorema 6.5 (rank + nulidad). Sean V' y W espacios vectoriales de dimension
finita sobre F' y sea ¢ : V — W una transformacion lineal. Entonces

dim(V) = rk(¢) + nul(¢).
Demostracion. Por el Primer Teorema de Isomorfia, sabemos que
V/ker(¢) = im(6).
Como espacios isomorfos tienen la misma dimensién, el Teorema 6.3 implica que

dim(im(¢)) = dim(V/ ker(¢)) = dim(V') — dim(ker(¢)).
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Teorema 6.6 (Dimension del espacio de transformaciones lineales). Si V
y W son dos espacios vectoriales de dimensién finita sobre F. Entonces,

dim (Hom (V, W)) = dim(V) - dim(W).

Demostracion. Supongamos que dim(V) = m y dim(W) = n, y sean B =

{v1,.cyom} vy B" = {w1,..,w,} bases de V' y W, respectivamente. Debemos
encontrar una base para Hom (V, W) y demostrar que tiene mn elementos. Para
cadai=1,...,myj=1,...,n, definimos f;; : B — W como

sik=1

wij,
f”‘(”’“)_{ 0], sik#i

Sea 7;; : V. — W la extensién lineal de f;; : V — W. Demostraremos que el
conjunto C' :={7;; : 1 <i<m, 1 <j <n} forma una base de Hom (V, W).
Para comprobar que C' es linealmente independiente, supongamos que

m n
Zzaijﬂj =0, QG5 € F,

y como B’ es linealmente independiente, esto implica que «;; = 0 para todo ¢, j.
Para demostrar que C genera a Hom (V, W), sea 7 € Hom (U, V). Para cada
v € V existen escalares (3;,v;; € F' tales que

'UZBI'UI +Bmvm
T(vs) = Yirw1 + -+ + YinWn.

Por lo tanto

iT(Ui) = Z Z Bi%‘jwj

i=1 j=1

7(v) =

s
Il
-

BivijTij(vi)

I
NE
NE

s
Il
-
<.
Il
-

I
NE
NE

Yi;Tij (B1v1 + -+ + Bmvm)

@
Il
—_
<.
Il
—

I
NE
NE

Yij Tij (V)

S
Il
-

.
Il
—

Luego (C) = Hom (V, W).
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Concluimos que C' es base para Hom (U, V'), y por lo tanto dim (Hom (V, W)) =
|C| = mn. O

Recordemos que M, ., (F) es el espacio vectorial de matrices de n x m con
entradas en F'.

Corolario 6.7. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre F.
Sean n := dim(V) y m := dim(W). Entonces,

Hom(V, W) & M5 (F).

Demostracion. Observemos que dim(My,x,(F)) = mn. El resultado queda
establecido usando el Teorema 6.6 y el Teorema de Dimension e Isomorfia. O

6.2. Repaso: Conceptos y operaciones basicas de
matrices

Como vimos en el Corolario 6.7, existe una conexién muy estrecha entre
transformaciones lineales y matrices. No solo la suma y multiplicacién escalar
de transformaciones lineales es anédloga a la suma y multiplicacién escalar de
matrices; resulta que la composicion de transformaciones lineales es analoga a
la multiplicacién de matrices. Por tal motivo, en esta seccién daremos un breve
repaso sobre algunos conceptos y operaciones béasicas de matrices.

Definicidn 6.8 (multiplicacion de matrices). Sea A = (a;;) € Myxm (F),
D = (d; ;) € Myxk (F). Definimos al producto AD como la siguiente matriz de
n x k:

aLl a172 al,m dl,l d172 dl,k
a1 a2 ... Qa2m d2,1 d2,2 dz,k
AD = ) ) ) )
ap,1 An2 ... Anm dm,l dm,2 dm,k
m m m
>oargdin Y aridia . Y anid
j=1 i=1 j=1
m m m
Yo azjdin Y asgdis .. ) az;dk
= =1 j=1 j=1
m m m
anjdja Y0 ngdie o Y Gndk
j=1 j=1 j=1

En otras palabras, el elemento (i,5) del producto AD se obtiene multipli-
cando, respectivamente, los elementos del renglén ¢ de A por los elementos de
la columna j de D, y suméandolos.

Observacion 6.9. La multiplicacion de una matriz A € M,,xm, (F) por D €
My (F) esta definida si y solo si m = s, y el producto AD es una matriz de
m X k.
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Ejemplo 6.10. Sean

Ty T4 X7

A= T2 Iy I8

~N &~ =
oo Ov N
O O W
<
!
|

T3 Te L9

Donde z; € R. Entonces,

1 2 3 Tr1 T4 X7
AD = 4 5 6 T2 X5 I8
7 8 9 Tr3 Teg T9

x1 + 229 4+ 33 Ty + 225 + 36 x7 + 228 + 319
= 4x1 + 5xo + 623 4x4 + Dx5 + 626 47 + Srg + 6X9
Tx1 + 8xo +9x3 Txy + 8x5+ 96 Tx7 + 828 + 929

Lema 6.11. La multiplicaciéon de matrices es una operacion asociativa.

Observacion 6.12. La multiplicaciéon de matrices no es una operaciéon conmu-
tativa. Primero observemos que, para A € M,xm (F) y D € My (F), los
productos AD y DA estan definidos si y sblo si n = m = s = k. Sin embargo,
adn en este caso, es sencillo encontrar ejemplos de matrices cuadradas tales que

AD # DA.

Ejemplo 6.13. Sea I,, la matriz de n X n con elementos diagonales igual a 1 y
elementos no diagonales igual a 0:

1 0 0

0 1 0
In: .

0 0 1

La matriz I,, se llama la matriz identidad de n x n, y satisface que
ILA=AI,=A
para cualquier A € My, (F).

Las siguientes definiciones hacen referencia a tipos especiales de matrices
cuadradas.

Definicion 6.14 (matriz triangular). Sea A = (a; ;) € M, . (F). Decimos que
A es triangular superior sia; ; = 0, paratoda i > j . Decimos que A es triangular
inferior si a; ; = 0 para toda i < j.

Definicion 6.15 (matriz diagonal). Sea A = (a; ;) € Myx, (F). Decimos que
A es diagonal si A es triangular superior e inferior al mismo tiempo.
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Ejemplo 6.16. Cualquier matriz triangular superior de Msx3 (R) tiene la forma
a1 a2 013
0 as2 ass |,

0 0 as;s

donde a; ; € R. Cualquier matriz diagonal de Msx3 (R) tiene la forma

ai.1 0 0
0 ag.2 0 s
0 0 a3.3

donde a;; € R.

Observacion 6.17. Los subconjuntos de M,,x,, (F') de matrices triangulares su-
periores, triangulares inferiores y diagonales son subespacios de My, x, (F).

Definicion 6.18 (transpuesta de una matriz). Sea A = (a; ;) una matriz de
n x m con entradas en F. Definimos a la transpuesta de A como AT = (a;,);
en otras palabras, las columnas de A son las filas de AT y viceversa.

3 5
(2 00)

1
AT = 3
5

Ejemplo 6.19. Si

N —

entonces

S =N

Observemos que A es una matriz de 2 x 3 mientras que A” es una matriz de
3 x 2. Veamos también que

(AT)T:(; j 2>:A.

Teorema 6.20 (propiedades de la transpuesta). Sean A, D € M,,«,, (F). En-
tonces

1. (A7) = A
2. (A+D)" = AT + DT,
3. (aA)" = aAT, Va e F.

Demostracion. Ejericio 7.32. O
A partir de ahora nos enforaremos en estudiar matrices cuadradas.
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Definicion 6.21 (inversa de una matriz). Una matriz A € M, «,, (F) es inver-
tible si existe una matriz A=1 € M, «,, (F) tal que

AA Y =AtA=1,.
En tal caso, decimos que A~ es la matriz inversa de A.

Observacion 6.22. En la siguiente seccion veremos que si M € M, x,(F) es
una matriz tal que AM = I,,, entonces MA = I,, y viceversa, si MA = I,
entonces AM = I,,. Esta es una propiedad muy interesante de las matrices que
puede enunciarse como sigue:

M es un inverso izquierdo de A < M es un inverso derecho de A.

Esta es una propiedad que siempre se cumple para los elementos de un grupo,
pero no necesariamente para los elementos de cualquier monoide®. Asi que, como
veremos mas adelante, la demostracion de que esta propiedad se cumple para
las matrices debe usar resultados propios de la teoria de espacios vectoriales.

Ejemplo 6.23. Consideremos las siguientes matrices en M3y 3 (R):

1o 1 -)
A= 0 1 2 yD=]10 -1 2
0 1 1 0o 1 -1
Observemos que
10 3 1 -3 3 100
AD=| 0 1 2 0 -1 2 =10 10
0 1 1 0 1 -1 0 0 1

Por lo tanto, la matriz inversa de A=! = D.
No es verdad que cualquier matriz tenga una matriz inversa.

Ejemplo 6.24. La matriz

A<} j)eMm(R)

no tiene inversa. Para demostrar esto por reduccién al absurdo, supongamos
que AD = I, donde
dig dig
D= ’ ’ .
( da  dap
Entonces, la igualdad
dig—de1 dig—dap2 10
AD = ) ) ) ) — ,
< dig—doy dio—dao 0 1

1'Un monoide es simplemente un conjunto equipado con una operacién binaria asociativa
y con identidad. Por ejemplo, My xn(F') es un monoide.




6.2. REPASO: CONCEPTOS Y OPERACIONES BASICAS DE MATRICES107

es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

dig—doy = 1; dip—dop=0;
dig—da1 = 0; dig—doz=1.

Esto implica que 1 = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, la matriz A
no tiene inversa en Msyo (R).

Definicion 6.25 (matriz invertible). Decimos que una matriz cuadrada A es
invertible si su inversa A~! existe.

Proposicion 6.26 (matrices invertibles). Sean A, D € M,,«,, (F) matrices in-
vertibles. Entonces, el producto AD es invertible y

(AD)"' =D 'a 1t
Demostracion. Observemos que
(AD) (D™'A™')=A(DD ')A = ALLA7' = I,.
Por lo tanto, (AD)" = D~'A~! por definicién. O
Observacion 6.27. Sea n > 1. El siguiente conjunto
GL,(F):={A € Mpxn(F) : A es invertible},

junto con la multiplicaciéon de matrices es un grupo no abeliano con identidad
I,,. A este grupo se le conoce como el grupo general lineal de grado n sobre F.

Analicemos mas a detalle el caso de las matrices cuadradas de 2 x 2.

Teorema 6.28. Sea A € Msy»o (F') definida como
a b
A= ( o b ) |
Si ad — be # 0, entonces la matriz inversa de A esta dada por
1 d —b
At = —— .
e o)

Demostracion. Verificamos que

b d __ b ad _ __bc __ab + ab
ad—bc ad—be — ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc

d __c a - cd _ _cd __be + ad
ad—bc ad—be ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc

(01)

o 2

(
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Definicion 6.29 (determinante, caso 2 X 2). Sea A = (a;j) € Max2 (F'). De-
finimos el determinante de A como

det (A) = a1,1a2,2 — a1,2a2,1.

Teorema 6.30 (determinante, caso 2 X 2). Sea A € My (F). Entonces, A
es invertible si y sélo si det (A4) # 0.

El teorema anterior puede generalizarse para el caso de matrices de n X n.

Teorema 6.31 (Linealidad de Matrices). Sea F un campo. Sea A € M,y (F)
y sean v, u € M,,x1(F). Entonces,

A(aw + pu) = a (Av) + 5 (Au) ,

para cualquier a, 8 € F.

Ejemplo 6.32. Consideremos v = (1,2,3), u = (0,1,0) e R}, a =2, 3=3,y
1 2 0
A‘(o 1 2)'
Entonces,
1 0
Alaw + Bu) = (1 2 0) o 2 | +3] 1
01 2
3 0
B 1 2 0) ?
01 2 6

Por otro lado,

1 0
a(Au)+ﬂ(Au)2(éfg> 2 || +3 (éfQ) 1
3 0
5 2
- 2(3)+(7)

6.3. Coordenadas

En esta seccion solo consideraremos espacios de dimension finita sobre F.
Como dichos espacios son isomorfos a F”, donde n es la dimensién del espacio
(Teorema 5.47), nos enfocaremos sélo en estos casos.
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Definicion 6.33 (Coordenadas). Sea B = {by,bs,...,b,} una base de F". Sea
ve F™ysea
v =a1by + asby + - + apb,, a; € F,

la representacién de v como combinacién lineal de la base B. Las coordenadas
de un vector v € F™ respecto a B es la matriz de n x 1 definida por

aq
a2
Vg =] .
On
. . o T
Para ahorrar espacio, también escribimos [v]z; = (a1, aq,...,a,)" , donde T

denota la transpuesta.

Ejemplo 6.34. Consideremos la base D = {(0,1),(1,—1)} de R% Sea u =
(—4,1) € R2. Debido a que

(—4,1) =-3(0,1) —4(1,-1),
T.

tenemos que las coordenadas de u respecto a D son [u], = (—3,—4)

Ejemplo 6.35. Consideremos la base canénica B = {(1,0),(0,1)} de R%. En-
tonces, para todo v = (z1,2) € R?, sabemos que

V=T (1,0)+I2(0,1)

Por lo tanto, las coordenadas de (x1,x2) con respecto a B son

(el = (21).

Sin embargo, esto es diferente si consideramos otra base de R%. Por ejemplo, si
consideramos la base C' = {(1,0),(1,1)} de R?, tenemos que

(:l?l,xg) = (Il — IQ) (1,0) + Zo (1, 1) .

Por lo tanto, las coordenadas de (x1,x2) con respecto a C' son

(e = (7).

Ejemplo 6.36. Consideremos la base B = {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)} de R3.
Encontraremos las coordenadas de v = (x1,22,23) € R?® con respecto a B.
Queremos encontrar escalares o, as, a3 € R, tales que

(1‘1,1‘2,133) = (1, 0, 1) + a2 (1, 1,0) + a3 (O7 1, 1) .
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La igualdad anterior es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

oy t+o = 11,
(6% + a3 = T2,
a1 +a3 = I3.
La soluciones del sistema son
ap = 5(371 —r2+ x3),
1
ay = 5(331 +$2—$3),
1
oy = 5(—$1+1‘2+l‘3).

Por lo tanto,

% ((El — X2 + {E3)
[(z1,22,23)] 5 = 2 (z1 + 22 — 23)
% (—x1 + 22+ 3)

Observacion 6.37. Las coordenadas de un vector de F™ con respecto a una
base B dependen del orden en el cual aparezcan los vectores base en B.

Definicion 6.38 (Matriz asociada a una transformacion lineal). Sea ¢ : F™ —
F"™ una transformacion lineal. Sea B = {b1,...,b,,} una base de F"™ y C' =
{¢1,...,¢,} una base de F™. La matriz asociada a ¢ respecto a B y C es la
matriz de n x m definida por

¢ T T T
[¢9]5 : [¢(b)]lc [2(02)]lc - [6(bm)lc
+ + 1

Observacion 6.39. Si B y C son las bases canoénicas de F™ y F™, respectiva-
c

mente, denotamos a [¢]% simplemente por [¢)].

Ejemplo 6.40. Ahora tomemos ¢ : R® — R?, dado por ¢ (z,y, 2) = (v — 3y, 4y — 2).
Usando como bases B = {(1,0,0),(0,1,1),(0,0,2)} y B' = {(1,0),(1,1)} pa-

ra R? y R? respectivamente, obtenemos la matriz asociada a ¢, encontrando
primero las imagenes de la base B mediante ¢,

¢(1,0,0) = (1,0)
¢(0,1,1) = (—3,3)
¢(0,0,2) = (0, —2)
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para luego obtener las coordenadas de dichas imégenes en base B’,

para finalmente escribir la matriz asociada[d)]g = < é _36 _22 )

Ejemplo 6.41. Sea P; el subespacio de R[z] de polinomios con grado menor
o igual a 1. Sea ¢ : P, — R?, dado por ¢ (az +b) = (a+ 2b,a). Tomemos
bases B={z — 1,1} y B’ = {(1,0),(1,1)} para P; y R? respectivamente. Para
obtener la matriz asociada a ¢, encontramos las imégenes de la base B mediante

b,

¢(x—1)=(=11)
¢ (1) = (2,0)

y obtenemos las coordenadas de dichas imagenes en base B’, ya que (—1,1) =
-2(1,0)+(1,1) y (2,0) =2(1,0) + 0(1, 1), entonces

1= ()
20, =)

por lo que la matriz asociada es [qﬂg/ = < _12 g )

Teorema 6.42 (Matriz de una transformacion lineal). Sea F' un campo, B una
base de F™ y C una base de F™. Sea ¢ : ™ — F™ una transformacion lineal.
Entonces, para todo v € F™,

(915 [v]E = [6(v)]c.

Demostracion. Sea B = {by,...,b,} una base de F™ y C' = {¢y,...,c,} una
base de F™. Sea

U:ﬂ1b1++6mbm cF™
un vector arbitrario. Debido a que
¢ (v) =@ (Bib1 + ... + Bibm) = 16 (b1) + ... + Bin@ (bm) (*)

vemos que la transformacién ¢ estd completamente determinada por los vectores
¢ (bj) € F", j =1,...,m. Ahora, como C' es una base de F", es posible escribir
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cada ¢ (b;) como una combinacién lineal tinica de elementos de C:

o) = aiici+azico+ ... +anicy,

¢ (b2) a1,2€1 + Q2,2C2 + ... + Qp 2Cn,

¢ (bm) = a1,mC1 + a2,mC2 + ..+ An mCn-

Entonces, las coordenadas de ¢ (b;) con respecto a C' son

at,j
a2,j

[¢(bj)lc =

On,j

Resulta que los escalares a; ; € F' determinan completamente la transformacién
lineal ¢. Efectivamente, sustituyendo en (x)

¢v) = ﬁ1¢(b1)+ +Bm¢( m)

Blzazlcz+ﬂ22az2cz+ +/Bmzazncz
m m m
Zﬂjal,j c1+ Zﬂjaz,j c2+ .. Zﬁjan,j Cn
=1 =1 =1

por lo que las coordenadas de ¢ (v) con respecto a C' son

NgE

Bja,;

<.
Il
—

Y
=
:
|
T
=
Q
[\v]
<

NIE

<.
Il
-

Por otro lado, la matriz asociada con ¢ respecto a las bases By C es

a1 ai2 ais a1,m

a1 Q22 a3 ... (a2m

[d)]c _ asz1 as2 a33 as m
B )

an,1 QAp,2 0an,3 An,m

y las coordenadas de v respecto a B son [v]g = (31, B2, -, m)T. Por lo tanto,



6.3. COORDENADAS 113

el producto [¢]G[v]s es igual a [¢(v)]c:

a a a e a
a;i a;z a;z a;’m B a8+ a1,202 + ... + a1,mPm
’ ’ S o B2 a2,181 + a2,282 + ... + a2,mBm
az,1 asz2 G33 ... Q3m . — .
a a ta
an1 Gn2 an3 Anom ﬂm n,lﬁl + n,2ﬁ2 + + n,mﬁm

O

Si B es la base canénica de F™ y C es la base canénica de F", las coor-

denadas [v]5 y [¢ (v)] coinciden con los vectores mismos (excepto que es [v]

una columna y v una fila). En este caso, para simplificar notacion, escribimos
el resultado del teorema anterior como

[¢lv = ¢ (v),
donde los vectores v y ¢ (v) deben ser escritos como columnas.

Ejemplo 6.43. Consideremos la transformacion lineal ¢ : R?* — R? definida
como

¢ (x1,22,23) = (221 + x3, D20 — 223) .

Para obtener la matriz [¢] (con respecto a las bases canonicas), debemos encon-
trar las imégenes de los elementos de la base:

¢(1’070) = (2ﬂ0)7
¢(07170) = (0a5)7
¢(0,0,1) = (1,-2).

Entonces [¢] es una matriz de 2 x 3 y tiene como columnas a los vectores ante-

riores:

Para verificar que Myv = ¢ (v), sea v = (21,22, r3) € R3. Entonces,

Z1
o= (39 5 (5 )= (2 ) oo,

T3

Ejemplo 6.44. Sea ¢ : R?* — R? la transformacion lineal del ejemplo anterior.
Ahora encontraremos la matriz [$]% con respecto a las bases B = {(1,0, 1), (0,2,0),(0,0,1)}
y C ={(1,0),(1,1)}. Primero encontramos las imégenes de los elementos de B:

¢(13031) = (37 _2)7
¢(0,2,0) = (0,10),
¢(0,0,1) = (1,-2).
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Ahora encontramos las coordenadas de los vectores anteriores con respecto a C':

[6(1,0,1)] = < > ) [6(0,2,0)] = ( P ) [6(0,0,1)]¢ = ( 3 >

Por lo tanto,
o _ 5 —-10 3
[#l5 = ( -2 10 =2 /-

Ejemplo 6.45. Retomando el Ejemplo 6.40, sea u = (3,—2,6) € R3, ya que
(3,-2,6) = 3(1,0,0) — 2(0,1,1) + 4(0,0,2), entonces [u] ; = (3,~2,4)". Por
otro lado, ¢ (u) = (9, —14) = 23 (1,0)—14 (1, 1), por lo que [¢ (u)] 5, = (23, —14)".
Es facil comprobar que [¢ (u)] 5 = [¢]5 [u] .

Observacion 6.46. Observemos que [id] = I, donde id : F"* — F™ es el
endomorfismo identidad.

Observacion 6.47. Sea A € M, x., (F) y sea {e; : 1 <i < m} la base canbnica
de I, donde
e; = (0,...,0,1,0,...,0).

Entonces, por la definicién de la multiplicacién de una matriz por un vector,
tenemos que Ae; es igual a la i-ésima columna de A.

Observacion 6.48. El Teorema 6.31 establece que la multiplicaciéon de una ma-
triz A € Myxm (F) por un vector v € F™ define una tranformacion lineal
¢: F™ — F™ como

b (v) = AvT.

Como ¢ (e;) = Ae; coincide con la i-ésima columna de A, tenemos que A = [¢].

Teorema 6.49 (Igualdad). Sean ¢, 7 € Hom(F™, F™) y sean By C bases cua-
lesquiera de F™ y F™ respectivamente. Entonces,

(0] = [7]§ siy solo si ¢ = 7.

Demostracion. Si ¢ = 7, esta claro que [¢]G = [7]§. Para demostrar el conver-
so, supongamos que [#]G = [7]§. Luego, las columnas de ambas matrices son
iguales, asi que [¢(b)]c = [7(b)]c, para toda b € B. Por propiedades de bases,
las coordenadas de dos vectores respecto a C' son iguales si y s6lo si los vectores
son iguales; por lo tanto, ¢(b) = 7(b), para toda b € B. Como una transforma-
cion lineal estd completamente determinada por sus imagenes en cualquier base,
deducimos que ¢ = T. O
La importancia de la definicion de multiplicacion de matrices recae en la
correspondencia entre multiplicar matrices y obtener la composicién de trans-
formaciones lineales. Sabemos que, si ¢ : ™ — F™ y 7 : F* — F" son trans-
formaciones lineales, la composicién ¢ o 7 existe si y sélo si m = r.
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Teorema 6.50 (Multiplicacion de matrices). Sean 7: F¥ — F™ y ¢ : F™ —
F™ transformaciones lineales. Entonces,

[0 7]% = #5175,
donde R una base de F*, B una base de F™ y C una base de F™.

Demostracion. Sea v € F*. Usaremos repetidas veces el Teorema, 6.42:

T(v)le
(0)le
[7(v)
[

7]% ] R-

e}

[0 T]g[v]R ¢
(

]
|

3

A

IB

.—.ﬁ.g..—.

C
B
C
B

<

Como el vector v es arbitrario, en particular puede tomar los valores de la base
R, lo que hace que [v]g sean vectores columna canénicos. Por la Observacion
6.47, tenemos que las columnas de [¢ o T]% deben ser iguales a las columnas de
[0]S[7]5, y por lo tanto deben ser matrices iguales. O

Si tomamos siempre las bases canonicas, el teorema anterior establece que
la matriz que representa la transformacién ¢ o 7 : F'¥ — F™ coincide con el
producto de [¢] por [7].

Observacion 6.51. Por el Teorema de Multiplicacién de Matrices, la multipli-
cacién de matrices es asociativa, pero no es conmutativa.

Ejemplo 6.52. Consideremos las transformaciones lineales ¢ : R? — R2? y
7 :R3 — R3 definidas como

o (x1,20,23) = (21 + 23,520 — 223),

T(y1,92,93) = (Y1,9%2,91 + Y2 +y3).

En un ejemplo anterior encontramos que

[@Z(é g —12>

Para encontrar [7] calculamos que

T(]‘?O’O) = (]‘703 1),
T(()’ 150) = (07 17 1)7
7(0,0,1) = (0,0,1),

asi que

=)

I
=
— = O
_ o O
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La composicién ¢ o7 : R3 — R? es

¢oT(y1,y2,y3) = & (Y1, y2,y1 +y2+y3)
(By1 + Y2 + y3, —2y1 + 3y2 — 2y3) .

Para encontrar [¢ o 7| calculamos que

¢OT(17070) = (37_2)7
$o7(0,1,0) = (1,3),
¢o7(0,0,1) = (1,-2),

asi que

[¢°T]:(32 ; 12)'

Finalmente, comprobamos que
0 0

[¢][7] 10

11

(%5 4)=wen

Recordemos que un automorfismo es un endomorfismo biyectivo.

Il
/N
(el V)
o O
|~
[\)
~~
_ o

Teorema 6.53 (Endomorfismo). Un endomorfismo ¢ : F — F™ es un auto-
morfismo si y solo si [¢] es una matriz invertible.

Demostracion. Demostraremos cada implicacion.

(=) Sabemos que ¢ : F™ — F™ es biyectivo si y s6lo si existe un endomorfismo
¢t F™ — F" tal que

poo !l =gl op=id,
Por el Teorema 6.42,
[poo1=lgllo™'] =1,
Esto implica que [¢]~! = [¢~1], asi que [¢] es invertible.

(<) Supongamos que existe una matriz D € M,,x, (F) tal que [¢]D = D[¢] =
I,,. Sabemos que D define un endomorfismo 7 : F — F™ como 7 (v) =
DvT | donde v € F™. Claramente, D = [7], asi que

[@llr] = [¢o7] = In = [id].

Por el Teorema 6.49, poT = id. Similarmente, demostramos que 7o¢ = id,
asi que ¢ es un automorfismo.
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O

Teorema 6.54 (Una matriz conmuta con su inversa). Sean M, A € M, ., (F)
matrices tales que AM = I,,. Entonces, M A = I,,.

Demostracion. Sea ¢ : F™ — F™ el endomorfismo asociado con A (i.e. ¢(v) =
AvT | para todo v € F™). Definimos 7 : F™ — F™ como 7(v) = MvT, para todo
v € F". Entonces,

AM = [¢][r] = [¢p o 7] = I, = [id].

Por el Teorema 6.49, ¢ o7 = id. Luego, ¢ es sobreyectiva (ya que una preimagen
de v € F™" es w := 7(v) € F™ porque ¢(w) = ¢(7(v)) = id(v) = v). Por el
Teorema Rank -+ Nulidad,

n = dim(F") = rk(¢) + nul(¢) = n + nul(¢) = nul(¢) =0.

Esto demuestra que ¢ es inyectiva. Es un resultado elemental de funciones que
una funcién es inyectiva si y solo si tiene un inverso izquierdo; es decir, existe
una transformacién lineal o : F™ — F™ tal que o o ¢ = id. Luego,

T=idorT=(0co¢)oT=00(poT)=0co0id=0.
Esto demuestra que [7][¢] = I,,, y MA = I,. O

Observacion 6.55. En general, si X esun conjuntoy f: X - Xyg: X - X
son funciones, no es verdad que f og = id implique que go f = id. Sin embargo,
como lo demuestra el teorema anterior, esto si es verdad para endomorfismos de
espacios vectoriales.

Definicion 6.56 (Matriz del Cambio de Base). Sean B y C son dos bases de
F™. La matriz del cambio de base de B a C' es

T 1
P .= [bl]c’ [b2]c [bn]C
Lol !

donde B = {b1,...,b,}.

Observacion 6.57. Veamos que si P es la matriz del cambio de base de B a
C, entonces P = [id]%, donde id : F™ — F™ es la funcién identidad.

Ejemplo 6.58. Tomemos V = R?, ylas bases B = {(0,1),(1,3)}, B’ = {(1,1),(1,0)}.
Primero calculamos las coordenadas de los elementos de base B en la base B’.
Como (0,1) = (1,1) — (1,0) y (1,3) =3(1,1) — 2(1,0), entonces

[0, D]z = (1, =17 y [(1,3)]p = (3, -2)",

por lo que la matriz del cambio de base de B a B’ es

r(40%)
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Por otro lado, (1,1) = —2(0,1) + (1,3) y (1,0) = —3(0,1) + (1, 3), asi que
(L] = (=217 y [(1,0)]5 = (=3,1)7,
por lo que la matriz del cambio de base de B’ a B es
Q:<22;3)
Es importante observar que PQ = I, por lo que P~! = Q. Esto no es una
coincidencia como se vera a continuacion.

Teorema 6.59 (Cambio de Base). Sea ¢ : F"* — F™ un endomorfismo, y sean
By C dos bases de F™. Sea P la matriz del cambio de base de B a C'. Entonces:

1. P[v]g = [v]c, para todo v € F™.
2. P es invertible.
3. [¢]c = PlelP "
Demostracion. Demostraremos cada punto:
1. Recordemos que P = [id]$. Por el Teorema 6.42,
Plols = [d§[e]s = [A®)]c = [,

para todo v € F™".

2. Demostraremos que la inversa de P es P~! = [id]5. Por el Teorema 6.50,

[(id]G[id]Z = [id 0 id]& = [id]S = I,,.

3. De nuevo por el Teorema 6.50,

Plg|gP~" = [id|[¢] 3] = [id][¢ 0 id]& = [id o ¢]G = [4]G.

Ejemplo 6.60. Consideremos el endomorfimso ¢ : R? — R? definido como
) (.131,.132) = (.231, 2xq + 1‘2) .
Consideremos las bases B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} yC = {1 = (1,1),c2 = (1, -1)}.

B
w5=(5 1)

Las matriz [¢]7 es
c

Para encontrar la matriz [¢]g veamos que
Bl = (03 =Ba-alo=( 7 ).
oD = (e=lale= ()
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we=( 2 o)

Escribimos los vectores de B como combinaciones lineales de los vectores de C:

Por lo tanto,

(1L,0) = SO0+ (1,-1),
01) = 01— 50,1,

Por lo tanto, la matriz de cambio de base de B a C' es

1 1
P:< ? ! )
2 2
Por el Teorema 6.28,

S e e I A P |

Ahora podemos comprobar que
Pogr =

_ 2 1

o -1 0

Observacion 6.61. Recordemos que

NN N[N —
I o

[N

N———

My xm (F) =2 Hom(F™, F"™).

Para bases fijas By C de F™ y F", respectivamente, un isomorfismo entre estos
espacios esta dado por

¢ [0]% € Mysm (F), Vo € Hom(EF™, F™).

Palabras clave: dimension de la suma de subespacios, dimension del espai-
co cociente, teorema rank + nulidad, dimension del espacio de transformaciones
lineales, multiplicacion de matrices, matriz invertible, coordenadas, matriz aso-
ciada a una transformacion lineal, matriz del cambio de base.
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6.4. Ejercicios

Ejercicio 6.62. Sean V y W espacios vectoriales sobre F' de dimension finita.
Sea ¢ : V. — W una transformacion lineal cualquiera y sea ¢g : V. — W la
transformacion cero (es decir, ¢o(v) = Oy, Yo € V). Usa el Teorema Rank -+
Nulidad para demostrar lo siguiente:

a) Sidim (W) =1y ¢ # ¢, entonces ¢ : V — W es sobreyectiva.
b) Sidim (V) =1y ¢ # ¢, entonces ¢ : V. — W es inyectiva.

c) Sidim (V) =dim (W) y ¢:V — W es inyectiva, entonces V = W.
d) Si¢:V — W es inyectiva, entonces dim (V) < dim (W).

e) Si ¢: V — W es sobreyectiva, entonces dim (V) > dim (W).

f) Si¢:V — W es biyectiva, entonces dim (V') = dim (W).

Ejercicio 6.63. Encuentra todos los valores de o € R tales que
B={(1,a,-a),(1 -«,0,1),(0,1,1)}
sea una base de R3.

Ejercicio 6.64. Encuentra todos los valores de « € R tales que el endomorfismo
¢ : R3 — R? definido por

¢ (21,29, 23) = (@x1, 21 + (@ — 1) 29,221 + 322 — (v — 2) 23)
sea un automorfismo.

Ejercicio 6.65. Encuentra la extension lineal 7 : R? — R? de la funcién f :
B — R? donde B = {(1,0),(0,1)}, y

f(]-vo) = 1,1),
f(0,1) = (0,0

—~
= —

Ejercicio 6.66. Encuentra las coordenadas un vector arbitrario con respecto a
las siguientes bases:

1. B={(2,1),(1,2)} C R2,
2. B=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R3,

Ejercicio 6.67. Encuentra el dominio, el codominio y la regla de las transfor-
maciones lineales definidas por las siguientes matrices con entradas reales:
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0 -1

=[]

[ 1
2. A, =] 0 1

| 2

[ 1 «
3.A3=] 0 1 0 |, donde a €R.

| 0 0 1

Ejercicio 6.68. Encuentra las matrices con respecto a las bases canoénicas de
las siguientes transformaciones lineales:

1. ¢ :R? — R2?, definida por ¢ (z1,72) = (z1 + T2, 21 — T2).
2. ¢ : R® = R, definida por ¢ (z1, z2, 23) = 221 + 312 — T3.
3. 7:R?® — R3, definida por 7 (21, 72, 23) = (72,73, 71).

4. 6 : R? — R2?, definida por 0 (z1,72) = (ax; + Bxse,yx1 + 613), donde
a, B,7,d € R.

5. 0 : R® — R?, definida por o (z1, 72, 73) = (71 + 272 — T3, T2 + X3).

Ejercicio 6.69. Con respecto a las transformaciones de los puntos (3.) y (5.)
del ejercicio anterior, encuentra o o 7y [o][r], y comprueba que [o o 7] = [o][7]

Ejercicio 6.70. Considera las bases B = {(1,-1),(1,1)} y C = {(0,1),(1,1)}
de R?, y el endomorfismo ¢ : R? — R? definido por

¢($1,(E2) - (xl — X2, 1 + 2%2) .

1. Encuentra las matrices [¢]2 y [¢]S.

2. Encuentra la matriz P del cambio de base B a C.

3. Comprueba que [¢]S = P [¢]5 P~L.

Ejercicio 6.71. Sea F' un campo. Demuestra que la funcion ® : Hom(F™ F"*) —
My xm(F) definida por ®(7) = [7], V7 € Hom(F™, F™) es un isomorfismo de
espacios vectoriales.
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Ejercicio 6.72. Sea 7 : R™ — R™ una transformacién lineal. Demuestra lo
siguiente:

1. 7 es inyectiva si y solo si las columnas de [7] son linealmente independien-
tes.

2. T es sobreyectiva si y solo si las columnas de [7] generan a R™.

3. T es biyectiva si y solo si las columnas de [7] son una base de R"



Teoria de Matrices

En este capitulo abordaremos algunos conceptos y resultados propios de la
teoria de matrices como los determinantes, las matrices elementales y el Teorema
Fundamental de Matrices Invertibles. Asumimos que el lector ya ha tenido cierta
experiencia operativa con las matrices, asi que tomamos un enfoque mas teérico
y conceptual.

7.1. Determinante de una matriz

Existen varias definiciones equivalentes del determinante de una matriz. En
esta seccion adoptaremos la definicion conocida como ezpansion de Laplace o
expansion por cofactores.

Si A € My, (F), denotemos por A;; a la matriz de (n—1) x (n—1)
obtenida después de haber eliminado el renglon ¢ y la columna j de A. La
matriz A; ; se llama una menor de A.

Definicidn 7.1 (determinante). Sea A = (a; ;) una matriz de n x n. Para cual-
quier j = 1,...,n fijo, el determinante de A a lo largo de la columna j es

det (A) = Z(—l)“’jai,j det(Am)
=1

=ay; det (Al,j) —Qa2,; det (AQJ‘) —+ ...+ (_1)7z+j Qnp,j det (An,j) .

Observemos que la definicion anterior es recursiva, en el sentido de que para
calcular el determinante de una matriz de n X n es necesario saber como calcular
el determinante de una matriz de (n — 1) x (n — 1). Este problema no es tan
grave: después de algunos pasos, tendremos que calcular el determinante de una
matriz de 2 x 2, el cual ya se ha definido previamente. De hecho, también es
posible empezar por definir el determinante de una matriz de 1 x 1, A = (a),
como det (A) = a, y entonces el determinante de una matriz de 2 x 2 se obtiene
usando la Definicién 7.1.

Observacion 7.2. La Definicién 7.1 depende de la columna j a lo largo de la
cual se haga la expansién. Sin embargo, es posible demostrar que el resultado

123
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del determinante no cambiaré, independientemente de la columna a lo largo
de la cual se haga la expansion (ver [9, Corolario 4.17]). Por el Teorema 7.6,
la expansién del determinante también puede hacerse a lo largo de cualquier
renglén, en lugar de cualquier columna.

Ejemplo 7.3. Sea

1 0 -2
A= -2 1 3
10 1

2
Calculamos el determinante de A a lo largo de la columna 1,

- 11 0 -2\ 1 0 -2
det (4) = 1det(0 1)—(—2)det(0 1 >+2det(1 1 )

1 1 1
- R . . “{o.2+92.1
1(11 20)+2(0 1+2 0)+2<0 2+ >
1
=1 — ]2
+0+(2>
= 2.
Por otro lado, el determinante de A a lo largo de la columna 2 es

-2 1 -2
) o (1, 7

2

1)

= 2.

_ 1
det (A) = —Odet( 12 i>+1det(

N= =
(SIS

Ejemplo 7.4. Consideremos el caso general de una matriz de 3 x 3:

a1 a2 a13
A= G211 dagz2 G23
az1 asz2 a33

El determinante de A a lo largo de la columna 1 es

det (A) = audet( 922 923 ) —az,ldet< 912 a1,3 )

a32 G33 as2 as3
a R
+ ag, det 1,2 Q13
a2 G323

=ain (612,2&3,3 - 02,303,2) —az;1 (a1,2a3,3 - a1,3a3,2)
+as1 (a12a2,3 — a1,302,2)

= a1,102,203,3 + 01,302,103 2 + A1 202 3031 — 41,102 303,2
— a1,202,143.3 — A1,302203,1-

Invitamos al lector a calcular el determinante a lo largo de las columnas 2 y 3
para comprobar que se obtiene la misma férmula.
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Una definicion alternativa del determinante de una matriz A = (a; ;) es la
siguiente

det (A) = Z 5ign (0) 1,6(1)02,0(2) -+ 0n,o(n)
gES,

donde S, es el grupo de todas las permutaciones (funciones biyectivas) del con-
junto {1,...,n}, y sign (o) € {1,—1} se conoce como el signo de la permutacion.
En general, el signo de una transposicion (una permutaciéon que intercambia
dos ntmeros y fija todos los demas) es —1, y el signo de la composicion de &
transposiciones es (—1)".

Teorema 7.5 (Propiedades del Determinante). Sea n > 1.
(1) det () =1.

(2) Si A = (a;;) € Thxn (F) es triangular superior, triangular inferior, o dia-
gonal, entonces det (A) = a11a2,2...0n n.

Demostracion. Demostraremos cada punto.

(1) Demostraremos este resultado por induccién sobre n € N. Sin = 2, entonces

10
IQ:(O 1)’

asi que det (I3) = 1. Supongamos que det (I,) = 1. Entonces, por defini-
cion de determinante,

det (Ip41) = 1det (I,) = 1.

(2) Nuevamente usaremos induccion sobre n € N. Si A € T, o (F'), entonces
ai1 412
A= ) ,
< 0 a2 .2 ) ’

det (A) = a1,1022-

asi que
Supongamos que det (D) = dy1...dn,n para toda D = (d; ;) € Thnxn (F).
Sea A € T(p41)x (n+1) (F). Por definicion,
det (A) = aq,1det (411),
donde A; 1 € T, xn (F). Por hipotesis de induccion,
det (A1,1) = a2,2...Ant1n+1-

Esto demuestra que det (A) = a1,1a2,2...an+1,n+1- La demostracion es si-
milar para las matrices triangulares inferiores.
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O
Los siguientes resultados son importantes, y sus demostraciones pueden con-
sultarse en [7].

Teorema 7.6 (determinante de la transpuesta). Para cualquier A € M,, ., (F),
se cumple que det (A7) = det (A).

Teorema 7.7 (determinante del producto). Sean A, D € M, «, (F). Enton-
ces,

det (AD) = det (A) det (D).

Ejemplo 7.8. Consideremos el caso de las matrices de 2 x 2. Sean
[ a b (e f
=(ea)ee=(5 )

det (A) = ad — bcy det (D) =eh — fg.

Entonces

El producto de los determinantes es:
det (A) det (D) = (ad — be) (eh — fg) .

Ahora, el producto de las matrices es
ap— [ @ b e f\ [ ae+bg af+bh
" \e d g h ) \ce+dg cf+dh |-

Por lo tanto,

det (AD) = (ae+bg)(cf+dh)— (af + bh) (ce + dg)

aecf 4+ aedh + bgcf 4+ bgdh — afce — afdg — bhce — bhdg
aedh 4+ bgcf — bhce — afdg

ad(eh — fg) 4+ cb(fg —eh)

— (ad— cb) (ch — f9)

= det(A4)det (D).

Teorema 7.9 (determinante de una matriz invertible). Una matriz A € M,,«,, (F)
es invertible si y solo si det (A) # 0.

Demostracion. Demostraremos cada implicacion.

(=) Supongamos que A es invertible. Entonces existe una matriz A~! €
My wn (F) tal que AA=! = I,,. Por el Teorema 7.7,

det (AA™") = det (A) det (A™") = det (I,) = 1.

Si det (A) = 0, es imposible que det (A)det (A~!) = 1. Por lo tanto,
det (A) # 0
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(«<=) Ver Teorema 3.25 en [7].
O

Corolario 7.10. Si A € M, (F) es invertible, entonces det (A™!) = #w.

Demostracion. Este resultado se deduce de la igualdad det (A4) det (A™1) =

1. U
Corolario 7.11. Sea A € M, »,, (F). Entonces A es invertible si y solo si AT es
invertible.

Demostracion. Ejercicio 7.39. O

Corolario 7.12. Sea F un campo y n > 1. Entonces,
GL,(F):={A € Myxn(F) : det(A) # 0}.

Observacion 7.13. Por el Corolario 7.10, una matriz con determinante 1 tie-
ne una inversa con determinante 1. Ademés, el producto de dos matrices con
determinante 1 es una matriz con determinante 1. Por lo tanto, el conjunto

SLn(F) = {A € Mypyn(F) : det(A) = 1},

es un subgrupo de GL,(F), al cual se le conoce como el grupo especial lineal de
grado n sobre F.

7.2. Matrices elementales

Sea A € M,,«, (F) una matriz cuadrada. Denotamos las filas de A como R;,
1=1,..,n.

Definicion 7.14 (matrices elementales). Los tres tipos de operaciones elemen-
tales de fila son:

(OE1) Multiplicar por escalar: consiste en reemplazar la fila R; por aR;, donde
a € F, a # 0. Esta operacion corresponde a multiplicar A por la izquierda
por la matriz

1

donde todos los elementos fuera de la diagonal son 0.
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(OE2) Intercambiar: consiste en intercambiar las filas R; y R;. Esta operacién
corresponde a multiplicar A por la izquierda por la matriz

1

i,j — . ’

1

donde todos los elementos fuera de la diagonal son 0, excepto a; ; = a;; =
1.

(OE3) Sumar filas: consiste en reemplazar la fila R; por R; +aR;, donde o € F.
Esta operacién corresponde a multiplicar A por la izquierda por la matriz

1
donde todos los elementos fuera de la diagonal son 0 excepto a;; = a.

Las matrices E; (a), E; j y S; ; definidas anteriormente se llaman matrices ele-
mentales.

Con el objetivo de familiarizar al lector con la definicion anterior, en el
Ejercicio 7.36 pedimos caluclar algunas matrices elementales y multiplicarlas
por una matriz arbitraria.

Ejemplo 7.15. Consideremos la matriz

1 2 1
A= 2 0 -2
-1 2 0

Multiplicar la primera fila de A por 2 es equivalente a multiplicar por la matriz
elemental F; (2):

2 0 0 1 2 1 2 4 2
E;(2)A=[0 1 0 2 0 -2 |=| 2 o0 -2
00 1 -1 2 0 -1 2 0
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Intercambiar la segunda y tercera fila de A es equivalente a multiplicar por la
matriz elemental Es 3:

1 0 0 1 2 1 1 2 1
Ey3A=10 0 1 2 0 -2 |]= -1 2 0
01 0 -1 2 0 2 0 -2

Reemplazar la segunda fila por la suma de las dos primeras filas de A es equi-
valente a multiplicar por la matriz elemental S3 1 (2):

100 1 2 1 1 21
Sp1(2)A=2 1 0 2 0 -2 |=| 4 40
00 1 -1 2 0 -1 2 0

Teorema 7.16 (inversas de matrices elementales). Las matrices elementales
son invertibles, y sus inversas son las siguientes:

L Ei(a) ' =E (2),

2. (Eij;) " = Ej,

3. (Sij (@) ! = Si; (—a).

Demostracion. Ejercicio.7.37. O

Teorema 7.17 (determinantes de matrices elementales). Los determinantes
de las matrices elementales son los siguientes:

1. det (B, (o)) =
2. det (E, ) = —1,
3. det (S, ) = 1.
Demostracion. Ejercicio 7.43 O

Observacion 7.18. Por el teorema anterior, intercambiar dos filas de una ma-
triz cambian el signo del determinante. Como el determinante de una matriz es
igual al de su transpuesta, lo mismo sucede si intercambiamos dos columnas.
Por lo tanto, la Definicién 7.1 de determinante puede aplicarse a cualquier fila
y columna de la matriz (no necesariamente a la primera columna).

Definicion 7.19 (forma escalonada reducida). Decimos que una matriz cua-
drada es escalonada reducida si

1. Todas las filas cero estan en el fondo de la matriz.

2. En cualquier fila distinta de cero, el primer elemento distinto de cero es 1.
Este elemento se llama, el pivote de la fila.
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3. Para cualesquiera dos filas consecutivas, el pivote de la fila inferior esta a
la derecha del pivote de la fila superior.

4. Si una columna contiene un pivote, entonces todos los demés elementos
de la columna son 0.

Ejemplo 7.20. Las siguientes matrices cuadradas son escalonadas reducidas:
1 0 0 1 0 0 1 0 4 1 0 2
o1 o0],loo1),{o13],loo0o0
0 01 0 00 0 0 0 0 0O

Definicion 7.21 (equivalencia por filas). Sean A, B € M,,«,, (F). Decimos que
Ay B son equivalentes por filas si es posible obtener B a partir de A hacien-
do una serie de operaciones elementales de fila. En otras palabras, A y B son

equivalentes por filas si
B=EF,...E.A

para algunas matrices elementales F;.

Teorema 7.22 (equivalencia por filas). La relacion de equivalencia por filas
entre matrices es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Ejercicio 7.38. O

Teorema 7.23 (forma escalonada reducida). Sea A € M,,«,, (F'). Entonces A
es equivalente por filas a una tnica matriz escalonada reducida.

Ejemplo 7.24. Sea

h

I
OO =
=N O
N = O

Observemos que
1
B= E2 (2) 5372 (—2) A

donde B es la siguiente matriz escalonada reducida:

B =

S O =
o = O
o= O

Entonces, A y B son equivalentes por filas.

El proceso de multiplicar a A por matrices elementales para obtener su forma
escalonada reducida se conoce como el método de Gauss-Jordan (o eliminacion
Gaussiana). Si A es cualquier matriz, encontrar la matriz escalonada reducida
de A equivale a resolver el sistema de ecuaciones lineal homogéneo Ax = 0,
donde z = (x1,...,2,)T € F™ es una variable, y ambos z y 0 son vistos como
vectores columna (matrices de n x 1).
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Teorema 7.25 (matrices invertibles y sistemas de ecuaciones). Sea A € M, ., (F).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es invertible.

(2) El sistema de ecuaciones Az = b tiene solucion tnica para toda b € F™.

(3) El sistema de ecuaciones Az = 0 tiene solucién tnica.

(4) A es equivalente por filas a la matriz identidad.

Demostracion. Demostraremos cada implicacion.

(1)

(2)

= ( 2) Supongamos que A es invertible. Entonces, a := A~'b € F™ es
una solucién del sistema ya que A(A~1b) =b. Si c € F™ es otra solucion,
entonces, despejando de Ac = b, obtenemos que ¢ = A~'b = a. Por lo
tanto, el sistema tiene soluciéon tnica.

= ( 3) El punto (3) es un caso particular del punto (2), asi que obvia-
mente (2) implica (3).

(3) = (4) Supongamos que el sistema Az = 0 tiene solucion tnica. Por

(4)

reduccion al absurdo, supongamos que A no es equivalente por filas a la
matriz identidad. Por el Teorema 7.23, A es equivalente por filas a una
dnica matriz escalonada reducida B # I, ; es decir,

B=FE,.. EA,

donde F; son matrices elementales. Multiplicando el sistema Ax = 0 por
estas matrices elementales obtenemos que

El...ErA(E = ElETO

Bx = 0,
va que el producto de cualquier matriz por 0 es igual a 0. Como B es
distinta de la identidad, entonces el ultimo renglén de B debe tener todas
las entradas iguales a 0. Esto implica que el sistema Bx = 0 tiene solucio-
nes infinitas ya que hay al menos una variable x,, libre. Como todas las
soluciones de Bx = 0 también son soluciones de Az = 0, esto contradice
que Ax = 0 tenga solucion unica. Por lo tanto, A es equivalente por filas
a la matriz identidad.

= (1) Supongamos que A es equivalente por filas a la matriz identidad.
Entonces

I, =FE..EA

para algunas matrices elementales E;. Por definicién, esto significa que A
es una matriz invertible, donde A~! = E;...E,.
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O

Supongamos que A € M,,«,, (F') es una matriz inverible. En la demostracion

del teorema anterior vimos que A~! = E;...E,, donde E; son las matrices ele-

mentales necesarias para escribir a A en su forma escalonada reducida. Por lo

tanto, un método para encontrar la inversa de A consiste en escribir la matriz
ampliada

(A|I)
y aplicar el método de Gauss-Jordan para encontrar
(I,|A7Y).

Claramente, si no es posible escribir la matriz identidad del lado izquierdo de
esta matriz ampliada, esto significa que la matriz A no es invertible (Teorema
7.25).

7.3. Teorema Fundamental de Matrices Inverti-
bles

Si A € M, xn (F) definimos el kernel de A como el conjunto
ker (A) := {v e F": Av" =0},

y el rango de A como
A(F"™):={Av:v e F"}.

Ademas, definimos

rk(A) = dim(A(F")),
nul (A) = dim (ker (A)).

Teorema 7.26 (teorema fundamental de matrices invertibles). Sea A € M, «,, (F).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es invertible.

(2) det(A) #0.

(3) rk(4) =n.

(4) nul(A)=0.

(5) Las columnas de A forman una base de F™.

(6) Las filas de A forman una base de F™.

(7) El sistema de ecuaciones Az = b tiene solucion tnica para toda b € F™.

(8) El sistema de ecuaciones Az = 0 tiene solucion unica.
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(9) A es equivalente por filas a la matriz identidad.

(10) El endomorfismo definido por A es un automorfismo.

Demostracion. La equivalencia entre (1) y (2) qued6 demostrada en el Teo-
rema 7.9, mientras que las equivalencias entre (1), (7), (8) y (9) quedaron de-
mostradas en el Teorema 7.25. Por el Teorema 6.53, A es invertible si y so6lo
si la transformacién lineal ¢ : F* — F", ¢ (v) = AvT, es un automorfismo.
Por lo tanto, nul (¢) = nul (A) = 0; por el Teorema 6.5, esto es equivalente a
rk (¢) = rk (A) = n. En el Teorema 5.47 demostramos que ¢ es un automorfismo
si y sblo si las columnas de A son una base de F™.

Finalmente, solo queda demostrar que las filas de A son una base de F™ si
y s6lo si sus columnas son una base de F™. Como det (A) = det (A7), A es
invertible si y sélo si AT es invertible. Entonces, las filas de A son una base de
F™ siy solo si las filas de AT son una base de F”. El teorema queda demostrado
porque las filas de AT son las columnas de A. O

Ejemplo 7.27. Demostrar que
B={(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)}

es una base de R? es equivalente a demostrar que la matriz

tiene determinante distinto de cero. Calculamos que
det (A) =4 #0,
y por lo tanto, B es una base de R3.

Ejemplo 7.28. Consideremos la transformacion lineal ¢ : R? — R? definida
como
o (z1,22) = (ax1 + (2 — @) 22,21 + ax)

donde a € R. Encontraremos todos los valores de « tales que ¢ es un automor-
fismo. Sabemos que ¢ es un automorfismo si y sélo si la matriz

_(a (2-q)
s (1)
es invertible, lo cual se cumple si y solo si
det (My) =a® +a—2#0.

Como o? 4+ o —2 = 0 precisamente cuando & = 1 0 aw = —2, entonces la funcién
¢ es un automorfismo siempre que o € R\ {1, —2}.
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Ejemplo 7.29. Sea o € R, y consideremos el conjunto
B =1{(1,0,0,0),(1,,1 —,0),(0,0,c,1),(0,0,0,1)}.

Encontraremos todos los valores de « tales que B sea una base de R*. Conside-
remos la matriz cuyas columnas son los vectores de B:

1 1 0 0

0 « 0 0

A= 0 1—-a a O

0 0 1 1

Entonces,
« 0 0
det (A) = det l—a a 0 =a?
0 1 1

Por lo tanto, det (A) = 0 si y sélo si & = 0. Esto implica que B es una base de
R* si y solo si a # 0.

Palabras clave: determinante, matrices elementales, forma escalonada
reducida, teorema fundamental de matrices invertibles.
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7.4. Ejercicios de Teoria de Matrices

Ejercicio 7.30. Considera las siguientes matrices con entradas en R:

01 4 41
A= 3 5 0 ,B<138>,D 30
1 2 4 1 2

1. Calcula los productos AD, AA y BA. ;Es posible calcular los productos
DAy AB?

2. Siv=(2,4,1) € Ry w=(1,1) € R?, calcula Av, Dw, Bv y ADw. ;Es
posible calcular Dv y Bw?

3. Sie; =(1,0,0), e2 =(0,1,0) y e3 = (0,0,1), calcula Ae; + Aey + Aes.

4. Escribe la matriz identidad I3 y calcula Als, Bl3 y I3D. ;Es posible
calcular I3sB y DI3?

Ejercicio 7.31. Sean A, B € M543 (Z3) matrices definidas como:

100 101
A=|2 12 |yD=[1 2 2
00 1 2 0 1

Calcula las siguientes matrices:
1. A+ Dy A+2D.
2. AT, DT y (A+2D)".
3. ADy (AD)".
Ejercicio 7.32. Demuestra el Teorema 6.20.

Ejercicio 7.33. Considera los conjuntos T, «, (F') de matrices triangulares su-
periores y Dy, xn, (F') de matrices diagonales. Demuestra que T, xp, (F) ¥ Dypxn (F)
son subespacios de M,,x,, (F'). Encuentra bases para estos subespacios y escribe
sus respectivas dimensiones.

Ejercicio 7.34. Encuentra el determinante y, en caso de que exista, la inversa,
de cada una de las siguientes matrices de 2 x 2.

2 -1
1. < 1 1 ) en M2><2 (R)
2

2 2
2. (2 9 > en M2><2(R).

0
. (0

) en Mayo (R).

O =
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2
(2

1 1
5. < 0 2 > en MQXQ(Zg).

W

) en Moy (Zs).

Ejercicio 7.35. Encuentra todos los valores @ € R que hagan que la matriz

( a a-l1 > sea invertible.
3 «

Ejercicio 7.36. Consideremos una matriz arbitraria A = (a;;) € Msx3(R).
Usando la notacién de la Definicién 7.14, escribe explicitamente las siguientes
matrices elementales

1
E>(5), Ei2, vy S23 <2>7

y calcula los siguientes productos

1
E2(5)A, ELQA, y 5273 <2) A

Ejercicio 7.37. Demuestra el Teorema 7.16.

Ejercicio 7.38. Demuestra que la equivalencia por filas es una relacion de equi-
valencia.

Ejercicio 7.39. Sea A € M, «,, (F'). Usando el Teorema 7.9, demuestra que A
es invertible si y sélo si A es invertible.

Ejercicio 7.40. Calcula el determinante de las siguientes matrices y determina
si son matrices invertibles. En caso de ser invertibles, encuentra la matriz inversa.

1.
1 -1 0
A= 0 1 =1
-1 0 1
2.
2 0 0
Ay=| -3 1 0
0 70 -3
3.
1 3 5
A;=1| 3 -3 3
0 -1 -1
4.
1 0 2 3
-2 -1 2 0
Ay = 1 0 3 -4
0 1 0 -1
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5.

1 7 -6 0
0 -2 2 3

A=109 0 2 1
0 0 0 O

Ejercicio 7.41. Sea

1 1 0

A= a 1 -1
0 1 3

Encuentra todos los valores « € R tales que A es una matriz invertible.

Ejercicio 7.42. Demuestra que si A = (a;;) es una matriz triangular inferior,
entonces det (A) = a1.1a2,2...Gn -

Ejercicio 7.43. Encuentra los determinantes de las matrices elementales, justi-
ficando tu respuesta.
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Autovalores y autovectores

8.1. Autovalores y autovectores de una matriz

En este capitulo trataremos el concepto de similitud entre matrices en M,, ., (F).
Explicaremos como la similitud define una relacion de equivalencia y como las
clases de equivalencia se componen de matrices que definen a un mismo en-
domorfismo. Ademés, encontraremos las propiedades que no cambian entre dos
matrices similares. Resumiendo, determinaremos todas las clases de equivalencia
definidas bajo similitud e identificaremos los invariantes necesarios y suficientes
que las determinan.

Definicion 8.1 (similitud de matrices). Sean A;, Ay € M, x,(F) dos matri-
ces. Decimos que A; es similar, o conjugada, a As (y escribimos A; ~ As) si
existe una matriz invertible P € M,,,,(F) tal que

A =P AP

Lema 8.2 (similitud de matrices). Si A, Ay € M, «,(F) matrices similares,
entonces existe un endomorfismo 7 : F™ — F™ y dos bases By y By de F™ tales
que

Ar=[7]50 y A2 = 152

Demostracion. Como A; ~ A, existe una matriz invertible P € M, (F)
tal que A; = P~'A,P. Sea B, la base canénica de F™ y sea By el conjunto
de vectores columna de la matriz P. Por el Teorema Fundamental de Matrices
Invertibles, B, también es una base de F™. Observemos que P es precisamente
la matriz del cambio de base de By a By. Sea 7 : F™* — F™ el endomorfismo tal
que A = [T]gi. Ahora, despejando de A; = P~'A,P y usando el Teorema, del
Cambio de Base, obtenemos

Ay = PA P! = Plr| P! =[] 32
m

Observacion 8.3. El resultado anterior, combinado con el Teorema del Cambio
de Base, puede interpretarse de la siguiente manera: dos matrices son similares

139
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si y solo si representan al mismo endomorfismo respecto a dos bases de F™. Por
tal motivo, a partir de ahora nos enfocaremos en estudiar matrices ya que los
resultados obtenidos son facilmente traducidos al lenguaje de endomorfismos.

Lema 8.4 (similitud como relacion de equivalencia). La similitud de matri-
ces es una relaciéon de equivalencia.

Demostracion. Ejercicio 8.37.
O

Ahora quisiéramos determinar representantes para todas las clases de equiva-
lencia de matrices definidas por la similitud. Con este propésito identificaremos
aquellas propiedades comunes entre dos matrices similares, para ello introduci-
remos primero el siguiente concepto.

Definicion 8.5 (autovalores y autovectores de una matriz). Sea A € M,,«,,(F)
una matriz y A € F' un escalar arbitrario. Decimos que A es un autovalor de A
si existe un vector v € F", v # 0, tal que

Av = Av.
En este caso diremos que el vector v es un A-autovector de la matriz A.

El siguiente resultado determina un método para encontrar los autovalores
asociados a una matriz.

Proposicion 8.6 (autovalores). Sea A € M, ,,(F) una matriz. Un escalar \ €
F' es un autovalor de A si y solo si det(A,, — A) = 0.

Demostracion.

(=) Supongamos que A es un autovalor asociado a la matriz A. Entonces por
definicién, existe un vector v € F™ no nulo tal que Av = Av. Es decir,
Apv — Av = (A, — A)v = 0. En consecuencia, v € ker(A — Al,), lo que
implica que A no es invertible. Por el Teorema Fundamental de Matrices
Invertibles, det(Al, — A) = 0.

(<) Supongamos que A € F es un escalar tal que det(AI, — A) = 0. Entonces,
la matriz AI,, — A es una matriz no invertible, y ker(AI,, — A) # {0}; esto
es, existe un vector v € F™ no nulo tal que (AI,, — A)v = 0. Esto implica
que A y v cumplen Al,,v = Av. Por lo tanto, A es autovalor de la matriz
Ay v es un A-autovector de A.

O

Como hemos visto en el resultado anterior, para determinar los autovalores

de la matriz A, es necesario encontrar los escalares A € k\ {0} para los cuales
det(Al,, — A) = 0. Asi, en lugar de tomar A, consideramos una indeterminada x.
De este modo det(zI, — A) esa ahora un polinomio que denotamos por p4(x).

Definicion 8.7 (Polinomio caracteristico). Sea A € M, ,,(F) una matriz. El
polinomio definido como pa(z) := det(zI,, — A) es llamado el polinomio carac-
teristico de A.
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Afirmamos que, si la matriz A es una matriz cuadrada n x n, entonces p 4 (x)
es un polinomio de grado n. Para probar esta afirmacién, lo hacemos por induc-
cién sobre n. Sin = 1, entonces A = (ay,1) y det(zl, — A) = = — a1,1, lo cual
muestra nuestra afirmaciéon. Suponga cierto para el caso n — 1 y probemos el
caso n + 1.

Asi, si A es una matriz n + 1 X n + 1, entonces

det(zlpi1 —A) = (v —ar1)det(zlppr — A1 + (8.1)
Z?;l(—l)jam det($ln+1 — A)Lj

donde (21,41 —A); ; denota a la matriz menor de (21,41 —A). Notemos que, por
hipoétesis de induccion det(zl, — A)1 1 es un polinomio de grado n y det(zI, —
A); ; es un polinomio grado n — 2, para todo j = 2,3,...n+ 1. De esta manera,
pa(z) es un polinomio grado n + 1, obteniendo asi que nuestra afirmacion es
correcta.

Recordemos que la traza de una matriz A = (a,;) se define como la suma
de las entradas en la diagonal: tr(A4) := >_""_; a;;. De la ecuacion (8.1) podemos
notar que pa(x) es un polinomio moénico. Mas atn, haciendo algunos calculos
extra podemos ver que si A es una matriz n X n, entonces

pa(z) = 2™ —tr(A) 2" 4 4+ (=1)" det(A)

La demostracion formal de este hecho la haremos para el caso n = 2 dejando
como ejercicio para el lector interesado verificar el caso general.

Lema 8.8 (polinomio caracteristico, caso 2 x 2). Sea A = (a; ;) € Max2(F).
Entonces,
pa(z) = 2% —tr(A)z + det(A).

Demostracion. Calculamos el polinomio caracteristico de A:

det(zls — A) = det ( TTGa TaL2 )

—a21 T —az2

= (x - C11,1)(% - a2,2) — a1,2G021,

z? — (@11 + ag2)r + (a1,1a2,2 — a1,2a2.1)

= 2 —tr(A)z + det(A).

O

Por la Proposicion 8.6 sabemos que A € F es un autovalor de A si, y solo si,

A es raiz del polinomio caracteristico pa(z) (es decir, pa(A\) = 0). De lo anterior

y con base en el Teorema Fundamental del Algebra podemos concluir que una
matriz A € My, (F) tiene a lo mas n autovalores distintos.

3 2
=(13)

Ejemplo 8.9. Dada la matriz
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verificaremos que el polinomio caracteristico de A tiene la forma
pa(z) =22 — tr(A)z + det(A).

El primer paso es calcular el polinomio caracteristico de A:

det(zls — A) = x:13 1122 )
= (z-3)(xz—2) -2,
= 22 —5x+4.

De esto podemos verificar que tr(A) = 5y det(A) = 4, cumpliendo asi la primer
afirmacion. Ahora, para determinar los autovalores, calculamos las raices del
polinomio caracteristico pa(z) = 2% — 5z +4 = (z — 4)(x — 1). Por lo tanto, los
autovalores de A son: A\y =4y Ay = 1.

Ejemplo 8.10. Determinaremos los autovalores asociados a la matriz
2 11
B=|2 3 2
3 3 4

y comprobaremos que el negativo de la traza de B corresponde al coeficiente del
término lineal en el polinomio caracteristico. Siguiendo los mismos pasos que en
el ejemplo anterior se tiene que

r—2 -1 -1
det(xl3 — B) = -2 x-3 =2
-3 -3 x—-4

= 22 —922+ 150 —T7.

Por lo tanto, los autovalores de B son A\ = 7, Ay = A3 = 1. Por 1ltimo, vemos
que efectivamente 9 = —tr(B) y det(B) = 7.

Por otro lado, no todas las matrices tienen autovalores asociados. Un ejemplo
de ello lo encontramos a continuacion.

Ejemplo 8.11. Sea A € Ms,>(R) una matriz definida como

a=(1 7))

En este caso, pa(x) = 22 + 1 y por lo tanto el polinomio no tiene raiz en R.

Retomando nuestro problema principal, queremos encontrar las propiedades
algebraicas que distinguen a dos matrices similares. Mas atin, determinar las
propiedades necesarias y suficientes que caracterizan a cada clase de equivalencia
dada por la similitud. En este sentido, se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 8.12 (polinomios caracteristicos de matrices similares). Sean
Ay, Az € Myyn(F) dos matrices. Si A1 ~ Ay, entonces

ba, (.13) =PA, (Z‘)

Demostracion. Si A; ~ A, entonces existe una matriz invertible P € M, (F)
tal que A; = P~1AyP. Substituyendo la relaciéon anterior y aplicando propie-
dades de los determinantes, obtenemos
det(xI, — Ay) = det(zI, — P~ Ay P)
=det(P~ (I, — A)P),
=det(P™1) det(zI, — Ay) det(P),
det(P)
=det(zl, — As) ——=,
et(e 2) Get(P)
= det(al, — As).

De ello concluimos que p4, () = pa, (). O

Corolario 8.13. Dos matrices similares tienen exactamente los mismos autova-
lores.

El polinomio caracteristico de una matriz no determina completamente la
relacion de similitud. A continuaciéon presentamos un ejemplo de dos matrices
Al;AQ S Man(F) tales que Al 76 A27 pero pa, (‘T) = DA, (I)

Ejemplo 8.14. La tnica matriz similar a la matriz identidad I,, es ella misma
ya que para cualquier matriz invertible P € M,,«,, (F') se tiene

P '1,P=1,.
Sea I la matriz identidad 2 x 2 y consideramos
11
1=(o1)
En este caso, I # A, pero pr,(x) = pa(x).

Definicion 8.15 (autoespacio). Sea A € M, «,,(F) una matriz y sea A un au-
tovalor de A. El A-autoespacio de A es el conjunto

Sx(A) :={v € F"|Av = \v}.

Observacion 8.16. El \-autoespacio de A es igual al conjunto de todos los
A-autovectores de A unién con el vector cero.

Definicion 8.17 (subespacio invariante). Sea A € M, (F) una matriz y sea
T un subespacio de F™. Decimos que T es un subespacio invariante bajo A si
para toda t € T se cumple que At € T.



144 CAPITULO 8. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

Lema 8.18 (autoespacio es subespacio invariante). Sea A € M,,«,,(F) una
matriz y sea A un autovalor de A. El Ad-autoespacio Sy(A) es un subespacio de
F™ invariante bajo A.

Demostracion. Un calculo sencillo, el cual se deja como ejercicio para el lector,
demuestra que Sy (A) = ker(AI, — A) (ver Ejercicio 8.40). Por lo tanto, S\(A) es
un subespacio de F™. Para demostrar que es invariante bajo A, sea v € Sy (A4).
Entonces, Av = Av € S)\(A), ya que S)(A) es cerrado bajo la multiplicacion de
escalares. Esto demuestra la invarianza bajo A. O

Definicion 8.19 (multiplicidades de autovalores). Sea A € M,,«,,(F') una ma-
triz y sea A un autovalor de A.

= La multiplicidad geométrica de A, denotada por v, (A), es la dimensién del
autoespacio Sy(A).

= La multiplicidad algebraica de A\, denotada por py(A), es el mayor nimero
natural k tal que (x — A\)* es un factor del polinomio caracteristico pa(z).

Observacion 8.20. Sea A un autovalor asociado a la matriz A € M, «,(F).
Si vA(A) = m, entonces A tiene m A-autovectores linealmente independientes.
Esto es claro ya que el A-autoespacio tiene dimensién m.

Ejemplo 8.21. Sea A € M3, 3(F) una matriz definida como
1 0 2
A=|1 3 3|,
1 2 1

entonces el polinomio caracteristico es: pa(x) = x® —5z2 —x+5 y los autovalores
son A\; = 1, Ay = —1, A3 = 5. Utilizando el autovalor A; = 1, tendremos que
Sx, (A) = ker(Is — A). Realizando los célculos correspondientes se verifica que
Sx, (A) esta dado por:

Sa,(A) == ((—2,1,0)) = {(=2t,£,0) : t € F'} .

Por consiguiente, el espacio vectorial Sy, (A) es de dimension uno y ya4(1) =
1. El lector puede verificar de manera analoga que los autovalores Ao = —1 y
A3 = 5 tienen la misma multiplicidad geométrica. La multiplicidad algebraica
de cada uno de estos autovalores también es uno porque pa(z) = (z — 1)(z +
1)(z — 5).

Ejemplo 8.22. Consideremos el endomorfismo ¢ : R? — R? definido como

o (x1,22) = (21 + 2, —T2) .

= 1)

Entonces,
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El polinomio caracteristico de ¢ es
1 1 10
oman((3 ) (3 )
1—x 1

= det ( 0 . )

=(1-2)(-1-2).
Por lo tanto, los autovalores de ¢ son Ay =1y Ay = —1. Ahora, los autoespacios

de ¢ son

S1(9) = {(z1,22) : d(21,22) = (21, 22)} = ((1,0)),
S_1(¢) = {(z1,22) : p(x1,72) = — (71, 72) } = ((1, -2)).

Con esto, obtenemos que

() = m(¢) =1y 7-1(¢) = p-1(¢) =1

Ejemplo 8.23. Sea

1 0
A=10 0
0 1

El polinomio caracteristico de A es

1 0 0 z 0
pa(z) = det 001 ]—-|0 =z
0 1 0 0 0

1—-2 O 0

= det 0 —x 1

0 1 -z

= (1-2)(2>-1)
= —(@z-1)’(@+1).

Por lo tanto, 1 y —1 son los autovalores de A. Los autoespacios de A son

Sl(A) = ker(IB - A) = <(1’070) ) (Oa 1, 1)> )
S_1(A) = ker(—I5 — A) = ((0,1,~1)) .

En consecuencia,

71(A) = p1(4) =2y 7-1(4) = p1(4) = 1.
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Teorema 8.24 (multiplicidades). Sea A € F' un autovalor de la matriz A €
M, «n(F). Entonces,
L<n(A4) < pa(4) <n.

Demostracion. Es claro que ambas multiplicidades deben estar entre 1 y n. Sea
Ya(A4) = k. Por definicion, el autoespacio Sy(A) tiene dimension k, asi que sea
B =b,...,b; una base de S)(A). Extendamos B a una base C = {by,...,b,}
de F™. Si A = [r] entonces la matriz A’ = [7]& debe tener la forma

. (M, M
a=(0 V)

donde O es una matriz de (n — k) x k, M es una matriz de k x (n — k) y N es
una matriz de (n — k) x (n — k). Como A y A’ son matrices similares (porque
representan al mismo endomorfismo en bases distintas), entonces:

pa(x) =pa(z)
= det(z1,, — A)

B Az — NI M
= det ( 0 el — N )

= (z — N)Fdet(zl,_ — N).

Esto demuestra que la multiplicidad algebraica A es al menos k.
O

Definicion 8.25 (defectivo, simple y semisimple). Sea A\ € F un autovalor
de la matriz A € My, x,(F).

» Decimos que X es defectivo, o defectuoso, si yA(A) < uxr(4).
= Decimos que \ es simple si yx(A4) = ua(A) = 1.
= Decimos que A es semisimple si yx(A) = ua(A) > 1.

Una matriz A es semisimple si todos sus autovalores son simples o semisimples.
En otras palabras, la matriz A es semisimple si no tiene autovalores defectivos.

Ejemplo 8.26. Sea A € M3,3(R) una matriz definida como

1 4 3
A= -2 3 5
2 20

Entonces el polinomio caracteristico es:

pa(z) =2® —42® — 5x = x(x — 5)(z + 1).
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Asi los autovalores de A son Ay = 0, Ay =5y A3 = —1, todos de multiplici-

dad algebraica 1. Por el Teorema 8.24, las multiplicidades geométricas de los

autovalores son todas 1, asi que A es semisimple. Los autoespacios de A son:
Sy, (A) = {w e R¥|w = (t,—t,t), t € R} = ((1,-1,1)),
Sy, (A) = {w € R¥|w = (13t,7t,8t), t € R} = ((13,7,8))
S>\3(A) ={we R3‘w = (t,—2t,3t), t e R} = ((1,-2,3))

(20

El polinomio caracteristico de A es

2—z 0
det( 2 2—3:)

= 2-2)2-2),

b

Ejemplo 8.27. Sea

pa(z)

por lo tanto 2 es el tnico autovalor de A con py4 (2) = 2. Ahora,

Sg(A) = {(371,.’132) : A(mhl‘g) = 2(.1’1,.’172)}
= {(w1,22) : (221,221 + 222) = (221, 222)}
={(0,z2) : 2 € R} = ((0,1)).

Asi, v2 (A) =1y pa(A) = 2. Por lo tanto, 2 es un autovalor defectivo y A no es
semisimple.

Teorema 8.28 (autovectores linealmente independientes). Sean {\1, A2,..., A}

autovalores distintos de A € My, x,(F) y {v1,...,Vy} un conjunto de vectores
en '™ tal que, para cada i, v; es un \;-autovector de A. Entonces, el conjunto
{v1,...,Vy} es linealmente independiente.

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre r. El caso r = 1 est4
claro. Supongamos que el teorema es cierto para r — 1 y demostraremos que
también es cierto para r. Consideremos una combinacion lineal

vy + -+ vy =0, (8-2)
donde «; € F. Aplicando la matriz A en ambos lados de (8.2) obtenemos

Alayvy + -+ apvye) = A0
a1Avi+ -+ a,Av. =0
AMaivy + -+ Ao ve = 0.

Multiplicando por A, ahora de ambos lados en (8.2) obtenemos

A1V + oo+ A ve = 0.
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Por lo tanto,
(>\r - )\l)alvl +---+ ()\r - Ai)aivi +---+ ()\'r - )\rfl)arflvrfl =0.

Notemos que la igualdad anterior solo involucra r — 1 vectores, asi que por
hipétesis de inducciéon (A, — A\;)a; = 0 para toda i = 1,...r — 1. Como A, #

A; por hipoétesis del teorema, tenemos que a; = 0 para toda ¢ = 1,...,r —
1. Substituyendo esto en (8.2), tenemos que «,v, = 0 asi que a, = 0. Esto
demuestra que el conjunto {vy,...,v,} es linealmente independiente. O

Corolario 8.29. Sea A € M, «,(F) una matriz con n autovalores distintos.
Entonces, existe una base de F" formada por autovectores de A.

8.2. Matrices y endomorfismos diagonalizables

Sea D € M, x»(F) una matriz diagonal, es decir, una matriz de la forma

di; 0 - 0
0 doo 0
0 )
0 0 dnn

y por lo tanto los autovalores de D son dji,dss,...,dn, (posiblemente repe-
tidos). Ademas, para toda i = 1,...,n se cumple que el autovalor d;; tiene a
e; como autovector asociado, donde e; es el i-ésimo elemento de la base ca-
noénica de F™. De este modo, la informacién de los valores y autovectores de
una matriz diagonal D se obtiene directamente de sus elementos en la diagonal.
Esto implica que la transformaciéon lineal asociada a D tiene propiedades alge-
braicas y geométricas sencillas de entender. Por ejemplo, si consideramos a D
como transformacion lineal, entonces D envia al vector canoénico e; al multiplo
d;;e;. En consecuencia, la matriz D envia los ejes coordenados en si mismos,
comprimiéndolos o estirdndolos segin el autovalor d;;.

Otro tipo de matrices relativamente sencillas de entender son las triangu-
lares superiores ya que en este caso los autovalores también coinciden con los
elementos de su diagonal. Estas matrices las trataremos con més cuidado en la
seccion 9.4.

Definicion 8.30 (matriz diagonalizable). Sea A € M, «,(F) una matriz. De-
cimos que A es diagonalizable si es similar a una matriz diagonal. Es decir, si
existe una matriz invertible P tal que D = P~'AP es una matriz diagonal.
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Lema 8.31 (autovalores de una matriz diagonalizable). Si A es similar a la
matriz diagonal D = (d;;), entonces {d1 1,...,dnn} es el conjunto de autova-
lores de A.

Demostracion. Como A es similar a D, por el Corolario 8.13, los autovalores
de las matrices A y D son exactamente los mismos. El lema queda demostrado
porque los autovalores de D son {d11,...,dnn}- O

Teorema 8.32 (matriz diagonalizable). La matriz A € M, «,(F) es diagona-
lizable si y solo si existe una base de F" formada por autovectores de A.

Demostracion.

(=) Supongamos que A es diagonalizable. Por definicion, existe una matriz
invertible P € M,,«,(F) tal que D = P~1AP, donde D es una matriz

diagonal

A0 0

0 X - 0

D= . A

: : 0

0 0 - A\,
Consideremos el conjunto de columnas de P, es decir, el conjunto B =
{Pey,...,Pe,}, donde e; es el i-ésimo vector de la base canonica de F™.

Por el Teorema Fundamental de Matrices Invertibles, B es una base de
F™. Ademas, los elementos de B son autovectores de A porque

A(Pe;) = PDP(Pe;) = PDe; = Phje; = M\i(Pe;).
Esto demuestra la primera implicacién.

(<) Supongamos que B = {vy,...,v,} es una base de F" tal que v; es un \;-
autovector de A. Sea P € M, «, la matriz cuyas columnas son los vectores
de la base B. Por el Teorema Fundamental de Matrices Invertibles, P es
invertible. Finalmente demostraremos que D := P~'AP es una matriz
diagonal. Observemos que la i-ésima columna de D es

D(ei) = P_lAP(ei) = P_lA’UZ' = P_l)\ﬂ}i = )\iP_lvi = \€e;.

Por lo tanto, cada columna de D es (0,...,\;,...,0)T, lo que demuestra
que D es diagonal.

O

Observacion 8.33. Si A € M,,«,(F) tiene n autovalores distintos A,..., Ay,
por el Teorema 8.28, existe una base de F™ formada por autovectores de A.
Por lo tanto, por el Teorema 8.32, A es diagonalizable, y de hecho es similar
a la matriz diagonal D = (d;;), con d;; = ;. En conclusion, si A € My, x,(F)
es una matriz con n autovalores distintos, entonces A es diagonalizable. Sin
embargo, esta condicién es suficiente mas no es necesaria. En otras palabras,
existen matrices con autovalores repetidos que son diagonalizables, un ejemplo
de ello es la matriz identidad. Por tal motivo es necesario dar condiciones més
precisas para determinar si A es diagonalizable.
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Teorema 8.34 (definiciones equivalentes de matriz diagonalizable). Sea A €
M, «n(F). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es diagonalizable.
(ii) Existe una base de F™ formada por autovectores de A.

(iii) F™" =Sy, (A)®---® Sy, (A), donde Ay, ..., A\ son los distintos autovalores
de A.

(iv) v, (A) + ...+ 795, (4) = n, donde Aq, ..., A son los distintos autovalores de
A

Demostracion. La equivalencia entre (i) y (ii) qued6 establecida en el Teorema
8.32. El resto de las equivalencias quedan como ejercicio. O

Una consecuencia del Teorema Fundamental del Algebra es que cualquier
polinomio p(z) € Clz] (con coeficientes en los ntimeros complejos) de grado n
puede factorizarse como p(x) = a(z—r1)™* ... (z—rg)™* donde a es el coeficiente
principal de p(x) (i.e. el coeficiente de z™), r1,...,7, € C son las distintas raices
de p(z), y n =my + - - - + my. Usaremos este hecho para demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 8.35 (matriz compleja diagonalizable). Una matriz A € M, ,,(C)
es diagonalizable si y solo si A es semisimple.

Demostracion. Recordemos que, por definicion, A es semisimple si y solo si
Ya(A) = ur(A) para todo autovalor A € C de A. Sea pa(x) € Clz] el polino-
mio caracteristico de A. Observemos que p4(x) tiene grado n y su coeficiente
principal es 1. Por el Teorema Fundamental del Algebra, tenemos que

plx) = (x —A)™ ... (z — Ap)™F,

donde A, ..., A, son los distintos autovalores de A y m; = py,(A), por definicion
de multiplicidad algebraica. Ademas, se cumple que
tx, (A) + oo 4y, (A) = n. (8.3)

Ahora demostraremos ambas implicaciones:

(=) Supongamos que A es diagonalizable. Por el Teorema 8.34, Zle T (A) =
n. Recordemos que 7y, (A4) < py, (A) para todo ;. Sin embargo, por (8.3),
tenemos que Zle ™ (4) = Zle ey, (A), lo que implica que 7y, (4) =
1, (A) para todo ;. Por lo tanto, A es semisimple.

(<) Si A es semisimple, vy, (4) = pa,(A) para todo A, y Zle T (4) =
Zle i, (A) = n. Por el Teorema 8.34, A es diagonalizable.

O

El teorema anterior no es vélido para campos donde el Teorema Funda-

mental del Algebra no se cumple (es decir, campos que no son algebraicamente
cerrados), como es el caso de R.
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Ejemplo 8.36. Sea A € M3, 3(R) una matriz definida como

A=

o = O

-1
0
0

_ o O

El polinomio caracteristico de A es
pa(z) =det(xls —A) =23 -2+ 2 —1=(z—1)(z> +1).

El tnico autovalor real de A es A\; = 1, y tenemos que vy, (A) = ux, (4) = 1. Esto
demuestra que A es semisimple. Sin embargo, A no es diagonalizable porque no
existen 3 Aj-autovectores linealmente independientes.

Por otro lado, si consideramos a A como una matriz con entradas en C,
entonces A tiene 3 autovalores distintos: Ay = 1, Aa =i y A3 = —i. Luego, en
este caso, A es semisimple y diagonalizable, de acuerdo al teorema anterior.

Palabras clave: similitud de matrices, autovalores y autovectores, polino-
mio caracteristico, autoespacio, subespacio invariante, multiplicidades geomé-
trica y algebraica de autovalores, autovalores defectivos, simples y semisimples,
matrices
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8.3. Ejercicios

Ejercicio 8.37. Demuestra que la relacién de similitud de matrices es una rela-
cion de equivalencia.

Ejercicio 8.38. Demuestra que si A = (a;,;) es una matriz triangular superior,
entonces los eigenvalores de A son los elementos de la diagonal.

Ejercicio 8.39. Encuentra los eigenvalores y eigenvectores de cada una de las
siguientes matrices. En cada caso, encuentra también las multiplicidades geo-
métrica y algebraica de cada eigenvalor, y determina si las matrices son diago-
nalizables.

1 2
1. A = 5 1
S
2. Ay = 01
_ .
3. A; = L0
[2 -3 7
4. A, =10 -2 3
|0 0 0
1 0 1
5 As=|0 1 0 |.
|1 0 1

Ejercicio 8.40. Sea A € M, ., (F). Demuestra que Sx(A) = ker(AI,, — A).

Ejercicio 8.41. Sea f un endomorfismo de R?. Determina si f es diagonalizable
en los siguientes casos.

1. f(z,y) = (bx + 3y, —6x — 4y)
2. f(z,y) = (2y,9)

3. f(z,y) = (5x — 3y, 6z + 4y)

Ejercicio 8.42. Sea ¢ : F™ — F™ un endomorfismo, y sean Aq, ..., A los auto-
valores de ¢. Demuestra lo siguiente:

1. ¢ es diagonalizable si y solo si va, (¢) + ... + 7a, (@) = n.
2. ¢ diagonalizable si y solo si F™ = Sy, (¢) @ .... ® Sx, (¢),

3. Si ¢ tiene n autovalores distintos, entonces ¢ es diagonalizable.
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Ejercicio 8.43. Sea A € M, «,(F) y sea
pA(x> =a" + an—lxn71 + an—2xn72 +--t+ax+ao
el polinomio caracteristico de A. Demuestra lo siguiente:

1. ag = (—=1)"det(A) (Sugerencia: recuerda que det(cA) = o™ det(A) para
cualquier « € C).

2. Sin =2 o0n = 3, comprueba que a,_; = —tr(A). (Esto es algo que
se cumple para cualquier n, pero es més sencillo demostrarlo usando las
herramientas del proximo capitulo).

Ejercicio 8.44. Sea A € M,,«,(C), y sean Aq,...,\, € C los autovalores de A.

Demuestra que
det(A) =M ... Ay

(Sugerencia: usa el hecho de que cualquier polinomio ménico p(z) € Clz] puede
factorizarse como p(z) = (x—r1) ... (x—7ry,), donde n = deg(p(z)) y r1,...,m €
C son las raices de p(x)).

Ejercicio 8.45. Sea D € M, «,(F) una matriz diagonal. Demuestra que todo
elemento en la diagonal determina es autovalor de D. Demuestra que los ele-
mentos {d;; }7"_; corresponden al conjunto de autovalores para D.

Ejercicio 8.46. Sea {)\;}"_; un conjunto de autovalores de A distintos entre
si. Suponga que {v;}? ; un conjunto de vectores tales que v; es un autovector
asociado a A;, para cada i = 1,...,n. Demuestra que el conjunto {v;}?_; es
linealmente independiente.

Ejercicio 8.47. Determina dos matrices no equivalentes A, B € M,,«,(F) tales
que pa(A) =ps(A)
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Forma Canonica de Jordan

En el Capitulo 8, establecimos la similitud de matrices como una relacién
de equivalencia. De esta manera, toda matriz A esta contenida en una clase de
equivalencia [A].

Ademas, establecimos condiciones para determinar si una matriz A es dia-
gonalizable. En otras palabras establecemos condiciones para determinar si la
clase [A] tiene un representante diagonal. Sin embargo, no toda matriz A es
diagonalizable, y en este caso serd necesario determinar al mejor representante
posible para la clase [A]. El Teorema de la Forma Canénica de Jordan es la
respuesta a nuestra buisqueda del mejor representante, ya que establece que to-
da matriz cuadrada con entradas complejas es similar a una matriz triangular
superior en la forma de Jordan.

Para lograr nuestro objetivo, en la Seccién 9.1. introducimos el concepto de
polinomio minimo y estudiamos sus propiedades béasicas. En particular, demos-
tramos el Teorema de Cayley-Hamilton, el cual establece que cualquier matriz
cuadrada es una raiz de su polinomio caracteristico. En la Seccién 9.2, demostra-
mos que si el polinomio caracteristico de una matriz se factoriza en polinomios
lineales, entonces dicha matriz es similar a una matriz triangular. En la Seccién
9.3, estudiamos endomorfismos nilpotentes que son todos aquellos que se anulan
después de elevarlos a alguna potencia.

En la Seccién 9.4, estudiamos matrices complejas, las cuales sabemos que
siempre son similares a una matriz triangular, ya que todo polinomio comple-
jo se factoriza en polinomios lineales (lo cual es una consecuencia del Teorema
Fundamental del Algebra). Mas atin, el Teorema de la Forma Canénica de Jor-
dan nos garantiza que esta matriz triangular tiene una forma “especial”, llamada
la forma de Jordan. Finalmente, en la Seccion 9.5., estudiamos varios casos de
matrices no diagonalizables y describimos c6mo es posible encontrar su Forma
Canoénica de Jordan.

9.1. Teorema de Cayley-Hamilton

Dada una matriz A € M,,«,(F) no cero, consideramos sus potencias

I,A A2, ... A",

155
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Estas matrices son elementos del espacio vectorial M, ., (F) el cual tiene di-
mensiéon n?. Ahora, ya que tenemos n? 4 1 elementos en un espacio vectorial de

. ., 2 . 2 n2 . .
dimensién n”, entonces la lista I, A, A=,..., A™ es linealmente dependiente, es
decir, existe una combinacién lineal

n? n?2-1 2
02 A"+ a2 A 4+ -+ asA+ a1 A+ apl =0, (9.1)

donde algunos coeficientes «; son distintos de cero. Notemos que, podria pasar
que A™ = 0 para algin m, 1 < m < n o que A™ = A®* con 1 < m,s < n.
En cualquier caso, la lista en cuestion sigue siendo linealmente dependiente (ver
Observacion 5.9).

Cabe senalar que la ecuacion (9.1) también puede ser considerada como un
polinomio en una variable, para ello sustituimos la matriz A por la variable X
y obtenemos

n? n?—1 2
@2 X" + a2 1 X + o+ X+ a1 X + ool (9.2)

De este modo el polinomio (9.2) se anula en A, debido a (9.1). Por lo tanto,
para toda matriz A € M, x,(F) existe un polinomio p(X) que se anula en A.
Esto nos lleva de manera natural a las siguientes preguntas ;Es el polinomio
(9.2) el tinico polinomio que se anula en A? En caso de existir varios polinomios
que se anulan en A ;Cuél es el polinomio de grado minimo que anula en A?
Para responder a estas preguntas, iniciamos con la siguiente definicion.

Definicion 9.1 (polinomio minimo). Sea A € M,,»,,(F) una matriz. El poli-
nomio minimo de A es el polinomio moénico de menor grado que se anula en A
y lo denotaremos como m 4 (\).

Proposicion 9.2 (existencia del polinomio minimo). Sea A € M,,«,,(F), en-
tonces el polinomio minimo de A existe y es dnico.

Demostracion. La existencia del polinomio minimo se obtiene a partir de la
existencia del polinomio (9.2) (ver, Ejercicio 9.48). Para demostrar la unicidad
del polinomio minimo, suponemos la existencia de dos polinomios minimales
para A, digamos m4(A) y na()). Al ser ambos polinomios monicos y del mismo
grado se tiene que su diferencia m4(A) — na(A) es un polinomio de grado mas
pequerio el cual se anula en A. Sin embargo, esto contradice el hecho de que
ma(A) y na(\) sean minimales. O

Proposicion 9.3 (matrices similares y sus polinomios minimos). Si
A, B € M,x,(F) son dos matrices tales que A ~ B, entonces el polinomio
minimo de A y el polinomio minimo de B coinciden.

Demostracion. Ya que A y B son similares, existe una matriz invertible P
tal que A = P~1BP. Sea mp()\) el polinomio minimal de B, entonces mp(A) =
mp(P~'BP) = P~ 'mg(B)P = 0 (ver Ejercicio 9.48). Lo anterior implica que
degma(A) < degmp(N). De manera analoga tenemos que m4(B) = 0 y por lo
tanto degmp(\) < degm4 (). En consecuencia, degmp(\) = degm4(\) y por
la unicidad del polinomio minimo concluimos que m4(A) = mp(\). O



9.1. TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON 157

Proposicion 9.4. Para cualquier matriz A € M,,«,,(F) los polinomios caracte-
ristico y minimo tienen las mismas raices salvo multiplicidades.

Demostracion. De la Proposicion 8.6 sabemos que un escalar es autovalor de
A €, y solo si, es raiz de su polinomio caracteristico. Asi, basta demostrar que
t € F es raiz del polinomio minimo si, y solo si, ¢ es autovalor de A.

(=) Sea pues t una raiz de m 4 (), es decir, m4(t) = 0. Entonces el polinomio
ma(A) tiene un factor (A —t) y por lo tanto

ma(A) = (A =1t)g(N)

siendo ¢(\) un polinomio tal que degq()\) < degma(A). Como m(\) es el
polinomio de grado més pequefio que se anula en A, tenemos que g(A) # 0,
i.e., g(A) no es la matriz cero. Entonces, existe un vector v € F" tal que
v & Ker(q(A)), equivalentemente g(A)v # 0. De esta manera, si hacemos w :=
q(A)v, tenemos las siguientes igualdades

(A—tl,)w=(A—tl,)q(A)v=ma(A)v =0,

por lo que w es un autovector de A asociado a t.

(<) Ahora suponemos que ¢ es un autovalor de A y demostraremos que ¢ es
raiz del polinomio m 4 (). Para ello veamos que como ¢ es autovalor de A, existe

un vector v no nulo tal que Av = tI,,v. Ahora, si escribimos m 4 (\) = Z?:o a;\i,

entonces ma(A4) = Z?:o a;A® obteniendo asf las siguientes igualdades:

d
ma(A)v = (Za,%l’) v,
d1:1
= ZaiAiV,
i=1

d
= <Z a,t’) *V,
i=1

= ma(t) v

Finalmente, como m4(A) = 0 es la matriz cero, entonces ma(A)v = 0y
por las igualdades anteriores m4(t) - v = 0. Ahora bien, como v es un vector
no nulo, concluimos que m4(t) = 0, lo que implica que ¢ es raiz del polinomio
minimal. (]

Nuestro siguiente paso serd mostrar que toda matriz A es raiz de su polino-
mio caracteristico.

Teorema 9.5 (Cayley-Hamilton). Sea A € M, «,(F) una matriz, Entonces el
polinomio caracteristico pa(\) se anula en A, esto es p4(A) = 0.
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Demostracion. Denotemos por pa(A) = A" + ap, (A"t + -+ + a1\ + ag al
polinomio caracteristico de A. Sea (A — A) la matriz caracteristica de A y C
la matriz adjunta de (Al — A). Por las propiedades de la adjunta (ver, Ejercicio
9.44), sabemos que
(M — A)C = |M - A|lL (9.3)
Para el siguiente paso, consideramos las entradas de la matriz caracteristica
como polinomios de grado a lo mas uno en la variable A\. De esta manera, ya
que las entradas de C se obtienen a partir de los determinantes de las menores
de (A — A), entonces las entradas de C' son polinomios de grado a lo mas n — 1
en la variable A\. Esto implica que la matriz adjunta puede ser escrita como un
polinomio en la variable A donde sus coeficientes son matrices de n x n, esto es:

C=Cra N '+ CraA" 2+ + C1A + Co.
Ahora, de la ecuacion (9.3) obtenemos
(M — A)C = (M = A)(Cr A A" L+ Cp o N2 4 4 CLA+ Cp) = [N — AT
Ya que |A — A| = pa(N), se tiene
A—=A)(Cpp A A" -Cr o N2 - 4 CiMC) = (V" an A" - drag M rag) 1

Por consiguiente, tenemos las siguientes igualdades:

_ACO = aol
Co—AC, = ail
Cl — ACQ = GQI
Crho2—AC,_1 = ap_1l
Cho1 = I

Multiplicando la primer igualdad por I, la segunda por A, la tercera por A2
y asi sucesivamente obtenemos:

—AC() = aof
AC() - A201 = alA
A201 — ASCQ = a2A2
Anilcnfg - A"Cn,l = an,lAT“l

A"Cp—y = A"
Sumando todas las igualdades obtenemos que

0=A"+a, 1 A" P+ 4+ a1 A+ aol.
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Por lo tanto pa(A) = 0, lo cual demuestra nuestra afirmacion.
d

Claramente, el polinomio caracteristico y minimal no son los tnicos po-
linomios que se anulan en la matriz A. Un ejemplo de un tal polinomio es
q(z) == ma(x) + pa(zr). Mas aun, si f,g € F|[x] son dos polinomios que se anu-
lan en A, entonces f + g,af y hf son polinomios que también se anulan en A
para cualquier escalar o € F'y cualquier polinomio h € F[z]. Sin embargo todos
los polinomios que se anulan en A tienen algo en comin, todos son multiplos
del polinomio minimal tal y como se demuestra en el siguiente resultado.!

Lema 9.6. Si f € F[x] es un polinomio que se anula en A, entonces f es de la
forma f =ma4 - h para algin polinomio h € F[X].

Demostracion. Si f es el polinomio minimo, entonces no hay nada que
probar. Asi suponemos que f es un polinomio que se anula en A y que no es un
multiplo del polinomio minimo. De esta manera, deg(f) > deg(m ). Aplicando
el algoritmo de la divisién para polinomios obtenemos que existen dos polinomios
h,r € Fz] tales que

f=ma-h+r

y deg(r) < deg(my). Para finalizar la demostracién probaremos que r = 0.
Supongamos que r # 0, en este caso como deg(r) < deg(m4), entonces r(A4) # 0.
Por otro lado,

F(A) = ma(A) - h(A) +r(4) = 0

y como los polinomios f y m 4 si se anulan en A, entonces r(A) = 0. Sin embargo,
esto es una contradiccién y con esto concluimos que la tnica opcién es r = 0.
O

9.2. Endomorfismos triangulables

Como vimos en el Capitulo 8, existen endomorfismos (matrices) que son
digonalizables y la ventaja de estos endomorfismos es que podemos describir
facilmente sus propiedades, su valores y sus vectores propios. Sin embargo, no
todo endomorfismo es diagonalizable asi que buscaremos una manera més gene-
ral de expresar los endomorfismos. De esta manera, si la matriz asociada a un
endomorfismo es triangular superior (inferior) entonces el endomorfismo puede
ser descrito de manera similar al caso de los endomorfismos diagonalizables. Asi
que nuestro siguiente paso es determinar cuando un endomorfismo puede ser
representado por una matriz triangular.

1Tsta observaciéon puede expresarse de la siguiente manera: el conjunto de polinomios que
se anulan en la matriz A determina un ideal en F[z] y ya que el anillo de polinomios en una
variable es un dominio de ideales principales, entonces estd generado por un solo polinomio
el cual resulta ser el polinomio minimal. Por esta razon, todo polinomio que se anula en A es
miltiplo de m4.
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Definicion 9.7. Decimos que un endomorfismo ¢ : V. — V es triangulable si
existe una base B de V tal que [¢]5 es triangular. Similarmente para matrices
A€ Myyn(F).

Observe que por definiciéon todo endomorfismo diagonalizable es triangulable.
Por tal situacién buscaremos un resultado general al dado para diagonalizable.
Para ello necesitaremos las siguientes consideraciones.

Proposicion 9.8. Sea ¢ : V — V un endomorfismo y U un subespacio invarian-
te de V. Entonces ¢ determina por restriccién un endomorfismo ¢y : U = U y
a su vez determina un endomorfismo oy, : V/U — V/U en el cociente.

Demostracion. El endomorfismo oy : U — U es simplemente la restriccion
de ¢ al subespacio invariante y como tal esta definido como ¢y (u) := p(u) esto
determina inmediatamente un endomorfismo. Por otra parte, el endomorfismo
oy » V/U = V/U se define de la siguiente manera: oy, ([v]) = [o(V)],
para todo [v] € V/U. Es un ejercicio para el lector verificar que ¢y, es un
endomorfismo.

O
Bajo las hipotesis de la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 9.9. Todo polinomio que se anula en ¢, también se anula en @y /.

Demostracion. Sea ¢ € F[x] un polinomio que se anula en ¢ y [v] € V/U
un vector cualquiera. Aplicando la Proposicién 9.8 se obtiene g(¢yv,v)([v]) =

[¢(¢)(v)] = [0] y, en consecuencia, el polinomio ¢ también se anula en @y ¢y
obteniendo nuestro resultado.
0

Corolario 9.10. El polinomio minimo de ¢y divide al polinomio minimo de
.

Si consideramos un endomorfismo ¢ : V. — V y un subespacio invariante U,
como en la Proposicién 9.8. Entonces es posible determinar una base B =
{V1,V2,..., Ve, Vri1,...Vn} de V, tal que By := {v1,Va,..., vy} es base para
Uy Byvjuy = {[Vr41],- .- [Vn]} una base para el espacio cociente. Asi, en térmi-

nos de la base B tenemos:
My M-
B _ U 2
wE= (Y )

donde My es una matriz r X r y corresponde a la matriz de [SOU]EZ' Para
determinar esto observe que para cada i =1,...,r se cumple

n
eu(vi) = ajivj,
j=1

con aj; = 0 si j > r. De esta manera tenemos que My = (aij);-:j:l.
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Proposicion 9.11. Sea ¢ : V — V un endomorfismo, U un subespacio inva-
riante de V' y ¢ € F[z] un polinomio. Entonces los endomorfismos ¢(pr) v q(¢)
coinciden en U.

Demostracion. Si g es un polinomio constante, entonces la ignaldad se cum-
ple trivialmente. Por lo que supondremos que ¢ es un polinomio no constante y
denotamos ¢ = Y.._, a;z". Sea u € U, entonces

g(pr) () = aipp(u) =Y aip'(u) = q(p)(w).
=0 i=0

y como u es arbitrario en U, entonces q(py) = ¢(p) en U. O
Corolario 9.12. p,(vy) = 0.
Corolario 9.13. El polinomio minimal m,,, divide al polinomio minimal m.,.

Demostracion. Por propiedad del polinomio minimo, my(¢) = 0. Asi de la
proposicion anterior m,(¢u) = my (@) = 0. Y por el Lema 9.6, m,,, divide a
M.
O
Ahora que hemos determinado algunas propiedades de los endomorfismos,
entonces determinaremos cuando un endomorfismo es triangulable, compare el
siguiente resultado con el Teorema 8.32.

Teorema 9.14. Sea ¢ : V — V un endomorfismo tal que su polinomio ca-
racteristico se factoriza en polinomios lineales. Entonces el endomorfismo ¢ es
triangulable.

Demostracion. Demostraremos el teorema mediante induccion sobre la di-
mension de V. Sidim V = 1, entonces no hay nada que demostrar pues la matriz
asociada a ¢ es 1 x 1 y por lo tanto es triangular. Ahora suponga cierto para
dimV =n — 1y probaremos para el caso dimV = n.

Como el polinomio caracteristico se factoriza mediante polinomios lineales,
entonces p,(z) = (x—A1)™ - -+ (x — As)". De esta manera, A; es un valor propio
asociado a ¢ y sea vy un vector propio asociado a A;. Defina U := (vq), de
esta manera U es un subespacio invariante y por la Proposicion 9.8, se induce
un endomorfismo ¢y, : V/U — V/U. Ahora de la Proposicién 9.9 sabemos
que p, se anula en py,y. Y aplicando el Lema 9.6 se tiene que el polinomio
minimo my,, ,, divide a p, y en consecuencia my,,, ,, se factoriza en polinomios
lineales. Ahora, de lo anterior y la Proposiciéon 9.4 tenemos que el polinomio
v v se factoriza por polinomios lineales y como dim ¢y, = n — 1 entonces
la hipotesis de induccién implica que ¢y es triangulable. Es decir, existe una

base B’ = {[v2],[vs],...,[Vn]} de V/U tal que [(pV/U]g; es triangular. Mas afin,
B := {v1,Va,...,Vvn} es una base para V y afirmamos que [¢]5 es triangular

superior. Para verificar esta afirmacion vea que si [@V/U]g = (b;;) es una matriz
triangular de (n — 1) x (n — 1), entonces

wiE=(y e )
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donde M es una submatriz de 1 x (n — 1) y O representa una submatriz de
(n—1) x 1. O

9.3. Endomorfismos nilpotentes

Como antes, U denotard un F—espacio vectorial y ¢ : U — U un endomor-
fismo. Observe que la composicién pop es nuevamente un endomorfismo de U, el
cual denotaremos por ¢?. En general tendremos que ¢” denota al endomorfismo
obtenido de la composicion

popo---0.
—_—

T—Veces

Definicion 9.15. Sea ¢ : U — U un endomorfismo, decimos que ¢ es nilpotente
si " = 0, para algin r > 0. Ademaés diremos que el indice de nilpotencia de ¢
esrsi @t £0.

Ejemplo 9.16. Si consideramos el endomorfismo ¢ : F? — F? definido por
p(z,y,2) = (y,2,0). Entonces ¢ es un endomorfismo nilpotente con indice de
nilpotencia igual a tres, esto ya que si (r,y,z) € F? cualquiera, entonces tene-
mos:

(popop)(z,y,2) = (pop)e(r,y,2)) = v(p(y,20)) = ¢(z0,0) = (0,0,0).

Ejemplo 9.17. Sea v : F'® — F3 definido por ¢(xz,y,2) = (0, 2,0). Entonces 1
es un endomorfismo nilpotente con indice de nilpotencia igual a dos, pues como
en el ejemplo anterior se tiene:

W © ’(/J)($,y,2’) = ww(ﬂ%y»z)) = w(o’zvo)) = (0,0,0).

De manera similar, si A € M,,«, es nilpotente entonces A” = 0 para algiun
r > 0. Méas ain, por las propiedades del determinante se tiene que |A| = 0.

Proposicion 9.18. Si ¢ : U — U es un endomorfismo nilpotente, entonces cero
es el Gnico autovalor para ¢.

Demostracion. Sea ¢ un endomorfismo nilpotente con indice de nilpotencia
r y suponga que t € F' es un autovalor de ¢. Entonces, existe un vector u € U
distinto de cero tal que

¢(u) = tu
y asi ¢ (u) = t™u = 0. Ello implica que t™ = 0 y por lo tanto ¢ = 0. O

Corolario 9.19. Si ¢ : U — U es un endomorfismo nilpotente con indice de
nilpotencia r, entonces el polinomio minimo de ¢ es my,(A) = A".

Demostracion. Ejercicio 9.47. O



9.3. ENDOMORFISMOS NILPOTENTES 163

Proposicion 9.20. Sea ¢ : U — U un endomorfismo nilpotente con indice de
nilpotencia r y u € U un vector tal que ¢"~!(u) # 0. Entonces el conjunto

{¢" " (w), 0" (), p(u), u},
es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. Para demostrar la afirmacién consideramos una combinacion
lineal del vector cero, digamos

ar—19" (W) + ar_2¢" (W) + -+ arp(u) + apu = 0 (9-4)
y probaremos que a; = 0, para todo¢=0,...,r — 1.
r—1

Con este fin aplicamos ¢"~ a ambos lados de la ecuacion (9.4) y obtenemos

lo siguiente:

O Har_10" (W) + ap_2p" 2 (u) + - - + arp(u) + agu = ¢"(0)

2r—2 1

Tomando en cuenta que ¢" = 0, tenemos que ¢ =7 = =" =0y
en consecuencia la ecuacién anterior queda de la siguiente manera:

ape” " (u) = 0.
Ahora, ya que ¢"~1(u) # 0, entonces ap = 0. De manera analoga, si aplicamos
©"~2 a la ecuacién (9.4) entonces podremos concluir que a; = 0. Siguiendo este
procedimiento podemos determinar que la combinacién lineal es la trivial. En
conclusion, el conjunto es linealmente independiente. O
Sea {¢""(u), " 2(u),...,p(u),u} el conjunto dado en la Proposicién 9.20,
denotaremos por W al espacio generado por este conjunto; esto es:

W= <@T_1(u)’ (pr—2(u), oy p(a),u).

El conjunto W es por construccién un subespacio p-invariante, esto es,
(W) C W. De esta manera, podemos considerar la restriccion de p a W

el cual es un endomorfismo de W (ver, Ejercicio 1) y como el conjunto 8 =

{¢" 1 (u), 9" 2(u),...,p(u),u} es una base para W, entonces dim(W) = r y
[plw]s es una matriz r x r.

Proposicion 9.21. Sea ¢ : U — U un endomorfismo nilpotente con indice de
nilpotencia r y u € U tal que "1 (u) # 0.5i 8 = {p" "1 (u), " 2(u),...,o(u),u},
y W C U es el subespacio generado por (3, entonces

01 0 O 0
00 1 0 0
0 0 0 1 0

B _
[90|W]B - 00 0 0 0
1

e
e
S
o
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Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector (ver, Ejercicio
9.50).

]

La forma que tiene la matriz [<p|W]g es conocida como bloque de Jordan,
este tipo de matrices seran estudiadas en el siguiente capitulo. Note ademas que
el vector ¢"~!(u) de la base 8 es un autovector del endomorfismo |y, (ver
Ejercicio 2).

9.4. Forma Canénica de Jordan

En esta seccién consideraremos principalmente matrices complejas, es de-
cir, elementos de M, «,(C). Como todo polinomio con coeficientes comple-
jos se factoriza en polinomios lineales (lo cual es una consecuencia del Teo-
rema Fundamental del Algebra), sabemos por el Teorema 9.14 que toda matriz
A € My, xn(C) es similar a una matriz triangular superior. En esta seccion estu-
diaremos que esta matriz triangular superior tiene de hecho una forma especial.

Definicion 9.22 (bloque de Jordan). Una matriz A € M, «,,(F') es un bloque
de Jordan si cumple las siguientes condiciones:

1. A es triangular superior.
2. Todos los elementos en la diagonal son iguales.

3. Las entradas a;;+1 (las que se encuentran sobre la diagonal superior) son
iguales a uno, i.e., a;;+1 = 1 paratodat=1,...,n— 1.

Asi una matriz de n x n en bloque de Jordan es de la forma

A1 0 -~ 00
0O x1 .- 00
00 X -~ 00
00 0 -+ X1
000 -~ 0 A

a esta matriz la denotaremos por BJ,(A).

Ejemplo 9.23. Las siguientes matrices son algunos ejemplos de bloques de Jor-
dan.

O OO W
OO W
O W= O
w = o o

11 2 10
0 0 2
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Note que la matriz identidad I,,, con n > 1, no es bloque de Jordan debido a
que las entradas a;;41 = 0.

Al considerar el bloque de Jordan

BJ2(0)=(8 é)

podemos comprobar que (BJ2(0))? es la matriz cero y por lo tanto es una ma-
triz nilpotente. En general, las matrices bloque de Jordan B.J,(0) son matrices
nilpotentes (ver, Ejercicio 9.49).

Proposicion 9.24. Si A es un bloque de Jordan de la forma B.J,()), entonces
pA(4) =ny m(4) =1

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector (ver, Ejercicio
9.51). O

Definicion 9.25 (forma de Jordan). Decimos que una matriz en M, ., (F) esta
en forma de Jordan si la diagonal est4 compuesta por bloques de Jordan y las
demés entradas son cero. Esto es, si tiene la siguiente estructura

BJTl()‘il) 0 0 - 0
0 BJ,(\y) 0 - 0
. . o . : (9.6)
0 0 0 - BJ.(\)

conn=m7ry+nre+---+rs.

Ejemplos: Las siguientes matrices se encuentran en su forma de Jordan.

1. | 0 2 0 |, los bloques de Jordan son BJy(2) y BJy(1).
0 0 1
-3 0 0 0
0 -3 0 O
2. o 0 3 1 | los bloques de Jordan son BJ;(—3), BJ1(—3) y
0 0 0 3
BJ>(3).
1 0 0 0
o1 o0 ---
3. I, = . . |, el bloque BJ;(1) aparece n veces en la dia-
0 0 O 1
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El siguiente teorema hace que la definicion de la forma de Jordan sea parti-
cularmente interesante.

Teorema 9.26 (Teorema de la Forma Canonica de Jordan). Cualquier matriz
A € My, (C) es similar a una matriz en la forma de Jordan.

Si una matriz se encuentra en su forma de Jordan, entonces la matriz es
triangular superior. Asi toda la informacién correspondiente a los autovalores,
su multiplicidad algebraica y geométrica, queda completamente determinada
por los elementos de la diagonal. El nimero de veces que aparece un mismo
valor en la diagonal indica su multiplicidad algebraica. Por otra parte el nimero
de bloques de Jordan indica el ntiimero de autovectores asociados y con ello su
multiplicidad geométrica. Esto lo haremos evidente en el siguiente resultado.

Proposicion 9.27. Sea A € M, «,(F) una matriz en forma de Jordan y su-
ponga que los bloques de Jordan de A son {BJ,, (A1), BJr,(A2),...,BJ. (As)}.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Los autovalores de A son {A;}7_;.

2. Si A\; # \; siempre que 7 # j, entonces la multiplicidad algebraica de A;
es igual a r;.

3. Si A\j; = X para todo j, entonces pur(A) =ri+---rs =ny n(4) =s.

Demostracion. (1) Ya que A se encuentra en su forma de Jordan, entonces A
es triangular superior. De esta manera, los elementos en la diagonal son {\; };_;.
(2) Esta afirmacion es una consecuencia de la Proposicion 9.24.

(3) Para probarlo note que A — AI es una matriz de Jordan tal que sus bloques
son de la forma {B.J,, (0), BJ.,(0), ..., BJ, (0)}. Ademas, v es un vector propio
de A siysolosi (A—AI)v = 0. Ahora bien, si hacemos v = (z1, ... z,), entonces

(A= A)v=(z2,...,2r,0,Zp 42, ., Ty, 0, Tpyi0,...,2p,-1,0) =0
De esta manera v es un vector propio de A si, y solo si, es de la forma
v =1(21,0,...,0,2,.,0,...,2,-1,0,...,2)

de lo cual concluimos que v»(4) = s.
U

Corolario 9.28. Si A es una matriz que esta en forma de Jordan y A es un auto-
valor de A el cual aparece en exactamente m bloques, digamos BJ,, (A), ..., BJ,, (A).
Entonces px(A) =r1+ -+ 1y y 1a(4) =m.

Por otra parte, si una matriz A no se encuentra en su forma de Jordan, es
posible calcular una matriz B tal que A ~ B y B esté en su forma de Jordan.
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Proposicion 9.29. Sea A € M, ., (F) una matriz con autovalores {\;};_,. Su-
ponga que para cada i, px,(A) = 7a(A4) ¥y >0_; 7i(A) = n. Entonces existe
una matriz C tal que CAC ! es diagonal y por lo tanto es una matriz en forma
de Jordan.

Demostracion. Suponga que py, = n;, entonces como la multiplicidad al-
gebraica y geométrica coinciden, se tiene que dim(Sy,) = n;, para cada i. Sea
{vij };’;1 una base para Sy, y por lo tanto es un conjunto linealmente indepen-
diente de vectores propios asociados a A;. Por otro lado sabemos que ¥7_,n; = n.
Por lo tanto el conjunto {V”}Z’]”:1 determina una base para F".

De esta forma, si denotamos por C' a la matriz cuyas primeras n; columnas
corresponden a los autovectores {vy; }?;1, las siguientes ny columnas correspon-
den a los autovectores {va;}72, y asi sucesivamente, i.e.,

C= (V11 Vi2: " Vip, V21 V22 Vop, Vs _1n, ; Vsl Vs2° Vsns)-

Entonces la matriz C es invertible y C~*AC' es una matriz diagonal de la forma

M, 0 0 -~ 0
0 Xln, 0 -~ 0
0 0 0 - Al

O

Observacion 9.30. Si en la Proposicion 9.29 eliminamos la hipotesis
> i1 Yni(a) = N, entonces la afirmacion seria falsa (ver, Ejemplo 8.36). Sin em-
bargo, la hipétesis sobre la multiplicidad algebraica puede ser eliminada cuando
el campo F es algebraicamente cerrado. Para ello compare la Proposiciéon 9.29
con la Proposicién 8.35.

9.5. Forma Canodnica de Jordan de Matrices No
Diagonalizables

Recordemos que una matriz compleja es diagonalizable si y solo si es semi-
simple, es decir, si no tiene autovalores defectivos. Si A es un autovalor defectivo
de A, entonces para determinar una base de S es necesario un proceso especial.
Veamos el siguiente ejemplo para explicar mejor esta situacion.

Ejemplo 9.31. Tomamos la matriz

0 1 2
A=| -5 -3 -7
1 0 0
En este caso, la matriz A tiene un tnico autovalor el cual es A = —1 y tiene

multiplicidad algebraica 3. Ahora para calcular los autovectores consideramos
la matriz caracteristica
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-1 -1 -2
(-DI—-A=| 5 2 71
-1 0 -1

Se verifica que el autovalor —1 tiene un tnico autovector linealmente indepen-
diente, digamos
-1
V= -1
-1

Asi, la multiplicidad geométrica es uno, i.e., ux(4) = 1 y de esta manera A
tiene un dnico autovalor el cual es defectivo. Esto implica que la matriz no es
diagonalizable (ver, Proposicion 8.32). En consecuencia, necesitamos un método
que nos permita determinar su forma de Jordan.

9.5.1. Un solo autovalor defectivo y un solo autovector
asociado

Del primer caso que trataremos se derivara el procedimiento para los casos
subsecuentes, por lo que deberemos poner mayor énfasis a los detalles.

En primer lugar estudiaremos el caso en que la matriz A € M, «,(C) tiene
un solo autovalor defectivo A y su espacio asociado S tiene dimensién uno.

En este caso, el polinomio caracteristico de A tiene la forma
pa(A) = (A—a)"

siendo a el tnico autovalor de A. Ademaés, ya que existe un tnico autovector
asociado tenemos que Nul(al — A) =1 y supondremos que (v) = ker(al — A).

Por otra parte, es posible demostrar que bajo estas condiciones la matriz
caracteristica al — A es nilpotente (ver, Ejercicio 9.52) y como el polinomio
minimal de A tiene los mismos factores que el polinomio caracteristico, entonces
ma(A) = (A —a)™ para algin m, con m < n. El siguiente resultado afirma que
con las condiciones descritas anteriormente se cumple que m = n.

Proposicion 9.32. Sea A € M,,»,(F) una matriz cuyo polinomio caracteris-
tico es pa(A) = (A — a)™. Suponga ademds que el autovalor a tiene un tnico
autovector asociado. Entonces el polinomio minimal de A es m4(\) = (A —a)™.

Demostracion. Dado que A tiene un solo autovector asociado al autovalor
a, entonces Nul(al — A) = 1. Por la Proposicion 6.5, rank(al — A) = n — 1.
Ahora bien, sabemos que

ker(al — A) C ker(al — A)* C ker(al — A)* C --- C ker(al — A)"

y asi Nul(al — A)™ < m para toda m tal que 1 < m < n. Ello implica que para
que (al — A)™ = 0, entonces m = n. Por lo tanto el polinomio caracteristico y
minimal coinciden. O
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Corolario 9.33. Si A € M,,«,,(F') es una matriz con un solo autovalor y un solo
autovector. Entonces la matriz caracteristica al — A es nilpotente con indice de
nilpotencia n.

Consideremos una matriz A con las hipotesis de la Proposicion 9.32. To-
mando en cuenta la Proposicion 9.20, tenemos que existe una base g de F'™ tal
que

B={(A- a[)”_l(u)7 (A— aI)”_Q(u)7 ...y, (A—al)(u),u}

y la matriz [A — al]g tiene la forma:

o o O O
o S O =
o o = O
o = o O
o o O O

)
o
O-_.
jen)
O =

y en consecuencia tenemos

a 1 0 O 0

0 a1 O 0

0 0 a 1 0
B _ _

oo 1

0 0 0 O a

Una manera de determinar la base 3 es la siguiente:

Si A es como antes y v el tinico autovector de A asociado al autovalor a.
Entonces determinamos vectores up, us,...u,_1 € F™ tales que

(A—al)uy = v,
(A — aI)u2 = Ui,
(9.8)
(A - aI)un_2 = Up-3,
(A—al)up—1 = up_o.

Asi la base buscada es

B={v,u1,uz,...up_2,up_1}. (9.9)
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Es un ejercicio verificar que la base [ cumple las propiedades deseadas, ver
Ejercicio 9.53. A los vectores up, uz,...u,_2, U, 1 obtenidos mediante el pro-
cedimiento anterior se les conoce como autovectores generalizados de v.

Ejemplo 9.34. Considere la matriz A := 2 :g ) . Entonces, el polinomio
caracteristico para A es pa(\) = (A +1)? y asi el tnico autovalor es A = —1. El

siguiente paso es determinar los autovectores asociados, para ello resolvemos el
sistema (A — (—1)I)x = 0, es decir:
dr —2y =
8r—4y =
En este caso la solucion esta dada por 4o = 2y por lo que un autovector es
vy = (1,2)%. Esto implica que tenemos un tinico autovalor defectivo y un tnico

autovector linealmente independiente. Por lo que buscaremos el autovector ge-
neralizados de v mediante la solucién del sistema:

dr —2y =
8r—4y = 2.

En este caso la soluciéon estd dada por 4z = 1 4 2y y asi un vector generali-
zado es vi1 = (3/4,1)" y la base buscada es:

() (1)

Es un ejercicio para el lector comprobar que

[A—(—l)]]ﬁ:(g (1)) Y [A]ﬁ:(_(l) 1)

Note ademas que si

entonces N 'AN = BJy(-1).

9.5.2. Un tnico autovalor defectivo

Cuando consideramos una matriz A con un solo autovalor, entonces su poli-
nomio caracteristico tiene la forma p4(A\) = (A—a)™ y si suponemos que A tiene
dos autovectores linealmente independientes, tenemos que nul(A — al) = 2. Asi
que en este caso buscaremos la base 3 en la cual matriz [A — al]?} es una matriz
de Jordan. Para ello es necesario encontrar una base adecuada para ker(A —al),
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la cual sabemos que se compone de dos vectores, y completaremos dicha base
utilizando la Proposicién 5.29.

Supongamos que {vy, vz} es una base para ker(A — al), entonces la base
buscada es de la forma:

ﬂ = {Vlvvllavl2a e 7V1n72aV2}7
donde los vectores vi1,Vi2,...,Vin_2, Son obtenidos con el procedimiento des-
crito en (9.8), esto es:
(A — G,I)V]_l = Vi,
(A — aI)V12 = Vi1,
(9.10)
(A=al)vin-3 = Vin-4,
(A—al)Vin—2 = Vin-3.
Para aclarar ideas presentamos el siguiente:
Ejemplo 9.35. Para este caso consideraremos la matriz
3 —1 1
A= 2 01
-2 1 0
Para esta matriz el polinomio caracteristico es p4(A\) = —(\ —1)3, por lo que el

unico autovalor de A es A = 1. Ahora resolvemos el sistema (A — I)x = 0 para
encontrar los autovectores, esto es:

2r—y+2z = 0
20 —y+z = 0
—2x4+y—2z = 0.

La solucién para este sistema se obtiene de resolver 2x = y — z por lo que
nul(A—1I) = 2 y obtendremos dos autovectores linealmente independientes. Dos
de los cuales son:

1 0
\= 1 Yy Vo= 1
-1 1

Nuestro siguiente paso es calcular el vector generalizado de vy, para ello necesi-
tamos una solucion del sistema no homogéneo (A — I)x = vy, a saber:

20 —y+2z = 1
2 —y+2z = 1
—2x+y—2z = -1
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Por ejemplo, una solucién es: vi; = (1,1,0)%. De esta manera nuestra base

es
1 1 0
B = I N
-1 0 1
Ademas tenemos que
010 110
[A-Ilg=( 0 0 O y [Alg=1 0 1 0
0 00 0 00

siendo esta ultima la forma canonica de Jordan asociada a A.

Observacion 9.36. Es necesario sefialar que en ocasiones el sistema (A—al)x =
v es inconsistente (no tiene solucién) y en consecuencia no es posible encontrar
el vector vi1. En este caso consideramos el vector v, para determinar la base
B, la cual tendra la forma:

B ={v1,v2,V21,Va2,...,Van_2}

y los vectores va1,Vaa,...,Van_2 se obtienen de manera similar a (9.10), esto
es, mediante las siguientes igualdades:

(A — CI,I)V21 = Vo,
(A — aI)v22 = V21,
(9.11)
(A—al)ven_3 = Von_a4,
(A - CLI)Vanz = V2n-3.

Por ultimo, podria suceder que tanto el sistema (A — al)x = vy asi como
el sistema (A — al)x = v son inconsistentes y por lo tanto es necesario buscar
una base distinta para ker(A — o).

Para fijar ideas consideramos el caso n = 3 con A — al nilpotente con indice
de nilpotencia dos. Suponga ademas que los autovectores obtenidos son {vq,va}
y que los sistemas (A + I)x =v1 y (A4 I)x = v son inconsistentes.

Ahora, como mencionamos anteriormente en este caso es necesario conside-
rar una nueva base para ker(A + I). En este caso la estrategia es la siguiente:

Recordando la Proposicion 9.32, la base la obtenemos considerando las ecua-
ciones (9.10), vea también (9.11). En este caso el primer sistema que debemos
considerar es:

(A-i—I)X:Olel 4+ agva, a; € F.
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Los escalares a; y as los tomaremos tales que el sistema sea consistente. En-
tonces, obtenemos el vector u tal que

(A4+Du=a1vy1 + agva,

y la base buscada es:
B :={a1v1 + azva,u, vi}

donde v; es alguno de los autovectores iniciales, elegido de tal manera que (8 sea
base. Ademés la forma canénica de Jordan asociada a A es

Q@ O O

1
a
0

o o e

En general lo que buscamos es un vector u € ker(A + I)? \ ker(A+ 1), y la
base es 8 = {(A+1)(u), u, v;} con v; linealmente independiente a (A+1)(u) y u.

Ejemplo 9.37. Tomamos la matriz

-1 -3 -9
A= o 5 18
0 -2 -7

Para esta matriz tenemos pa(\) = —(A+ 1) y ma(\) = (A +1)? y por tal
motivo A+ I es nilpotente con indice de nilpotencia 2. Ademés A+ I es tal que
ker(A+1)?2=F3yker(A+1)=5_1.

Al calcular los autovectores de A obtenemos que A = —1 es un autovalor de
multiplicidad geométrica 2 y multiplicidad algebraica 3.

Los autovectores obtenidos son:

1 0
Vi = 0 ) V2 = -3 )
0 1

y para estos vectores los sistemas (A + I)x = vy y (A + I)x = va son inconsis-
tentes, tal como lo puede verificar el lector.

Procederemos en consecuencia a resolver el sistema (A4 1)x = a;vy +aava,
para «; € F. Esto es,

—3y—92 = o
6y + 18z = —3as
—2y—6z = a9
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y para que este sistema sea consistente es necesario que se cumpla —2a; =
—3as, por lo que tomamos a; = 3 y as = 2. De esta manera, la ecuacién a
resolver es —3y — 9z = 3 de la cual obtenemos que

349z
T

En consecuencia, un vector soluciéon del sistema es

el cual es el vector generalizado correspondiente al vector 3vy +2va = (—3,6,2)¢,
la base buscada es:

3 0 1
ﬁ = 76 5 74 B O
2 1 0

-1 1 0
0 -1 0
0 0 —1

A continuacién veremos el procedimiento a seguir para el caso general, esto
es: A tiene varios autovalores defectivos.

9.5.3. Varios autovalores defectivos

En el caso general, contamos con una matriz A € M,,«,(F) con s autovalo-
res distintos por lo que el polinomio caracteristico es de la forma

palN) = (=)™ (A= a)"™ - (A= a,)™

con ny +ng + -+ -+ ngs = n. Por otra parte, ya que el polinomio minimo y el po-
linomio caracteristico tiene los mismos factores, entonces el polinomio minimo
tiene la siguiente forma:

ma(A) = (A —a1)™ (A — az)™ - (A — as)"™.

Utilizando lo anterior tenemos una manera expresar la matriz A como una
matriz diagonal por bloques, tal que para cada autovalor a; se tiene un bloque
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de la forma

BJtl (a’i) 0 0 0
0 BJ,(a;) 0 0
MJ(a;) = 0 0 BJ, (a;) 0
: : : - 0
0 0 0 -+ B, (a;)
donde t; =ry y to,t3,...,ts, <7;conty+ta+---+t;, = n;. Ademas se cumple

que en la base 3 la matriz A se describe como:

MJ(a) 0 0 0
0 MJ) 0 0
[A]p = 0 0 MJ(a3) 0 (9.12)
: : : 0
0 0 0 MJ(ay)

En general se cumple el siguiente resultado

Teorema 9.38. Sea A € M,,x,(F) una matriz tal que

pa(A) = (A=a)" (A =az)™ - (A —a5)™

ma(A)=A—a) (A—az)™? - (A—as)™.
Entonces A tiene una matriz canénica de Jordan asociada de la forma (9.12).
Para fijar ideas consideraremos el siguiente par de ejemplos:

Ejemplo 9.39. En este ejemplo trabajaremos con una matriz con dos autova-
lores distintos y ambos defectivos. En este caso tratamos cada valor defectivo
como en el procedimiento 9.10.

Tomamos la matriz A dada por

3 -2 4
2 -4 14
1 -3 9

y determinemos su Forma Canoénica de Jordan asociada. Para ello, el primer
paso serd calcular los autovalores. Con este fin tenemos que

3—A -2 4
A—A = 2 —4-X 14
1 -3 9—-A
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Por lo que el polinomio caracteristico es: pa(\) = —(A—2)(A—3)2. Es un ejerci-
cio para el lector comprobar que m 4 = (A—2)(A—3)2. De lo anterior vemos que
los autovalores de la matriz son A\; = 2 y Ay = 3, este tltimo con multiplicada
algebraica dos. Ademéas del polinomio minimal observamos que la Forma Cané-
nica de Jordan Asociada a la matriz A tiene un bloque de la forma BJ;(3) y un
bloque del a forma BJ5(3). Teniendo de esta manera que la matriz de Jordan es:

2 00
J=10 3 1
0 0 3

A continuacién verificaremos esta afirmacion calculando los autovectores y
la base 8 correspondiente.

Primero consideramos \; = 2

1 -2 4
A-2I=| 2 -6 14
1 -3 7
y el sistema de ecuaciones obtenido es:
r—2y+42 = 0
20 —6y+142z = 0
r—3y+7z = 0

obteniendo como solucion al vector vi = (2,3,1)".

Ahora realizamos el mismo procedimiento para el autovalor Ay = 3. Consi-
deramos la matriz

0 -2 4
A—-3I= 2 -7 14
1 -3 6
de donde el sistema de ecuaciones es:
—2y+42 = 0
20 — Ty + 14z =
rT—3y+6z =

y la solucién obtenida es va = (0,2, 1)!. Note que este autovalor es defectivo y en
consecuencia la matriz A no es diagonalizable. El siguiente paso es determinar
el vector generalizado correspondiente y con ello la matriz de Jordan asociada.
Para ello seguimos el procedimiento dado en (9.10), es decir resolveremos el
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sistema (A — 3I)vg g = vo explicitamente tendremos:

0 -2 4 T 0
2 -7 14 y | =1 2
1 -3 6 z 1

De donde la solucién es va g = (1,2,1)" el cual es el autovector generalizado
para A\ = 3. Por lo tanto, la base

2 0 1
8= 31,02 ). 2
1 1 1
es tal que
2 00
A= 0 3 1
0 0 3

la cual es la matriz de Jordan asociada a A.

Ejemplo 9.40. Para A dada por

SO OO
SO oD
OO =N
O == O
N e = =]

se cumple que pa(A) = (A — 2)2(A — 4)3. Por otro lado, se verifica que
ma(A) =pa(N) y asi la matriz de Jordan Asociada a A tiene un bloque BJ3(2)
y BJs(4). En consecuencia, la matriz de Jordan es

21 0 00
0 2 000
J=10 0 4 1 0
0 0 0 41
0 0 0 0 4

Para verificar la informacién tendremos que calcular los valores y autovectores.
Para A\; = 2 tenemos

A-2]=

OO O oo
OO OO
OO NN
ON = = O
N = O OO
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El sistema obtenido es:

y—z =
22+ Kk =
224+ Kk =
264w =

o o o o o

w =

Siendo una solucién v; = (1,0,0,0,0)". El siguiente paso es calcular el vector
generalizado para v;. Para ello seguimos el procedimiento dado en (9.10). Esto
es, resolvemos el sistema (A — 2I)x = vy el cual es

Yy—z 1
2z4+Kk = 0
2z4+Kk = 0
2k+w = 0
w = 0,
y donde una solucién es vi2 = (1,1,0,0,0).
Ahora para el autovalor Ay = 4 se tiene
-2 1 1 0 0
0O -2 2 1 0
A—4I = o 0 01 0],
0O 0 0 01
0 0 0 0O
y el sistema asociado es:
—2z4+y+z = 0
—2y+2z24+4Kk = 0
Kk =0
w 0

obteniendo como solucién ve = (1,1,1,0,0)%.
De este modo, es necesario determinar los distintos autovectores generaliza-
dos para vy y para ello utilizaremos el procedimiento dado en (9.10). Es decir,
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vamos a resolver (A —4I)vay = va, (A —4l)vas = va1, (A —4I)vag = vaa. Y
asi la base seria.
B= {Vl,V11,V27V217V22}

Entonces resolvemos el sistema (A — 4I)x = va, esto es

—2r4+y+z =
—2y+2z+k

K =

O = =

w

y la solucion al sistema es: va; = (1,1,1,1,0)%, este es nuestro primer vector
generalizado para vs.

El siguiente paso es resolver el sistema (A — 41)x = va71. Obteniendo el
sistema

—2r4+y+z =
—2y+2z+k

K =

|
[ T

w
y la soluci6n al sistema es: vag = (1,1,1,1,1)%.
Corolario 9.41. Sea A € M,,«,(F) una matriz tal que

Pa(A) = (A —a1)" (A —ag)™ - (A —as)"™

ma(A)=A—ar)(A—az) - (A —as).
Entonces A es diagonalizable.
A continuacion mostramos un ejemplo de este caso.

Ejemplo 9.42. Tomemos a A como la matriz definida por

3 -1 -1
A= 1 1 -1
1 -1 1

Para este caso el polinomio caracteristico es: p4a(A) = (A — 1)(A — 2)?, por
lo que los autovalores son: a; = 1 y a2 = 2 de multiplicidad algebraica 1 y dos
respectivamente. Por otro lado su polinomio minimal es: m4(A) = (A—1)(A—2).
Asi, por lo descrito anteriormente tendremos que la forma Canoénica de Jordan
J asociada a la matriz A tiene un bloque del tipo B.J;(1) y un bloque de tipo
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BJ1(2) ademéas de tener un tercer bloque de la forma BJ;(2) con ¢t < 1. En
conclusion J es diagonal, tal y como comprobaremos a continuaciéon. Para ello
determinaremos los autovectores asociados:

Para A = 1 tendremos que

2 -1 -1
A-T=1]1 0 -1
1 -1 0
obteniendo el sistema
2r—y—2z2 = 0
r—z = 0
z—y =0
y donde una solucién es:
1
v = 1
1

Ahora consideramos el autovalor A = 2 y tendremos:

1 -1 -1
A-2I=| 1 -1 -1
1 -1 -1
y el sistema correspondiente es:
r—y—2=0
por lo que la solucién es:
T y+z 1 1
Y = Y =yl 1 +z| O
z z 0 1

En consecuencia, los autovectores obtenidos determinan una base y asi la ma-
triz es diagonalizable tal y como se habia establecido. Ademés se tiene que si
definimos como NN a la matriz cuyas columnas corresponden a los autovectores

1 1 1
N = 1 1 0
1 0 1
Entonces se cumple la siguiente igualdad
J=N"1AN,

donde

<

Il
OO =
o N O
N OO
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9.5.4. Forma Canoénica de Jordan para endomorfismos

Consideremos ¢ : U — U un endomorfismo para un espacio vectorial U
sobre F'. Suponga que U es n- dimensional. Sea o = {uy,uga,...,u,} una base
para U, entonces el endomorfismo ¢ tiene una matriz asociada [¢].

Ahora bien, si hacemos A := [¢]% entonces definimos p,(A) = pa(A). Note
que el polinomio caracteristico del endomorfismo ¢ no depende de la base de la
matriz asociada A y por lo tanto no depende de la base 3, vea Ejercicio 9.54.

De manera similar definimos los autovalores asociados al endomorfismo ¢
como las raices del polinomio caracteristico de p4(A). Similarmente, si Ay es
autovalor para ¢ entonces u € U es un autovector para ¢ asociado a Ay si
(¢—Aoldy)u = 0. Mas atn, u es un autovector de ¢ si ([p]& —AoI)[u]s = 0. Por
tal motivo el estudio realizado para el caso de las matrices, aplica similarmente
para cualquier endomorfismo .

Ejemplo 9.43. Sea ¢ : R?* — R? un endomorfismo definido por
(P(x, Y, Z) = (7y7 dz + 4ya 32)

Determinaremos los valores y autovectores asociados a ¢ asi como una base (8
para R? tal que [go]g es una matriz en Forma Canénica de Jordan.

Primero, observamos que

0 40
ple=1 -1 4 0
0 0 3
Entonces p,(A) = —(A — 2)%(X — 3). Calculemos los autovectores asociados.
Para Ay =2
-2 4 0
(ple=20)=|{ -1 2 0
0 01
obteniendo el sistema
—2zx4+4y = 0
—r+2y = 0
z = 0

y lasolucion es (z,y, 2) = (2y,y, 2)t y asi v1 = (2,1,0)%. Por lo tanto el autovalor
A1 = 2 es defectivo y buscamos su autovalor generalizado. Para ello resolvemos
—2x+4y = 2
—r+2y = 1

z = 0
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de lo cual v11 = (3,2,0)".

Ahora hacemos lo correspondiente con Ay = 3

-3 4 0
(lgle =3)=1 -1 1.0
0 0 O
y el sistema a resolver es
—3x+4y = 0
-z+y = 0.

A partir del sistema vemos que la solucion es (0,0, z) por lo que vo = (0,0, 1).
En conclusién, la forma canénica de Jordan asociada a ¢ es

2 1 0
wWi=[0 2 0
0 0 3
donde la base es
2 3 0
B = 1|, 21,0
0 0 1

Por otra parte, de la forma canénica de Jordan obtenida podemos concluir que
el polinomio minimal asociado a ¢ es

me(A) = —pe(A) = (A = 2)*(A = 3)

tal y como el lector puede verificarlo directamente.

Palabras clave: polinomio minimo, teorema de Cayley-Hamilton, endo-
morfismo triangulable, endomorfismo nilpotente, bloque de Jordan, forma cand-
nica de Jordan.
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9.6. Ejercicios

Ejercicio 9.44. Demuestra que si A € M, x,(F) y Adj(A) denota la matriz
adjunta asociada a la matriz A, entonces demuestre que (A)Adj(A) = |A|I.

Ejercicio 9.45. Sea q(x) € Flz] y A,B € Myxn(F) dos matrices similares,
es decir A = C~!'BC para una matriz invertible C. Demuestre que gq(A4) =
C~1¢(B)C.

Ejercicio 9.46. Demuestre que si 8 = {¢" " 1(u), 9" %(u),...,p(u),u} es la ba-
se dada en la Proposicion 9.20 y W el subespacio vectorial generado por f.
Entonces demuestra que:

1. La restriccién de ¢ al subespacio vectorial W es un endomorfismo de W.

2. El vector ¢"~!(u) es un autovector del endomorfismo |y .

Ejercicio 9.47. Demuestra que si ¢ : U — U es un endomorfismo nilpotente
con indice de nilpotencia r, entonces my,(A) = A".

Ejercicio 9.48. Dada la existencia del polinomio 9.2 demuestra que existe un
polinomio de grado minimo que se anula en A.

Ejercicio 9.49. Demuestra que el bloque de Jordan BJ,(0) es una matriz nil-
potente.

Ejercicio 9.50. Demuestra la Proposicion 9.21.
Ejercicio 9.51. Demuestra la Proposicion 9.24.

Ejercicio 9.52. Demuestra que si A € M, (F) tiene un tnico autovalor a,
entonces al — A es nilpotente.

Ejercicio 9.53. Demuestre que con la base 8 obtenida en la Ecuacién 9.9 la

matriz [A]g corresponde a la matriz de la Ecuacién 9.7.

Ejercicio 9.54.

Sea ¢ : U — U un endomorfismo para un espacio vectorial U sobre F. Suponga
que U es n- dimensional. Sean a y o’ dos bases para U. Demuestra que el
polinomio caracteristico para ¢ no depende de la base elegida.

Ejercicio 9.55. Sean A, B € M, «x,(F) dos matrices similares, es decir A =
N~'BN para alguna matriz invertible N. Demuestra que A™ = N~!B™N.

Ejercicio 9.56. Demuestra que si A ~ B, entonces ma(A) = mp(A). Ayuda:
Utiliza el hecho de que pa(A) = pp(\) y que el polinomio minimo divide al
polinomio caracteristico, ademés del Ejercicio 9.55 .
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Ejercicio 9.57. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo F'.
Demuestra que un operador T : V' — V es invertible si, y solo si, no tiene a
A = 0 como valor propio asociado. Concluye que el polinomio caracteristico de
T tiene término constante distinto de cero.

Ejercicio 9.58. Demuestra que si B una matriz invertible entonces B! se pue-
de escribir como un polinomio en términos de B. Ayuda: Utiliza el Ejercicio 9.57
y el Teorema de Cayley Hamilton.

Ejercicio 9.59. Sean a,b, ¢ € R tales que a # c. Determina los valores de b para
los cuales la siguiente matriz es diagonalizable.

(3 ¢)

Ejercicio 9.60. Sea A la matriz definida por

1 -1 0
-1 2 -1
0 -1 1

Calcula lo siguiente:
1. Polinomio caracteristico.
2. Polinomio minimal.

3. Encuentra una matriz invertible tal que N~'AN sea diagonal.

Ejercicio 9.61.

-1 -3 -9
Sea A = 0 5 18
0o -2 -7

1. Determina la forma canénica de Jordan de la matriz.

2. Describe el procedimiento que debes seguir para calcular la matriz inver-
tible M tal que MAM ' =J

3. Calcula la matriz M mencionada en el inciso anterior.



Introduccion a la Teoria de Codigos

La teoria de codigos es el estudio de métodos matematicos para la transmi-
sion de datos de forma eficiente y confiable. Se relaciona con disciplinas como la
teorfa de la informacién, las matematicas puras, la ingenieria electrénica y las
ciencias computacionales, y algunos de sus usos principales son la compresion
de datos, criptografia, correcciéon de errores y, recientemente, codigos en red.

El escenario abstracto consiste en un emisor que envia un mensaje a un
receptor. Debido a que en cualquier canal de transmisién existe la posibilidad
de el mensaje sea distorsionado (por efectos externos), el objetivo es disefiar un
método que permita detectar o corregir los errores en la transmisién. Llamamos
rutdo la distorsién que altera al mensaje en el canal de transmisién.

Un codificador es una funcién que anade redundancia a los mensajes. Un
mensaje con redundancia se llama palabra cédigo, y la coleccién de todas éstas
es el codigo. El procesador de errores es el que se encarga de analizar las palabras
c6digo para detectar las alteraciones.

Inspirados en la comunicacién digital moderna, podemos suponer que el men-
saje a transmitir es una cadena de bits, es decir, una cadena de ceros y unos. La
transmisién de cddigos en bloque, consiste en dividir los mensajes en subcade-
nas de bits de longitud fija, las cuales son llamadas los blogues del mensaje. El
codificador anade bits de redundancia a cada uno de estos bloques, los cuales
son transmitidos y analizados independientemente por el procesador de errores.

10.1. Definiciones basicas

Definicion 10.1 (codigo lineal binario). Un cddigo lineal binario es un subes-
pacio del espacio vectorial Z5.

Como en este capitulo el campo subyacente de nuestros espacios vectoriales
serd Zs, los tnicos escalares son 0 y 1, por lo que la multiplicacién escalar es
una operacién trivial:

Ov=0, y lv=wv, YvelZj.

185
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Por lo tanto, la Definiciéon 10.1 puede reformularse de la siguiente manera: un
codigo lineal binario es un subconjunto C C Z¥ tal que:

para cualquier wy,ws € C, la suma w; + wo también pertenece a C.

A los elementos de C se les llama palabras cédigo. En estas notas usamos
simplemente la palabra cédigo para referirnos a un c6digo lineal binario.

Ejemplo 10.2. Sea C = {(0,0,0),(1,1,1)} C Z3. Es facil verificar que C es un
subespacio:

(0,0,0) + (0,0,0) = (0,0,0) € C,
(0,0,0) +(1,1,1) = (1,1,1) € C,
(1,1,1) +(1,1,1) = (0,0,0) € C.

Por lo tanto, C es un coédigo.

Ejemplo 10.3. Sea C = {(0,0,0),(1,1,1),(1,0,0)} C Z3. En este caso,
(1,1,1) + (1,0,0) = (0,1,1) & C.

Por lo tanto, C no es un codigo.

Ejemplo 10.4. Sea C el subconjunto de Zj de todos los vectores que tienen un
numero par de unos. Explicitamente:

C —_— (07070)0)7 (171)070)7 (]‘,07170)7 (]‘70707]‘)7
N (0717170)7 (071’071)7 (0?07171)7 (]‘717171)

Aunque es bastante laborioso, es posible demostrar con céalculos directos que C
es un subespacio: es necesario comprobar que wi+ws € C para toda wy,ws € C.
En general, el subconjunto de todos los vectores de Z3 que tienen un nimero
par de unos es un cédigo; demostrar esto se deja como ejercicio.

Definicion 10.5 (Longitud, rango y tasa). Sea C C Z% un cédigo.
1. La longitud de C es la dimensiéon de Z7.
2. El rango de C es la dimensién de C.
3. La tasa de C es la razon del rango entre la longitud de C.

Ejemplo 10.6. Sea C = {(0,0,0),(1,1,1)} C Z3. La longitud de C es 3 =
dim(Z3). Debido a que {(1,1,1)} es una base de C, el rango de C es 1 = dim(C).
Por lo tanto, la tasa de C es 3.

Ejemplo 10.7. Sea C el subconjunto de Z3 de todos los vectores que tienen un
ntimero par de unos. La longitud de C es 4 = dim(Z3). Demostraremos que

B ={(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}
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es una base de C comprobando primero que todo vector distinto de cero en C
puede escribirse como la suma de vectores en B:

+(0,1,0,1), (1,

1 (0,0
, (0, 0,0
0

+
+ (0,
+(0,1,0,1) + (0,0,1,1).
Ademas, el conjunto B es linealmente independiente porque si

a1(1,0,0,1) + a2(0,1,0,1) + a3(0,0,1,1) = (0,0, 0,0),
entonces a; = 0, as = 0 y ag = 0. Esto demuestra que el rango de C es
3 =dim(C), y, por lo tanto, la tasa de C es 3.

10.2. Matrices generadoras y verificadoras

Definicion 10.8 (matriz generadora). Sea C un c6digo de longitud n y rango
k. La matriz de n x k definida como

T 1 T
G = by by ... bi
Lol 3

donde las columnas {by, by, ..., by} forman una base de C, se llama matriz gene-
radora de C. La matriz generadora de C representa una transformacion lineal

Tg: 25 — 77
cuya imagen coincide con C.

Sea C un codigo de longitud n y rango k. Por definicién, una matriz ge-
neradora de C es una matriz G de n X k cuyas columnas son una base de C.
Decimos que G esta en forma estandar si sus primeros k renglones son la base

canénica de Z5; es decir,
_( Ik
o= (i)

donde I es la matriz identidad de k x k' y M es una matriz de (n — k) x k.

Recordemos que una matriz generadora G de C representa una transforma-
ci6n lineal Z5 — Z%, donde n y k son la longitud y el rango de C, respectiva-
mente. Esta situacion se puede interpretar de la siguiente forma. Supongamos
que los vectores de Z& son mensajes que queremos transmitir. Decimos que
codificamos un mensaje v € Z5 al multiplicarlo por la matriz generadora G.
Observemos que el vector Gv resultante de la multiplicacién es una palabra
codigo de C.

Y

Y

1
1

)

b

1
1

);
);
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Observacion 10.9. Los vectores mensaje tienen k coordenadas porque son ele-
mentos de Z& mientras que las palabras c6digo tienen n coordenadas porque son
elementos de C C Z5. A las n — k coordenadas extra en cada palabra cédigo las
llamamos bits de redundancia.

Ejemplo 10.10 (Triple Repeticion). Consideremos el codigo C = {(0,0,0), (1,1,1)}
de longitud n = 3 y rango k = 1. Como {(1,1,1)} es la unica base de C, la
matriz generadora de C es

Esta matriz representa una transformacién lineal Zo — Z3. En esta situacion,
los vectores mensaje son elementos de Zs = {0,1} (cada vector tiene s6lo una
coordenada). A continuacion codificamos los posibles mensajes:

1 1
1 ()= 1 ]ecC
1 1
1 0
1 ](0=1] 0 ]eC.
1 0

Observemos que cada mensaje se codifica como una palabra cédigo haciendo la
triple repeticion del contenido del mensaje.

Ejemplo 10.11 (Bit de Paridad). Sea C el subconjunto de Zj3 de todos los vec-
tores que tienen un ntimero par de unos. Recordemos que

B ={(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}

es una base de C. Por lo tanto, una matriz generadora de C es

_ o O =
— O~ O
_ -0 O

De hecho, G esta en su forma estandar porque los primeros 3 renglones forman
a la matriz identidad. Debido a que C tiene rango k = 3, los vectores mensaje
son elementos de Z3. Ilustramos c6mo se codifican algunos mensajes con los
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siguientes ejemplos:

100 ) 1
010 e
00 1 0 o’
|11 1 0
(1007, 0
010 Lot
00 1 0 0’
|11 1| 1
1007, 1
010 L)t
00 1 . 1
|11 1 1

En general, cualquier mensaje (21,2, 73) € Z3 se codifica como

1 0 0 T
01 0 T\ 2
00 1 iQ - 3
1 1 1 3 1+ X9 + 3

Como podemos observar, las palabra cédigo correspondiente a un mensaje es
igual al mensaje més un bit de redundancia (que toma valor igual a la suma
de las coordenadas) al que llamamos el bit de paridad. En esencia, el bit de
paridad es 0 o 1 dependiendo si el mensaje tiene un nimero par o impar de
unos, respectivamente.

Definicion 10.12 (Matriz Verificadora). Sea C un codigo de longitud n y ran-
go k. Una matriz verificadora, o de comprobacion, de C es una matriz H de
(n — k) x n con la siguiente propiedad:

Hw=0 siysolosi we C.

Una matriz verificadora tiene la forma estandar si sus ultimas (n — k) columnas
son la base canonica de Z5 ",

Observacion 10.13. Una matriz verificadora H define una transformacién li-
neal

H:75 — 757k,

cuyo kernel coincide con C; es decir, ker (H) = C.
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Teorema 10.14 (Relacion con la matriz generadora estandar). Sea C un c6-
digo de longitud n y rango k. La matriz

o-(4)

es una matriz generadora estandar de C si y sélo si
H=(M I,y)
es una matriz verificadora estandar de C.

Ejemplo 10.15 (Bit de paridad). Sea C el subconjunto de Z3 de todos los vec-
tores que tienen un ntmero par de unos y consideremos su matriz generadora
estandar

— o O
o = o
_ = O O

En este caso, M es la siguiente matriz de 1 x 3:
M=[111].

Por lo tanto, la matriz verificadora de C es
H=[1111],

yva que en este caso I,,_j es la matriz identidad de 1 x 1. Observemos que, para
cualquier (xq, 2, z3,24) € Z5 tenemos que

T T
[1111]] ™ | =@ +22+as+24)=0siysslosi | 2 |ecC,

3 3

T4 T4

va que la suma z1 + x2 + x3 + x4 es cero si y sblo si (x1, e, x3,24) tiene un
namero par de unos.

10.3. Detecciéon y correcciéon de errores

Definicion 10.16 (Peso). Si v € ZJ es cualquier vector, el peso, denotado como
|v], es el nimero de unos en las coordenadas de v.

Ejemplo 10.17. Consideremos el peso de los siguientes vectores:
1. [(0,0,0,0)| = 0.
2. (1,0,1,1,0,0)| = 3.
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3. 1(1,1,1)] = 3.
4. 1(0,0,1,0,0,0,1)| = 2.

Definicion 10.18 (Distancia de Hamming). Sean v y v dos vectores de Z%. La
distancia de Hamming entre u y v se define como el peso de la suma u + v; en
simbolos:

d(u,v) = |u+v|.

Ejemplo 10.19. Si v = (1,1,0) y v = (1,0, 1), entonces
d(u,0) = [u+ o] = | (1,1,0) + (1,0,1) | = (0,1, 1) = 2.

Teorema 10.20 (Distancia de Hamming). La distancia de Hamming cumple
las siguientes propiedades para toda u,v,w € Zj:

(1) Es no negativa: d(u,v) > 0, con igualdad si y solo si u = v.

(2) Es simétrica: d (u,v) = d (v, u).

(3) Cumple la desigualdad del triangulo: d (u,v) < d (u,w) + d (w, v).
Demostracion.

(1) El ntimero de unos de en u+v es una cantidad no negativa, asi que d(u,v) =
|u+v| > 0. Ademas,

d(u,v) =0 < u+wvnotieneunos < u4+v=0 < u=o.

(2) Esa propiedad se deduce de la conmutatividad de la suma de vectores:

d(u,v) = Ju+v| = v+ u| = d(v,u).

(3) Supongamos que u = (U1,...,Up), v = (V1,...,0n) ¥y w = (W1,...,w,).
Observemos que d(u,v) es igual al nimero de coordenadas donde u y v
difieren. Esto lo escribimos formalmente como

d(u,v) = |{i: u; £ v}

Como {i : u; # v;} es la union disjunta de {i : w; # vy u; # wi}y
{i:u; #v; y u; =w;}, tenemos que

dlu,v) = {iu; Zviy ug 2w+ {i:w vy ug = wi}].
Ahora,
s £ oy s £ wi}] < 1w £ i = d(w, w),
{i:u; vy uy =wi}| < |[{i:w; # v} =d(w,v).

Por lo tanto, d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
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O
Sea C C Zy un codigo. Cuando se transmite una palabra cédigo w € C a
través de un canal, y se produce un error en el i-ésimo bit, el vector que se
recibe es
w =w+e; €LY
donde e; = (0,...,0,1,0,...,0). Observemos que la distancia entre w y w’ es
d(w,w') = |w+w'| = |w+w+ e =|0+¢] = |e;]| = 1.

Similarmente, podemos demostrar que si se producen dos errores en bits distin-
tos, la distancia entre la palabra cédigo enviada y el vector recibido serd 2. En
general, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 10.21. Sea C C Z7 un codigo. Supongamos que se transmite una
palabra codigo w € C a través de un canal, y se producen ¢t € N errores en bits
distintos. Entonces, la distancia entre w y el vector que se recibe w’ es igual a t.

De acuerdo a estas observaciones, un co6digo serd més eficiente para detectar
errores si sus palabras codigo se encuentran lejanas entre si. Por ejemplo, si dos
palabras codigo v, w € C tienen distancia 1, basta con que se cometa un sélo
error en el bit adecuado para que se transmita w y se reciba v; en esta situacién,
es imposible que el destinatario identifique si se ha producido un error o no, ya
que podria pensarse que se tansmitié correctamente la palabra codigo v.

Estas consideraciones sobre la distancia entre palabras c6digo nos lleva a la
siguiente definicién.

Definicion 10.22 (Distancia Minima). Definimos la distancia minima de un c6-
digo C como
d(C) =min{d (v,w) : v,w € C,v # w}.

En general, mientras méas grande sea la distancia minima de un c6digo, mayor
serd su capacidad para detectar errores. El siguiente teorema proporciona una
forma equivalente y mas sencilla de calcular la distancia minima de un cédigo.

Teorema 10.23 (Distancia Minima). Sea C un codigo. La distancia minima de
C es igual a su peso minimo:

d(C):ml’n{|v|:vEC,v7é6}.

Ejemplo 10.24 (Triple repeticion). La distancia minima del codigo C = {(0,0,0), (1,1,1)}
€es

a(C) =min {jo] :v € C,v £ 0} = mind|(1,1,1)[} = |(1,1,1)| = 3.

Ejemplo 10.25 (Bit de paridad). Sea C el subconjunto de Zj3 de todos los vec-
tores que tienen un nimero par de unos (es decir, el conjunto de vectores en Z3
con peso par). Entonces,

C p— (070’070)’ (1717070)’ (1707170)’ (1707071)7
N (07]‘7]‘70)7 (07]‘7071)7 (0707171)’ (1717171)
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Por inspeccién, vemos que el peso minimo de una palabra cédigo distinta de
cero es 2. Por lo tanto,
d(C)=2.

Ahora estudiaremos dos teoremas sobre la deteccion y correcciéon de errores.

Teorema 10.26 (Deteccion de Errores). Sea C un codigo. Existe un procesa-
dor de errores para C que detecte todos los errores en ¢ € N bits distintos si y
solosid(C) >t+1.

Demostracion. Si d (C) > t + 1, entonces el siguiente detector de errores D
puede detectar todos los errores en t bits:

D(w') = No error, siw’ € C,
| Error, siw' & C,

donde w’ es el vector recibido. Si H es la matriz verificadora de C, el detector
de errores D también puede escribirse de la siguiente manera:

D(w') No error, si Huw' =0,
| Error, si Hw' # 0.

Si d(C) < t, entonces existen dos paladbras cédigo w,v € C tales que
d(w,v) < t: asi, al cometer ¢ errores o menos, es posible que se transmita w
y se reciba v, por lo cual es imposible que D detecte el error. O

Teorema 10.27 (Correccion de Errores). Sea C un codigo. Existe un proce-
sador de errores para C que corrige todos los errores en ¢ € N bits distintos si
y solo si d (C) > 2t + 1.

Demostracion. Si d (C) > 2t + 1, entonces el siguiente procesador de errores P
puede corregir todos los errores en ¢ bits:

w, si existe w € C tal que d(w,w’) < t,
Error, en otro caso,
donde w’ es el vector recibido. O

Los detectores y correctores de errores en los siguientes ejemplos son ilus-
traciones particulares de los detectores y correctores de errores descritos en los
parrafos anteriores.

Ejemplo 10.28 (Triple repeticion). Como el codigo C = {(0,0,0),(1,1,1)} tie-
ne distancia minima 3, existe un procesador de errores D para C que detecta
todos los errores en 2 bits distintos, pero no en 3 bits distintos. Este procesador
de errores D funciona como sigue: para cualquier vector w’ € Z3 recibido,

D(w') No error  si|w'| =00 |w'| =3,
w =
Error si|w|=1o0w]|=2.
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Ademés, existe un procesador de errores P para C que corrige todos los errores
en 1 bit que funciona como sigue: para cualquier w’ € Z3 recibido,

o fw=11) sid(1,1,1),0)
Plw) = {w —(0,0,0) i d((0,0,0),w)

Equivalentemente, podemos escribir este procesador de errores como

L
1.

INIA

P(w) w=(1,1,1) si|w'|>2,
w =
w=(0,0,0) siw|<1.

Por ejemplo, si se recibe el vector w’ = (1,0,0), el procesador de errores asume
que ocurrié un error en el primer bit y lo corrige como w = (0,0, 0). Por otro
lado, si se recibe el vector w’ = (1,0, 1), el procesador de errores asume que
ocurrié un error en el segundo bit y lo corrige como w = (1,1,1). Si ocurren
errores en dos bits distintos, el procesador de errores corregiré el vector recibido
equivocadamente. Observemos que en este caso el procesador P no tiene la
opcién de “Error” porque siempre existe una palabra codigo w € C tal que
d(w,w’) < 1.

Ejemplo 10.29 (Bit de paridad). Sea C el subconjunto de Z3 de todos los vec-
tores con peso par. Como d (C) = 2, existe un procesador de errores D para C
que detecta errores en 1 bit. Este procesador de errores funciona como sigue:
para cualquier w’ € Z3 recibido,

D(w') = {No error s? |w!| es Par,

Error si |w’| es impar.
Este procesador no puede detectar errores en 2 bits distintos. Por ejemplo, si
se transmite la palabra codigo (1,0,1,0) y se producen errores en el primer y
segundo bit, se recibe el vector (0,1,1,0) el cual tiene peso par, por lo que D
no reporta error. Por otro lado, no existe ningtn procesador de errores para C
que corrija errores.

10.4. Codigos de Hamming

Los codigos de Hamming son una familia importante de cédigos linea-
les binarios con varias propiedades excepcionales. Para cada ntimero natural
r > 2, el siguiente algoritmo describe la construcciéon de la matriz verificado-
ra del codigo de Hamming Ham(r) el cual tiene longitud n = 2* — 1 y rango
k=2"—-r—-1.

Definicion 10.30 (algoritmo del codigo de Hamming). Matriz Verificado-
ra de Ham(r):

» Entrada: Un nimero natural r > 2.
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= Procedimiento: Construir una matriz H, cuyas columnas son todos los
vectores distintos de cero del espacio Zj. La matriz H, debe tener r ren-
glones y 2" — 1 columnas.

= Salida: Una matriz verificadora H, de Ham(r).

Ejemplo 10.31 (Ham (3)). Construiremos el cédigo de Hamming con r = 3,
el cual tiene longitud n = 2% — 1 = 7 y rango k = 2% — 3 — 1 = 4. El espacio
vectorial Z3 tiene 7 vectores distintos de cero:

(1,

1,0,0
(0,1,1

), (0,1,0), (0,0,1),
9 )7 (17 )’ (1?170)7
De acuerdo al Algoritmo 10.30, estos vectores forman las columnas de una matriz
verificadora H3 de Ham(3). Para construir esta matriz en su forma estandar,
escribimos la base canénica en las ultimas tres columnas de Hj; el orden del
resto de las columnas de Hj3 puede elegirse de manera arbitraria. Por ejemplo,

la siguiente es una matriz verificadora Hj:

1,0
0,1 (1,1,1).

Hs =

O ==
= O
==

1
0
1

O O =
o = O
= o O

En este caso, la matriz M del Teorema 10.14 que relaciona a la matriz verifica-
dora con la generadora es la siguiente

1 011
M=|11 1 0
01 1 1

Por lo tanto, una matriz generadora G3 de Ham (3) en forma estandar es

G

Il
O == OO O
== O 00O O
== =0 = OO
O EFR,ROOO

Por definicién de matriz generadora, el conjunto
B ={(1,0,0,0,1,1,0),(0,1,0,0,0,1,1),(0,0,1,0,1,1,1),(0,0,0,1,1,0,1)} C Z?

es una base de Ham(3).
Por ejemplo, si queremos transmitir el mensaje (1,0,0,1) € Z3, debemos
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multiplicar por la matriz generadora

_ o o =
I
O—R = OO O
= =0 00O~ Oo
== =0, OO
= O == O oo
_ o O
Il
H R, O, OO

Podemos comprobar que (1,0,0,1,0,1,1) € ZI efectivamente pertenece al codi-
go multiplicando por la matriz verificadora

1
0
1011100 0 0
Hvl'=]1 110 0 1 0 1 |=1]0o0
01 11001 0 0
1
1

Ejemplo 10.32 (Ham(4)). Construiremos el codigo de Hamming con r = 4, el
cual tiene longitud n = 2* — 1 = 15 y rango k = 2* — 4 — 1 = 11. El espacio
vectorial Zj3 tiene 15 vectores distintos de cero:

(17070’0)’ (07170’0)’ (0707 1’0)’ (07070’ 1)’ (17170’0))
(1707 170)7 (170707 1)7 (07]‘7 170)7 (071707 1)7 (0707 ]‘7 1)7
(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1), (1,1,1,1).

De acuerdo al Algoritmo 10.30, estos vectores forman las columnas de una matriz
verificadora H, de Ham(4). Para construir esta matriz en su forma estandar,
escribimos la base canénica en las tltimas tres columnas de Hy; el orden del
resto de las columnas de H4 puede elegirse de manera arbitraria. Por ejemplo,
la siguiente es una matriz verificadora Hy:

11100011101 1000
go_|1001 10110110100
10101011011 100T1°0

0010110111100 0 1

En este caso, la matriz M del Teorema 10.14 que relaciona a la matriz verifica-
dora con la generadora es la siguiente

SO~
O = O
_ o O
S == O
—_ O~ O
=0 O
O = ==
—= O = =
=
— == O
e i
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Por lo tanto, una matriz generadora G4 de Ham (4) en forma estandar es

(e}
[an}
jan}
(e}
[an}
(e}
e}

Gy =

OO H R OO0 OO Oo o
ORPR O OO0 OoOo o
H OORFR OOOOoOOOoOOoO o O

H R, OOOOOoOOoO oo oo
H ORFROOOOOoOOoOOoO OO OoOo
H R, OOOOoOOoOOoOOoOrFrkrOoOOoOOoOOo
O HPF PR OODODOFrROOOoOOoOo

0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
1
1
0
1

HRP ORPROOROOOOOoOOO
H =R, OO, OOOOoOOoOoO oo
[l e o i en B e B e B an B an B e B e B e N @)

o

Teorema 10.33. Para cualquier r > 2, la distancia minima del c6digo Ham (r)
es
d (Ham(r)) = 3.

El codigo Ham (r) puede corregir errores de un bit de la siguiente manera.
Supongamos que enviamos la palabra cédigo w € Ham (3) a través de un canal
con ruido y recibimos w’ = w + e;, donde e; representa un error en el i-ésimo
bit; es decir, ¢; = (0, ..., 1,...,0). ;Como podemos recuperar w a partir de w’'?
Usaremos la matriz verificadora H = H,.:

Hw' =H(w+e;)=Hw+ He; =0+ He; = He,.

Como, He; es igual a la i-ésima columna de H, asi que Hw' tembién es igual a
la i-ésima columna de H. Esto nos permite identificar que el error de bit ocurrio
en la i-ésima posicion.

Ejemplo 10.34. Por ejemplo, supongamos que, en lugar de recibir w = (1,0,0,1,0,1,1) €
Ham (3), se produce un error de bit y recibimos w’ = (1,0,1,1,0,1, 1). Usamos
la matriz verificadora para corregir w':

1
0
1011100 1 1
Hw) =1 1 100 1 0 1 |=|(1
011100 1 0 1
1
1

El vector (1,1, 1) corresponde a la tercera columna de la matriz verificadora, lo
que implica que el error de bit ocurrié en el tercer bit. Por lo tanto podemos
corregir (1,0,1,1,0,1,1) a (1,0,0,1,0,1,1).
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Ejemplo 10.35. Supongamos que queremos transmitir el mensaje
v =(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1)

por un canal con ruido y queremos afladir redundancia usando el c6digo Ham(4).
Multiplicamos la matriz generadora para obtener la palabra cédigo a transmitir:

o

S

1
[ e R SO i e Wl e Wi o Wl e W e W e B e B o R o R Y
[ R R e W e Wi Wi e Bl e W e W e B o B e B S )
[ e Y e IS o B e B e B e B o B o B e B e R S o
— O~ 0000000 OOOO
—— 000000 OHLOOOOO
oOrR RO OCOCOR,ROOOOOCO
— O R HROO0OOROOOOOOO
[ o I S e B e B S o B o B o Bl o B o Bl o Bl o Bl
[ o I = I i e B e B e B o B e B e B e B
[ U N o I = I e I e B e B oo B e B e B e Bt

—F O RO R OROROR

I

OR O PO HROROROROR

OR P OO0 OO OoOOo OO

Supongamos que en lugar de recibir w se produce un error en el sexto bit y se
recibe

w' =(1,0,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0).

Para corregir el error, multiplicamos w’ por la matriz verificadora:

1

0

1

0

1
1110001110110 00 1 0
1 0011011011010 0 0:0
0101011011 10010O0 1 1
0 0101101111000 °1 0 1

1

1

0

1

0

Como (0,0, 1,1) es igual a la sexta columna de la matriz verificadora, esto indica
que se produjo un error en el sexto bit.
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Palabras clave: codigo lineal binario, longitud, rango, tasa, matriz ge-
neradora, matriz verificadora, peso, distancia de Hamming, distancia minima,
codigo de Hamming.
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10.5. Ejercicios

Ejercicio 10.36. Determina si los siguientes conjuntos son codigos lineales bi-
narios. En caso de que lo sean, calcula su longitud, rango, tasa, distancia minima
y matriz generadora y verificadora estandar.

1. {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1,1)}.

2. {(0,0,0),(1,0,0)}.

3. {(1,0,0),(0,1,0), (1,1,0)}.

4. {(0,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}.
5. {(0,0,0,0,0),(1,1,0,0,0), (1,0,1,0,0), (0,1,1,0,0)}.
7. {(0,0,0,0

(

)
) (
),(1,1,0,0),(0,0,1,1)}.
8. {(0,0,0,0),(1,0,1,1
) (

9. {(0,0,0,0),(1,1,1,1),(0,1,0,0), (0,1,0,1),(1,0,1,1), (1,0,1,0), (0,0,0,1), (1,1,1,0)}.

(0
(
(
(
(
6. {(0,0,0,0),(0,1,1,1),(1,0,0,0), (1,1,1,1)}.
(
(
(
(

(

) ( )

),(1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,0,0,1),(1,0,1,0), (1,1,0,1),(0,1,1,0)}.
) ( )

10. {(0,0,0,0),(1,1,1,1),( )

Ejercicio 10.37. Sean v, w € Z%. Supongamos que v = (v1,...,v,), y conside-

remos el siguiente conjunto de indices: I(v) = {i : v; = 1}. Definimos el peso de
v como p(v) = |I(v)|. Demuestra lo siguiente:

L p(o +w) = |(I(0) U () \ (I(0) N (w)).
2. plv+w) = p(v) + plw) — 2/I(v) N I(w)).
3. El conjunto S = {v € Z% : p(v) es par} es un subespacio de Z3.

Ejercicio 10.38. Encuentra todas las palabras coédigo de Ham(3). ;Cuantas
hay? Encuentra dos palabras cédigo cuya distancia entre si sea igual a 3.

Ejercicio 10.39. Usando Ham(3), supongamos que el receptor recibe el mensaje
(1,0,0,1,0,1,0). Identifica si ocurrié un error en la transmision. Suponiendo que
ocurri6 sélo un error de bit, corrige el mensaje recibido.

,(0,0,0,1),(1,0,0,0),(1,0,0,1), (0,1,0,0), (1, 1,0,0), (0, 1,0, 0)}.
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