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Prodlogo

Este libro contiene Practicas Informaticas resueltas con MATLAB co-
rrespondientes al temario desarrollado por el propio autor en el libro Algebra
Lineal y Geometria I, Editorial de la Sociedad Matematica Mexicana, 2023,
destinado a estudiantes de un primer curso universitario del doble grado
en Matematicas con diferentes Ingenierias; se utiliza en la Universitat Po-
litecnica de Valencia.

Todas las notaciones y referencias a resultados como teoremas, proposi-
ciones, corolarios, etc. que se hacen en el presente libro son en relacién al
libro de teoria citado anteriormente.

La idea es introducir al estudiante en el programa MATLAB de modo
que disponga de una herramienta potente que le permita realizar calculos
complejos de forma répida, una vez que haya comprendido los conceptos a
partir de ejemplos sencillos. Este programa es adecuado para la practica del
Algebra Lineal por permitir un tratamiento eficaz de la teoria de matrices.

Se han disenado 6 préacticas que abarcan los diferentes temas del libro.

Las mismas se titulan:

Introduccién a MATLAB. Célculo matricial

Matrices particionadas. Sistemas de ecuaciones lineales

Inversas, equivalencia de matrices y determinantes

Espacios vectoriales

Cambio de bases en espacios vectoriales
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= Espacios euclideos

Con la intencién de que resulten mas amenas, se van introduciendo los
comandos necesarios de MATLAB a medida que se van necesitando. Después
de un pequeno resumen tedrico necesario para el desarrollo de la seccién
correspondiente, la exposicion es eminentemente practica. Ademas de los
ejemplos resueltos, se proponen ejercicios que permitiran al estudiante tomar
contacto con el programa y con el propio temario de la asignatura y, también,
conseguir ciertas destrezas. Al finalizar cada practica se proponen ejercicios
a modo de autoevaluacion.

Las fotos que aparecen a lo largo de este material han sido tomadas en
su mayoria de Wikipedia.

Se agradecera cualquier sugerencia o comentario que sea enviada al correo

electronico njthome@mat.upv.es.

El autor.
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Practica 1

Introduccion a MATLAB.

Calculo matricial

Indice
1.1. Introduccién al Programa MATLAB .. ... .. 12
1.1.1. Primeros comandos. . . . . .. .. ... ... ... 12
1.1.2. MATLAB como calculadora . . . . . . .. ... .. 13
1.1.3. Variables . . .. .. ... ... ... ... ... 14
1.1.4. Constantes y formatos numéricos . . . . . . . . .. 16
1.1.5. Algunas funciones predefinidas . . .. ... .. .. 18
1.2. Calculo matricial . . . . .. ... ... ....... 19
1.2.1. Vectores . . . . . . . . ... ... .. 19
1.2.2. Matrices . . . . . . . .. L o 24
1.3. Una aplicacién: Teoria de grafos . ... ... .. 27
1.4. Ejercicios . . . . . .. it 32

11



1.1. Introduccién al Programa MATLAB

MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory, laboratorio de matrices)
es un programa interactivo disenado especialmente para operar y manipular
matrices; es una herramienta de calculo numérico, simbélico! y de simulacién.
Esta practica esta dedicada a una familiarizacion con el programa y al trabajo

con escalares, vectores y matrices en MATLAB.

1.1.1. Primeros comandos

Al iniciar una sesion MATLAB se observa un espacio de trabajo com-
puesto por varias ventanas. En la ventana de comandos (Command Window)
aparece una senal de espera de entrada (“prompt del sistema”) indicado me-
diante

>>

Para una primera toma de contacto con el programa se puede ver que
escribiendo en la ventana de comandos

>> help diary
y tecleando enter se obtiene informacion sobre el tema diary. En general,
help tema proporciona informacion sobre el tema solicitado. La opcién help-

win tema produce el mismo resultado en una nueva ventana.

Ejercicio 1.1. ;Qué informacién proporciona la ejecucion de la si-
guiente sentencia?

>> helpwin complex

Al escribir

>> diary Practical.txt
se guardara en el fichero Practical el texto que se escriba en la ventana de
comandos a partir de dicha sentencia.

'Bs decir, efectiia célculos exactos sin realizar aproximaciones permitiendo operar in-

cluso con pardmetros.
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En la la carpeta actual (Current Folder) aparecen los ficheros que son
visibles desde MATLAB. Si no se indica la carpeta donde guardarlo, lo hara
en la carpeta actual; si se desea cambiar de carpeta, no hay més que navegar
para buscar la carpeta adecuada. Al finalizar la sesion se escribira

>> diary off
a partir de la cual se grabara la sesién del diaro en el fichero llamado Practical
y se dejara de grabar en él. Si a posteriori se desea introducir méas informacion,
se indicard

>> diary on
lo que anadird la nueva informacién a continuacién de la existente (y el
correspondiente

>> diary off

al terminar).

El comando % convierte en un comentario el texto que se escriba a con-
tinuacion suyo. Por ejemplo,

>>

1.1.2. MATLAB como calculadora

Las operaciones habituales se introducen en la linea de comandos como

sigue:
>> 2+3
ans =
5
>> 4x5
ans =
20
>> 1/10
ans =
0.1000
>> 274
ans =

13



16
observando que MATLAB permite realizar operaciones como una calculadora
cientifica. Incluso, es posible la introduccion de paréntesis como es el caso de
las siguientes operaciones
>> (5+3)72
ans =
64
>> (-1)*(5+3)/2
ans =
-4

Ejercicio 1.2. Realizar las siguientes operaciones:

(a) 3*+1-15-2.

1.1.3. Variables

Para asignar un valor a una variable se selecciona un nombre para la
variable teniendo en cuenta que MATLAB distingue letras maytsculas de
minusculas. Si, por ejemplo, se desea que la variable se llame a, se escribird
a = 4 para asignar el valor 4 a la variable a. Tras presionar la tecla enter
aparecera

>> a=4
a lo que MATLAB devolvera

a =

4

Observando la ventana del espacio de trabajo (Workspace), se habré crea-
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do una variable cuyo nombre es a y tiene asignado el valor 4. Se pueden
anadir o quitar atributos a esta ventana utilizando el desplegable llamado
Show Workspace Actions (situado en el margen derecho superior del espacio
de trabajo). Puede ser interesante agregar la columna size, que indicara el
tamano de la variable introducida; en este caso sera una matriz de tamano
1x1.

Ejercicio 1.3. Anadir la columna size en el espacio de trabajo y com-

probar que indica el tamano correcto de la variable a.

Se pueden introducir dos valores en la misma linea de comandos como

sigue:
>> a=4, b=2
separados por una coma, a lo que MATLAB devolvera

a:

2

Ahora en el espacio de trabajo aparecen las variables a y b. Si bien es-
ta informacién se observa directamente en el espacio de trabajo, se puede

consultar también en la linea de comandos a partir de la instruccion who.

Si se desean realizar las asignaciones pero que no se muestre el resultado

por pantalla, basta poner un punto y coma al finalizar la segunda asignacion.

Se propone comprobar que el comando clc, limpia la ventana de comandos
pero no se borran las asignaciones realizadas previamente. Observar que, tras

escribirlo, no se ha vaciado el contenido del espacio de trabajo.

En la linea de comandos, al escribir la instruccion clear, ahora si se borran
las asignaciones realizadas hasta el momento y si se desea utilizarlas, deberan

ser introducidas de nuevo.
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Ejercicio 1.4. Realizar de nuevo las asignaciones a = 4y b = 2 se-
paradas por un punto y coma y terminando con un punto y coma.
Observar que no se ha mostrado el resultado de las asignaciones por

pantalla. ;Cual es ahora el contenido del espacio de trabajo?

Como ha ocurrido en las operaciones habituales realizadas anteriormente
en el apartado 1.1.2, al no haber asignado el resultado de una operaciéon a una
variable, por defecto MATLAB lo asigna a la variable del sistema llamada

ans, y la misma también puede ser utilizada para operar.

Ejercicio 1.5. Realizar la operacién a + b asignandola primero a la
varaible ans y luego a la variable c. Calcular ahora d = ans + c. [Qué

resultado hay almacenado en la variable d? ;Y en ans?

1.1.4. Constantes y formatos numéricos

MATLAB tiene predeterminadas algunas constantes, es decir, reserva

nombres de variables para constantes matematicas conocidas. Por ejemplo,
= el valor (aproximado) del nimero irracional 7: pi,
» la unidad imaginaria ¢: i, también aceptada como j: j,

= ¢l valor de eps: eps, que indica la precisién relativa en operaciones en

coma flotante.

Si en la linea de comandos se escribe solamente pi, se asignara su valor a
la variable ans:
>> pi
ans =
3.1416

Se debe tener cuidado porque al escribir

16



>> pi=3.14
pi =
3.1400
se esta cambiando el valor preasignado de la constante 7, lo cual no se reco-
mienda en ningin caso utilizar los nombres de las variables predeterminadas.
Se puede borrar una sola variable mediante el comando
>> clear pi

con lo que 7 vuelve a tener su valor predeterminado de MATLAB.

Ejercicio 1.6. Realizar los siguientes célculos:

(c) i—J.

(d) i+ j.

Hasta ahora, cuando ha aparecido un niimero decimal, por pantalla se han
mostrado 4 cifras decimales. Si bien MATLAB trabaja internamente con mas
precision, la apariencia de los resultados en pantalla se puede modificar de
acuerdo a las necesidades. Se pueden apreciar mas de 4 decimales cambiando
el formato (a format long)

>> format long

>> pi

ans =

3.141592653589793
lo mismo que en el siguiente caso
>> 1/17
ans =
0.058823529411765

De forma similar, si se necesita una aproximacion racional de un niimero
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decimal ¢, el comando rat proporciona un niimero racional que aproxima al
nimero g:

>> format rat

>> 1.125

ans =

9/8

MATLAB dispone de los simbolos especiales Inf (infinito) y NaN (not a
number) para las dos situaciones concretas % y %, respectivamente:

>> 1/0

ans =
Inf
y
>> 0/0
ans =
NaN

Para volver al formato corto (format short) se escribe
>> format short
>> 1/17
ans =
0.0588

1.1.5. Algunas funciones predefinidas

MATLAB dispone de las funciones elementales seno, coseno, tangente,
exponencial, logaritmo, raiz cuadrada, valor absoluto. Su sintaxis es, respec-
tivamente, sin, cos, tan, exp, log, sqrt, abs, etc. Algunos ejemplos son:

>> sin(pi/2)

ans =
1
>> sqrt(4)
ans =
2

18



>> abs(-4)
ans =
4

Si bien no hay un nombre especial para la constante e, es facil determi-
narla mediante e! como sigue:
>> exp(1)
ans =
2.718281828459046

Ejercicio 1.7. jEl comando log se refiere al logaritmo natural (o ne-
periano, es decir en base €) o al logaritmo decimal (es decir, en base
10)? ;Es posible responder a partir del célculo log(exp(10))?

Para obtener més informacion sobre funciones elementales consultar

>> helpwin elfun.

1.2. Calculo matricial

Si bien los vectores pueden considerarse como un tipo especial de matrices,

debido a su importancia, se los presentara por separado.

1.2.1. Vectores

Una de las principales caracteristicas importantes de MATLAB es su
capacidad de operar con vectores o matrices aplicando directamente las ope-

raciones, sin tener que descender al nivel de las componentes.

Tipos de vectores

Se pueden definir dos tipos de vectores: introduciendo sus componentes

o mediante vectores progresivos.
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Introduciendo sus componentes: Si se desea introducir un vector fila, se
escriben las componentes del vector deseado separadas por comas o bien por

espacios. Por ejemplo,

>> x=[1 2 3]
X =
1 2 3
o bien
>> y=[4,5,6]
y =
4 5 6

Si se desea introducir un vector columna, se escriben las componentes del
vector deseado separadas por punto y coma o bien a partir de la tecla enter.

Por ejemplo,

>> z=[1;2;3]
7 =
2
3
o bien
>> t=[4
5
6]
t=
4
5
6

Vectores progresivos: Se utilizan para editar vectores con componentes
equiespaciadas. La sintaxis a : h : b permite crear un vector cuyas compo-
nentes comienzan en a, terminan en b y distan h cada una de la siguiente.

De forma alternativa, el comando linspace(a,b,n) crea n términos en pro-

20



gresion aritmética comenzando en a y terminando en b. Por ejemplo,
>> 0:2:10
ans =
0 2 4 6 8 10
>> u=linspace(1,9,5)
u =
1 3 5 7 9
La funcién length indica el nimero de componentes de un vector. Por
ejemplo,
>> length(u)

ans =

Operaciones con vectores

Operaciones elementales: La suma de dos vectores x e y del mismo tamano
se calcula componente a componente mediante x+y. Por ejemplo,

>> x=[1 2 3]; y=[4,5,6];

>> x+y

ans =

5 7 9

El producto de un escalar a por un vector x se calcula mediante a*x. Por
ejemplo,

>> 2%x

ans =

Ejercicio 1.8. ;Qué calculo realiza la orden sum(x)? ;Y prod(y)?

Comprobarlo realizando la suma y el producto indicados.

El comando dot (x,y) calcula el producto escalar de dos vectores del mis-

mo tamano. Comprobar que no es necesario asignar previamente los vectores
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a una variable.

Ejercicio 1.9. Hallar el producto escalar entre los vectores u = (1, 1,0)

yv=(1,-1,1). ;Qué se puede decir de dichos vectores de R3?

Operaciones componente a componente: El producto componente a com-

ponente de dos vectores del mismo tamano

x:($17x2a"'7$n) € y:(y17y27"'7yn)

se define como el vector

(1Y1, oY, - - -, Tnln)

y su sintaxis en MATLAB es x.*y. El cociente componente a componente se

<x1 T9 xn>
)
Por ejemplo,

>> x=[1;2;3]1;y=[-1;4;0];

define por

>> X.ky
ans =
-1
8
0
y
>> x./y
ans =
-1
0.5000
Inf

El vector traspuesto (conjugado) de un vector x (complejo) dado se cal-

cula a partir de x’. Por ejemplo,
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>> x=[1;2;3], y=[-1,4,0]

X:
y:
-1 4 0
X’ =
1 2 3
y’ =
-1
0

Ejercicio 1.10. Comprobar, mediante un ejemplo, que el producto
escalar entre los vectores columna x e y se puede calcular a partir de

la expresion x’*y o también mediante sum(x.*y).

Si s € Z, la potencia s-ésima componente a componente de un vector (fila

o columna)
r=(x1,2T9,...,2,)

se define como el vector

(xf,x5,...,2;)

y su sintaxis en MATLAB es x."s. Por ejemplo,
>> x=[1,2,3];
>> x.72

Ejercicio 1.11. Calcular la potencia componente a componente del
vector x = (—2,0,1) para s = —3 utilizando format short y

format rat y comparar sus respuestas.
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1.2.2. Matrices

Por defecto, MATLAB opera con matrices a coeficientes complejos. Una
matriz se introduce por filas, separando los elementos de cada fila por una
coma (o por un espacio) y cada fila de la siguiente por un punto y coma (o

mediante enter). Por ejemplo, las matrices

1 2 3 —1 1

4 5 6 0 5 =2
se introducen mediante
>> A=[1 2 3;4 5 6]

A=
1 2
4 5 6
>> B=[-1,3,1
0 5 -2]
B=
-1 3 1
0 5 -2

Tipos de matrices

Algunas matrices especiales de uso frecuente se pueden editar en MATLAB
a partir de una funcion predefinida.
La matriz nula de tamano m X n se introduce mediante el comando
zeros (m,n). Por ejemplo,
>> zeros(2,3)
>> ans=
0 0 0
0 0 0
La matriz identidad de tamano n X n se introduce mediante el comando

eye(n). Por ejemplo,

24



>> eye(3)
>> ans=

La matriz de unos de tamano m X n se introduce mediante el comando
ones(m,n). Por ejemplo,
>> ones(2,3)

>> ans=

Ejercicio 1.12. jEs posible calcular eye(2,3)7 ;Y eye(3,2)? En caso
afirmativo, realizar el producto de ambas matrices en ambos sentidos.
Observar que este ejemplo prueba que, en general, la multiplicacion de

matrices no es conmutativa.

Para generar matrices de tamano m X n con elementos aleatorios unifor-

memente distribuidos en el intervalo [0, 1] se utiliza el comando rand (m,n).

Ejercicio 1.13. Ejecutar tres veces el comando rand(2,3) y comparar
los resultados. Observar que la tecla 1 (flecha hacia arriba) permite

recuperar el iltimo renglén que se haya escrito lo que ahorra tiempo.

Es posible generar matrices de tamano m X n con coeficientes enteros

aleatorios en el intervalo [a, b] a partir de randi([a,b],m,n).

Ejercicio 1.14. Ejecutar tres veces el comando anterior en el intervalo

[1,10] para matrices de tamano 2 x 3.

Una orden 1util para trabajar con matrices es diag(A). Crea un vector
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columna que contiene la diagonal de la matriz A.

Ejercicio 1.15. jEs necesario que la matriz A sea cuadrada para ob-

tener su diagonal mediante la instruccién diag(A)?

El propio comando diag() aplicado a un vector permite construir una
matriz que tenga por diagonal a dicho vector. Por ejemplo,

>> x=[1 2 3];

>> diag(x)

ans =

Operaciones elementales con matrices

La suma de dos matrices A’y B del mismo tamaifio se calcula componente
a componente mediante A+B. Por ejemplo,
>> A=[1 2 3;4 5 6];B=[-1,3,1;0 5 -2];
A+B
0 5 4
4 10 4
El producto de un escalar a por una matriz A se calcula mediante a*A.
Por ejemplo,
>> 2x%B
-2 6 2
0 10 -4
La multiplicacion de dos matrices A € R™*" y B™*P se calcula mediante
AxB. Por ejemplo,
>> A=[1 2 3;4 5 6;0 0 0];B=[-1,3,1;0 5 -2;1 1 1];
AxB
2 16 0
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2 43
0 0 0

La traza de una matriz A € R™*" se obtiene mediante la orden trace(A).

Ejercicio 1.16. Proponer una matriz cuadrada de tamano 3 x 3 y
calcular su traza. ;Es necesario que la matriz A sea cuadrada para

obtener su traza mediante la instruccién trace(A)?

1.3. Una aplicacién: Teoria de grafos

El prolifico matematico Leonhard Euler introdujo, entre muchas otras
teorias, la conocida como Teoria de grafos. Tiene numerosas aplicaciones en
areas tan dispares como la psicologia, la sociologia, la quimica, etc. y por
supuesto en muchas de las ingenierias. Kirchhoff los aplicé en el analisis de

redes eléctricas, basicas en el estudio de las telecomunicaciones, del mismo

modo que en el estudio de la arquitectura de redes de telefonia mévil, redes

de ordenadores, etc. En arquitectura e ingenieria civil permiten resolver pro-

blemas en la optimizacién de recorridos, flujos del trafico urbano, procesos
de informacion de caminos entre ciudades, programacién de proyectos; en
informética se utilizan para algoritmos de busquedas, para analizar estruc-
turas de datos, para determinar el camino mas corto entre dos puntos; en

administracion de empresas sirven para establecer jerarquias, organigramas,

planificacién de tareas, control de la producccién; en cartografia y topografia

se suelen utilizar para nombrar el punto de una superficie que supera en al-
titud a todos sus puntos adyacentes, también como se verd inmediatamente
para resumir todos los datos de la configuracion topografica de una ciudad,
etc.

La ciudad de Kénigsberg (actual Kaliningrado, Rusia) donde vivié Euler,
se encuentra situada en la desembocadura del rio Pregolya, que atravesaba
la ciudad, dividiéndola en varias zonas intercomunicadas mediante 7 puentes

como se aprecia en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Los siete puentes de Konisgsberg.

A modo de entretenimiento la poblacién se preguntaba si seria posible
atravesar todos los puentes pasando solo una vez por cada uno de ellos y
finalizando en el punto de partida.

El problema fue resuelto por Euler quien demostré que es imposible.

Comenzé su argumento simplificando la grafica? a una como en la Figura
1.2, donde los puntos se llaman nodos, los pares de nodos se unen mediante
aristas y el objeto matematico definido mediante el conjunto de nodos y el
conjunto de aristas se llama grafo.

Cada nodo representa una de las zonas separadas por el rio y las aristas

representan los puentes que conectan dichas zonas.

Ejercicio 1.17. Comprobar que el grafo de la Figura 1.2 se correspon-

de con la grafica de la Figura 1.1.

Luego, observé que los nodos intermedios de un recorrido posible deben

2Fuente de esta grafica: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=851840.
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Figura 1.2: Grafo utilizado por Euler.

estar necesariamente conectados a un numero par de aristas. En efecto, si
se llega a un punto desde alguna arista, la inica forma de salir de ese nodo
es por una arista diferente. Esto significa que tanto el punto inicial como el
final serian los tinicos que podrian estar conectados con un nimero impar de
aristas. Sin embargo, el requisito adicional del problema dice que el punto
inicial del recorrido debe ser igual al final, por lo que no puede existir ningiin
nodo conectado con un nimero impar de aristas. En particular, como se ve
en este diagrama, los cuatro nodos tienen un nimero impar (tres o cinco) de

aristas, lo que demuestra que la respuesta al problema es negativa.

Como en este ejemplo, es posible atravesar cada puente en ambas direc-
ciones, se trata de un grafo no dirigido. Si se enumeran los nodos del grafo
mediante la notacién ny, ne, n3 y ny (comenzando por el nodo superior, con-
tinuando por el central izquierdo y luego el derecho para finalizar por el nodo
inferior) es posible asociarle una matriz A (llamada matriz de adyacencia)
que recoge la informacién de las conexiones existentes. Dicha matriz se define
mediante A = [a;;] donde a;; denota la cantidad de conexiones entre el nodo

n; con el nodo n;. Por supuesto, esta matriz es siempre simétrica. En este
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ejemplo queda

S = N O
N = O N
_ o = =
S = N O

donde, por ejemplo, el elemento azs = 1 significa que entre el nodo n3 y el
nodo ny hay solo una arista mientras que a;o = 2 indica que entre el nodo
ny y el nodo nsy hay 2 aristas.

Se observa que para ir del nodo ns al nodo nz hay mas de una posibilidad.
Por ejemplo, se puede ir directamente ny — ng (se llama camino de longitud
1), a través del nodo n; mediante dos posibles caminos (de longitud 2, es
decir que cada uno se debe recorrer en 2 etapas) ny — ny — ns, etc.

En Teoria de grafos se prueba que las potencias de la matriz de adyacen-
cia ofrecen informaciéon importante. Si se denota mediante afj al elemento
que ocupa la posicién (4, j) de la matriz A*, k € N entonces la propiedad

establece que

k

a;; coincide con el nimero de caminos de longitud k que van de n; a n;.

En el ejemplo es posible determinar que

gt DN = Ot
— s O
N W = N
Tt N = Ot

con lo que se pueden unir los nodos n; y n3 mediante 2 caminos de longitud

2 que son

ni _)por un camino 2 — M3 y ny _>por el otro camino 12 — M3.

También se tiene que los nodos ng y ny se pueden conectar mediante 4 cami-
nos de longitud 2, dos de ellos son pasando por n; y los otros dos pasando

por ns.
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Ejercicio 1.18. Se considera el problema de Euler.

(a) ;Cuédntos caminos de longitud 4 hay que unan los nodos n3 y ny

del grafo?
(b) ;Cuéntos de longitud 5 hay que unan los nodos ny y 147

(¢) Comprobar que todos los nodos estén conectados dos a dos por
caminos de longitud 2. ;Qué condiciéon se deberia cumplir para

que la afirmacién anterior sea falsa?
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1.4. Ejercicios

(1)

()
(6)

Hallar aproximadamente las soluciones de la ecuacion
?—r—1=0

utilizando variables para almacenar sus coeficientes y aplicando la férmu-
la que proporciona las soluciones de una ecuacion de segundo grado.

Comprobar que las soluciones aproximadas obtenidas son correctas.

Calcular la hipotenusa del triangulo rectangulo de cateros de lados 5 y
12.

Introduciendo los datos adecuadamente y realizando una séla operacion
en MATLAB, comprobar que las siguientes son ternas pitagoricas, es
decir, cada terna (a,b,c) € Z* x Z* x ZT = (Z*)3 satisface que a* +b* =
c2:
(3,4,5) (5,12,13) (7,24,25) (8,15,17)
(9,40,41) (11,60,61) (12,35,37) (13,84,85)
(16,63,65) (20,21,29) (28,45,53) (33,56,65)
(36,77,85) (39,80,89) (48,55,73) (65,72,97)

Probar quesi (a, b, c) € (Z1)? es una terna pitagérica entonces (da, db, dc)

son ternas pitagoricas para todo d € Z™*.

Hallar los angulos agudos del tridngulo rectangulo determinado por la
terna pitagérica (5,12,13). Utilizar la ayuda help elfun en la venta-
na de comandos para averiguar la sintaxis para las funciones inversas

necesarias.
Dado un vector z, jcudl es el resultado de realizar diag(diag(x))?

Elegir una matriz A de elementos enteros entre —3 y 3 de tamano 2 x 2.
Calcular AxA, A”2 y A."2. Comentar los resultados obtenidos. Repetir

los calculos con otra matriz de tamano 2 x 3. ;Qué ocurre en este caso?
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(7) Sean A, B,C € R™™. Comprobar que, en general, tr(ABC') # tr(BAC).
Demostrar que si A, B y C son matrices diagonales entonces se verifica
la igualdad.

(8) La siguiente tabla proporciona las notas de los dos controles de cuatro

alumnos de Algebra Lineal y Geometria I:

Alumno | Control 1 | Control 2
Vicente 6 10
Ana 9 7
Rafael 5 8
Sofia 10 10

(a) Generar una matriz llamada N que represente los datos.

(b) Describir el significado de las siguientes operaciones

1 0

(1) N 0 y también N[ll.

() [1 00 0]N ytambien [0 1 0 0]N
(1] 1

() N ) y también %N[ll.

(W) [1 11 1|N ytambién 1[1 1 1 1]N. ;En qué
control los alumnos obtuvieron en promedio la mejor califica-

cién?
1
V) [111 1}]\7[1].

(c) Mediante la multiplicacién de matrices, expresar el promedio de las
todas las notas teniendo en cuenta las calificaciones de los dos con-

troles.

(d) Utilizar el producto de matrices adecuadamente para subir las no-
tas del primer control a todos los alumnos en un 10%, es decir,
escalandolas por un factor de 1,1. ;Sera posible aplicar esta subida

a todos los alumnos?
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(9) Sea
1
A= 0 :
10
(a) Calcular algunas potencias naturales A™ de A hasta encontrar un

patrén que permita escribirlas a todas. Escribir el resultado detalla-

damente.

(b) Probar el resultado conjeturado en el apartado anterior.

(10) Repetir el ejercicio anterior para la matriz

A:

o O =
S = =
— = O

Sugerencia: En la pagina web
https://es.mathworks.com/learn/tutorials/matlab-onramp.html

se encuentra disponible un pequeno curso de introduccion a MATLAB, ti-
tulado MATLAB Onramp, que es recomendable realizar para una primera
toma de contacto con el programa y afianzar los conocimientos vistos en esta

préctica.

34



Practica 2

Matrices particionadas.

Sistemas de ecuaciones lineales

Indice
2.1. Matrices particionadas . . . ... ... ...... 36
2.1.1. Seleccion de las componentes de un vector . . . . . 36
2.1.2. Seleccién y modificacion de elementos de una matriz 37
2.1.3. Formacién de una nueva matriz a partir de bloques 39
2.2. Sistemas de ecuaciones lineales . . ... ... .. 43
2.2.1. Un primer ejemplo . . . . . . . ... ... ... 43
2.2.2. Método general . . . . .. ... oL 45
2.2.3. Elaboracién de una funcién en MATLAB . . . . . 48
2.3. Ejemplo de un programa en MATLAB ... .. 51
2.3.1. Programa . . . . ... ... ... . 52
2.3.2. Procedimiento para resolver un sistema Ax =b . . 55

2.4. Una aplicacion: Distribucion de temperaturas en

equilibrio . . ... ... .. 000000 58
2.5. Ejercicios . .. ... ... .. oo 68




2.1. Matrices particionadas

En la primera parte de esta practica se analizara cémo extraer informacion
(de un vector y) de una matriz y cémo manipular varias matrices (bloques)
para que formen parte de una nueva matriz, construida a partir de esos

bloques.

2.1.1. Seleccion de las componentes de un vector

;,Como extraer las componentes de un vector? Una vez introducido un
vector y asignado a una variable, se escribe el nombre de dicha variable vy,
a continuacion, entre paréntesis, se indica el lugar que ocupa la componente
deseada. Por ejemplo,

>> x=[6 3 6 -1]

>> x(4)
ans=

-1
>> x(2)
ans=

3

Observar que no es necesario recordar la longitud del vector si lo que se
desea es, por ejemplo, obtener su tltima componente:
>> x(end)
ans=
-1

El comando length permite calcular el tamano del vector. En este caso,
>> t=length(x)
t=

>> x(t)
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ans=
-1

Observacién: Si se quiere introducir un vector vacio, es decir, sin compo-
nentes, se escribira:

>> x=[];

2.1.2. Selecciéon y modificacién de elementos de una

matriz

Seleccion: Se procede de manera parecida a la realizada con vectores.
Ahora, una vez introducida la matriz y asignada a una variable, se escribe
el nombre de dicha variable y, a continuacién, entre paréntesis, se indican
las posiciones de la fila y la columna que ocupa la componente deseada. Por
ejemplo,

>> A=[5 3; 6 -1]

A=

>> A(1,2)

ans=

>> A(2,2)
ans=
-1

Modificacion: Si se desea modificar el elemento de la matriz A anterior de
la posicién (i, ) poniendo en su lugar el elemento k, basta indicar A(1, j)=k.
Por ejemplo,

>> A(1,2)=0
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Uso del simbolo de dos puntos: Una notacién importante corresponde
a los dos puntos para indicar la seleccion de una fila o columna completa.
Maés especificamente, si se escribe A(:,1) se esta solicitando que aparezca en
pantalla el contenido de la primera columna de A (es decir, los dos puntos en
la posicién de las filas indica que se seleccionen todos las filas de la matriz A).
Anélogamente, la notacién A(2, :) indica que se esta solicitando el contenido

de la segunda fila de A (y todas sus columnas). Por ejemplo,

>> A=[19 3; 0 -1 5;2 6 7]

A=
9 3
0 -1 5
2 6 7
>> A(:,2)
ans=
9
-1
6
>> A(3,:)
ans=
2 6 7

Extraccion de una submatriz: También es posible extraer una submatriz
de una matriz dada, que no sea un bloque, es decir cuyas filas y/o columnas
no sean consecutivas. Por ejemplo, si de la matriz A anterior se quiere extraer
la submatriz formada por la primera y tercera filas y por la segunda columna

se deberia escribir
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>> filas = [1 3]; columnas = [2];
>> A(filas,columnas)

ans=

2.1.3. Formacion de una nueva matriz a partir de blo-

ques

A veces es necesario crear una matriz a partir de bloques conocidos. Para
ello, el tnico requisito es que los tamanos sean compatibles. La forma de
proceder es tratandolos como si fueran elementos, se insiste en la necesidad de
la adecuacion de los tamanos. Por ejemplo, tres formas posibles de construir

nuevas matrices My, M, y M3 a partir de los bloques

1 2 3 -1 =2
A= y B =
4 5 6 -4 =5
son las siguientes
>> A=[1,2,3;4,5,6]

A=
1 2 3
4 5 6
>> B=[-1,-2;-4,-5]
B=
-1 -2
-4 -5
>> M1=[A,B]
Mi=
1 -1 -2
4 -4 -5
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>> M2=[A;A]
M2=

I
a N o1 N
D W O W

>> M3=[A,B;A,B’]

M3=
1 2 3 -1 -2
4 5 6 -4 -5
1 2 3 -1 -4
4 5 6 -2 -5

Ahora se podria extraer un bloque como sigue

>> M3(2:4,4:5)

ans
-4 -5
-1 -4
-2 -5

donde la notacién 2 : 4 (situada en la primera componente) indica que se
seleccionaran las filas 2, 3 y 4 y la notacién 4 : 5 (situada en la segunda
componente) indica que se seleccionaran las columnas 4 y 5. También se

podria extraer una submatriz como sigue

>> M3([1 3 4],[2 5])
ans
2 -2
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-4
-5

donde las filas y las columnas seleccionadas no son consecutivas.

Del mismo modo que el comando
length()

permite hallar el tamafio de un vector, existe una orden en MATLAB para

calcular el tamano de una matriz, que es
size()
Dicha funcién tiene dos parametros de salida:
= m para la cantidad de filas y
= 7 para la cantidad de columnas.

La sintaxis se aprecia en los siguientes ejemplos

>> [m,n]=size(M1)

n=
2
n=
5
y
>> [m,n]=size(M3)
n=
4
n=
5
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Ejercicio 2.1. Se pide:

(a) Construir la siguiente matriz utilizando bloques

S O O N NN
S O O N NN
S O O N NN
w o O O O Ww
S W O O w o
S O W w o o

Para ello, consultar el funcionamiento del comando f1ipud.
(b) Encontrar el tamano de la matriz A.
(c) De la matriz A extraer las siguientes submatrices:

(1) la submatriz que contiene las filas 1, 2 y 5 y las columnas 3
y 6.

(11) el bloque que contiene las filas 1, 2 y 3 y las columnas 3, 4,
5y 6.

(d) Escribir una matriz que conserve la informacién de A y donde los
elementos de las filas 1, 2 y 3 y columnas 1,2 y 3 cambien de
2 a 3. Para ello, almacenar la matriz A en una nueva variable y
modificar inicamente los elementos indicados con un comando que

realice todas las modificaciones de manera simultanea.
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Ejercicio 2.2. Se considera la matriz

o O O =
o O = O

N N N N
N N N N

(a) Utilizando matrices por bloques, calcular algunas potencias na-
turales A" de A (n = 1,2,3,...) hasta encontrar un patrén que

permita escribirlas a todas. Escribir el resultado detalladamente.

(b) Probar?, por el método de induccién, el resultado conjeturado en el
apartado anterior. Para la demostracion aprovechar la estructura

por bloques que presenta la matriz.

2A mano, es decir, sin utilizar MATLAB.

2.2. Sistemas de ecuaciones lineales

Se utilizara la informacién vista hasta el momento para resolver sistemas

de ecuaciones lineales por el método de eliminacion de Gauss.

2.2.1. Un primer ejemplo

Primero se seguira el proceso mediante un ejemplo paso a paso.

Ejemplo 2.1. Se trata de resolver el sistema de ecuaciones lineales

1 2 -1 1 1
2 —1 -1 z | =10
1 1 I3 6

43



Se deben aplicar operaciones elementales por filas a la matriz ampliada

1 2 -1]1
A=12 -1 —-1|0
1 1 1|6

Se comienza por la fase de eliminacion del algoritmo de Gauss. Para colocar
en la segunda fila de A, la suma de dicha fila mas la primera previamente
multiplicada por el escalar —fﬁ’g, en MATLAB se puede escribir

>> A(2,:)=A(2,:)-A(2,1)/A(1,1) * A(1,:)

A=
2 -1 1

0 -5 1 -2

1 1 6

Anélogamente, para eliminar el elemento de la tercera fila y primera co-

lumna, se hace
>> A(3,:)=A(3,:)-A(3,1)/A(1,1)*A(1,:)

A=
2 -1 1

0 -5 1 -2

0 -1 2 5

Por 1ltimo, se obtiene una forma triangular eliminando el elemento de la

tercera fila y segunda columna mediante
>> A(3,:)=A(3,:)-A(3,2)/A(2,2)*A(2, :)

A=
2 -1 1
-5 1 -2

0 9/6  27/5

Ahora se procede con la fase de sustitucion regresiva del algoritmo de

Gauss. Para ello,
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>> x3=A(3,4)/A(3,3)

x3=
3
luego
>> x2=(A(2,4)-A(2,3)*x3)/A(2,2)
x2=
1

y finalmente
>> x1=(A(1,4)-A(1,2)*x2-A(1,3)*x3)/A(1,1)

x1=
Se observa que, para poder aplicar este método, es necesario que los va-
lores diagonales A(k, k) sean todos no nulos.

Ejercicio 2.3. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales uti-

lizando el procedimiento anterior:

11 -2 z 5
12 -1 y |l =1 8
-1 3 -3 z —2

2.2.2. Meétodo general

En general, se quiere resolver
Ax =D, con AeR™™  peR™L

Para sistematizar el procedimiento correspondiente a la fase de eliminacion,

se supone que en primer lugar se ha realizado la asignacién
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>> A=[A b]

y que las k primeras filas ya han sido transformadas en una forma triangular

superior.
Para unificar notacién, llamando A4, ,,+1 a b;, se habra obtenido una matriz
del tipo

[ A1 A2 Az ... Aig Atq Aqj Ain Al nt1
0 Ao Agz ... Asg . Ag; . Agj . Ao Ag,n+1
0 0 Ass ... Asg . As; .. A3j o Aszp A3,n+1
0 0 0 ... Am . A . Ay A Akt
A= 0 0 0 .. Agprk oo Argri oo Argry oo Argin | Aktietl |0
0 0 0 c. Aik . Ais ... Aij ... Ain Ai,n+1
L0 0 0 .. Ame e Ami e Any o r o Amn | Apmer

donde se utiliza la misma notacion para las matrices en los diferentes pasos

para no introducir nuevos subindices. Este hecho es consistente con la sintaxis
a utilizar en MATLAB pues, al operar, se almacenara el nuevo resultado en
la misma variable para ahorrar memoria.

Al eliminar el elemento A;; (mediante el pivote Ayy), se modificaran los
restantes elementos de la fila i-ésima a partir de la fila k-ésima. Para ello se
escribird

Ak

A=Ay

Ap; para j=kk+1,....n,n+1,
que, con la sintaxis de MATLAB, queda
>> A(i,k:n+1)=A(i,k:n+1)-A(i,k)/A(k,k)*A(k,k:n+1)

Observar que la notacién de los dos puntos permite trabajar vectorialmen-
te, con lo cual es posible realizar, con una sola instruccion, todo el proceso
correspondiente a j =k, k+1,...,n,n+ 1.

La variable k se utiliza para seleccionar la fila pivote, con lo cual su

variacion debe ser k = 1,2,... n — 1, mientras que la variable ¢ permite
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seleccionar la fila que serd transformada, con lo cual su variacion debe ser
1=k+1,k+2,...,n. Las variables k e i suelen llamarse contadores.
Hasta aqui el procedimiento ha realizado la eliminacién obteniendo una

matriz aumentada del tipo

A A A o0 Ay A
0 Ag Ay ... Ay Aspp
0 0 Az ... Aszn Azpiy |,
L0 0 0 ... Aw Auen |

donde para poderla encontrar se ha necesitado chequear previamente que los

pivotes
All) A227 A337 s 7An—1,n—1

son todos no nulos. Sin embargo, hasta ahora no ha sido necesario realizar
la comprobacion con el ultimo: A,,,.
A continuacion se debe abordar la sustitucion regresiva asegurando pre-

viamente (ahora si) que A,, # 0. De la dltima fila se obtiene que

T, — An,n+1
n — - . -
Ann
Una vez que se hayan determinado z,,x, 1,...,Tr+1, tras sustituir en la

ecuaciéon anterior y habiendo despejado dichas incégnitas, para encontrar xy

de la ecuacién

Aper + A pr1Tig1 + -+ A = Ap i,

se deben despejar, para k =n —1,n—2,...,1, los valores
n
1
T = Ak:,n-‘rl - g Akjiﬂj A_
- kk
j=k+1
Tk4+1
Tk42 1
= Ay — [ A1 Akt . Agn ] . 1
: kk
Ty
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La sintaxis de MATLAB para el ultimo producto de matrices es

Tr41
Tht2
[ Apkrr Akpr2 - Akn ] : = A(k,k+1:n) * x(k+1:n).

T

Mas atn, es posible economizar memoria de almacenamiento. Para ello, en
cada paso, el valor de la incognita hallada x(k) serd almacenado en el vector
de los términos independientes A (k,n+1) el cual sera actualizado en cada eta-
pa del siguiente modo: primero se calculara la incégnita x,, que se almacenara

en A(n,n+1):

A(n,n+1) = A(n,n+1)/A(n,n)

y luego, para k = n — 1,n — 2,...,1 se calcularan los restantes valores de

z(k) mediante
A(k,n+1) = (A(k,n+1)- A(k,k+1:n) * x(k+1:n))/A(k,k).

El programa en MATLAB reunira toda la informacién analizada. Antes de
proporcionarlo, es necesario indicar algunas claves para escribir una funcion

en MATLAB y cémo hacer para ejecutarla.

2.2.3. Elaboracion de una funcion en MATLAB

Para poder escribir una funcién en MATLAB que permita resolver un sis-
tema lineal cualquiera de este tipo sera necesario conocer algunos operadores
légicos y algunos operadores relacionales que permitan realizar comparacio-

nes. Los basicos se aprecian en las tablas adjuntas.
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< menor
<= | menor o igual ——
& | conjuncién
> mayor . »
. | | disyuncién
>= | mayor o igual N .,
. negacion
== igual
= distinto

Otros dos elementos son el condicional
if-then-else
y el bucle
for-end.

El funcionamiento es como en cualquier otro lenguaje de programacion.

La parte correspondiente al if-then del condicional permite imponer
alguna condicién (o condiciones separadas por operadores légicos o relacio-
nales) bajo la cual se ejecuten las sentencias que le siguen o, de lo contrario la
parte correspondiente al else hard que se ejecuten otras sentencias indicadas.

Por su parte, el buble for-end ejecuta las sentencias que se encuentran
en su interior para lo cual se requiere un contador que indique desde qué
valor del contador comenzar y hasta qué valor ejecutar las instrucciones que
se hallen entre el for y el end. Al llegar al final del for-end el contador se
incrementa de manera automatica. Por ejemplo, en

for k=1:n

Instrucciones

end

el contador k se incrementara en una unidad al llegar al end para volver al
principio y ejecutar de nuevo “Instrucciones” con el siguiente valor de k, y

se repite asi este procedimiento hasta agotar las posibilidades para k.
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Una funcién en MATLAB comienza con la palabra function seguida de

una expresion del tipo
[sall,sal2,...,salm]=nombre_de_funcion(entl,ent2,...,ents)
y termina con la palabra end.

Se debe tener en cuenta que:

= Las expresiones entl,ent2,...,ents se llaman parametros o argu-
mentos de entrada. Cada vez que se desee ejecutar el programa, di-
chos pardmetros deberan contener valores espacificos asignados (desde

la linea de comando) previamente a la ejecucion.

= Las expresiones sall, sal2,...,salm se llaman parametros o argu-
mentos de salida. Son resultados que proporciona el programa. Por
ello, en las variables sall, sal2, ..., salm se debe almacenar algin valor

a lo largo del programa.’

En el ejemplo se escribird, en un nuevo script,
[x]=Gauss(A,b)

para indicar que A y b son los pardmetros de entrada (previamente introdu-
cidos con valores numéricos concretos) y = es el parametro de salida (donde
se colocard el vector solucién del sistema lineal).

Este script se debera guardar en una carpeta que, en este caso, se nom-
brara Gauss.m. Para poder ejecutar el programa, esta carpeta debe estar

visible en Current Folder.

! Antes de abordar el programa del método de Gauss, se puede consultar un pequeiio

ejemplo resuelto paso a paso en el Anexo 2.3 proporcionado al final.

20



2.3. Ejemplo de un programa en MATLAB

Ejemplo 2.2. Disenar un programa en MATLAB que cumpla los si-

guientes requisitos:

= Debe  estar guardado en  una  funcién  llamada

operando_matrices.m.

= Debe realizar el calculo A+hB, de dos matrices A y B de tamano

2% 2 a coeficientes reales o complejos y un niimero real o complejo
h.

= Debe proporcionar el resultado en una variable llamada C'.

Una vez almacenado, ejecutar dicho programa desde la linea de coman-

dos para los parametros concretos:

A 1 2—3 7 B 5 62. ’ o
3 4 7T 8+1

<1 Los datos proporcionados son:

= Pardametros de entrada: A, B, h.

= Parametro de salida: C.

= Nombre de la funcién: operando_matrices.m.

= Célculo a realizar en el cuerpo del programa: A + hB.

En la Figura 2.1 se pueden apreciar 4 ventanas de MATLAB:

= El editor (en inglés, Editor), que es el espacio donde se ha escrito la

funcion.

= La ventana de comandos (en inglés, Command Window), que es el
espacio donde se han introducido los valores concretos de los pardmetros

de entrada y desde donde se ejecuta la funcién.
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» La carpeta actual (en inglés, Current Folder), que es donde se ha guar-
dado el fichero bajo el nombre operando_matrices.m. Es importante

que esta ruta se encuentre visible para que MATLAB pueda ejecutar
el fichero desde alli.

» El espacio de trabajo (en inglés, Workspace), que es donde aparecen las

variables almacenadas y sus caracteristicas.

Se recuerda que, una vez escrita la funcion en el editor, debe ser guardada
en alguna carpeta elegida que debe estar seleccionada como carpeta actual.
En este caso, dicha carpeta se llama operando_matrices.m y dicho fichero
se encuentra en la ruta (carpeta actual)

» C: » Users » njthome » Desktop » Practicas ALyGI.

Una vez introducidos en la linea de comandos los valores concretos pro-
porcionados para los parametros A, B y h, esta todo preparado para ejecutar
el programa. Para dicha ejecucion se debe escribir en la linea de comandos
el encabezado de la funcién:

>> [C] = operando_matrices(A,B,h).

Al ejecutarlo se obtiene el valor concreto de la variable C, la que se puede

observar que se anade a las que formaban parte del espacio de trabajo.

2.3.1. Programa

El programa basico del método de Gauss quedaria como sigue:

function [x] = Gauss(A,b)
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4\ MATLAB R2018b - academic use

PLOTS

=2 Search Documentation Pel & signin

< HE » C: » Users » njthome » Desktop » Practicas ALyGl o
Current Folder ® [ Editor - CiL jth: p\Practicas AL do_matrices.m ®x
Name operando_matricesm | + |
E 1 function [C] = operando_matrices (A,B,h) "]
2
3= |C=&#h*B;
4
5— -end

Command \ W

New to MATLAB? See resources for Getting Started. x
>> A=[1 2-3i;3 41;
>> B=[5 61;7 8+i];

operando_matrices.m (Function)

Workspace @®

> h=i}

Name-  Value Size >> [C] = operando_matrices(A,B,h)
EHA 11,0000 + 0.0000i,2.0000 - 3.00003;3.0000 + 0.0000i,4.0000 + 0.0000]]  2x2 g =

[HB  [5.0000 + 0.0000},0.0000 + 6.0000},7.0000 + 0.0000;,8.0000 + 1.0000]  2x2

EC [1.0000 + 5.0000i,-4.0000 - 3.0000i;3.0000 + 7.0000i,3.0000 + 8.0000i]  2x2 " <
Eh 0.0000 + 1.0000i 1x1 1.0000 + 5.0000i -4.0000 - 3.0000i
3.0000 + 7.0000i  3.0000 + 8.0000i

S>> |

Figura 2.1: Ejemplo.

(=}
Il

length(b); YNumero de filas de A

=
I

[A bl; %En A se asigna la matriz ampliada

%Fase de eliminacion
for k = 1:n-1 %k selecciona la fila pivote
for i = k+1:n %i selecciona la fila donde eliminar
if A(k,k) == 0
disp(’Se ha detectado un pivote nulo’)
return %Salir del bucle
else
factor = A(i,k)/A(k,k);
A(i,k:n+1) = A(i,k:n+1) - factor * A(k,k:n+1);
end

end
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end

%Fase de sustitucion regresiva

if A(n,n) == 0
disp(’El sistema no es compatible determinado’)
x=[]; %No es posible resolver
return
else
A(n,n+1) = A(n,n+1)/A(n,n); "La solucion se almacena en el
vector b
for k = n-1:-1:1 %El contador decrementa en 1
A(k,n+1) = (A(k,n+1) - A(k,k+1:n)*A(k+1:n,n+1))/A(k,k);
end
end

x=A(:,n+1); %Se asigna el parametro de salida x

end
Para ejecutar el programa Gauss.m para resolver el Ejemplo 2.1 se debe
escribir en la linea de comandos:
>> A=[12 -1;2 -1 -1;1 1 1];

>> b=[1;0;6];

>> [x] = Gauss(A,b)
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Ejercicio 2.4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

utilizando el programa Gauss.m:

1 -2 1 -1 T —1
0 1 -1 1 y | 1
2 1 -3 —2 2| | =2 |
3 -1 1 1 t 4
1 T 0 111 T 0
~1 21 y |l =11 y -1 21 y |l =11
1 2 1 1 4 3 2 1

En caso de no obtener solucion, explicar claramente en qué punto del

programa se ha producido el fallo.

2.3.2. Procedimiento para resolver un sistema Axr = b

El algoritmo presentado no es general, ni mucho menos, puesto que tiene
restricciones e inconvenientes como son: la necesidad de pivotes no nulos en
los lugares (k, k) a lo largo de todas las matrices equivalentes intermedias,
la probabilidad de que se acumulen errores de redondeo (lo que exigird un
pivotamiento parcial para mejorar los resultados), el mal condicionamiento
de la matriz, por ejemplo, si es cercana a ser singular, etc. Todos estos incon-
venientes se abordaran en la asignatura Analisis Numérico. Ademas, con este
algoritmo so6lo se puede encontrar la solucién de un sistema lineal con igual

cantidad de ecuaciones que de incégnitas y sélo si es compatible determinado.

Comenzando con el Teorema de Rouché-Frobenius

En general, antes del algoritmo de Gauss, se podria aplicar el Teorema de

Rouché-Frobenius para averiguar la compatibilidad del sistema y detectar la
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unicidad en la solucién (compatible determinado) para luego proceder con el
algoritmo.
El comando rank permite determinar el rango de una matriz rectangular.

Por el Teorema de Rouché-Frobenius es posible deducir que:

= si rank(A)==rank([A b]) arroja un 1 entonces el sistema sera compa-

tible y sera incompatible si arroja un 0.

= Sera compatible determinado si, ademas de ser compatible, se cumple
que rank(A) coincide con n donde n es la cantidad de columnas de A

y puede calcularse mediante [m,n]=size(A).

= Si se cumple que rg(A) = ([ Ab D < n entonces el sistema sera

compatible indeterminado?.

Se recuerda que para analizar con MATLAB si se sumple o no una igualdad
se puede utilizar el operador relacional ==.

Para el Ejemplo 2.1 se tiene que

>> rank(A)
ans =
3
>> rank([A b])
ans =
3
>> [m,n]=size(A)
m =
3
n=
3

2Por ahora no habra un método para resolverlo utilizando MALTAB. Habr4 que esperar
a estudiar la equivalencia por filas o bien la estructura del conjunto solucién de los sistemas

homogéneos y no homogéneos.
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con lo cual el sistema es compatible determinado, como ya se ha visto.

Esto se debe a que

rank (A)==rank ([A b])
ans =

logical

rank(A)==n
ans =

logical

El uso del comando contrabarra \

Otra forma de resolver un sistema de ecuaciones lineales del tipo Ax = b

es utilizando la contrabarra. La sintaxis es: A\b.

Para el Ejemplo 2.1 se tiene que

>> A\b
ans =

2

3

con lo cual 1 =2, x5 =1, x3 = 3.

Cuando se trata de un sistema compatible indeterminado como, por ejem-
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plo,
1 11 r| |0
12 1||ly| |1}
la sentencia
>> A\b

proporciona una tnica solucién

ans =
-1/3
1/3

Ejercicio 2.5. Resolver los sistemas de ecuaciones lineales del Ejercicio
2.4 utilizando:

(a) el Teorema de Rouché-Frobenius.

(b) el comando contrabarra.

2.4. Una aplicacion: Distribuciéon de tempe-
raturas en equilibrio
Numerosos problemas fisicos reales se modelizan proporcionando las ecua-

ciones diferenciales® que describen su comportamiento junto con algunas con-

diciones que permiten encontrar su (tnica) solucién. Si el problema resulta

3De manera simplificada, son ecuaciones donde aparecen derivadas y donde sus incégni-

tas son funciones.
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complicado de resolver desde un punto de vista analitico, se lo suele discre-
tizar para hallar una aproximacién numérica a su solucion. Al discretizar,
en muchas ocasiones se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales, en
general de tamano considerable, para obtener una aproximaciéon razonable a
la solucién.

A continuacion se estudiard el problema de transmisién del calor, que se
presenta con frecuencia en Ingenieria. Primero se abordara el problema en
su version mas simple (unidimensional) y luego una versién algo més general

(bidimensional).

= Caso unidimensional: Se considera una barra conductora de calor,

delgada, aislada (es decir, que en los puntos interiores de la barra, que se
encuentran entre los extremos, la temperatura no se ve modificada por
la de su exterior sino unicamente por las temperaturas en los extremos)
y en cuyos extremos se conoce que las temperaturas inicial y final son

T; y T}, respectivamente.

Pasado un periodo de tiempo, la temperatura en los puntos interiores
de la barra se estabilizara y se dice que proporcionara una solucién es-
tacionaria (es decir, que no depende del tiempo). El objetivo es hallar
esta distribucién de temperatura en equilibrio. Como se vera, la tem-
peratura en puntos del interior, quedara completamente determinada

por sus valores T; y Ty en la frontera.

Para ello, se considera un nimero finito de puntos en el interior de
la barra, llamados nodos x1, zs, .. ., x,, equiespaciados a lo largo de la
barra, y se desea estimar los valores de la temperatura 1,75, ..., T,

en dichos puntos como en la Figura 2.2.

Se utilizara la siguiente propiedad.

Propiedad del valor medio: Dada una varilla en equilibrio térmi-

co y un nodo z; en el interior de dicha varilla, con 1 < 7 <mn,
la temperatura en el punto x; es el promedio de la tempera-

tura de los dos nodos adyacentes a él.
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Figura 2.2: Conduccion del calor en una barra unidimensional.

Al imponer esta condiciéon en cada nodo interior se obtiene el sistema

de ecuaciones lineales siguiente:

T T+ 1)

T, = LT+Ty)

T3 = 3(Th+Ty
Tnfl = %(Tnf2 + Tn)
L Tn - %(Tnfl + Tf)

Reordenado términos es posible escribir el sistema en la forma equiva-
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2 -1 0 0 0 0 0 0
1 2 -1 0 0 0 0 0] o
0 -1 2 -1 0 0 0 0 L I
T 0
T3
0 0 0 0 . 2 -1 0 I .
0 0 0 0 .. -1 2 -1 0 - T,
0 0 0 0 .. 0 -1 2 —1]-" -
0 0 0 0 0 0 -1 2|

Observar que se ha obtenido una matriz tridiagonal (es decir, con ele-
mentos no nulos en la diagonal principal y sus dos diagonales paralelas

adyacentes).

Al tratarse de un sistema de ecuaciones lineales con n ecuaciones y n

incognitas se puede resolver con la contrabarra.

Ahora se resolvera un ejemplo concreto. Al tratarse de una matriz es-
tructurada, es facil introducirla en MATLAB. Para el valor previamente
especificado de n = 3, y temperaturas en los extremos iguales a T; = 0
grados centigrados y Ty = 100 grados centigrados, la matriz se intro-

duce mediante las sentencias

>> n=3;
>> u=ones(n-1,1);

>> A=2xeye(n,n)+diag(-u,1)+diag(-u,-1);

A =
2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2
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donde los comandos diag(-u,1) y diag(-u,-1) indican que se co-
locara el vector —u en las diagonales paralelas adyacentes superior e

inferior a la principal, respectivamente.

El vector de términos independientes es

>> Ti=0; T£f=100;
>> b=[Ti; zeros(n-2,1); Tf];

Ahora, la solucion del sistema es

>> A\b;
ans =
25
50
75

Se observa que tiene un sentido fisico correcto, puesto que la tempera-
tura se incrementa desde los 0 grados centigrados hasta los 100 grados

centigrados con valores intermedios de 25, 50 y 75 grados centigrados.

Ejercicio 2.6. Resolver el problema de la distribucion estacio-
naria del calor en una varilla cuyos extremos se encuentran a 15

y a 0 grados centigrados utilizando 10 nodos internos.

Ejercicio 2.7. Disenar una funcion en MATLAB que resuelva el
problema de la distribucion estacionaria del calor en una varilla
cuyos extremos se encuentran a 7; y a Ty grados centigrados
utilizando n nodos internos. Ejecutar el programa con el ejemplo

para n = 3 y el ejercicio para n = 10.
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= Caso bidimensional: El problema es similar, sélo que ahora cambia

la geometria del conjunto sobre el que se realiza el andlisis. Se trata de
una placa conductora de calor (cuadrada o circular), delgada, aislada
(es decir, que en los puntos interiores de la placa, la temperatura no se
ve modificada por la de su exterior, pensada como elemento tridimen-
sional, sino tnicamente por las temperaturas en el borde de la misma)

y en cuya frontera se conoce una distribucién de temperaturas.

Pasado un periodo de tiempo, la temperatura en los nodos interiores de
la placa se estabilizara. El objetivo es hallar esta distribucién de tempe-
ratura en equilibrio. Como se vera, la temperatura en nodos del interior,

quedara completamente determinada por sus valores en la frontera.

Para ello, se considera un nimero finito de puntos en el interior de
la placa, llamados nodos xz1,xs,...,x,, distribuidos de manera uni-
forme en la placa, y se desea estimar los valores de la temperatura

Ty, Ts, ..., T, en dichos puntos. Se utilizara la siguiente propiedad.

Propiedad del valor medio: Dada una placa en equilibrio térmico y un

nodo x; en el interior de dicha placa, con 1 < j < n, la temperatura en
el punto z; es el promedio de la temperatura de los nodos adyacentes

a él.

Mientras que en el caso unidimensional por adyacente a un nodo se
tenfan los nodos anterior y posterior a él, ahora cada nodo interior
tendra 4 vecinos para realizar el promedio. En la interseccién de ca-
da par de segmentos se encuentran los nodos interiores xy, xs, T3 y
x4 (punto de color gris) como se aprecia en la Figura 2.3 y los datos

b1, b, ..., bs (puntos de color naranja).

Al imponer esta condicién en cada nodo interior se obtiene el sistema
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Figura 2.3: Conduccion del calor en una placa bidimensional.

de ecuaciones lineales siguiente:

Ty = (bs+bi+To+Ts)
T, = %l(T1+bg+bg+T4)
Ty = 1(br+ Ty + Ty + be)
Ty = (T3 +To+by+bs)

Tomando by = by = b; =bg =0, b3 =by =1y bs = bg = 2 se puede

reescribir el sistema como

4 -1 -1 0 T
-1 4 0 -1 Ty
-1 0 4 -1 Ty

0 -1 -1 4 ||

w NN = O

Al tratarse de un sistema de ecuaciones lineales con 4 ecuaciones y 4
incognitas se puede resolver con la contrabarra; la matriz de coeficientes

es pentadiagonal.

>> A=[4 -1 -1 0;-1 40 -1;-1 04 -1;0 -1 -1 4];
>> b =[0;1;2;3]

Ahora, la solucién del sistema es
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>> A\b;

ans =
0.3750
0.6250
0.8750
1.1250

De nuevo, al situar en la grafica la distribucién obtenida, se observa

que tiene un sentido fisico correcto.

Aplicaciones reales: Puede ocurrir que una misma ecuacion permi-
ta proporcionar modelos matematicos de diferentes problemas reales,
correspondientes incluso a diferentes dreas cientificas y/o tecnoldgicas.
Una de estas es la ecuacién diferencial del calor:

ou 4 d%u

ot~ 92
donde ¢ es una constante y cuyas derivadas se realizan respecto al
espacio x y al tiempo ¢. Su solucion es una funcién de dos variables del
tipo u(x,t), que representa (en el caso unidimensional) la temperatura
del punto de la seccién de abscisa x de una barra conductora de calor en
un instante ¢ > 0. Para que el problema se pueda resolver, las variables
x y t deberdn pertenecer a ciertas regiones (acotadas) que se deberan

considerar conjuntamente a la ecuacion diferencial.

En Ingenieria en Telecomunicacion, la ecuacion del calor permite es-

tudiar las microondas. Por ejemplo, se permitird mantener controlado
el proceso de la transmision del calor por radiacion mediante ondas
electromagnéticas (fotones). También es importante el tratamiento por
microondas de muestras de materiales mediante un sistema de control
que mantenga, en todo momento, la temperatura y la energia absorbi-

da, controladas.

En Ingenieria Civil, una modificacién de este problema permite estudiar

la temperatura en una presa teniendo en cuenta las tres temperaturas
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diferentes a las que estd expuesta la presa: la temperatura del suelo
(base), la temperatura del agua en un lateral y, por otro lado, la tem-
peratura del aire. Asi, se podra determinar el estrés térmico al que la

presa esta sujeta.

En Administracion de Empresas, una ecuacion equivalente a la del ca-

lor permitira disenar modelos que analizan aspectos econémicos empre-
sariales. Se trata de una ecuacién que permite estimar el valor actual de
una opcién europea® en matematica financiera para la compra o venta
de acciones en un futuro. Mas concretamente, se conoce como de la
ecuacién de Black-Scholes, tiene el siguiente aspecto®

dc dc ¢

1
o S - 232_:
a5, T"tgs, TR Piger T

y, tras un cambio de variables adecuado, se la puede convertir en la

ecuacion del calor.

En Cartografia y Geodesia, la ecuacion del calor permite interpretar,

por ejemplo, distintos sistemas geotérmicos. Un sistema geotérmico se
define como la conveccién® de agua en la corteza superior de la Tierra,
que en un espacio confinado, transfiere calor de una fuente de calor a
un disipador de calor, este ultimo es por lo general la superficie libre
donde el calor es absorbido (dispersado o usado). Un sistema geotérmico
habitualmente esta formado por un reservorio, una fuente de calor y un
fluido. Por mencionar un caso concreto de estudio, se puede analizar el
sistema en el que se disponga de un deposito enterrado que intercambia

calor con el suelo. Simplemente como curiosidad, anadir que el flujo

4Es una opcién financiera para la cual su comprador podra ejercerla sélo cuando llegue

el vencimiento del contrato.

En este caso, la funcién ¢(S;,t) denota el precio de compra de una opcién europea;

t el tiempo de inicio del contrato; S; el precio del activo; o la volatilidad y r la tasa de

interés.

6La conveccidn es una de las tres formas de transferencia del calor entre zonas con dife-

rentes temperaturas, que se produce Unicamente por medios materiales. Las otras formas

son conduccion y radiacién.
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de agua de densidad constante en una dimensién (por simplificar la
ecuacién) en un medio poroso (adecuado) se puede describir mediante

la ecuacién en derivadas parciales

donde la variable x se mueve en la direccién de la conductividad hidrauli-
ca, h denota el potencial hidraulico por unidad de peso, w el término
de fuente (volumen de agua por unidad de tiempo o inyectado/extraido
por unidad de volumen del acuifero en el punto x), Ss el coeficiente de

almacenamiento especifico del medio, y ¢ el tiempo.

Los modelos presentados, algunos de ellos simplificados, muchas veces
no tienen solucién analitica y se debe acudir a métodos numéricos pa-
ra encontrar una solucion aproximada del problema. En este punto es
indiscutible la utilizacién de la Informatica para resolver el problema.
. Qué significa discretizar un problema? De forma muy resumida, de
los infinitos valores de las variables = y t se elegirdan un ntmero finito
de ellos y se reemplazaran las derivadas por expresiones algebraicas de
modo que se deba resolver un sistema de ecuaciones lineales, en gene-
ral, de tamano muy grande. Para obtener soluciones fiables y precisas
se requiere de los computadores actuales de altas prestaciones para
realizar el estudio de los métodos numéricos que permiten resolver este
problema de forma aproximada y, posteriormente, poder interpretar los
resultados mediante graficas de calidad de las soluciones, muchas veces

en situaciones reales concretas y mediante simulaciones en tiempo real.
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2.5. [Ejercicios

(1) La matriz

(0010020 0]
1010000
0100000
A=100000 1 2
2000000
0001001
(000201 0|

corresponde a la matriz de adyacencia de un grafo.

(a) Particionando en bloques la siguiente matriz
A4 A%+ A3+ A + A5 4+ AS,

indicar la informacién que contiene cada uno de sus elementos.
Utilizar el comando spy para una visualizaciéon rapida.

(b) A partir del apartado anterior, deducir si todos los vértices
estan conectados o no.

(c) Ahora, considerar que los elementos de las posiciones (3,4) y
(4,3) de A valen 2 y repetir los apartados anteriores.

(d) Dibujar el grafo asociado a cada una de las matrices de adya-
cencia planteadas y comprobar los resultados obtenidos.

(2) (a) Deducir una férmula para la suma de los cuadrados de los n

primeros niimeros naturales
P+2243 4+ (n—1)7°+n
suponiendo que la respuesta es una funcién polinomial de gra-
do 3 en la variable n, es decir, del tipo p(n) = an®*+bn?+cn-+d.
(b) Una vez conjeturada la férmula del apartado anterior (y ex-

presada como producto de tres factores lineales en n), justifi-

car que es correcta, demostrandola’ por el método de induc-

"A mano, es decir, sin utilizar MATLAB.
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(3)

cién.
Si la placa cuadrada de la Figura 2.3 tiene una distribucién dada
de temperatura en sus bordes by, by, b3, by, bs, bg, b7 v bg, demostrar

que las temperaturas en los nodos interiores xy,xs, T3 y x4 son

Unicas para valores arbitrarios atribuidos a las temperaturas del

borde.

Al lanzar una sonda de espacio profundo, es preciso realizar co-
rrecciones para reconducir la sonda hacia la trayectoria deseada.
Para ello, por radiotelemetria la sonda envia informacién a partir
de un flujo de vectores columnas py, ps,...,pr en diferentes mo-
mentos indicando la posicién de la sonda para ser compararada
con la trayectoria planificada. A medida que se analizan los datos
del radar, se debe calcular la matriz Gy = PP} donde la infor-
macién recibida ha sido almacenada en (las columnas de py) la
matriz P, = [pl P2 ... Dk } Al recibir un nuevo vector de
posicién pgiq, es necesario recalcular la matriz Gy, en el nuevo
instante de tiempo. Puesto que los vectores de datos llegan a alta

velocidad, la carga computacional puede ser importante.

(a) Demostrar cémo la multiplicaciéon de matrices particionadas
ayuda enormemente a realizar una cantidad considerablemen-
te menor de célculos. Mas precisamente, describir cudles son
los tnicos calculos a realizar para obtener la matriz actuali-
zada Gpyq a partir de la matriz Gy, (calculada en el instante

anterior).

(b) Generar 6 vectores aleatorios con elementos enteros de longi-
tud 8 en el intervalo [0,90] y comprobar los resultados obeni-

dos en el apartado anterior.
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Figura 2.4: Impresién artistica de una sonda Voyager en el espacio. Imagen:
NASA /JPL-Caltech.
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3.1.

Matriz inversa

Se proporcionaran varias formas de analizar con MATLAB si una ma-

triz es invertible o no.

3.1.1.

Caracterizacion a partir de su rango

Se ha visto que el comando rank permite hallar el rango! de una matriz

A € R™"™ dada, e incluso es valido para analizarlo en el caso en que

A e Cmxn,

Es conocido que si A € R™"™ entonces

A es invertible

& rg(A) = n.

En el siguiente ejemplo se utiliza el comando rank para averiguar si

dos matrices cuadradas dadas son invertibles o no.

Ejemplo 3.1. Analizar si las matrices

son invertibles o no utilizando el rango de las mismas.

0 4 -5 —
-2 -1 =
B 3 5
—2 3 -8
—4 6 —16 8

< Calculando el rango de cada una se obtiene:

1 M4s especificamente, la ayuda de MATLAB dice explicitamente: rank (A) proporciona

una estimacion del nimero de filas o columnas linealmente independientes de la matriz A.

Si bien, mas adelante se probard que es equivalente a la cantidad de filas no nulas de la

forma escalonada reducida por filas de A, es importante observar que se indica que es una

“estimacion”.
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>> A=[1 3 9;2 2 2;0 -1 3];
>> B=[04 -5 -1;-2 -1 -3 5; -2 3 -8 4;-4 6 -16 8];
>> rank(A)
ans =
3
>> rank(B)
ans =
2

Luego, A es invertible y B no lo es. >

3.1.2. Calculo a partir del comando contrabarra

A diferencia del comando rank que permite decidir si una matriz cua-
drada es invertible o no, hay otro comando que permite calcular la
inversa de una matriz cuadrada, que es la contrabarra, como ya se ha

visto.

La utilizacién de la orden contrabarra requiere ciertos cuidados. Se
ha visto que, cuando se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones
lineales, también proporciona (una) solucién en caso de que el sistema
dado sea compatible indeterminado. Este hecho puede inducir a error, si
no se analiza previamente que la matriz sea invertible (para garantizar
que la solucién proporcionada es, efectivamente, la tinica solucién del
sistema). Més ain, el comando contrabarra también proporciona (una)

solucién a un sistema incompatible?.

Se recuerda que si A € R™*" entonces

A es invertible & A admite una inversa a derecha,

2Esta solucién es la solucién en el sentido de los minimos cuadrados y de norma minima,

tal y como se estudiard en Anélisis Numérico.
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es decir, si existe una matriz X € R™ " tal que AX = I,. Parti-

cionando a X segun sus columnas se tiene que la matriz incognita

X = [ 1 Ty ... Ty, } debe cumplir que
A[a;l To... xn}:[el ey. .. en},
donde, parai =1,2...,n, las matrices columna e; tienen un 1 en la fila

i-ésima y 0 en las restantes. Al realizar la multiplicacién por bloques
[ Ary Axy... Ax, } = [ €1 €ey... €y }

y al igualar matrices, para hallar la matriz X se deberan resolver los n

sistemas de ecuaciones lineales

Az; = e;, 1=1,2,...,n.

Si se ha garantizado de antemano que la matriz A es invertible, estos

sistemas se pueden calcular mediante la contrabarra como

>> x1=A\[1;zeros(n-1,1)];
>> x2=A\[0;1;zeros(n-2,1)]1;
>> x3=A\[zeros(2,1);1;zeros(n-3,1)];

y asi sucesivamente hasta

>> xn_1=A\[zeros(n-2,1);1;0];
>> xn=A\[zeros(n-1,1);1];

Ejemplo 3.2. Aplicar el procedimiento anterior para calcular la
inversa de la matriz A del Ejemplo 3.1, de la que se sabe que es

invertible. Comprobar que el resultado encontrado es correcto.
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< En este caso queda

>> x1=A\[1;0;0]
x1=
-0.2857
0.2143
0.0714

>> x2=A\[0;1;0]
x2=
0.6429
-0.1071
-0.0357

>> x3=A\[0;0;1]
x3=
0.4286
-0.5714
0.1429

Ahora se hard la comprobacion de que el resultado obtenido es correcto.
Una forma facil de hacerlo es colocando las columnas halladas en una

matriz X

>> X=[x1 x2 x3];

X=
-0.2857 0.6429 0.4286
0.2143 -0.1071 -0.5714
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0.0714 -0.0357

0.1429

y comprobando que AX = I3 como sigue

>> AxX-eye(3)
ans =
1.0e-15 %
0 -0.0694
0.0555 -0.2220
-0.0278 0.0139

donde el factor

0.0555
0
0

1.0e-15

es la notacién cientifica para el niimero 0,000000000000001. Nétese que

dicho factor afecta a todos los elementos de la matriz. >

Se puede economizar comandos utilizando sélo una vez la contrabarra

como sigue

>> A\eye(3)
>> ans=
-0.2857 0.6429
0.2143 -0.1071
0.0714  -0.0357

0.4286
-0.5714
0.1429

3.1.3. Calculo a partir de la orden inv

También puede utilizarse el comando inv(A) para calcular la inversa

de una matriz cuadrada A.
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Ejemplo 3.3. Calcular la inversa de la matriz A considerada en

el Ejemplo 3.1 mediante la orden inv ().

< Antes, se recuerda cual es la matriz A:

>>A
A=

y ahora se calcula su inversa a partir

>> inv(A)

ans=
-0.2857 0.6429 0.4286
0.2143 -0.1071 -0.5714
0.0714 -0.0357 0.1429

>

Si se aplica el comando inv a la matriz B introducida previamente (sin
analizar con antelacién si es invertible o no), MATLAB da el siguiente

resultado

>> inv(B)
Warning: Matrix is singular to working precision.
ans=
Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf
Inf Inf Inf Inf
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A la hora de resolver un sistema de ecuaciones lineales
Ar = b,

en lugar de utilizar x = inv(A)*b, el propio MathWorks® recomienda

hacerlo mediante x = A\b pues se calcula de manera mas eficiente.

3.1.4. Utilizacion de la forma escalonada reducida

por filas

MATLAB dispone de la orden rref (reduced row echelon form) que

permite hallar la matriz escalonada reducida por filas de una matriz A.

Ejemplo 3.4. Calcular las formas escalonadas reducidas por filas

de las matrices A y B del Ejemplo 3.1.

<
>> rref(A)
ans=
1 0 0
0 1 0
0 0 1
>> rref (B)
ans=
1.0000 0 2.1250 -2.3750
0 1.0000 -1.2500 -0.2500
0 0 0 0
0 0 0 0

>

3MathWorks es la corporacién estadounidense (privada) especializada en software de

computacién matemaética, de la cual MATLAB es uno de sus productos mds importantes.
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Caracterizacion de la no singularidad
Es conocido que si A € R™*™ entonces

A es invertible & A~y 1.

De los resultados obtenidos anteriormente, es claro que a partir de la
orden rref se puede deducir que A es invertible (pues A ~y I3) y que

B mno lo es (pues B~y 1y).

La orden rref en la resolucién de sistemas lineales

Se pueden resolver sistemas de ecuaciones lineales sin analizar previa-
mente si la matriz (cuadrada) es invertible e incluso utilizando matrices

rectangulares utilizando el comando rref como se muestra a continua-

cion.
Ejemplo 3.5. Se pretenden resolver los sistemas lineales
0 4 -5 -1 X1
-2 -1 -3 5
2=t i=12,
-2 3 -8 4 x3
-4 6 —16 8 T4
para
1 1
4 4
by = by =
1 5 y 2 5
10 11

<1 La matriz B es la introducida con anterioridad

>> B
B=
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-2 -1 -3 5
-2 -8
-4 -16 8

Ahora se introduce la matriz columna

>> bi1=[1;4;5;10]

10

y el vector

>>b2=[1;4;5;11]

El primer sistema Bx = b; se puede resolver a partir de

>> rref ([B bl])

ans =
1 0 2.1250 -2.3750 -2.1250
0 1 -1.2500 -0.2500 0.2500
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

con lo cual es un sistema compatible indeterminado. En este caso, las
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dos primeras columnas son basicas, por lo que
x1 = —2,125 — 2,125\ + 2,375; 29 = 0,25 + 1,25 4+ 0,25, A, p € R

y el conjunto solucién puede escribirse como

1 —2,125 2,125 2,375
0,25 1,25 0,25
T _ ) + A ) + m ) ’)\’ e R
T3 0 1 0
Ty 0 0 1

Se observa que, en este caso, el valor de n — rg(B) (donde n = 4 es
la cantidad de columnas de B) proporciona la cantidad de parametros

necesarios para expresar la solucion general.
La resolucién del sistema Bx = by se obtiene mediante

>> rref ([B b2])

ans =
1 0 2.1250 -2.3750 0
0 1 -1.2500 -0.2500 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
con lo cual el sistema Bx = by es incompatible. >

Calculo de la inversa a partir del método de Gauss-Jordan

De nuevo, el comando rref puede utilizarse para decidir si una matriz

cuadrada es invertible o no y, en caso de serlo, proporciona su inversa.

Ejemplo 3.6. Para la matriz A del Ejemplo 3.1, calcular su in-
versa mediante el método de Gauss-Jordan. Comprobar que el

resultado es correcto.
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<1 Al escalonar la matriz [ A I3 } se tiene

>> X=rref ([A eye(3)])
X =
0 0 -0.2857 0.6429 0.4286
0 0.2143 -0.1071 -0.5714
0 1 0.0714  -0.0357 0.1429

[ENY

lo que implica que A es invertible (este hecho sigue de haber obtenido

la matriz identidad en sus tres primeras columnas) y su inversa es

>> invA=X(:,4:6)
invA =
-0.2857 0.6429 0.4286
0.2143 -0.1071 -0.5714
0.0714 -0.0357 0.1429

resultado que se puede comprobar facilmente mediante

>> AxinvA-eye(3)

ans =
1.0e-15 x*

-0.1110 0.0971 0.0555

0 0.2220 0

0 0 0

por lo que proporciona una aproximaciéon aceptable de la inversa. >
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Ejercicio 3.1. Analizar si las siguientes matrices son invertibles

utilizando: el rango, el comando contrabarra y la orden inv:

3 1 9 4 5 6
A=|1 1 5 y B=1|8 10 12
1 -1 —1 12 15 18

Si fuesen invertibles, calcular sus inversas. En cada caso, resolver
con la orden rref los sistemas lineales Az = d; y By = f; para

1,7 = 1,2 siendo

3 3
di=|11|, da=|1|, A=]|2], fo=
1 2

escribiendo claramente el conjunto solucion.

3.2. Equivalencia de matrices

En lo que sigue se utilizara MATLAB para comprobar si dos matrices

son equivalentes por filas, por columnas o equivalentes y, también, para

determinar la correspondiente forma normal de Hermite.

3.2.1.

determinan

0
En este apartado se hallara la forma normal de Hermite [ 0 0 ] de

una matriz A € R™*" no nula y, ademds, matrices invertibles () €

R™ ™ v P e R™™ que satisfacen

I, 0
o[ 0]

33
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De regalo, se obtendra que r es el rango de A.

Ejemplo 3.7. Multiplicar la matriz

~

|
)
00 N
W o=

por matrices elementales adecuadas, primero por filas y luego por

columnas, hasta obtener su forma normal de Hermite.

< En efecto,
>> L=[0 4 1;1 2 1;2 8 3]

L=
0 4 1
1 2 1
2 8 3

El primer paso sera intercambiar las dos primeras filas:

>> Fl=eye(3);
>> F1([1 2],:)=F1([2 1],:)

Fi=
0
0
>> L1=F1x*L;
L1=
2 1
1
8 3
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Para eliminar el elemento de la posicién (3,1) se introduce la matriz

elemental por filas adecuada

>> F2=[1 0 0;0 1 0;-2 0 1]

F2=
1 0 0
0 1 0
-2 0 1

y se calcula

>> L2=F2x*L1;
L2=
2 1
4 1
4 1

Ahora se elimina la tercera fila mediante

>> F3=[1 0 0;0 1 0;0 -1 1]

F3=
0
-1
>> L3=F3x*L2;
L3=
1 2 1
0 0

Con una operacion elemental de tipo II se consigue un uno principal

en la posicién (2,2) como sigue
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>> F4=[1 0 0;0 1/4 0;0 0 1]

F4=
1.0000 0 0
0 0.2500 0
0 0 1.0000
>> L4=F4x*L3;
L4=

1.0000 2.0000 1.0000
0 1.0000 0.2500
0 0 0

y con este uno principal se puede eliminar el elemento de la posicién
(1,2) quedando

>> F5=[1 -2 0;0 1 0;0 0 1]

Fb=
-2 0
0 1 0
0 0 1
>> L5=Fbx*L4;
L5=
1 0 0.5000
0 1.0000 0.2500
0 0 0

Se ha conseguido la forma escalonada reducida por filas de L. Ahora
se procede por columnas eliminando primero el elemento de la posicién
(1,3) mediante:

>> C1=[1 0 -1/2;0 1 0;0 0 1]
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C1l=

1.0000 0 -0.5000
0 1.0000 0
0 0 1.0000
>> L6=L5%C1;
L6=
1.0000 0 0
0 1.0000 0.2500
0 0 0

y, por ultimo, el de la posicién (2, 3) a partir de:

>> C2=[1 0 0;0 1 -1/4;0 0 1]

C2=
1.0000 0 0
0 1.0000 -0.2500
0 0 1.0000

obteniendo la forma normal de Hermite

>> H=L6%*C2;
H=

Es posible obtener las matrices () y P como sigue:
>> (=F5*F4*xF3*F2*F1
Q:
-0.5000 1.0000
0.2500 0
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-1.0000 -2.0000 1.0000

>> P=C1x*C2
P=
1.0000 0 -0.5000
0 1.0000 -0.2500
0 0 1.0000

Se comprueba que, efectivamente,

>> Q*L*P

ans=

que es la forma normal de Hermite de L.

3.2.2. Forma normal de Hermite

En este apartado se hallard solamente la forma normal de Hermite (pero

no las matrices que la determinan).

Al calcular la forma escalonada reducida por filas de A € R™*"™ se

hallan matrices invertibles (01, Qo, ..., (), tales que

Qs ... Q201 A = Ry.

Luego, A'Q1Q% ... QL = (Ra)". Si ahora se calculan matrices invertibles
Py, P, ..., P, tales que

Pg...P2P1<RA)t:R,
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siendo R la forma escalonada reducida por filas de (R4)", se tiene que
R4P}P;... P} = R con lo cual

Py...PPLAQIQ, ... QL = P,... P,Pi(Rs) = R,

y, de este modo, inicamente con operaciones elementales por filas, se
halla la forma normal de Hermite de A sin mas que trasponer la ultima

expresion para obtener
Qs...Q:QAPIP; ... P} = R".

Llamando @ := Q... Q2Q1y P := PP} ... P} se tiene que

I, 0
AP=R'=|"T" "|.

Ejemplo 3.8. Calcular la forma de Hermite de la matriz

1230 4 0 5 0
M- 246114 017 0
1230 4 0 5 1
0000 0 0 0 1

<1 Para la matriz M:

> M=[12304050;2461140170;12304051;
000000O0O0 1];

la forma escalonada reducida por filas de la matriz se obtiene mediante

>> N=rref (M)
N:

SO O O =
S O O N
SO O O W
SO O = O
S O O b
o O O O
O O N o
O =, O O
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Ahora,

>> R_t = rref(N’)

ans

O O O O O O O =
O O O O O ©O ~» O
O O O O O ~» O O
O O O O O © o o

Finalmente, trasponiendo, la forma normal de Hermite de M es

>> R_t_t = R_t’

R_t_t=
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Recordando que si A, B € K™*" son matrices no nulas entonces

(a) ANfB <~ RA:RB,
(b) ANCB = RAt:RBt,

(c) A~ B & 1g(A) =rg(B),

se plantea resolver el siguiente ejercicio.
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Ejercicio 3.2. Analizar si las siguientes matrices son equivalen-

tes por filas, por columnas y/o equivalentes:

4 5 6 12 8 4
S=|8 10 12 y T'=115 10 5
12 15 18 27 18 9

Si fuesen equivalentes, hallar matrices invertibles () y P que es-

tablecen dicha equivalencia, es decir, tales que QSP =T.

3.3. Utilizacion del calculo simbdlico

Ademads de resolver numéricamente numerosos problemas, MATLAB
permite realizar ciertos calculos desde el punto de vista simbdlico. Para
ello serd necesario definir previamente las matrices simbdlicamente a

partir del comando syms.

Ejemplo 3.9. Calcular la inversa de la matriz [ ¢
c

b
] de forma
d

simbdlica.

< Si se definen como simbdlicas las variables a, b, ¢ y d mediante la

instruccion
>> syms a bcd

es posible analizar la forma escalonada reducida por filas de la matriz
2x2

>> rref([a b;c d])

ans =
[ 1, 0]
[0, 1]
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lo que indica que su forma escalonada reducida por filas coincide con I5.
Evidentemente, al realizar el calculo MATLAB no tiene en cuenta si los
valores de las variables son nulos o no o si presentan ciertas relaciones
que, por ejemplo, prohiban dividir por cero. Por esto, debe utilizarse
con sentido comun y analizando concienzudamente los resultados que

MATLAB arroja.

Para la misma matriz, la inversa se calcula mediante

>> inv([a b; c d])
y proporciona la conocida féormula

ans =
[ d/(axd - b*xc), -b/(axd - bxc)]
[ -c/(axd - b*c), a/(axd - bx*c)]

Ejercicio 3.3. Sean

c d z i
Es conocido que X es la matriz inversa de A siy sélo si AX = Is.

Se pide:

(a) Utilizar calculo simbdlico para obtener un sistema de ecua-

ciones lineales a resolver.

(b) Escribir nuevamente el sistema encontrado, ahora de forma
explicita como un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas

(agregando los ceros necesarios).
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(c) Encontrar la inversa de A resolviendo el sistema del apartado

anterior mediante el comando rref.

(d) A la luz del resultado del apartado anterior, jes posible ob-
servar la condicion que se debe cumplir sobre los coeficientes

de A para que exista su inversa?

(e) Comprobar que el resultado anterior coincide con el hallado

en el ejemplo anterior a este ejercicio.

3.4. Determinantes

MATLAB dispone del comando det que permite calcular determinantes

de matrices cuadradas.

7

Ejemplo 3.10. Calcular el determinante de las matrices

0 4 -5 -1

b3 2 -1 3 5
—7 )
0 -1 3

< El determinante de A es
>> A=[1 3 9;2 2 2;0 -1 3];
>> B=[0 4 -5 -1;-2 -1 -3 5; -2 3 -8 4;-4 6 -16 8];
>> det (A)
ans=
-28

y el de B es
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>> det (B)

ans=

>

Sobre el comando det se debe resaltar que no es recomedable su uso
para la detecciéon de la singularidad de una matriz. Observar con dete-

nimiento los siguientes ejemplos:

>> A=[2 0;0 1/2];
>> det (A)
ans=
1
>> A=[3 0;0 1/3];
>> det (A)
ans=
1
>> A=[4 0;0 1/4];
>> det (A)
ans=
1
En todos estos casos, se observa que el determinante es 1, es decir,

todas son matrices no singulares.

Ahora bien, la orden det puede utilizarse tanto desde un punto de vista
numérico como simbélico. Teniendo en cuenta este hecho, los ejemplos
anteriores pueden generalizarse del siguiente modo:
>> syms X

>> A=[x 0;0 1/x];

>> det (A)

ans=

1
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Por lo tanto, a medida que x — 400, la matriz se acerca cada vez mas
a una matriz singular (pues la segunda fila se acerca a una fila nula),
mientras que el determinante de todas ellas permanece igual a 1, lo que

claramente llevaria a incongruencias.

e '

Ejemplo 3.11. En este ejemplo, utilizando determinantes, se
encontrara la ecuacion de una recta a partir de dos puntos por

los que pasa.

(a) Silos puntos P, = (x1,y1) v P» = (22, 2), distintos entre si,

pasan por una recta de ecuacion
ar + by + c =0,

se trata de hallar los niimeros reales a,b y ¢ que la determi-

narm.

(b) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P, =
(1,1) y P, = (2,3).

\

< Se utilizara determinantes, tal y como se pide.

(a) En primer lugar, al sustituir las coordenadas de los puntos en la
ecuacion y, teniendo en consideracion que la propia ecuacion se

debe cumplir, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales

ar+by+c = 0
ax1+by1+c = 0
0

axrs + bys + ¢

que se puede escribir matricialmente de forma equivalente como

z y 1 a 0
1 Y1 1 b = 0 ;
To Yo 1 c 0
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donde las incognitas son a, by c.

El sistema lineal obtenido es homogéneo. Para que dicho sistema
tenga una solucién no trivial (es decir, a, b, ¢ no simultaneamente
nulos) el determinante de la matriz de coeficientes debe ser igual
a cero (en caso contrario, la matriz seria invertible y el sistema

sélo tendria la solucién trivial).

Se ha probado que existen ntimeros reales a, b y ¢, no todos nulos,

tales que ax 4 by + ¢ = 0 si y sélo si

z y 1
det rr y1 1 = 0.
Ty Yo 1

Aplicando el resultado encontrado, para determinar la recta que

pasa por los puntos P, = (1,1) y P, = (2, 3), se calcula

>> syms X y
>> L=[x y 1;1 1 1;2 3 1]

L =

[ x, y, 1]
(1, 1, 1]
[ 2, 3, 1]
>> det (L)
ans =

y - 2%xx + 1

de donde la ecuacion implicita de la recta buscada es

L:-2z+y+1=0.
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Ejercicio 3.4. Para determinar la orbita de un asteroide alre-
dedor del Sol, un astréonomo situé un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales en el plano de la dérbita (con el Sol en el
origen) y utiliz6 unidades de medidas astronémicas® sobre cada
eje. De la primera ley de Kepler se conoce que la 6rbita describe
una elipse, cuya ecuacion general viene dada por una expresion
del tipo
ar® +bxy +cy? +doe+ey+ f =0,

y ésta quedard completamente determinada una vez que se conoz-
can los 6 numeros reales a,b,c,d,e y f. Para ello, el astrénomo
realizd 5 observaciones que se corresponden con los siguientes 5

puntos de la orbita
(3.01,5.76), (3.99,6.09), (5.03,2.23),

(5.5,6.21), (6.01,5.88).
Se pide:

(a) Encontrar el sistema de ecuaciones que deben satisfacer los
datos, al sustituir los 5 puntos en la ecuacién anterior y
utilizando ademds la propia ecuacién (es decir, dependera
de a,b,c,d,e, f,z e y). Introducir adecuadamente los datos

(usando vectores y operaciones componente a componente).

(b) Al tratarse de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo
en las incognitas a, b, ¢, d, e y f, jcudl es la condiciéon que debe
cumplir el determinante de la matriz de coeficientes para que

el sistema tenga solucion no trivial?

(c) Hallar, utilizando MATLARB, la ecuacién de la elipse. Si fuese
necesario, utilizar el comando vpa que evaltia elementos con

artimética de precisién variable (Recordar que el comando
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helpwin permite encontrar ayuda sobre los comandos desco-

nocidos).

(d) Investigar el comando ezplot de MATLAB para realizar una
representacion grafica de la érbita determinada (reajustando
si es necesario los valores de las abscisas para que se vea la
grafica completa). Si en dos vectores xn e yn estan almacena-
das las abscisas y las ordenadas de los 5 puntos, respectiva-
mente, los comandos hold ony plot(xn,yn,’*r’) permiten
mantener la grafica de la elipse en una figura y solapar, en la
misma figura, los puntos que la determinaron pintados con
asteriscos (’*’) rojos (’r’). Anadiendo el Sol, se conseguira

un aspecto como el de la Figura 3.1.

*Se recuerda que 1 unidad astronémica (1 UA) mide la distancia media
de la Tierra al Sol y equivale a 149.597.870,691 kilémetros.

3.5. Aplicaciones

En este apartado se estudiaran dos aplicaciones reales del Algebra Li-

neal.

3.5.1. Cddigos secretos

Es importante para las grandes empresas, los gobiernos, la agencias de
seguridad, etc, disponer de sistemas seguros y robustos a la hora de
codificar y enviar su informacién a un receptor especifico, como sus
clientes, empleados, poblacién civil, etc. Este intercambio de informa-
cion debe realizarse sin que sea descifrado por algtin pirata informatico
(hacker) en caso de ser interceptado cuando se envia al receptor. Las

técnicas basicas que se utilizan para codificar y descodificar mensajes
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» 7.1527x - 14.8812xy + 86056y + 20.6969% + 1.7958y - 164.9547
I I I I I I

%

10+ ) |
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40 \ \ \ \ \ \ \ \
40 3 30 % 2 15 10 5 0 5 10

Figura 3.1: Orbita del asteroide.

suelen ser de las areas de la Teoria de Numeros o del Algebra Lineal.
Claramente, esta aplicacion se enmarca en el area de la informaética y

de las telecomunicaciones.

El procedimiento a seguir se describe a continuacién. Para codificar el
mensaje se asocia un numero a cada letra del alfabeto:

A B C D E F G H I J K L M N N (@] P Q R S T U
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

y se convendra que un espacio en blanco se asocia con un 0. Para
practicar el método, el profesor le envia el siguiente mensaje a sus

alumnos

APROBARAS ALGEBRA

99



para lo cual el mensaje codificado es

AP R OBARAS AL GEFEB R A
1 17 19 16 2 1 19 1 20 1 12 7 5 2 19 1

Ahora se escribe el mensaje codificado en las columnas de una matriz

de tamano 4 x 4 como sigue

1 2 20 5
|11 2
119 19 12 19

6 1 7 1

Ahora se elige una matriz invertible D de tamano 4 x 4 que serd in-
formacion que tendran en comin tanto el emisor como el receptor del

mensaje. Por ejemplo, acuerdan elegir la matriz

11 1 1
2
D 3 4 6
3 6 10 17
-1 -3 -5 -8

Acuerdan también que serd enviado el mensaje via el producto DM
con lo cual, para descodificar, los alumnos sélo tienen que obtener la
inversa de D y calcular

D YDM) = (D'D)M = LM = M,
con lo que recupera la matriz M que almacena el mensaje.

Ejercicio 3.5. Al cabo de un rato el profesor les envia la segunda
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parte del mensaje:

38 49 51 31 20
105 227 150 125 40
211 596 311 311 60
—95 —286 —142 —-152 —-20

., Qué dice en esta segunda parte?

3.5.2. Redes de flujo

La Figura 3.2 representa una red de tuberias de agua potable inter-
conectadas, donde el flujo circula en una sola direcciéon y las flechas
indican su direccion. Este es un claro ejemplo de aplicacién dentro del

area de ingenieria civil. Este tipo de redes sirve también para modelizar

problemas relativos a redes de trafico en una ciudad, redes de carrete-
ras (en el area de cartografia), redes de transporte de mercancias para

la distribucién de articulos (en el drea de administraciéon de empresas),

redes eléctricas, paquetes de informacion entre nodos de redes de co-

municaciones (en el drea de telecomunicaciones), etc. y poder analizar

el flujo de dichas redes.
Para analizar este tipo de redes se deben tener en cuenta dos principios

bésicos que deben cumplir:

e Principio 1: La cantidad de flujo que llega a cada punto de la red
debe coincidir con la cantidad que sale del mismo punto (es decir,

en los puntos de la red no se acumula ni se pierde flujo de la red).

e Principio 2: El flujo total de la red es constante.

En el ejemplo correspondiente a la Figura 3.2, se observa que entran
50, 60, 40 y 10 litros de agua por segundo y salen 100, 20, 10, 30 en

los puntos A, B, C'y D, repectivamente, con lo que el flujo total de
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100 60

A
A 1 B
50 > + + 20
Xa A Y X
C D
30 g < < 40
X3
A
10 10

Figura 3.2: Red de flujos en una tuberia.

la red es constante. Se pide averiguar los posibles flujos de agua en las

diferentes tuberias z1, xo, 13 y 4.

Puesto que el flujo se encuentra regulado por valvulas, los operarios
tienen cierto margen para regular algunos aspectos de acuerdo a las
necesidades.

Ejemplo 3.12. En relacion al problema anterior, se pide:

(a) Plantear un sistema de ecuaciones lineales que modelice la
red proporcionada.

(b) Resolver el sistema utilizando el comando rref indicando

claramente la solucion del sistema.
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(c) Para analizar las soluciones factibles (es decir, aquellas que
tienen sentido para el problema en cuestion), se debe tener
en cuenta que los valores de x; deben ser todos no negativos.
. Cuales son las restricciones a imponer para que el sistema

proporcione una solucion factible?

(d) Para realizar ciertas obras, lo operarios necesitan reducir to-
do lo que sea posible el flujo por la tuberia x4. ;Cual sera el

flujo de la red en ese caso? jEs tnica la solucion?

(e) Tras el primer intento por solucionar el problema, los opera-
rios deciden que deben cortar el trafico de flujo por la tuberia
x4. ;Como afectara esta decision al flujo del resto de la red?

;Sera posible realizarlo?

\. J

<1 A partir de la gréfica se puede resolver el problema como sigue.

(a) Se observa que la red permanece en equilibrio puesto que se cumple
el segundo principio basico. Aplicando el primer principio en cada

punto se obtiene el siguiente sistema:

A: 50 + x4, = 100 + x4
B: z; + 60 = x5 + 20
D: zo + 40 = 23 + 10
C: 10 + 23 = 30 + x4

(b) Para resolver el sistema se utiliza el comando rref como sigue:

>> B=[100-1-50;1 -100 -40;01 -10 -30;0 01 -1 20]

B=
1 0 0 -1 -50

-1 0 0 -40

0 1 -1 0 -30
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>> rref (B)

ans =
1 0 0 -1 -50
0 1 0 -1 -10
0 0 1 -1 20
0 0 0 0 0

Luego, se trata de un sistema compatible indeterminado donde

Ty = x4 — 50
T9 = x4 — 10
Tz = T4 — 20

pudiendo tomar x4 un valor arbitrario.

Imponiendo las restricciones
0<z1=24-50, 0<zo=24—10 y 0 <z3=uax4—20,

debe ser

Luego, el conjunto de las soluciones factibles del problema es

{(xq4 — 50,24 — 10,24 — 20, x4) : x4 > 50}.

El minimo valor posible que puede tomar el flujo por la tuberia
x4 es 50. Tomando x4, = 50 se tiene que la unica solucion factible

[SS]

{(0, 40, 30,50)}.
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(e) Para cortar el trafico de flujo por la tuberia x4, es decir, impo-

niendo x4 = 0, las soluciones que se obtienen son
{(=50,—-10, —20,0)}.

Por lo tanto, seré posible realizarlo si se invierten los sentidos de

recorrido de los flujos z1, x5 v 3 y toman los valores indicados.

>

Ejercicio 3.6. Ahora se debe analizar una zona més amplia de

la red de tuberias como la de la Figura 3.3. Se pide:

(a) Hallar el valor de a para que la red se encuentre en equilibrio

(es decir, que se cumpla el segundo principio).

(b) Plantear un sistema de ecuaciones lineales que modelice la

nueva red proporcionada.

(c) Resolver el sistema utilizando el comando rref indicando

claramente la solucién del sistema.

(d) ¢Cuadles son las restricciones necesarias a imponer para que

el sistema proporcione tinicamente soluciones factibles?

(e) ;Esposible cortar el trafico de flujo por la tuberia z7? En caso
afirmativo, jcudles serfan las nuevas soluciones factibles? De
las soluciones factibles, ;jcomo se deberia distribuir el flujo

de modo que por la tuberia z, pase el menor caudal posible?
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100 60

s A 4
A X1 B
50 3 + # 20
X, X,
a
C D
30 < — < 40
X3
Xz Y Xs
r 3
40 + E % F s 30
X
A A 4
30 a

Figura 3.3: Red de flujos en una tuberia.

3.6. Ejercicios

(1) Se consideran

5 25 40 —145
A= |6 17 35 |, b= -96 |,
4 33 45 —194
—2999 195
o= | —1006 |, =z= 65
1000 —65

(a) Utilizar MATLAB para comprobar que Az = by que Az = 0.
(b) Elegir 5 valores de a € Ry calcular A(zg + az).
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(c¢) Conjeturar el resultado que da la expresiéon A(xy + az) para
todo a € R.

(d) Probar que el resultado conjeturado es valido.

(e) Resolver el sistema Az = b con el comando rref.

(2) Analizar si las siguientes matrices son equivalentes:

5 25 40 100
A=|6 17 35 y B=1]22 2
4 33 45 4 2 2

En caso afirmativo, hallar matrices invertibles ) y P tales que
QAP = B.

(3) Para a € R fijo, se considera (para n € N) la sucesién de matrices

[ a+1 a a a a |
a a+1 a a a
a a a+1 ... a a
M, = . . . . . . € R™".
a a a ..ooa+1 a
| a a a a a+1 |

(a) Escribir explicitamente las matrices My, My, My y My.

(b) Utilizar MATLAB para calcular det(M,,) para los valores n =
1,2,3, 4.

(c) Conjeturar qué valor tendra det(M,,) para todo n € N.

(d) Demostrar que la conjetura del apartado anterior es cierta.

(4) Considerar la sucesién de matrices

010 ... 0
001 ... 0 O
000 - 0 O
A= 0 | e R para n € N,n > 3.
0 0 . 0
200 ... 0 0]
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(a) Calcular det(As), det(Ay) y det(As).
(b) Conjeturar el valor de det(A,) para todon € N, con n > 3.
(c) Para un valor arbitrario de n € N con n > 3, hallar todas los

valores de x € R tales que det(4,) = 1.

(5) Se recuerda que la ecuacién de un plano 7 en el espacio R?® viene
dada por
miar+by+cz+d=0.

(a) Utilizando determinantes (y la propia ecuacién), encontrar
una condicién necesaria y suficiente para que tres puntos no
alineados del espacio R? pertenezcan al plano 7.

(b) A partir del apartado anterior, hallar la ecuacién del plano

que pasa por los puntos (0,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).
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4.1. Combinaciones lineales

Una de las cuestiones bésicas del Algebra Lineal es saber si un vector
u de un R-espacio vectorial V' es combinacién lineal de un conjunto de
vectores dados uq,us,...,u, € V. En caso de serlo, se quieren deter-

minar los escalares aq, ao, ..., a, € R de dicha combinacién lineal:
U= QU] + QUy + -+ - + Qply,

y poder asegurar si son 1inicos o no.

Ejemplo 4.1. Averiguar si es posible escribir un vector arbitrario

b = (b1, ba, b3) € R como combinacién lineal de los vectores

Uy = (170a 1>a Uy = (2a 17 ]-)7 Uz = (37272)

< Al plantear la combinacion lineal

<b17b27b3) = $1(1,0,1)+1’2(2,1,1> +$3(37272)
= (@1 + 229 + 3x3, 29 + 223,71 + T + 213)
se obtiene el sistema lineal

r1 + 2z9 + 3x3 = b
Ty + 2w3 = by ,
r1 + x99 + 2.2133 = b3

que se puede reescribir matricialmente como

1 2 3 Tt bl
01 2 i) = bg
1 1 2 T3 b3

Observar que simplemente se han tenido que disponer por columnas los
datos, tanto en la matriz de coeficientes como en el vector de términos

independientes.
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Para encontrar, si existen, los escalares x1,zs y x3, se introducen en
MATLAB la matriz de coeficientes (en formato numérico) y el vector

de términos independientes (en formato simbdélico)

>> A=[1 2 3;0 1 2;1 1 2];
>> syms bl b2 b3
>> b=[b1;b2;b3]
'b =
bl
b2
b3

y, a partir del comando rref, se obtiene

>> rref ([A b])

ans =

[1, 0, O, b3 - b2]
[ 0, 1, 0, 2%¥bl - b2 - 2xb3]
[0, 0,1, b2 - bl + b3]

Es decir, la solucién es
x1 = —by + bs, Ty = 2by — by — 203, x3 = —by + by + b3,

y asi se puede afirmar que cualquier vector b = (b1, by, b3) es combina-
cion lineal de uy, us, u3 y, ademas, se observa que se puede escribir de

forma tnica. >

A continuacion se realiza una observacién importante.

Observacién 4.1. MATLAB calcula la forma escalonada reduci-
da por filas de matrices que involucren parametros pero trata a
dichos parametros como elementos no nulos. Si fuese necesario,

estos parametros se utilizaran en el proceso de eliminacién, lo que
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puede llevar a confusién. En lo que sigue se aclara este punto. Por
ejemplo, si se quiere escribir un vector arbitrario b = (by, by) € R?

como combinacién lineal de los vectores
Uy = (172)7 Uy = (274)7

procediendo como en el ejemplo anterior, se debe resolver

1 2 Ty | by
sl
Introduciendo la informacién en MATLAB y utilizando el co-
mando rref se obtiene
>> A=[1 2;2 4];

>> syms bl b2
>> b=[b1;b2];

>>[A b]
ans =
[ 1, 2, bi]
[ 2, 4, b2]
>> rref ([A b]l)
ans =
[1, 2, 0]
[ 0, 0, 1]

Es decir, se observa que “se han perdido los parametros b; y by”.
Al sumar a la segunda fila la primera previamente multiplicada
por —2, aparece la expresién by —2b; en la posicion (2, 3), nimero
que se divide por si mismo (tras aplicar una operacién elemental
de tipo II) y el 1 que produce se utiliza para anular el b; de
la posicién (1,3). Claramente, este procedimiento no ayuda a

conseguir el propésito deseado y se debe evitar. Se observa que
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en el Ejemplo 6.1 este problema no ha ocurrido debido a que la
matriz A obtenida es invertible mientras que en este caso no lo
es.

En el proximo ejemplo se estudia otro procedimiento para lograr el
propésito (en algunos casos).

Ejemplo 4.2. Averiguar si es posible escribir cada uno de los

vectores de R3
(a) (1,1,1),
(b) (1,1,-1),
(c) (b1, b2,bs),
como combinacion lineal de los vectores
u; = (1,3,5), us = (2,4,6).

De ser posible hacerlo, indicar si la forma de escribirlo es tinica
o no. En el apartado (c), mostrar la forma de los vectores que se

pueden escribir como combinacion lineal de uy y us.

\. J

<1 Se procedera como en el Ejemplo 6.1 que, tras plantear la combi-
nacién lineal y escribir el sistema lineal correspondiente, se pasa a la
ecuacion matricial asociada disponiendo la informaciéon dada adecua-
damente por columnas. En este ejemplo se parte directamente de la

ecuacion matricial.

(a) Se comienza definiendo la matriz de coeficientes, el vector de

términos independientes y el vector de incégnitas

>> A=[1 2;3 4;5 6]
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1 2

3 4

5 6
>> b=[1;1;1]
b=

1

1

1

>> syms x1 x2
>> x=[x1;x2]
x=

x1

x2

Para resolver el sistema de ecuaciones lineales Az = b obtenido se
utilizara el comando solve. Para ello, se necesitara el simbolo de
doble igual ==, que permitira definir las igualdades. Para ver su

efecto, a la variable eq se le asigna el sistema lineal mediante

>> eq= Axx==
eq =
x1 + 2%x2 == 1
3xx1 + 4%xx2 == 1
Bxxl + 6*xx2 == 1

Ahora se resuelve el sistema, almacenando la solucién en la varia-
ble sol

>> sol=solve(eq)

sol =
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struct with fields:
x1: [1x1 sym]
x2: [1x1 sym]

lo que indica que el sistema ha sido resuelto y en la variable sol
se ha almacenado un valor de x1 y uno de x2. Dichos valores se

recuperan como sigue:

>> sol.x1
ans =

-1

>> so0l.x2
ans =

1

Es decir, (1,1,1) = (=1)(1,3,5) + 1(2,4,6).

(b) Ahora se repite el proceso para el vector (1,1, —1). En efecto, se

mantiene la misma matriz A y cambia el vector b:

>> b=[1;1;-1]
b =
1
1
-1
>> sol=solve(A*x==b)
sol =
struct with fields:
x1: [0x1 sym]
x2: [0x1 sym]

El valor 0 que aparece en la estructura de la solucién para x1
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(enx1: [0x1 sym]), lo mismo que en la estructura de la solucién
para x2 indican que, en este caso, no hay solucion. Es decir, no es
posible escribir a (1,1, —1) como combinacién lineal de los vectores
dados.

(c) Se aplica el mismo procedimiento que antes, en este caso para el
vector b = (by, by, b3). En efecto,

>> syms bl b2 b3
>> b=[b1;b2;b3]
b =
bl
b2
b3
>> sol=solve(A*x==b)
sol =
struct with fields:
bl: [1x1 sym]
x1: [1x1 sym]
x2: [1x1 sym]

Se observa que ahora se obtienen valores para b; y también para
xr1 y Ty (como se aprecia en las expresiones [1x1 sym] de las

estructuras de las soluciones). Al hacer

>> so0l.bl
ans =
2*%b2 - b3

Este hecho indica que la relacion que deben cumplir las compo-
nentes del vector b = (by, be, b3) para que dicho vector se pueda

escribir como combinacién lineal de u; y us es by = 2by — b3.
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Ademas, de

>> sol.x1

ans =

2%¥b3 - 3*b2

>> so0l.x2

ans =

(6%b2)/2 - (3%b3)/2

se tiene que (bl, bQ, bg) = <2b3 — Sbg)(l, 3, 5) + (gbg — %bg) (2, 4, 6)

>

Ejercicio 4.1. Averiguar si es posible escribir cada uno de los

siguientes vectores de R?

(a) (1,3),

(b) (1,4),

(c) (by,b2),

como combinacion lineal de los vectores

up = (1,1), us = (2,3).

De ser posible hacerlo, indicar si la forma de escribirlo es tinica
o no. En el apartado (c), mostrar la forma de los vectores que se
pueden escribir como combinacién lineal de uy y us. Indicar el
significado geométrico de los resultados obtenidos.

Todos los apartados se deben resolver utilizando:
(I) el comando rref.

(II) el comando solve.
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Se sigue con el mismo problema pero en el proximo ejemplo serd nece-

sario utilizar un tercer procedimiento para encontrar las soluciones.

Ejemplo 4.3. Averiguar si es posible escribir el vector (3,4,7)

de R?® como combinacién lineal de los vectores
w=(1,0,1), w=(1,1,2), usz=(1,2,3).

De ser posible hacerlo, indicar si la forma de escribirlo es tinica

O 10.

J

<1 Al escribir al vector (3,4, 7) como combinacién lineal de los 3 vectores

uy,us y uz se debe resolver el sistema lineal

1 11 x 3
01 2 i) - 4
12 3 T3 7

Para encontrar, si existen, los escalares x1,xs y x3, se introducen en
MATLAB la matriz de coeficientes y el vector de términos indepen-

dientes (ambos en formato numérico)

>> A=[111;012;1 2 3];
>> syms x1 x2 x3
>> x=[x1;x2;x3]
x =
x1
x2
x3
>> b=[3;4;7];
>> sol=solve(Axx==Db)
sol =
struct with fields:
x1: [1x1 sym]
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x2: [1x1 sym]
x3: [1x1 sym]

Los valores de x1, x5 y 3 se recuperan mediante

>> sol.x1
ans =
-1
>> so0l.x2
ans =
4
>> so0l.x3
ans =
0

Es decir, MALTAB proporciona una solucién del sistema planteado,

con lo cual

(3,4,7) = (—=1)(1,0,1) +4(1,1,2) + 0(1, 2, 3).

Sin embargo, el sistema lineal a resolver satisface

>> rank(A)
ans =
2
>> rank([A b])
ans =
2

con lo cual rg(A) = rg ([ A b ]) = 2 < 3, y el Teorema de Rouché-
Frobenius garantiza que es compatible indeterminado. Las infinitas so-

luciones se pueden obtener mediante
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>> rref ([A bl)

ans =
0 -1 -1
4
0 0

de donde x5 es arbitraria, o =4 — 223y 1 = —1 + x3.

Se observa que la soluciéon particular obtenida anteriormente con el

comando solve corresponde a x3 = 0.
Luego, la forma general de escribir al vector (3,4, 7) como combinacién

lineal de los vectores uq, us v us es:

(3,4,7) = (—1+k)(1,0, 1)+(4—2k)(1,1,2)+k(1,2,3), con k arbitrario.

En este caso, se trata de un vector que es combinacion lineal de 3
vectores de R3 que son linealmente dependientes, es por ello que se

puede escribir de infinitas maneras. >

Ejemplo 4.4. Hallar todos los vectores b = (by, be, b3) que se pue-
dan escribir como combinacion lineal de los 3 vectores uy, us, U3

dados en el Ejemplo 4.3.

< En un primer intento de resolucion se resolvera el sistema mediante

el comando solve

>> syms bl b2 b3
>> b=[b1;b2;b3]
b=
bl
b2
b3
>> A
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x3

>> x

>> sol=solve(A*x==b)

sol=

struct with fields:

x1: [0x1 sym]
x2: [0x1 sym]
x3: [0x1 sym]

>> sol.x1

ans =

Empty sym: O-by-1

Es decir, MATLAB no proporciona solucién, a pesar de que el sistema
es compatible (como se ha comprobado en el ejemplo anterior) al menos
para el vector (3,4,7). En este caso, se observa que las columnas de la
matriz A no son linealmente independientes. ;Cudles de las columnas
de A son linealmente independientes?

>> rref ([A])

ans =
0 -1

0 1 2

0 0 0

Luego, las dos primeras columnas son de A son linealmente indepen-
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dientes y, como se aprecia en la tercera columna de la matriz escalonada
reducida por filas, la tercera columna c3 de A depende linealmente de

las dos anteriores c1y co:

C3 = (-1)61 + 202.

Al quitar la tercera columna de A (ya que sélo aporta informacién

redundante) y repetir el procedimiento se tiene:

>> A_LI=A(:,1:2)
A_LI =
1 1
0 1
1 2
>> x=[x1;x2]
X =
x1
x2
>> sol=solve(A_LI*x==Db)
sol =
struct with fields:
bl: [1x1 sym]
x1: [1x1 sym]
x2: [1x1 sym]

>> sol.bl
ans =

b3 - b2
>> sol.x1
ans =

b3 - 2xb2
>> so0l.x2
ans =

b2
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Es decir, los vectores b de la forma b = (bs — by, by, b3) son combinacién
lineal de las 2 columnas almacenadas en la matriz A_LI y se escriben

CcOo1mo
(bg — ba, by, b3) = (bs — 2b9)(1,0,1) 4 bo(1,1,2).

Es claro que el vector (3,4,7) analizado en el ejemplo previo satisfice

esta relacién pues 3 =7 — 4.

Ahora que se conocen las componentes admisibles del vector b, se con-
sideran las combinaciones lineales de los vectores de la forma (b —
by, by, b3) y se escriben como combinacion lineal de los 3 vectores origi-

nales mediante el comando solve. Se procede como sigue

>> b=[b3-b2;b2;b3]

b =
b3 - b2
b2
b3
>> A=[111;01 2;1 2 3]
A =
1 1 1
0 1 2
1 2 3
>> x=[x1;x2;x3]
x =
x1
x2
x3

>> sol=solve(A*x==b)
sol =
struct with fields:
x1: [1x1 sym]
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x2: [1x1 sym]
x3: [1x1 sym]

>> sol.x1

ans =

b3 - 2x*b2

>> so0l.x2

ans =

b2

>> so0l.x3

ans =

0

Se obtiene una forma de escribir a (bs — be, be, b3) como combinacién
lineal de uy, us y us. Si se hubiese resuelto a mano se habrian obtenido

infinitas soluciones.

Sin embargo, con rref si se consiguen las infinitas soluciones buscadas.
Para ello, es crucial haber hallado previamente la forma de los vectores

b para los cuales hay solucién (ahora rref no usard a by, by, b3 como

pivotes):
>> b
b3 - b2
b2
b3
A
1 1
0 1
1 2
>> rref ([A bl)
ans =
[ 1, 0, -1, b3 - 2*b2]
[0, 1, 2, b2]
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[0, 0, O, 0]

De este modo, la solucion es: xy = by — 2x3; ©1 = bg — 2by + x3, donde

x3 es arbitraria. En definitiva,

(bg-bg, bg, bg) = (b3—2b2+k)<1, O, 1)+(b2—2]{7)(1, 17 2)—|-k’(]., 2, 3)7 con k € R arbitraria.

Se comprueba facilmente que

>> (b3-2*b2+x3)*[1,0,1] + (b2-2*x3)*[1,1,2] + x3 *[1,2,3]
ans =
[ b3 - b2, b2, b3]

y de este modo se obtienen las infinitas formas de escribir un vector
arbitrario (b — ba, by, b3) como combinacién lineal de los vectores lineal-
mente dependientes (1,0,1), (1,1,2) y (1,2,3).

>

Ejercicio 4.2. Encontrar la forma de todos los vectores b =
(b1, by, b3, by) de R* que se puedan escribir como combinacién Ii-
neal de uy, us, ug y uy siendo

w = (1,1,1,1), us = (1,2,3,0),

ug = (3,4,5,2), ug = (2,3,4,1).

Indicar si la forma de escribirlo es uinica o no. Cuando se trate
de resolver un sistema lineal, proceder primero con solve para

hallar una solucién y luego con rref para encontrarlas todas.
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4.2. Subespacios generados

Ejemplo 4.5. Hallar el subespacio generado por los vectores

up = | 2 Vv us= |1 de R?.

7

< Por definicién, el subespacio generado por los vectores u; y us es el
conjunto de todas las combinaciones lineales que ellos determinan, es

decir, esta formado por los vectores de la forma
(x,y,2) = au;+bug = a(1,2,3)+b(1,1,1) = (a+b, 2a+b, 3a+b),a,b € R.

Matricialmente, se puede escribir como

y la solucion se obtiene en MATLAB mediante

>> A=[1 1;2 1;3 1]

A =
1 1
2 1
3 1

>> syms x y zab
>> [x;y;z]==Ax[a;b]

ans =
X == a+b
y == 2%a + b
z == 3%a + b
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Ejercicio 4.3. Explicar por qué un vector columna w € R3 satis-
face que w € {uy,uq, us} siy solo si la matriz escalonada reducida

por filas de la matriz ampliada [ A ‘ w } (donde uy,uy, uz € R3

son las columnas de A) no tiene filas del tipo [ 000 ‘ c } con

c # 0.

Ejemplo 4.6. Averiguar si cada uno de los vectores

4 2
V= 2 y w= | —1
—1 —4

\.

J

<1 A partir del Ejemplo 6.5, puesto que los vectores u; y us son las

columnas de la matriz A asignada a la variable A, para el vector v se

puede responder la pregunta haciendo

>> v=[4;2;-1]

V =
2
-1
>> rref ([A v])
ans =
0
0
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Al aparecer una fila del tipo [ 00 ‘ 1 } se concluye que v ¢ {uy, us}.
De forma semejante se procede con el vector w:

>> w=[2;-1;-4]

_—
2
-1
-4
>> rref ([A w])
ans =
1 0 -3
1

Al no aparecer una fila del tipo [ 0 0 ‘ c } para ¢ # 0 se concluye que

w € {uy,us} y ademés

w = —3uy + dus.

Ejercicio 4.4. jEs posible afirmar que {uy,us,us} = {uy,us}

siendo
-1 1 —6
Uy = 2 ) Uy = -1 ) U3z = 10 |7
1 10
Justificar.
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4.3. Dependencia/independencia lineal

Para analizar la dependencia/independencia lineal de vectores de K™

con K € {R,C} se puede proceder mediante el siguiente método.

' 3

Método para analizar si un subconjunto de K™ es lineal-

mente independiente:

e Se colocan los vectores {uy, us, ..., us} en las columnas de

una matriz L € K™*%,
e Se calcula la forma escalonada reducida por filas Ry,.

e Los vectores {uy, us, ..., us} son LI siy sélo si los vectores

columna de la matriz escalonada por filas Ry son LI.

En el siguiente ejemplo se procedera a estudiar la dependencia/indepen-

dencia lineal utilizando célculo simbdlico.

Ejemplo 4.7. Encontrar todos los valores de a € R para los

cuales los vectores

1 a —1
up= 1|11, up = 1| 1 vy Uz = 1
1 P 1

sean linealmente independientes en R3.

\. J

< Se deben buscar los valores de a € R para los cuales

0 1 a -1
0 =T 1 | +zo 1 +3 1 — I :1‘221'3:0,
0 1 a? 1
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que matricialmente se expresa como

0 1 a -1 T
O — 1 1 1 T2 - T1 = T = T3 =
0 1 a® 1 T3

Llamando A a la matriz de los coeficientes del sistema y x al vector de

incégnitas se tiene que determinar cuando
Ax =0 — x =0, siendo A e R¥3,

lo que equivale a buscar los valores de a € R para los cuales A es
invertible, es decir, cuando det(A) # 0.

>> syms a
>> A=[1 a -1;1 1 1;1 a~2 1]
A =
[1, a, -1]
[1, 1, 1]
[ 1, a~2, 1]
>> det (A)==0
ans =
2 - 2%a"2 ==
>> sol=solve(2 - 2*a"2 == 0)
sol =
-1
1

Luego, los valores para los cuales los vectores dados son linealmente

independientes son a € R — {—1,1}. >
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Ejercicio 4.5. Para los valores de a € R obtenidos en el Ejem-
plo 4.7, utilizar el método indicado al principio de esta seccion
para comprobar que, efectivamente, esas dos posibles ternas de
vectores son linealmente dependientes en R3. Elegir dos valores
para los cuales las ternas correspondientes sean linealmente in-

dependientes en R? y comprobarlo.

Ejercicio 4.6. Encontrar los valores de a € C tales que los vec-

tores

|
—_ =
o 2

e e
<
no
\

Q@ 2 9

sean linealmente independientes en € C*.

4.4. Bases y dimension

Una base es un sistema de generadores linealmente independientes del

espacio vectorial en cuestién. La dimensién (finita) de dicho espacio es

el nimero de vectores de una base cualquiera.
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Ejemplo 4.8. Comprobar que el conjunto
{pi(x) =1+z, po(x) = -1 —z +2°, p3(z) = -1+ z + z°}

forma una base de Ra[z] y expresar un vector genérico de Ry|x]

como combinacién lineal de py(x), pa(x) y p3(x).

. 7

<1 Al plantear la combinacién lineal
0+ 0z +02° =a(l +2) +b(—1 — 2+ 2?) + c(—1 + z + 2?)

se debe probar que a = b = ¢ = 0 con lo que el conjunto sera linealmente

independiente. Reordenando términos e igualando expresiones se tiene

a — b — ¢ 0
— b + ¢c =0
b+ ¢ =0
que matricialmente se expresa como
0 1 -1 -1 a
oOl=11 -1 1 b - a=b=c=0.
0 0 1 1 c

Llamando A a la matriz de los coeficientes del sistema y x al vector de

incégnitas se tiene que determinar cuando
Axr =0 = x =0, siendo A e R¥3,

Para ello,

>> A=[1 -1 -1;1 -1 1;0 1 1]

A=
1 -1 -1
-1 1
0 1 1
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>> rref (4)

ans =

Luego, los vectores dados son linealmente independientes en Ry[x].

Puesto que dim(Rg[z]) = 3 se tiene que el conjunto dado es una base
de RQ [.T]

Para ver que un vector arbitrario p(x) = a + Bz + yz? de Ry[z] se
puede escribir como combinacién lineal de los 3 polinomios dados se

debe resolver (como ejercicio se propone explicar los detalles) el sistema

lineal
1 -1 -1 a «
1 -1 1 b | =10
0o 1 1 c y
Para ello,

>> syms alpha beta gamma
>> B=[alpha;beta;gamma]
B =
alpha
beta
gamma
>> rref ([A B])
ans =
[ 1, 0, O, alpha + gammal]
[ 0, 1, 0, alpha/2 - beta/2 + gamma]
[0, 0, 1, beta/2 - alpha/2]
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Por lo tanto,

p(z) = a+ B+ ya?
= (@40 + (2 4a) (1-zt )+

+ (%) (=14 +27).

Observacién 4.2. En MATLAB un polinomio p(z) se manipu-
la como un vector (es decir, utilizando solamente sus coeficien-
tes) teniendo en cuenta que sus potencias se escriben en orden
creciente. Por ejemplo, p(r) = 3z* — 1 + 4z se expresa como
p(r) = =1+ 4x + 32% y en MATLAB se introduce como

>> p=[-1 4 3]

A partir de esta observacién se puede comprobar facilmente que la

ultima operacion realizada en el ejemplo anterior es correcta mediante:

>> (alpha + gamma)*[1 1 O]+(alpha/2 - beta/2 + gamma)x*...
...%[-1 -1 1]+(beta/2 - alpha/2)*[-1 1 1]
ans =

[ alpha, beta, gammal

4.4.1. Extraccién de una base desde un sistema

generador

Si se requiere extraer una base de un sistema de generadores de K™
con K € {R,C} es posible proceder utilizando el método descrito a

continuacion.
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Método para extraer una base de un subespacio vec-
torial S de K" a partir de un sistema generador X =
{uy,us,...,us} de S:

e Se disponen los vectores de X por columnas en una matriz

G.
e Se calcula la forma escalonada reducida por filas Rg de G.

e Las columnas de GG correspondientes a las columnas bésicas

de Rq forman una base de S.

El préximo ejercicio se resuelve mediante una aplicacién directa de este

método.

Ejercicio 4.7. Aplicar el método anterior para extraer una base

del sistema generador de R? siguiente

{Ul = (1, 1, 1), Uo = (1,2,3), Uz = (4,6,8), Uy = (—1, —4, —2)}

4.4.2. Ampliacion a una base a partir de un con-

junto linealmente independiente

Si se necesita extender un conjunto linealmente independiente de K™,
con K € {R,C}, a una base de K™ se procede mediante el siguiente

método.

Se recuerda que este hecho se requiere en la demostracion de numerosos
resultados tedricos. En este caso, el procedimiento sera aplicable en

casos practicos.
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Método de ampliacién de un subconjunto LI de K™ a una
base de K

e Se concatenan los vectores {ej,es,...,e,} de la base
canonica de K™ a continuacién de los vectores LI del con-

junto {uy, us, ..., us} de K™ en las columnas de una matriz
B € Kmx(stm);

B:[ul Uy ... Ug| €1 €9 ... em}.

e Se calcula la forma escalonada reducida por filas Rp.

e Las columnas de B correspondientes a las columnas basi-

cas de Rp determinan una base de K" que contiene a

{uy,ug, ..., us}.

Ejercicio 4.8. Aplicar el método anterior para extender a una

base de R? el conjunto linealmente independiente siguiente

{uy = (1,1,1), up = (1,2,3)}.

4.5. Aplicaciones

4.5.1. Materiales para una “megaconstruccion”

Para ejecutar una megaconstruccion como la de la Figura 4.1, el Inge-
niero Civil, Director del proyecto, necesita tres tipos de mezclas tipicas
de hormigén, las cuales se observan en el Cuadro 4.2.

Las cantidades de cada mezcla! se miden en toneladas y cada unidad de

mezcla pesa 8 toneladas. A partir de estas tres mezclas My, My y Mj,

ILos valores utilizados no son reales sino considerados a efectos didécticos.
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Figura 4.1: Aeropuerto de Pekin

Material | Mezcla 1 (M;) | Mezcla 2 (Ms) | Mezcla 3 (Ms)
Agua 1 1’3 1’5
Cemento 2’5 2’5 2
Grava 1’5 0’8 13
Arena 2’5 2’7 2
Yeso 0’5 0’7 12

Tabla 4.1: Mezclas para una megaconstruccién.

es posible elaborar nuevos tipos de mezclas mediante combinaciones de
ellas variando los porcentajes de dichos materiales; es decir, estas nuevas
mezclas deben pertenecer al espacio generado por las mezclas originales
M, My y Ms. Es conocido que variando la proporcién agua/cemento
afecta a la fuerza de la mezcla final, la proporcién arena/grava afecta
a la viabilidad de la mezcla, etc. Puesto que diferentes trabajos requie-
ren hormigon de diferentes caracteristicas es importante ser capaces de

producir mezclas a medida. Se pide:

(a) Describir el problema, indicando los vectores y el espacio vectorial
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en que se debe operar.

(b) Describir el conjunto de todas las mezclas posibles a realizar a

partir de las basicas My, My y Mj.

(¢) De acuerdo con su experiencia, los operarios consideran que serd
necesario disponer de una mezcla especial, realizada a partir de
las dadas, que contenga 11’8 toneladas de agua, 23’5 toneladas
de cemento, 13’7 toneladas de grava, 23’7 toneladas de arena y
7’3 toneladas de yeso. El Director debe analizar si es posible o no
una mezcla con esa distribuciéon. ;Cual es su conclusién? En caso
afirmativo, indicar cudntas unidades de las mezclas My, My y M3

se requieren para fabricar la mezcla solicitada.

(d) Un mes més tarde, los operarios solicitan una nueva mezcla para
reparar un desperfecto ocasionado por el clima. En este caso, le
piden al Ingeniero una mezcla que consideran adecuada fabricada
con un total de 6’1 toneladas de agua, 12 toneladas de cemento,
5’9 toneladas de grava, 12’4 toneladas de arena y 1 toneladas de

yeso. ;Qué responde el Ingeniero en este caso?

(e) {Se podrian obtener todas las mezclas posibles a partir de las
mezclas basicas My, My y M3? Justificar.

[ 115 |
2'5

(f) iSerfa adecuado disenar una nueva mezcla Myyen = | 1'15

2'6

L 0/6 .

para anadir a las anteriores y tener asi nuevas mezclas de donde

elegir las combinaciones? Justificar.
A continuacién se resuelve el problema.

(a) Las tres mezclas My, My y M3 determinan tres vectores del espacio

vectorial R?. Estos vectores se pueden disponer en el subespacio

S - {Mla MQ, Mg}
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Ademas, de

>> M1=[1;2.5;1.5;2.5;0.5];
>> M2=[1.3;2.5;0.8;2.7;0.7]1;

>> M3=[1.5;2;1.3;2;1.2];

>> M=[M1 M2 M3]

M =
1.0000
2.5000
1.5000
2.5000
0.5000

>> rref (M)

ans =

SO O O O =

se puede concluir que dichos vectores son linealmente indepen-

dientes. Luego, el subespacio vectorial S tiene dimension 3 siendo
{Mi, My, M3} una base suya.

SO O O — O

1.3000
2.5000
0.8000
2.7000
0.7000

O O —»r O O

1.5000
2.0000
1.3000
2.0000
1.2000

(b) Todas las mezclas se obtienen haciendo

para a, (3,7 variando en el conjunto [0, +-o00].

aMy + BM;y + vy Ms,
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()

11,8 |
23,5

Se trata de ver si el vector | 13,7 | pertenece o no al subespacio

23,7
- 773 -

{My, My, M3}. Para ello,

>> M4=[11.8;23.5;13.7;23.7;7.3]
>> rref ([M M4])

ans =

O O O O =
SO O O —» O
O O —»r O O
SO O W = O

de donde el Ingeniero deduce que si es posible dicha mezcla y la

forma de hacerlo es

M4 - 6M1 + MQ + 3M3,

es decir, se requieren 6 unidades de la mezcla 1, 1 unidad de la

mezcla 2 y 3 unidades de la mezcla 3.

En este caso se debe analizar si My =

subespacio { My, My, M3}. Para ello,

>> Mb=[6.1;1.2;5.9;12.4;1];
>> rref ([M M5])
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ans =

O O O O =
o O O —» O
O O —» O O
SO =, O O O

de donde el Ingeniero deduce que no es posible una combinaciéon

para obtener el vector Ms.

(e) El apartado anterior permite responder que no todo vector es com-
binacién lineal de los datos M;, My y M;s con lo cual estos 3 vec-
tores no generan todo R® y es por esto que no es posible obtener

cualquier combinacién a partir de los 3 datos.

(f) Para responder a esta pregunta se debe analizar si el nuevo vector
M ueva produce un subespacio de mayor dimensién a { My, My, M3}

o no. Para ello,

>> M_nueva=[1.15;2.5;1.15;2.6;0.6];
>> rref ([M M_nueval)

ans =
1.0000 0 0 0.5000
0 1.0000 0 0.5000
0 0 1.0000 0
0 0 0 0
0 0 0 0

de donde se deduce que la ultima columna se puede expresar como
0'5M, 4+ 0'5M5 con lo cual sélo aportard mezclas redundantes, que

se pueden encontrar a partir de My y Mo.
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4.5.2. Redes informaticas

Las redes informaticas (o redes de comunicacién de datos) son un grupo
de ordenadores u otros dispositivos de hardware (sistemas informéticos)
conectados entre si por nexos que pueden ser acoplados fisicamente con
cables o bien por medio de sistemas inaldmbricos. Las redes informati-
cas sirven para compartir informacién: datos (archivos), recursos (im-

presoras, unidades de disco), etc.

Al disenar una red informatica se tienen en cuenta basicamente ele-
mentos del hardware (piezas fisicas), del software (sistema operativo),
del servidor (procesadores del flujo de datos de la red), las estaciones
de trabajo (ordenadores que conforman la red pero no son servidores)
y medios de transmisién (cableado, routers), etc. En la Figura 4.2, se

aprecia un servidor informético de una gran corporacion.

Figura 4.2: Servidor informético.

Para disefiar una red de drea local (LAN: Local Area Network), el
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Ingeniero en Telecomunicacion de una empresa multinacional de tele-
comunicaciones, cuyas oficinas estaran situadas en un mismo edificio,
necesita disponer de cierto material para la puesta en marcha de esta
nueva sede. Con la intencién de abaratar costes, subcontrata a un pro-
veedor que le servira tres tipos de sistemas basicos (51, Se v S3), de los

cuales los elementos que los conforman se observan en el Cuadro 4.2.

Material S1 | Se | S5
Hardware 18 | 20 | 16
Software 3935129
Servidores 1010 7

Estaciones de trabajo | 50 | 60 | 30

Medios de transmision | 2 1 2

Tabla 4.2: Sistemas basicos S, Ss y Ss.

Se pide:

(a) Indicar los vectores y el espacio vectorial con que se debe operar,

su dimension y una base del mismo.

(b) Describir el conjunto de todas las combinaciones posibles a realizar

a partir de los sistemas basicos Si, Ss y Ss.

(c) El Jefe de Servicio le comenta al Ingeniero que en primera instan-
cia los materiales necesarios, a comprar a partir de los sistemas
ofertados, deben contener 166 unidades de hardware, 329 unidades
de software, 87 servidores, 460 estaciones de trabajo y 15 medios
de transmision. El Ingeniero debe analizar si es posible o no una
combinacion con esa distribucién. ;Cudl es su conclusion? En caso
afirmativo, indicar cuantos sistemas Sy, Sy y S5 se requieren, para

encargar a la subcontrata la distribucion solicitada.
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(d) Esa misma tarde, el Jefe de Servicio recuerda que no incluyé los
insumos necesarios para los becarios, con lo cual le comunica al
Ingeniero que debe modificar el pedido a 182 unidades de hard-
ware, 358 unidades de software, 94 servidores, 490 estaciones de
trabajo y 19 medios de transmisién. ;Qué responde el Ingeniero

en este caso?

(e) iSe podrian obtener todos los sistemas posibles a partir de las

sistemas basicos Sy, Sy v S37 Justificar.

(f) Al realizar sus célculos el Ingeniero observa que si no se incluyesen
los medios de transmisién en ninguno de los sistemas, el apartado
(d) si tiene solucién. Encontrar dicha solucién y utilizarla para cal-
cular cuantos sistemas de cada tipo se necesitan comprar de modo
que en el apartado (d) se cumplan los insumos requeridos excepto
los 19 medios de transmisién. ;Cuantos medios de transmisién se

deberian comprar por separado?
A continuacién se resuelve el problema.

(a) Los tres sistemas Sy, Sy y S3 determinan tres vectores del espacio

vectorial R?. Estos vectores se pueden disponer en el subespacio
S = {5, 52, 5s3}.

Ademas, de

>> S1=[18;39;10;50;2];
>> 82=[20;35;10;60;1];
>> 83=[16;29;7;30;2];
>> S=[S1 S2 83]
g =

18 20 16

39 35 29

10 10 7
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50 60 30

2 1 2
>> rref (8S)
ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

se puede concluir que dichos vectores son linealmente indepen-
dientes. Luego, el subespacio vectorial S tiene dimensién 3 siendo

{51, Sa, S3} una base suya.

(b) Todas las combinaciones posibles a partir de sistemas bésicos se
obtienen haciendo
aSl + 652 =+ 7837

para a, (3,7 variando en el conjunto [0, +o00].

166
329
(c) Se trata de ver si el vector | 87 | pertenece o no al subespacio
460
15

{S1, Ss, S3}. Para ello,

>> P=[166;329;87;460;15];
>> rref ([S PJ])

ans =

oSO O O =
SO O —» O
SO =, O O
SO = W O
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de donde el Ingeniero deduce que si es posible realizar dicha com-
pra, la forma de hacerlo es 557 + 35, + 53, es decir, se requieren

5 unidades del sistema 1, 3 unidades del sistema 2 y 1 unidad del

sistema 3.
[ 182 ]
358
En este caso se debe analizar si Sy = | 94 | pertenece o no al
490
L 19 .

subespacio {S1, Sa, S3}. Para ello,

>> S4=[182;358;94;490;19] ;
>> rref ([S S4])

ans =

SO O O O
SO O O —» O
O O »r O O
SO =, O O O

de donde el Ingeniero deduce que no es posible una combinacion

para obtener la compra (es decir, el vector) solicitada.

El apartado anterior permite responder que no todo vector es com-
binacién lineal de los datos S;, Sy v S3 con lo cual estos 3 vectores
no generan todo R® y es por esto que no es posible obtener cual-

quier combinacion a partir de los 3 datos.

Para responder a esta pregunta se deben analizar las 4 primeras

filas del sistema, quitando la ultima. Para ello,
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>> SN=S(1:4,:)

SN =
18 20 16
39 35 29
10 10 7
50 60 30

>> MN=[182;358;94;490]
MN =
182
358
94
490
>> rref ([SN MN])

ans =

O O O =
SO O —» O
SO = O O
SO N W O

Como

>> B5xS(:,1)+3%S(:,2)+2%S(:,3)
>>ans =
182
358
94
490
17
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se concluye que, con 5 unidades del sistema S;, 3 del sistema
Sy v 2 del sistema S3, se compraran 17 unidades de medios de
transmision, con lo cual se necesitaran comprar los 2 restantes

(hasta hacer los 19 requeridos) al por menor.

4.5.3. Gestion bancaria de carteras financieras

Las carteras financieras representan productos que estan compuestos
por diferentes valores y titulos, en los cuales se invierte, y ellos mismos
determinan su rentabilidad y riesgo. Mas concretamente, una cartera
es una combinacién, en diversas proporciones, de activos financieros?
que tiene un inversor (o una sociedad de inversién) cuya intencién es
obtener una plusvalia. Los activos de una cartera de inversién pueden
ser de varios tipos: bonos, acciones, materias primas o derivados, etc.
Dicho de otra forma, una cartera de inversién o cartera de valores es el
conjunto de activos en los que se invierte dinero de manera diversificada
de modo que genere rentabilidad o plusvalia y que estan sujetos a ciertos

riesgos.

Un banco gestiona las carteras C;, Cy y C5 para las cuales su capital
esta invertido en acciones de las empresas F;, Fy y E3. Dicho capital

se distribuye en los porcentajes indicados en el Cuadro 4.3.

La intencion del banco es ampliar el capital de sus carteras. Se pide:

(a) Probar que el conjunto S de los incrementos (AE;, AE,, AE3) de
la inversién del banco en cada empresa que, sin producir exce-
dentes, pueden distribuirse entre las 3 carteras, es un subespacio

vectorial de R3.

2Un activo financiero es un instrumento financiero que proporciona a su comprador
el derecho a recibir ingresos futuros por parte del vendedor. El comprador de un activo

financiero adquiere un derecho (activo) y el vendedor una obligacién (pasivo).
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Figura 4.3: Bolsa de Nueva York (The New York Stock Exchange).

(b) Hallar un sistema generador para el subespacio S encontrado en el
apartado anterior. ; Hay algin vector redundante en dicho sistema
generador? En caso afirmativo, escribir el vector redundante como

combinacién lineal de los restantes.

(c) Hallar una base del subespacio S descrito anteriormente y la di-

mensién de dicho subespacio.

(d) Indicar si los vectores u = (1'6,0'8,1'6) y v = (0'6,2'2,1'45) de in-
crementos de inversion corresponden a alguna compra de acciones
factible.

A continuacion se resuelve el problema.

(a) En primer lugar se observa que un incremento AC] en el capital
de la Cartera 1, AC5 en el capital de la Cartera Cy y AC5 en el
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Empresas/Carteras | C Cs Cs
Empresa 1 (Ey) | 15% | 65% | 40%
Empresa 2 (Ey) | 10% | 30% | 20%
Empresa 3 (E3) | 75% | 5% | 40%

Tabla 4.3: Tres carteras con capital distribuido en tres empresas.

capital de la Cartera C3, requiere que el banco compre o venda

acciones en la Empresa F; por una cuantia de
AE; = 0'15AC, + 0'65AC; + 0/40AC5.

Se observa que este resultado se puede escribir matricialmente

mediante

AC,
AE1:[0'15 0'65 0’40} AC,
ACh

De modo similar, el banco debera comprar o vender acciones en

la Empresa Fy por una cuantia de

AE; = 0'10AC + 0'30AC, + 0'20AC;3
y en la Empresa F3 por

AE; = 075AC, + 0'05AC + 0'40ACS.

Por lo tanto, de la definicién de suma de vectores y de multiplica-
cion de un escalar por un vector,
(AEy, AE;, AE3) =
= (0'15AC, + 0'65AC, + 0'40AC3, 0'10AC, + 0'30AC, +
+0"20AC3,0'75AC 4+ 0'05AC, + 0'40AC5)
= AC1(0'15,010,0'75) + AC(0'65, 0'30, 0'05) +
+AC5(0'40, 020, 0'40).
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Es decir, cada vector del tipo (AE;, AEy, AE3) se puede escribir
como combinacién lineal de tres vectores concretos de R3: P, =
(0'15,0'10,0'75), P, = (0'65,0'30,005) y P; = (0’40, 020, 0'40).

En definitiva,
S = {AClpl + AC P, + ACng : ACl, AC2, ACg c R}

Es conocido que el conjunto de todas las combinaciones lineales

de un conjunto finito de vectores dados es un subespacio vectorial.

Dado que S = m, se trata del subespacio generado por
los vectores Py, P, y P3. Para ver si hay redundancias, se debe ana-
lizar la independencia lineal de los vectores Py, P, v P;. En efecto,
sean a, b, ¢ € R tales que (0,0,0) = aP; + bP; + cP3;. Operando se

llega al sistema lineal

0’15 065 0'40 a 0
0’10 0’30 020 b | =
0’75 0’05 040 c 0

Luego,

>> rref([0.15 0.65 0.4;0.1 0.3 0.2;0.75 0.05 0.4])

ans =
1 0 1/2
0 1 1/2
0 0 0

de donde se observa que P3 = %Pl + %PQ, con lo cual si hubiese que
realizar calculos posteriores, no seria necesario mantener la infor-
macién de las 3 carteras puesto que la informacién de la tercera

se puede obtener a partir de las dos anteriores.

Al ser S = {P, P», s} = {P,, P,} y puesto que en el apartado

anterior se ha probado, ademés, que {P;, P} es un conjunto li-
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nealmente independiente, se tiene que { Py, P»} es una base de S
y, por tanto, dimg(S) = 2.

Se debe determinar si cada vector dado es combinacién lineal de los
vectores de la base de S, es decir, si existen escalares ACy, ACy €
R tales que u = (1'6,0'8,1'6) = AC, P, + ACyP,. Como el andlisis
para v es smilar, se pueden resolver los dos sistemas lineales de

forma simultdanea calculando

>> rref([0.15 0.65 1.6 0.6;0.1 0.3 0.8 2.2;
0.75 0.05 1.6 1.45])

Se obtiene que u = 2P, + 2P, pero v no es combinacién lineal de
P1 y PQ.
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4.6. Ejercicios

(1) Se consideran los vectores
Uy = (3,4,1,0) y UQ:<—1,1,2,1).

(a) Analizar si b = (5,2, —3,—2) es combinacién lineal de u; y
Us.

(b) Averiguar si {uy, us} es un conjunto linealmente independien-
te de R

(c) Hallar la forma de los vectores b = (by, ba, b3, by) que pertene-
cen a {u;, uy} y escribir a b como combinacién lineal de u; y
uo. Para cada uno de estos vectores b hallados, jes tnica dicha

representacion como combinacion lineal de u; y us? Justificar.

(2) En la aplicacién relativa a la megaconstruccién hallar un vector

que se pueda escribir como combinacién lineal de My, My y Mj.

(3) En la aplicacién relativa a la red informéatica comprobar si el vector
(206,413,110,590, 18) pertenece al subespacio generado por S; y

S5. Indicar la dimensién de dicho subespacio.
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5.1. Coordenadas de un vector respecto

de una base

5.1.1. Calculo de las coordenadas de un vector res-

pecto de una base

Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién n. Es conocido que un vector
u de V' se puede escribir de forma tnica como combinacién lineal de

los vectores de una base B = {uq, ug, ..., u,}:
|

U = U1 + Qoo + -+ - + Qply,.

Estos escalares aq, ag, ..., a, € K (univocamente determinados) se lla-

man coordenadas de u en la base B y se denota mediante

[ulg = (a1, g, ..., ap).

Ejemplo 5.1. Escribir el vector u = (3,6) del R-espacio vectorial

R? en la base:
(a) B = {ul = (_1’2)7u2 = (572)};

(b) B' ={v; = (2,0),v2 = (—1,-3)}.
< Se deben encontrar los escalares aq, as € R tales que
3 -1 n 5
=« Q ,
6 o2 212
que se puede reescribir matricialmente como
3 - -1 5 (03]
6 | 22|
Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales (no homogéneo)

156



>> A=[-1 5;2 2];
>> b=[3;6];
>> rref ([A b))

ans =

se llega a vy = 2 y ag = 1. Luego,

[3]:2[_1]4—1[5], es decir MB:[
6 2 2

De forma similar haciendo

>> B=[2 -1;0 -3];
>> rref ([B b]l)

ans =

1.0000 0 0.5000
0 1.0000 -2.0000

se encuentra que

3 1] 2 -1 ,
[6]:§[O]+(_2>[—3]’ es decir  [u]

5.1.2. Representacion grafica

En esta subseccion se representaran graficamente las bases del ejemplo

anterior y se interpretard geométricamente el significado de las compo-

nentes de u en dichas bases.

157



A continuacién se comenta brevemente el funcionamiento de algunas
instrucciones del programa MATLAB que se utilizaran inmediatamen-
te; se recomienda probar cada una de ellas para comprender su efecto.

Los comandos nuevos que aparecen en esta practica son:

e clf: elimina todos los elementos secundarios de la figura actual

con identificadores visibles (por ejemplo, escribir

>> ezplot(’x"3’)

y, tras observar la grafica que aparece en una (nueva) ventana
exterior a la de comandos, escribir >> c1f).

e plot(x,y): genera una grafica estableciendo la correspondencia

entre los elementos de los vectores z = [ 1 Ty ... Ip } e
Yy = [ Y1 Y2 - Yn } uniendo cada par de puntos consecutivos
(i, 4i) ¥ (Tig1,Yit1), con i = 1,2, ... n—1 mediante un segmento

de recta (por ejemplo, escribir
>> x=[1 0 4]; y=[9 10 -1]; plot(x,y).
Ahora identificar sobre la grafica cudl ha sido el primer punto

pintado, cudl el segundo y cudl el tercero).

e subplot(m,n,p): genera una ventana (mediante una matriz) de
m X n graficas con ejes pequenos y permite seleccionar el p-ésimo

eje como la figura actual (por ejemplo, escribir
>> subplot(2,3,2)
y observar su efecto, luego
>> subplot(2,3,6),
a continuacion
>> subplot(2,3,1), etc).
e set: permite especificar propiedades en las graficas (por ejemplo,
escribir el comando
>> h=ezplot(’x"3’)

y luego escribir
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>> set(h,’LineWidth’,2)).

e text: sitia un texto especificado sobre una grafica en las coorde-
nadas indicadas (por ejemplo, escribir el comando
>> ezplot(’x"3’)
y, tras observar la grafica que aparece en la nueva ventana, escribir
>> text(0,-150,’\bf figura’),
donde \bf (boldface) hace que salga en negrita).

e grid: genera un mallado en la figura (sin borrar la grafica del
ejemplo anterior, escribir >> grid).

e axis square: hace que el cuadro del eje actual sea de tamano
cuadrado y asi los ejes aparecerdn del mismo tamano (sin borrar

la gréafica del ejemplo anterior, escribir a continuacién
>> axis square).

e hold on: al realizar una grafica nueva, mantiene la grafica actual
y todas las propiedades del eje (por ejemplo, escribir el comando
>> ezplot(’x"3’)

y, tras observar la grafica que aparece en la nueva ventana, escribir
>> hold on
y finalmente,

>> ezplot (’sin(x)’)).

Ahora se puede disenar el programa que representa graficamente una
base de R? e interpreta el significado geométrico de las componentes de

[u]s como sigue.

function comb_lineal(u,ul,u2,a,b)
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% u2: vector de tamanyo 2x1 de la base
% a: coeficiente de la combinacion lineal
% b: coeficiente de la combinacion lineal

% u: vector de tamanyo 2x1 CL de ul y u2: u=a*ul+b*u2

origen = [0;0];
Ou = [origen,ul; "0 vector u

(

Oul = [origen,ull; 0 vector ul

Ou2 = [origen,u2]; [ vector u2

clf
subplot(1,2,1) %en una fila genera 2 graficas y elige la
lra para pintar
h=plot(Ou(l,:),0u(2,:),’b-—*’,0ul(l,:),0ul(2,:), ’b——%",...
.. 0u2(1,:),0u2(2,:),’b——x");
title(’Escribir u como CL de ul y u2’)
set (h,’LineWidth’,?2)
text (u(1)/2,u(2)/2,’\bf u’);
text (u1(1)/2,ul(2)/2,’\bf ul’);
text (u2(1)/2,u2(2)/2,’\bf u2’);
grid
axis square
hold on

% componente en ul

aul=axul;
bu2=b*u2; 0 componente en u?2
Oul = [origen,aull]; % vector componente en ul
Ou2 = [origen,bu2]; "0 vector componente en u2

(

aulu = [aul,ul; "0 vector paralelo en ul

bu2u = [bu2,ul; "/ vector paralelo en u2
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subplot(1,2,2)

h=plot (Oul(l,:),0ul(2,:), r——*’,0u2(1,:),0u2(2,:),’r——*’,...
co.0u1, ) ,0u2,:),b——%);

hold on

set (h,’LineWidth’,2)
h=plot(aulu(l,:),autu(2,:),’r--*’,bu2u(l,:),bu2u(2,:),’r-—*’);

hold on

text(u(1)/2,u(2)/2,’\bf u’);
text(aul(1)/2,aul(2)/2,’a * ul’);
text (bu2(1)/2,bu2(2)/2,’b * u2’);
title(’u = a *x ul + b * u2’)
grid

axis square

hold on

end

Ejercicio 5.1. jPor qué en el encabezado de la funcion se han

considerado tinicamente parametros de entrada y no de salida?

Para ejecutar el programa anterior con los datos del Ejemplo 5.1 se

debe escribir en la linea de comandos:

>> ul=[-1;2]; u2=I[5;2];
>> u=[3;6];
>> a=2; b=1;

y se obtiene la grafica de la Figura 5.1.
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Escribir u como CL de uly u2 u=a*ul+b*u2

hd %
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Figura 5.1: Se necesita 2 veces u; y 1 vez uy para escribir a « como combi-

nacién lineal de ellos.

Ejercicio 5.2. Ejecutar el programa para comprobar grafica-
mente que el resultado obtenido en el apartado (b) de Ejemplo

5.1 es correcto.

Ejercicio 5.3. Escribir el vector v = (7,6) del R-espacio vecto-

rial R? en las bases
(a) B ={uy = (—3,-3),u2 = (2,0)},
(b) B = {Ul = (37 _2)7U2 = (%7 5)}7

v representarlos graficamente.
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Ejercicio 5.4. Modificar el programa de modo que las entradas
sean la base {ui,us} y el vector u y que las salidas sean las
componentes a y b tales que u = auy + bus y las representaciones
graficas.

Ayuda: EI comando >> x=x(:) expresa como columna el vector

X, ya sea que se haya introducido como fila o como columna.

5.2. Dependencia/independencia lineal

Utilizando coordenadas, se ha visto que un conjunto de vectores co-
lumnas {uy, us, ..., us} del espacio vectorial R™ es linealmente inde-

pendiente si y solo si rg [ Uy Uz ... Usg } =s.

a )

Ejemplo 5.2. Analizar si los vectores de R* dados por

1 —1 —1
1 1 1
Uy = 11 Uz = y Uz = 1
1 2 2

son linealmente independientes. En caso afirmativo, completarlo

hasta obtener una base de R*.

< Se observa que se dan 3 vectores en R*. Se puede realizar el andlisis
por definicién de independencia lineal o bien utilizando el rango, como
se ha recordado anteriormente. En efecto,
>> ul=[111 1]’;

>> u2=[-111 2];

>> u3=[-11 -1 2]°;

>> rank([ul u2 u3])

ans =
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Luego, {u1, uz,u3} es un conjunto linealmente independiente en R*.
Anadiendo, por ejemplo, uy = (0,0,0,1) se tiene que

>> u4=[0 0 0 1]’;
>> rank([ul u2 u3 u4])
ans =
4

con lo que {uy, us, u3, us} es una base de R* puesto que dimg(R*) = 4.
>

Ejercicio 5.5. ;Se deberia anadir el vector ey si se sigue el méto-

do visto en la Préctica anterior?

Ejemplo 5.3. Analizar si los vectores de R?*? dados por

11 0 1 2 1
A — : A, — Ao —
son linealmente independientes. En caso afirmativo, completarlos

hasta obtener una base de R?*?; en caso negativo, obtener un

subconjunto linealmente independiente.

7

< Escribiendo los vectores Ay, As y A3 como combinacion lineal de los

de la base canénica € = {Ey1, F1a, Eo1, Ex} de R?*? se tiene que

Ay = 1E +1E19+ 1Ey + 1E9
A2 - 0E11 + 1E12 + 1E21 + 2E22
A3 - 2E11 —|— 1E12 —|— 1E21 + OEQQ.
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Considerando la matriz

e e
N = = O
O = =N

se tiene que

> A=[102;111;111;1 2 0];

>> rref (A)

ans =
1 0 2
0 1 -1
0 0
0 0

con lo cual el conjunto { A, Ay, A3} es linealmente dependiente en R?*2.
Ahora se considera la submatriz de A formada por sus dos primeras

columnas

>> B=A(:,1:2);
>> rank(B)
ans =
2

con lo que un subconjunto linealmente independiente del conjunto dado
€S {A17 AQ} >
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Ejemplo 5.4. Se considera el espacio vectorial Cr de todas las

funciones continuas de R en R. Probar que el subconjunto
1, cos(x), cos®(x), cos®(x), cos*(x), cos®(z), cos® (z)

es linealmente independiente en Cg.

J

<1 Para proceder como en el ejemplo anterior deberia poderse escribir
facilmente cada vector dado como combinacién lineal de los elementos
de alguna base, lo cual no es sencillo por lo que se procedera por defini-
cién. Se debe probar que los Unicos escalares aq, as, as, ay, as, ag, a7 € R

que cumplen
0 = 0(z) = a;1+ay cos(x)+as cos?(x)+ay cos® (x)+as cos* (x)+ag cos®(z)

ta7cos®(z), VreR
son los nulos.

En efecto, como la igualdad se verifica para toda x € R, en particular lo
hara para cualquier valor concreto que se asigne a x. Se eligen 7 valores
arbitrarios distintos (puesto que se deben encontrar 7 incégnitas) y
al sustituirlos en la igualdad se obtendra un sistema de ecuaciones
lineales. Tomando, por ejemplo, z € {0, 7/6,7/4,7/3,7/2,27/3,57/6}

el sistema obtenido es

a  + a2 + a3 + a4 + as + a + az

s+ Pa + fes 4+ (PPa + (Plas + (PPas + (P)°ar =
a1+ ?m + faz + (?)3&1 + Las + (?)50«6 + (?)GM =
a1+ zaz + a3 +  gar  +  fgas  + 3306+ ggar =
al =
a1 — a4+ Yas -  tas o+ e - Has +  Far =
Car = Par + Faz - (PPa + (Plas — (PPas + (P)ar =

En MATLAB, la matriz de coeficientes se puede introducir de manera

rapida como sigue:
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>> x=[0 pi/6 pi/4 pi/3 pi/2 2*pi/3 5*pi/6]’;

>> A=[cos(x) .70 cos(x)."1 cos(x)."2 cos(x)."3

A =

1.

1

.0000

.0000

.0000

.0000

.0000

0000

.0000

>> rref (A)

ans =

-0.

-0.

.0000

.8660

L7071

.5000

.0000

5000

8660

1.

0000

.7500

.5000

.2500

.0000

.2500

.7500

1.

0000

.6495

.3536

.1250

.0000

.1250

.6495

1.

1.

cos(x)."4
0000

.5625 0
.2500 0
.0625 0
.0000 0
.0625 -0
.5625 -0

1.

cos(x)."5
0000

L4871 0
.1768 0
.0313 0
.0000 0
.0312 0
L4871 0

cos(x)."6]

0000

.4219

.1250

.0156

.0000

.0156

.4219

Luego, a; = a3 = a3 = a4 = a5 = ag = a; = 0, como se debia probar.

La Figura 5.2 muestra la grafica de todas las funciones consideradas.

Ejercicio 5.6. Probar que el subconjunto

es linealmente independiente en Cg. ;Es posible evaluar las fun-

ciones en los mismos puntos que en el ejemplo anterior para pro-

1,sen(z), sen®(x), sen®(z), sen*(x), sen®(x), sen®(z)

bar la independencia lineal? jPor qué?
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1, cos(x), (cos(x))z, (cos(x))s, (cos(x))", (cos(x))s, (cos(x))6
I T T

20T
15— -
1
N
/ \ N\ /
/ NN /
05 AR /
ANAY /
o \\\A—(‘ < .
N /
05— N i 1
N\ /
\\ \ / / 1
L \ - cos(x) B
1 cos?(x)
cos3(x)
cos*(x)
15 cos’(x)|
cos®(x)
Py I I I I I I
6 4 2 0 2 4 6

Figura 5.2: 1, cos(x), cos?(z), cos® (), cos?(z), cos® (), cos®(x).

5.3. Cambios de base

5.3.1. Un mismo vector representado en dos bases

diferentes

Ahora, dadas dos bases de un K-espacio vectorial V' de dimensién n,
B = {uy,ug, ..., up} y B ={v,v9,...,0,},

se llama matriz de cambio de base de B a B’ a la matriz

ay;y a2 ... Qip

ag1 Ag92 ... QA9n
[Blp=1| . . | S

Ap1 Qp2 ... QApp
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cuyas columnas se obienen a partir de las representaciones

Uy = G1101 + a21V2 + - - + A1y,
Uy = Q1201 + A29V9 + - - - + Ap2Un
Uy = QU1 + A2pV2 + -+ + QppUp

Para cambiar el vector u de la base B a la base B’ se tiene que calcular

[u]pr = Bl [u]s.

Como la matriz [B]g es invertible y su inversa es ([B]g/) ™' = [B'], se

tiene

[us = [B']z[u]z = ([Bly) ™ [ulp,

con lo cual se puede expresar el vector u en la base B a partir de u en
la base B'.

Ejercicio 5.7. Suponer que en R* los vectores ui,us,us y Us
forman una base y considerar los vectores canénicos ey, es, €3 y
es de R*. Explicar qué se obtienen en las tltimas cuatro columnas

al calcular
rref[ul u2 u3 ud el e2 e3 e4].

Comprobar la afirmacion realizada mediante una matriz con to-
dos unos en su parte triangular inferior y ceros por encima de la

diagonal principal.
La férmula que relaciona tres bases B, B’ y B” de R™ es

[Blar = [Bs[Bla.
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Ejemplo 5.5. Dado el vector [u]z = 0 | € R3, encontrar

[ule y [u]s siendo

1 0 —1
B = Uy = 1 , Ug = 0 , Uz = 2 s
1 3 -1 |
2 1 0])
B,: U1 = 2 , U = 1 , U3 = 3 )
—2 4 0]

y @ la base candnica de R3.

< Para el primer caso, [u]e se obtiene haciendo

>> ul=[1;1;1]; u2=[0;0;3]; u3=[-1;2;-1]1;
>> u = (-1)*ul + 3*u3

u =
-4
5
-4
Luego,
—4
[ue=1{ 5
—4

Otra forma de resolver este apartado es utilizando la férmula [u]e =
[Ble[u]s:
>> u_B=[-1 0 3]’;

>> B_C=[ul u2 u3]
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>> B_C*u_B
ans =
-4
5
-4

que, evidentemente, proporciona el mismo resultado.

Ahora, para el segundo apartado,
[u]s = [Blw [u]s = [€ls[Blelu]s = ([B'le) ™ [Belu]s.

Luego,
>> v1=[2;2;-2]; v2=[1;1;4]; v3=[0;3;0];

>> format rat
>> uBp=inv([vl v2 v3])*B_C*u_B
uBp =
-6/5
-8/5
3

Otra forma de resolverlo es, utilizando el vector [u]e calculado previa-

mente:

[us = [Clp[ule = ([B'le)[u]e

>> uBp2=inv([vl v2 v3])x*u;
uBp2 =
-6/5
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-8/5

Por lo tanto,
—6/5
[ulsy = | -8/5

5.3.2. Algunos cambios de bases elementales

Se recuerda que si A € R"*" entonces

{ A es una matriz } N { A os invertible } N { A es producto de } ‘

de cambio de base matrices elementales

Las geometria de las matrices elementales de R?*? fue analizada a par-
tir del Teorema de caracterizaciones de matrices invertibles mediante
transformaciones geométricas bésicas: simetrias, compresiones, elonga-
ciones, reflexiones, transvecciones, etc. En definitiva, (el resultado final
al) realizar un cambio de bases en R? no es mds que (el efecto de)

aplicar este tipo de transformaciones geométricas una a una.

Ejemplo 5.6. Expresar los vectores ey y es de la base candnica
de R? en las siguientes bases

= foe 2]}




< Para expresar ¢; (i = 1,2) en la base B se debe calcular

led]s = ([Ble) ' [eie.

Realizando el cambio de los dos vectores canénicos de forma simulténea

se obtienen las columnas de ([B]e)™".

Para la primera base, basta calcular

>> format rat
>> inv([2 0;0 3])
ans =
1/2 0
0 1/3

: |0
[61]32!0] y [62]3—[%]7

donde la matriz invertible que proporciona el cambio realizard una com-

y se tiene

presion en ambos ejes.
Para cambiar a la segunda base,

>> inv([1 3;0 1])

ans =

y se tiene

1 -3
le1]s = [ 0 ] y lea]nr = [ ) ] :

donde la matriz invertible que proporciona el cambio corresponde a una

transveccion.
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Para cambiar a la tercera base,

>> inv ([0 1;1 0])

ans =

y se tiene
0 1

" = € 7— s
le1]s . y [ea]s 0

donde la matriz invertible que proporciona el cambio corresponde a una

simetria respecto a la recta de ecuacién y = x. >

En la Figura 5.3 se observa el vector e, escrito en la base B’.

1 Escribir u como CL de uly u2 1 u=a*ul+b*u2
T T T T T T
. 1 4
v /
ook ’ N 09F . 7
v’ S | 7
’
081 . 1 08F ! ’
v 1 ’
,' 1 ’
07§ 1 071
. ! ’
. 1 ’
’ ] L ’
06 . 0.6 1 ,
1
, ’
05t L u2 b 05F lu pru2
’ ! ’
.
04l 7 E 04 ! ’
. 1 ’
rd 1 1
03F ’ 1 03r 1 7
‘ ’
7’ 1
0.2 ’ 1 02f 1 £
. ’
’ K 'y
o1k ’ 1 o1r / 1
’ | /
, ’
0 Lt - . . . 0 R &
0 05 1 15 2 25 3 -3 2 -1 0 1 2

Figura 5.3: El vector ey escrito en la base B'.
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Ejercicio 5.8. Realizar las graficas de los restantes vectores e;

v ey en las bases B, B’ y B” del Ejemplo anterior.

5.3.3. Subespacios vectoriales y cambios de base

A partir de la ecuacién de una recta (en el plano) expresada en la base
candnica, en el proximo ejemplo se obtendra la ecuacion de dicha recta

expresada en otra base.

Ejemplo 5.7. Se considera la recta de ecuacion y = x referida
al sistema de referencia que proporciona la base candnica del
plano. Encontrar una ecuacion de dicha recta referida al sistema

de referencia que proporciona la base

o () ()

\. J

< A partir de la ecuacion de la recta
Lle:y=x

expresada en el sistema de referencia canodnico, se trata de encontrar
una ecuacion [L]g de dicha recta en la base B. Para ello, se debe realizar

un cambio de base expresando un punto genérico

de la recta en términos de

[U]zs:[ s

es decir, de dicho punto en la nueva base. En efecto,

[x]:[u]ez[ﬁ]e[u]gzlf _Zﬁ] [x:]
Yy 72 NG Yy



Ahora se realizan los calculos utilizando MATLAB

>> A
A

(1/sqrt(2))*[1 -1;1 1]

0.7071  -0.7071
0.7071  0.7071
>> syms Xp yp
>> z=Ax[xp;yp]
s =
(27 (1/2)*xp) /2 - (2°(1/2)*yp) /2
(27(1/2)*xp) /2 + (2~ (1/2)*yp)/2
>> x=z(1)
% =
(27 (1/2)*xp) /2 - (27 (1/2)*yp) /2
>> y=2(2)
y =
(27 (1/2)*xp) /2 + (27 (1/2)*yp)/2

Ahora, haciendo z — y = 0 se tiene

>> Xy
X-y =
ans =
-2~ (1/2) *yp

de donde la ecuacién de la recta en la base referida a la base B viene
dada por —v/2y’ = 0, de donde

(Ll :y' =0.
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Ejercicio 5.9. Se considera la recta de ecuacién y = —x referida
a la base candnica del plano. Encontrar una base de R? respecto
de la cual la ecuacién de dicha recta sea x' = 0. No es necesario
realizar ningiin calculo, se puede obtener a partir de una grafica

de la situacion planteada en el Ejemplo anterior.

5.4. Aplicaciones

En esta seccién se presentan dos aplicaciones de cambio de bases.

5.4.1. Calculo de una integral trigonométrica

En la primera aplicacion se calculara una integral mediante un méto-
do (algebraico) que simplificard considerablemente su resolucién, en
comparacion con la clasica resolucién que utiliza métodos del Analisis

Matemaéatico.

Cabe remarcar que esta aplicaciéon proporciona un método de Alge—
bra para resolver un problema de Calculo, lo que permite poner de
manifiesto y apreciar las interrelaciones en las diferentes areas de las
Matematicas.

En Ingenieria en Telecomunicaciones, la teoria de la senal (Figura 5.4)
juega un papel preponderante y la trigonometria es necesaria en la
mayoria de sus calculos; especialmente en toda la teoria del Andlisis de
Fourier. Permiten responder, por ejemplo, a la pregunta: ;qué forma
tiene una cuerda elastica que vibra, como la de un violin o una guitarra,
que estd sujeta en ambos extremos? También es fundamental a la hora
de realizar el analisis de imagenes satelitales basado en algoritmos que
procesan las frecuencias mediante las componentes de Fourier (que,

simplificando, no son méas que ciertas combinaciones lineales).
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Figura 5.4: Teoria de la senal.

En Ingenierfa Civil, dentro de la teorfa de elasticidad (Figura 5.5), tam-
bién aparecen calculos como los que se muestran a continuacién, por
ejemplo, al estudiar la ecuacién del movimiento de un resorte. La ma-
temédtica francesa Marie-Sophie Germain (1776-1831) gand un premio
en la Academia de Parfs con un ensayo sobre elasticidad donde estudio
el fendmeno de vibracion de placas elasticas: tras esparcir arena sobre
una superficie como la de un tambor, hacia vibrar dicha superficie pa-

sando el arco de un violin por el borde y analizando dicho movimiento.

Figura 5.5: Teoria de la elasticidad.

En Administracion de Empresas, por ejemplo, el comportamiento del
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precio de una accién (Figura! 5.6) se estudia mediante el promedio
movil simple de los datos histéricos. La mayoria de los portales en
linea de informacién bursatil pone a disposicién de los inversores datos
recogidos mensualmente, semanalmente o incluso diariamente de los
precios de apertura y cierre de las acciones. Una rapida inspeccion
permite comprobar la tendencia y tomar decisiones a medio plazo, sobre
todo, si se trata de periodos de tiempo de estabilidad en el mercado. Si
se trata de periodos de crisis econdmica, por ejemplo, realizar el andlisis
de Fourier (procesamiento digital de senales, filtros digitales, procesos
estocdsticos) permitird detectar estos cambios bruscos a corto plazo y

ayudara a que las decisiones tomadas resulten mas acertadas.

Figura 5.6: Criterio de decisién: jcuando vender o comprar acciones?

Debido a la periodicidad de las funciones que aparecen, numerosas
sefiales?, se pueden representar por medio de funciones en la variable
tiempo, que son combinaciones lineales de senos y cosenos y, en ciertas
aplicaciones, se require el calculo de algunas integrales trigonométricas.

Resolver estas integrales utilizando los métodos del Calculo Integral®

IEsta grafica ha sido tomada del articulo de F. Lavagni Bolafios, L.A. Garcia Gonzalez
titulado “Comportamiento accionario segtn el andlisis de Fourier”, TEC Empresarial, Vol.

3, Ed. 1-2, 2009.
2Como, por ejemplo, pueden ser las vibraciones que se producen en un puente cuando

un grupo de soldados desfilan sobre el mismo, senales emitidas por un satélite, etc.
3Muchas de estas integrales se resuelven mediante el método de integracién por partes

179



resulta tedioso.

En este caso, el objetivo es:

Ejemplo 5.8. Resolver la integral indefinida

/[cos(t) — 6.cos®(t) + 13 cos?(t) — 42 cos®(t) — 60 cos®(t)] dt.

<1 Puesto que las integrales de potencias de senos y cosenos requieren
mucho tiempo de calculo, se las expresard en términos de funciones del
tipo

cos(kt) para k =1,2,3,4,5,6,
las cuales tienen integrales inmediatas. Esto es, se realizara un cambio
de base (donde la idea ha sido cambiar potencias de estas funciones

cosenos por miltiplos en sus argumentos).

Se consideran los siguientes conjuntos de funciones continuas:

B = {1, cos(t), cos?(t), cos®(t), cos*(t), cos®(t), cos® (t)}

B' = {1, cos(t), cos(2t), cos(3t), cos(4t), cos(5t), cos(6t) }

y sea considera el subespacio

S :={B}.

En el Ejemplo 6.1 se ha demostrado que B es un conjunto linealmente
independiente en Cg y, por tanto, es una base de S. Se deduce que
dimg(S) = 7.

Se suponen conocidas las siguientes identidades trigonométricas?:

e cos(2a) = —1 + 2cos?(a).

requiriendo un desarrollo bastante largo.
4En los ejercicios se proporciona un procedimiento para demostrarlas.

180



e cos(3a) = —3cos(a) + 4 cos®(a).
e cos(4a) =1 — 8cos?(a) + 8 cost(a).
e cos(ba) = 5cos(a) — 20 cos®(a) + 16 cos® ().

e cos(6a) = —1 + 18 cos?(a) — 48 cos* () + 32 cos®(a).

Se tiene entonces la siguiente informacién:

Observando las identidades trigonométricas, se tiene que todos
los vectores de B’ se pueden escribir facilmente como combinacién

lineal de los vectores de B.

e B es un conjunto linealmente independiente (incluso una base) de

S.

e Es conocido que al realizar combinaciones lineales sobre los vec-
tores de un conjunto linealmente independiente, se preserva su
independencia lineal.

e Los elementos de B’ pertenecen a S.

Luego, B’ es un subconjunto linealmente independiente de S. Al ser
dimg(S) = 7, B’ es una base de S (pues S no puede tener més vectores

linealmente independientes que su dimension).

Ahora se van a escribir los vectores de la base B en la base B’. En

efecto, llamando

fi(t) :== cos’ () y g;(t) == cos(jt), Vj=0,1,2,3,4,5,6,
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de las relaciones trigonométricas previas, es inmediato que:

Bls = [loos lois loos [gsls [gale [g5)2 [g6ls |
10 -1 0 1 0 —1]
0 1 0 -3 0 5 0
00 2 0 -8 0 18
= 00 0 4 0 —20 0
00 0 0 8 0 —48
0 0 0 0 0 16 0
00 0 0 0 0 32]

Como el integrando de la integral pedida es un vector [f]g y se desea

calcular [f]g/, se debe determinar la matriz de cambio de base [B]g =

([Bz)~"
En MATLAB se tiene

>P=[10-1010-1;010-305 0;0020-8018;000
...40-200;000080-48,00000 16 0;0 0 00 0 0 32];

>> invP=inv(P)

invP =

1 0 1/2 0 3/8 0 5/16
0 1 0 3/4 0 5/8 0

0 0 1/2 0 1/2 0 15/32
0 0 0 1/4 0 5/16 0

0 0 0 0 1/8 0 3/16
0 0 0 0 0 1/16 0

0 0 0 0 0 0 1/32

Si ahora se expresa el integrando

f(t) = cos(t) — 6.cos’(t) 4 13 cos*(t) — 42 cos® () — 60 cos®(t)
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en la base B se tiene

>> fB=[0;1;0;-6;13;-42;-60]

>> invP*fB
ans =
>> invP*fB
-111/8
-119/4
-173/8
-117/8
-77/8
-21/8
-15/8
Es decir,

111

T8

_ 119

4

_ 173

3

[l = | -1

_17

8

21

)

15

L 8
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de donde f tiene una nueva representacién (ahora en la base B’):

f(t) = cos(t) — 6cos3(t) + 13 cos?(t) — 42 cos® (t) — 60 cos®(t)
111 119 173 117 s 21 15
= 5 1 cos(t) — o cos(2t) — o cos(3t) — 5 cos(4t) — 5 cos(5t) — ) cos(6t).

Por 1ltimo, se integra la segunda expresion, que es inmediata, y se
obtiene

111 119 173 39 77 21 5
/f(t) dt = _Tt_T sen(t)— 6 sen(2t)— < sen(3t)—§ sen(4t)— m sen(5t)— 6 sen(6t)+C,
donde C' € R es una constante arbitraria. >

5.4.2. Cambio de bases en espacios de color

A continuacién se presenta otra aplicacion de la utilizacién del cambio

de bases en areas como Informatica, Fotogrametria, etc.

Cada vez se dispone de mas tipos de dispositivos moviles, versiones mas
actualizadas, de mayor calidad, con pantallas de méas alta resolucion,
etc. La teoria del color es una herramienta imprescindible a tener en
cuenta en el diseno de pantallas del ordenador, camaras de video, ta-
bletas digitales, televisiones, escaneres, teléfonos méviles, video digital,
etc. En dicha teoria se utilizan diferentes tipos de sistemas de coorde-
nadas (algunas de 3 variables) para componer un color, dentro de los
llamados espacios de color, que permiten regular, entre otras cosas, el
tono o matiz, la saturacion y la luminosidad en la imagen a analizar.

En la actualizad hay espacios de color de diferentes dimensién:
e Dimension 1: escala de grises, escala Jet, etc.

e Dimension 2: subespacio rg, subespacio xy, etc.

e Dimensién 3: espacio RGB (Red, Green, Blue), HSL (Hue, Satu-
ration, Lightness), CMY (Cyan, Magenta, Yellow), HSV, YCbCer,
YUV, YI'Q’, etc. ,

e Dimensién 4: espacio CMYK (Cyan, Magenta, Yellow, Black).
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El sistema RGB permite formar un color a partir de sus componentes
de Rojo (R), Verde (G) y Azul (B). De este modo, es necesario trabajar
con un vector del espacio de color de coordenadas (R, G, B), donde cada
componente puede tomar valores enteros entre 0 y 255 donde el blanco
tiene coordenadas (255, 255, 255) mientras que las coordenadas del color
negro son (0,0,0). En la Figura 5.7 se aprecia la distribucién de colores

en el espacio de color RGB poniendo el énfasis en los 8 vértices.

Figura 5.7: Espacio de color RGB y 8 colores destacados.

En sistemas de fotografia y video digital suele utilizarse el sistema
YCrCb estandarizado por la Unién Internacional de Telecomunicacio-
nes (ITU), que es una versién trasladada y escalada del espacio de color
YUV. Este dltimo es méas basico y se define a partir de una variable Y
de luminancia y dos variables U y V' de crominancia, es decir, codifica
una imagen en color o un video teniendo en cuenta la percepcién hu-
mana (esto permite reducir las componentes del ancho de banda para
las componentes de crominancia). Por lo tanto, el modelo YUV de-
fine un espacio de color en términos de una luminancia o brillo (Y)
y dos componentes de crominancia (U,V) por separado. Si los valo-
res de R, G y B pertenecen al intervalo [0,255], entonces los valores
de Y, Uy V se mueven en los intervalos [0,255], [-111'18,111'18] y
[—156'825, 156'825], respectivamente. Ahora bien, si los valores de R,

G y B pertenecen al intervalo [0, 1], entonces los valores de Y se mueven
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en el intervalos [0, 1], U se encuentra en el rango [—0'436,0'436] y V en
[—0'615, 0/615).

Las ecuaciones que relacionan ambos sistemas y permiten realizar el

cambio de RGB a YUV son las siguientes:

Y = 0,299R + 0,587G + 0,114B
U = —0,147TR — 0,289G + 0,4368 ,
V = 0,615R — 0,515G — 0,100B

de donde resulta que la matriz de cambio de la base del sistema (R, G, B)
al sistema (Y, U, V) viene dada por

0,299 0,587 0,114
[RGBlyyy = | —0,147 —0,289 0,436
0,615 —0,515 —0,100

y su inversa permite realizar el cambio de un vector con coordenadas

en la base (Y,U,V) a la base (R, G, B). Es decir,

(R, G, B)lyuv = [RGBlyuv[(R, G, B)|ras

(R,G,B)|lres = [YUV]rerl(R,G, B)lyuv.

186



Ejercicio 5.10. (a) Las coordenadas del vector [ulrgp =
(255,0,0) (en el sistema RGB) corresponden al color rojo.
Comprobar que dicho color en el sistema YUV tiene coorde-
nadas

[u]ruy = (76/245, —37,485, 156/'8250).

(b) Comprobar que un vector que en el sistema YUV tiene coor-

denadas
[v]7vv = (178755, 37’485, —156'825),

en el sistema RGB tiene coordenadas [v]ggp = (0,255, 255).
A qué color corresponde?
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5.5. Ejercicios

(1)

En Ry[z] se consideran los subconjuntos

B ={pi(x) = —1,pa(x) = 2 — 1,p3(x) = 2* — 1}

B ={q(r)=2—1,¢(z) = v + 1, ¢3(x) = 2*}.

Se pide:
(a) Probar que B y B’ son bases de Ry[z]| utilizando el comando

rank.
(b) Escribir el vector r(x) = 222 — 3z — 5 en las bases B y B'.
(¢) La matriz de cambio de base [B]s.
Probar que si la ecuacién de una recta en la base candnica es
[L]e : ax 4+ by = 0 (donde ab # 0) entonces es posible encontrar

una nueva base B de R? en la cual dicha recta tenga ecuacién
[Llz :y' = 0.

En este ejercicio se demostraran las cinco identidades trigonométri-
cas utilizadas en la aplicacion de la pagina 180. Para ello, se con-

sidera el nimero complejo
z = cos(a) + isen(a),

siendo o un valor arbitrario en el intervalo [0, 27[. Se pide:

(a) Calcular el médulo y el argumento de z ;Qué ocurre para los
valores o € {%, %7?}?

(b) Utilizando la férmula de de Moivre probar que

2F = cos(ak) +isen(ak) paratodo k€ N.

(c) Desarrollar las potencias z* = (cos(a) +isen(a))* (para los 5

valores de k) utilizando el binomio de Newton.
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(d) Comparando los resultados obtenidos anteriormente y utili-
zando la identidad trigonométrica sen?(a) + cos?(a) = 1 para
todo a € R, deducir las identidades trigonométricas buscadas
(Ayuda: sen® () = (sen®())® para todo s € N).

Calcular la integral
/[17 — 3cos(t) + 9cos?(t) — 33 cos’(t) + 67 cos®(t)] dt

mediante un cambio de base adecuado.

Para comprobar el resultado obtenido, utilizar el comando int pa-
ra resolver la integral en MATLAB realizando un calculo simbéli-
co. Se debe introducir previamente con syms la variable a utilizar
y, posteriormente al cdlculo, con simplify (), se obtendra la forma

simplificada de dicha solucién.
Este ejercicio esta relacionado con la segunda Aplicacién.

(a) De la Gréfica 5.7 se aprecia que las coordenadas del color azul
en el sistema RGB son (0, 0, 255). ; Cudles son sus coordenadas
en el sistema YUV?

(b) {Y las del magenta, que en el sistema RGB son (255, 0, 255)7

(c) (Cudl es el color que en el sistema YUV tiene coordenadas
(149,685, —73,695, —131,325)?
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6.1. Producto escalar

Al calcular el producto escalar entre dos vectores x,y € R™ se debe te-
ner en cuenta si se trata del producto escalar canénico o de un producto
escalar dado por (x,y) = 2'Gy, asociado a una matriz G, donde G no es
necesariamente la matriz identidad. En el primer caso, MATLAB dis-
pone del comando dot para calcularlo; en el segundo, se debe introducir

la matriz y realizar las multiplicaciones matriciales involucradas.

Ejemplo 6.1. En el espacio vectorial R3, calcular el producto

escalar de los vectores
z = (1,0,0)" e y = (0,1,0)"
utilizando
(a) el producto escalar candnico (x,y) = x'y.
(b) el producto escalar (z,y)q = x'Gy siendo

0

G = 0

O = =
O = NI

J

< Dados dos vectores z,y del mismo tamano, el comando dot calcu-
la el producto escalar candnico entre ellos, y si dichos vectores estan

dispuestos por columnas, se tiene que dot (x,y) coincide con x’*y.

Utilizando el producto escalar candnico, para los vectores x e y dados
se tiene que
>> x=[1;0;0]; y =[0;1;0];

>> dot(x,y)

ans =
0
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y se comprueba facilmente mediante

>> x’*xy
ans =
0

Luego, (x,y) = z'y = 0.

Observar que, si se introducen vectores fila (en lugar de columna), el
comando dot también proporciona el producto escalar canénico entre

ambos vectores:

>> dot(x’,y7)
ans =
0

Para resolver el segundo apartado, primero se introduce la matriz G y

luego se calcula mediante

>> G=[11/2 0;1/2 1 0;0 0 1]

G =
1.0000 0.5000 0
0.5000 1.0000 0
0 0 1.0000
>> x7*Gxy
ans =
0.5000
Luego,

(x,y)¢ = "Gy = 0,5000.
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Observar que los vectores son ortogonales respecto del producto escalar

canénico pero no lo son respecto del otro producto escalar por ser
<.T, y)G 7é 0. >

7

Ejemplo 6.2. En el espacio vectorial R**2, calcular el producto

escalar de los vectores

1 -1 11
B =
1 1 ] Y ! 11 ]
a partir del producto escalar de Frobenius (A,B)p =
D ic1 e ijhij = tr(A'B).

A:

< Se presentaran tres formas de resolver este ejemplo.

El comando trace de MATLAB permite calcular la traza de una matriz

cuadrada.

Luego,

>> A=[1 -1;1 1];
>> B=[1 1;1 1];
>> trace(A’*B)

ans =
2

La siguiente funcion de MATLAB permite calcular, de otra forma, el

producto escalar de Frobenius.

function prodesc=PEFrobenius(A,B)

% Calcula el producto escalar de Frobenius
% de dos matrices rectangulares del mismo tamanyo
% definido por la suma de los productos de los

% elementos de las correspondientes posiciones
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[m,n]=size(A);
PE=0;
for i=1:m
for j=1:n
PE = PE + A(i,j)*B(i,j);
end
end

prodesc=PE;

end

Al ejecutarla utilizando las matrices introducidas anteriormente se ob-

tiene

>> prodesc=PEFrobenius(A,B)
prodesc =
2

Para la tercera forma de resolver este ejemplo se utiliza el isomorfismo
de Descartes. A partir del isomorfismo entre R?*? y R*, fijada la base

canodnica C dada por

10 01 00 00
By = By = By = By =

de R?**2] al escribir las matrices A y B en dicha base, (en este caso
quedan los elementos de cada matriz, leidos por filas, escritos en un
vector columna), es posible calcular el producto escalar de Frobenius
de A y B utilizando dot. En efecto,

1
Ae=| | v Bl

1

—_ = = =
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Luego, denotando mediante (-, -) el producto escalar canénico de R?, se
tiene que

(A, B)r = ([Ale; [Ble),

con lo cual

>> AC=[1;-1;1;1]; BC=[1;1;1;1];
>> dot (AC,BC)

ans =
2
Por lo tanto, (A4, B)r = ([Ale, [Ble) = 2. >
6.2. Norma

El comando norm calcula la norma euclidea o norma 2 de un vector x =
(21,22, ...,2,) definida por ||z]|s = +/(z,z) = +/2? + 22+ - + 22.
La sintaxis a utilizar para ello puede ser norm(x) o también norm(x,2).

s )

Ejemplo 6.3. En el espacio vectorial R3, calcular la norma del
vector x = (0,1, 0)" inducida por el

(a) producto escalar candnico (x,y) = z'y.

(b) producto escalar (x,y)c = x'Gy siendo

G=| —

O Al o
o W Rl
— o o

.

< La norma euclidea de = viene dada por
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>> x=[0;1;0];
>> norm(x)
ans =
1

y la norma de z respecto al producto escalar (-, ) se calcula mediante
|z|le = ++/(z,2)¢ = +VatGx

>> G=[3 -3/4 0;-3/4 4 0;0 0 1]

G =
3.0000 -0.7500 0
-0.7500 4.0000 0
0 0 1.0000

>> sqrt (x’*G*x)
ans =

2

De nuevo, para un mismo vector, el valor de su norma difiere, segin se

utilice un producto escalar u otro. >

Para calcular la norma de Frobenius de vectores de R™*" MATLAB

dispone de la orden norm(x,’fro’).

Ejemplo 6.4. En el espacio euclideo R?*3, calcular la norma de

A:[za 0 1]'
2 4 —1

\. J

Frobenius del vector

< La norma de Frobenius de A viene dada por

>> A=[3 0 1
2 4 -1];

>> norm(A,’fro’)
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ans =
5.5678

que se puede comprobar utilizando la definicién mediante ||A|p =
V(A A)p = /tr(AtA)

>> sqrt(trace(A’*A))

ans =
5.5678

o también utilizando la funcién PEFrobenius realizada en el Ejemplo

6.1, a partir de la cual

>> prodesc=PEFrobenius(A,A)

prodesc =
>> 31
>> sqrt(prodesc)
ans =
5.5678 >

.

Ejemplo 6.5. Calcular la forma de los vectores de norma 1 para

la norma inducida por el producto escalar

1 1

(x,y) = Exlm ax szm

en R?. Utilizar MATLAB para dibujar algunos de dichos vectores.

< Por definiciéon de norma se tiene que

1 1
|zl = +4/(z, z) = +4/ 1—6xf + Zm%

Luego,

1 1
lz|| =1 si y solo si Eg% + ng =1,
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con lo que los vectores que satisfacen dicha relacion se hallan sobre la
elipse de ecuacion

2 2

1 | L

— + i

=1
16 4

El comando de MATLAB que pinta vectores en el plano es quiver.
Para dibujar varios vectores, los mismos seran generados a partir de un
bucle for-end. Una forma de pintar elipses es utilizando sus ecuaciones
paramétricas que se obtienen al observar que (%)2 + (%2)2 = 1. El
hecho que una suma de cuadrados deba ser igual a 1, sugiere expresar
las bases de ambos cuadrados en términos de una unica variable real ¢

(es decir, de un parametro) del siguiente modo:

% = cos(t), % =sen(t), parat € |0,2n].

Despejando se tiene que, al variar ¢ € [0, 27|, las expresiones
x1 = 4cos(t), xo = 2sen(t)

son las coordenadas de los extremos de los vectores de norma 1 busca-
dos. Para pintar tanto los vectores como la elipse que los “envuelve” el

procedimiento es el siguiente. Los vectores se generan mediante

>> t=linspace(0,2*pi,13);
>> figure
hold on
>> for k=1:13
>>  quiver(0,0,4*cos(t(k)),2*xsin(t(k)),0)
>> end
>> axis equal
>> grid

Se observa que los parametros que se deben proporcionar al comando

quiver son, en primer lugar, las componentes del punto en el que se
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pintard (en este caso, el punto (0,0)) y, a continuacién, las componen-
tes del vector que se quiere representar como una flecha (en este caso,
(4xcos(t(k)),2*xsin(t(k)). Observar también que las funciones seno
y coseno operan de forma vectorial, es decir, si se aplican a un vector,
devuelve otro vector que contiene el seno o el coseno de cada una de sus
componentes, respectivamente. El 0 del tltimo argumento evita que el

comando realice un escalado automatico.

Por otra parte, la elipse se representa mediante

t1=linspace(0,2*pi,100);
x=4%*cos(tl);
y=2*sin(t1);
plot(x,y)

Ejercicio 6.1. ;Qué informacion proporciona el iltimo argu-
mento en el comando linspace? ;Qué se pretente obtener al
poner 13 en un caso y 100 en el otro? ;Se podria evitar el 1007

Investiga en la ayuda sobre dicho comando.

En la Figura 6.1 se observa la grafica obtenida a partir de estos coman-
dos. jSi, se trata de vectores de norma 1! Se recuerda que no se estan

realizando los calculos respecto del producto escalar candnico.

. Por qué se ven sélo 12 vectores si se han pintado 137
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Vectores de norma 1
T T

Figura 6.1: Algunos vectores de norma 1 con ||z| = /&2 + 123.

Ejercicio 6.2. Comprobar que se verifica la desigualdad de

Cauchy-Schwarz para

(a) v = (2,2,3) ey = (1,1,1)" en R? con el producto escalar
(-,-)q del apartado (b) del Ejemplo 6.1.

(b) las matrices A y B del Ejemplo 6.2 con el producto escalar
de Frobenius.
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Ejercicio 6.3. Encontrar un par de vectores distintos y no nulos
para los que se verifique la igualdad en la desigualdad de Cauchy-

Schwarz para
(a) el producto escalar (-,-)¢ del apartado (b) del Ejemplo 6.1.

(b) el producto escalar de Frobenius en R?*2.

6.3. Angulo

Se recuerda que el angulo entre los vectores no nulos u y v de un espacio

euclideo E se calcula a partir de la expresiéon

B (u,v)
0s(6) = ol

y es el tnico valor que cumple 6 € [0, 7].

Ejemplo 6.6. Calcular el dngulo entre los vectores x = (1,1)" e

y = (0, 3) en el espacio euclideo R* dotado del producto escalar

1 1

(z,y) = 1—6$1y1 + ZnyQ'

J

<1 Una forma de expresar este producto escalar mediante notaciéon ma-

14

tricial es

[~
[a)

=

Luego,

>> G=diag([1/16 1/4])
G =
0.0625 0
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0 0.2500

El producto escalar entre ambos vectores viene dado por

>> x=[1 1]’; y=[0 3]’;
>> xey=x’*G*xy
xey =
0.7500

y la norma de los vectores

>> nx=sqrt (x’*G*x)

nx =
0.5590
>> ny=sqrt (y’*G*y)
ny =
1.500

Finalmente, el angulo se calcula mediante

>> ang=acos (xey/ (nx*ny))
ang =
0.4636

que, convertido a grados sexagesimales, es

>> ang*180/pi
ans =
26.5651

Utilizando un argumento geométrico, y sin realizar calculo alguno, se

puede observar cual es el angulo que forman los mismos vectores con
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respecto al producto escalar candénico de R?. Comparar ambos resulta-

dos.
>

Ejercicio 6.4. Hallar el valor de a € R de modo que los vectores
z = (1,a)" ey = (0,3)" formen un dngulo de % radianes en
el espacio euclideo R? dotado del producto escalar del ejemplo
anterior. Realizar este calculo, primero utilizando MATLAB Yy,
luego, a mano y comparar los resultados. ;Son validas todas las

soluciones obtenidas a mano?

6.4. Ortogonalidad

Se recuerda que, en un espacio euclideo F, dos vectores son ortogona-

les si su producto escalar es cero y el complemento ortogonal de un

subespacio S de E viene dado por

St={recFE:(x,s)=0,Vsc S}

Ejemplo 6.7. En el R-espacio vectorial Ry[z] se considera el

producto escalar dado por

(p,q) =p(0)q(0) +p (1) g (1) +p(2)q(2),  p,q € Rylx].

Encontrar la forma de los vectores de Ry[x] ortogonales a h(x) =

1 — 2z y una base del complemento ortogonal de S = {h(x)}.

J

< Se buscan todos los polinomios de la forma ¢(z) = a + bx + cz? tales

que (h,q) =0, es decir,
h(0)q(0) + h(1)g(1) + h(2)q(2) =0,
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lo que equivale a
a+ (=1)(a+b+c)+ (—=3)(a+2b+4c) =0,

y despejando la incognita c se obtiene

>> syms a b ¢
>> solve(a + (-1)*(a + b + ¢c) + (-3)*(a + 2*b + 4*c)==0,c)
ans =
- (3%a)/13 - (7*b)/13

Luego,

N =
q(x)—a—l—bx—i-( 3% 13b)x =all 37 +blz 3% )

Comprobando previamente que ambos vectores son linealmente inde-

pendientes, se obtiene que una base del complemento ortogonal de S

3 7
Bgr = {1 — —xQ,x — —mQ} .
13 13

viene dada por

Ejercicio 6.5. Comprobar que cada vector de la base obtenida
en el ejemplo anterior es, efectivamente, ortogonal al vector h
y ninguno de ellos tiene norma 1. ;Son ortogonales entre si los

vectores obtenidos en dicha base?

6.4.1. Meétodo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Se recuerda el método de ortogonalizacién:
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Método de Gram-Schmidt: si (F, (-, -)) es un espacio euclideo
y {ui,us, ..., u.} es un conjunto linealmente independiente de
E entonces se trata de construir el conjunto {vy,vq,...,v,.} de
vectores ortogonales dos a dos que genera el mismo subespacio

que el de los vectores de partida, a partir de las expresiones

U1 = U,
b o= <|‘|ij’1 ﬁ;} y
vz = Uz — <ﬁ2;ﬁ;>v1 <ﬁz;ﬁ§>vzy
y asi siguiendo hasta
Up = Uy — <T|L;’1|z|);>vl - <ﬁ;’2|1|)§> Vg — v v — %vﬁl.

Los polinomios se introducen en MATLAB como si fuesen vectores;
los coeficientes de un polinomio, escrito en orden decreciente en sus
potencias de x, se escriben como las componentes de un vector. Por

ejemplo, p(z) = 322 + 4 se escribe como

>> p=[3 0 4].

El comando polyval evalia un polinomio p en un valor de x especifico

(o también en un vector dado) ya sea real o complejo.

Ejemplo 6.8. Utilizar el método de Gram-Schmidt para hallar
una base ortonormal del complemento ortogonal de S = {h(x)}
del Ejemplo 6.7.
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< En el ejemplo anterior se ha encontrado una base

3

7
— — - — 2 = _ — 2

para S*. Ahora se aplicard el método de ortogonalizacién de Gram-

Schmidt para convertirla en una base ortonormal de S*.

El primer vector permanece invariante, es decir,

3
ri(z) =qx)=1- Eﬁ.

El vector ro(z) ortogonal a ri(z) se calcula mediante la expresion

V)
~—
—~
K
[\
=
=
~ | ~— ~—
~—

TQ(x) (7”1 (A1
AP TS Y
13 (1—Za21— 2a?) 13

58
= x—lxz—@@—i:ﬁ)

270
137 " 13
7, 29 < 3 2)
— 22 (12
T3 T 135 137
_on 2,
T 135 T T

donde los productos escalares se han calculado como sigue

>> q1=[-3/13 0 1];
>> gq2=[-7/13 1 0];
>> ril=qil;
>> format rat
>> g2erl=dot(polyval(q2,[0 1 2]),polyval(rl,[0 1 2]))
g2erl =
58/169
>> rlerl=dot(polyval(r1, [0 1 2]),polyval(rl,[0 1 2]))
rlerl =
270/169
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>> r2=q2-(q2erl/rlerl)x*ril
r2 =
-22/45 1 -29/135

Falta normalizar los vectores r1(z) y ro(x). Para ello,

>> rin=(1/sqrt(rlerl))*ri

rin=
-461/2525 0 322/407
>> r2er2=dot(polyval(r2,[0 1 2]),polyval(r2,[0 1 2]))
r2er2 =
22/135

>> r2n=(1/sqrt(r2er2))*r2
r2n =
-1314/1085 1085/438 -1093/2054

Por lo tanto, la base ortonormal buscada para S+ viene dada por

{322 461 , 1093 i 1085 1314 2}
— = x°, — T — x
407 25257 7 2054 438 1085

Ejercicio 6.6. Comprobar que los vectores obtenidos en el tlti-

mo ejemplo son, efectivamente, ortonormales.

Un caso particular importante: Si lo que se requiere es una base orto-

normal de un conjunto linealmente independiente de vectores del espa-

cio euclideo R™ con el producto escalar candnico, se puede utilizar la

instruccién orth de MATLAB.

208



Ejemplo 6.9. Calcular una base ortonormal para el subespacio

S={u = (1,2,3,4),us = (1,1,0,—1);uz = (1,0,0, —1)}

de R* con el producto escalar canénico.

. J

<1 Primero se colocan los vectores en las columnas de una matriz A

como sigue

>> ul=[1 2 3 4]; u2=[1 1 0 -1]; u3=[1 0 0 -1];
>> A=[ul’ u2’ u3’]

A =
1 1 1
2 1 0
3 0 0
4 -1 -1

>> rank(A)

ans =

3

Puesto que los vectores son linealmente independientes, una base orto-

normal de S se calcula mediante

>> BO=orth(A)
BO =
-0.1526 0.7169 0.5035
-0.3524 0.4865 -0.7994
-0.5406 0.1430 0.3254
-0.7485 -0.4785 0.0388

Las columnas obtenidas en la matriz BO forman la base ortonormal
buscada. >
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Ejercicio 6.7. Comprobar que los vectores obtenidos a través
de orth en el ejemplo anterior forman una base ortonormal de
S y que generan el mismo subespacio S que uy,us y uz (Ayuda:
para la segunda parte utilizar el comando rref para escribir las

combinaciones lineales adecuadas).

6.5. Mejor aproximacion

Dado un subespacio S de dimensién finita k& en un espacio euclideo F,
se sabe que la mejor aproximacién de un vector u € E (u ¢ S) por

vectores de S viene dada por
proyg(u) = (u, ur)uy + (u, ug)ug + - - - + (u, ug)uy,

siendo {uy,us, ..., ux} una base ortonormal de S.

Ejemplo 6.10. Encontrar la mejor aproximacion del vector
p(z) = 2*—3 por un polinomio del subespacio S = {1, 2} C Ry[z]
con el producto escalar considerado en el Ejemplo 6.7. Realizar

una representacion geométrica.

7

< Primero se debe buscar una base ortonormal del subespacio S utili-

zando el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

>> p1=[0 0 1];
>> p2=[0 1 0];

>> ul=pl
ul =
0 0 1
>> p2eul=dot(polyval(p2,[0 1 2]),polyval(ul,[0 1 2]))
p2eul =
3
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>> uleul=dot(polyval(ul, [0 1 2]),polyval(ul,[0 1 2]))
uleul =

3
>> u2=p2-p2eul/uleul*ul
u2 =

0 1 -1
>> u2eu2=dot(polyval(u2, [0 1 2]),polyval(u2,[0 1 2]))
u2eu? =

2

Ahora se normalizan los vectores ortogonales encontrados

>> v1=ul/sqrt(uleul)

vl =

0 0 0.5774
>> v2=u2/sqrt(u2eu2)
v2 =

0 0.7071 -0.7071

obteniendo la siguiente base ortonormal de S

Bs = {v1(x) = 0,5774,v5(x) = —0,7071 + 0,7071x}.
A continuacion se encuentra la aproximacion requerida mediante

proys(p) = (p,v1)v1 + (p, v2) vy

a partir de
>> p=[1 0 -3];
>> al=dot(polyval(p,[0 1 2]),polyval(vi,[0 1 2]))
al =
-2.3094
>> a2=dot(polyval(p, [0 1 2]),polyval(v2,[0 1 2]))
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a2 =
2.8284
>> aprox=al*vl+a2*v2
aprox =
0 2.0000 -3.3333

Por 1ltimo, se realiza una representacion grafica a partir de

>> ezplot(’2*x-10/3,[-1,3])
>> hold on
>> ezplot(’x°2-3’,[-1,3])
>> grid

En la Figura 6.2 se aprecia la funcién p(z) = 22 — 3 cuya mejor aproxi-
macion en el subespacio S es el polinomio r(z) = 2z— 2. Es interesante
observar que la aproximacion proporciona mejores resultados cerca de
los puntos =0, x =1 y x = 2, en los que se hace la evaluacion para

el calculo del producto escalar. >

Ejercicio 6.8. Encontrar la mejor aproximacién del vector
p(x) = 22 —3 por un polinomio del subespacio S = {1,x} C Ry|x]

con el producto escalar dado por

(p,q) = p(=2)q(=2) +p(=1)q(=1) +p(0)q(0),  p,q € Ry[x].

Comparar el resultado con la aproximacion encontrada en el
Ejemplo 6.10.
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Figura 6.2: Mejor aproximacién a z? — 3 por polinomios de {1, z}.
6.6. Aplicacion

Si se desea transmitir, por ejemplo, por la red, cierta informacién co-
mo puede ser un audio (voz), una foto (imagen), datos numéricos, ca-
racteres, etc., es necesario poder manipular dicha informacion hasta
disponerla en un formato que sea el adecuado para poder realizar la
transmision deseada. El concepto basico que se requiere para ello es el

de senal.

Una senal se define como una cantidad fisica que varia con el tiempo,
el espacio o cualquier otra variable o variables independientes. Una
senal puede estar compuesta por ondas electromagnéticas propagadas

a través de un medio de transmisién y, en este caso, se representa por
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una funciéon de una variable en el tiempo, que conduce la informacion.

A un Ingeniero en Telecomunicaciones le proporcionan como in-
formacion la senal periédica que se aprecia en la Figura 6.3 y le indican
que ha sido construida a partir de una funcién del tipo

f(t) = ay cos(2mt) + ay cos(6mt) + az cos(607t) 4+ a4 cos(807t), (6.1)

que contiene la senal original mas ruido, donde este ultimo se debera
eliminar. En la Figura 6.4 se aprecian las cuatro funciones componentes
de la senal f(t), que son

fi(t) = cos(2mt), fao(t) = cos(67t), f3(t) = cos(60mt), fi(t) = cos(807t).

' : _ sefial(y |
| ' | ~ |
| R N R I
- | NV | VW | ‘.I‘ VW ;‘ S
1| j‘ L “ Jl “ | w | \\ |
”l | ““ ‘ ‘ ‘ | n‘“ “ ” »“L | N ‘\‘
) °'ﬂ~\\~\~w~w/ »,‘M\"r MV NW ‘MN "‘:‘M “‘;N'«”v‘\'ﬂ,‘\‘ M\. % Nﬂl Whl ‘va”‘\ﬁ M ~ﬁ v ‘W, W |
|| | N
T T T
VR R TERERT |
| A/ | WN ! w ‘ | MA |
+ W\‘ \ \‘\“ : WN\ |

t

Figura 6.3: Senal f(t) constituida por la sefial original mas ruido.

Se recuerda que una funcién g : R — R se llama periddica si existe un

ntimero real positivo p, denominado periodo, que satisface g(t+p) = g(t)
para todo t € R.

Se pide:
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1

(a)

(b)

Sefiales (1), f,(0). f,(0), f,(t)

Figura 6.4: Senales que constituyen la senial f(t).

Probar que una funcién del tipo g(t) = cos(at) es periddica de

periodo %’T para cualquier nimero fijo a €0, +o00].

Encontrar el periodo de cada una de las cuatro funciones com-
ponentes de f(t) e identificar estas cuatro funciones en la Figura
6.4.

Si una senal es del tipo h(t) = acos(t) se dice que a es su amplitud.
A partir de la Figura 6.4, hallar las amplitudes de cada una de
las cuatro senales que componen f(t), es decir, los coeficientes
ai,as,as y ayq de la combinacién lineal (6.1), ampliando la grafica

si fuese necesario.

Calcular (f, fi) v (fi, fi) para i = 1,2,3,4 siendo el producto es-
calar dado por

(9,h) = /0 g(t)h(t)dt.

Escribir el vector f como combinaciéon lineal de los vectores f;,
para ¢ = 1,2,3,4. Comparar con los resultados obtenidos en el

apartado anterior.
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(e) Se considera el espacio euclideo real E := {f1(t), fa(t), f5(t), fa(t)}
con el producto escalar del apartado (d). Encontrar dos subespa-
cios Sy y Sur de E (cada uno de dimensién 2) tales que E =
Spf @ Sar (Ayuda: Considerar Sps el subespacio de las sefiales de

mds baja frecuencia y S,r el de las sefiales de mas alta frecuencia).

(f) Probar que Sypf y S,y son subespacios ortogonales en E e indicar

una base ortonormal de cada uno de ellos.

(g) Hallar la mejor aproximacién de la seial f(¢) en el subespacio Spy.

Dibujar en una misma grafica la senial f(t) y la mejor aproximacién

hallada.

El estudio previo proporciona una breve introduccién al Anélisis de
Fourier. Este analisis también es de gran importancia por su aplica-
cién en Ingenieria Civil como asi también en Administracion de

Empresas y en Geodesia.

Se utiliza en el calculo del comportamiento de grandes estructuras,
como pueden ser los puentes, ante fuerzas de alta energia, como el

viento (este corresponde al ruido del enunciado anterior).

También es necesario realizar el andlisis de Fourier para estudiar el
impacto de posibles terremotos y otros movimientos de la Tierra (Sis-
mologia) sobre grandes construcciones. Es decir, el Andlisis de Fourier
de la vibracion de los materiales permite realizar construcciones que
resuenan en frecuencias distintas a las de los terremotos registrados en

la zona cercana, y evitar asi el colapso de dicha construccién.

Por otra parte, es conocido que esta técnica es 1til para el analisis de
mercados a la hora de la toma de decisiones en relacién a sus carteras

de valores estudiando sus fluctuaciones.

Queda por descontado que la Informatica interviene en todo el pro-
ceso, desde los calculos en los que a veces se requiere de supercompu-

tadores hasta las salidas graficas de 6ptima calidad que requieren de
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estrategias de almacenamiento adecuadas para el manejo del gran vo-

lumen de datos del que se puede disponer.

A continuacién se responden las preguntas anteriormente planteadas.

(a) Sea a > 0 un numero real fijo. Por definicién, se debe probar que
g (t + %’T) = ¢(t), para toda t € R. En efecto, para todo ¢t € R se

tiene que

g <t + 2—7T> = CoS <a (t + 2—7T>> = cos (at + 27) = cos (at) = g(t),

(0% (0%

pues k(t) = cos(t) es una funcién periédica (bésica) de periodo
2.

(b) El periodo de las funciones cos(27t), cos(6mt), cos(60mt) y cos(80mt)

es
27r_ 277_1 27?_1 27T_1
ot 6r 3 60r 30 °  80x 40
respectivamente.

Atendiendo a las cuatro funciones en la Figura 6.4 se observa que la
grafica de color azul toma el valor 2 en ¢t = 0; a medida que avanza
el valor de t, los demas valores son diferentes y, vuelve a tomar
el valor 2 en t = 1. Esto indica que la funcién fi(t) = cos(2nt)

corresponde la grafica de color azul y tiene periodo 1.

Se observa que la grafica de la funcién de color naranja tiene un
periodo que cabe 3 veces en la grafica de color azul. Esto indica
que fo(t) = cos(67t) corresponde la gréfica de color naranja y
tiene periodo %

De manera semejante, ampliando las gréficas se aprecia que f3(t) =
cos(607t) corresponde la grafica de color amarillo y tiene perfodo
% y fa(t) = cos(807t) corresponde la gréfica de color morado y

tiene periodo % (la morada “va por dentro” de la amarilla).
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Observando la altura sobre el eje vertical se tiene que la amplitud
de fi(t) = cos(27t) es a3 = 2. La amplitud de fy(t) = cos(67t) es
as = 1. La amplitud de f3(t) = cos(607t) es az = 0'1. La amplitud
de fi(t) = cos(807t) es ag = 0'5.

Luego,

f@) = 2fi(t) + fo(t) + 0'Lf3(2) + 0’5 fa(?)
= 2cos(2nt) + cos(6mt) 4+ 01 cos(607t) + 0'5 cos(80mt).

Para calcular (f, f;) para i = 1,2, 3,4, utilizando propiedades del

producto escalar, se tiene que

(f, i) = (2cos(2mt) + cos(67t) + 0'1 cos(607t) +
+0'5 cos(807t), f;)
= 2(cos(27t), f;) + (cos(67t), f;) + 0'1{cos(607t), f;) +
+0'5(cos(807t), f;).

Ahora se deben analizar por separado los “cuatro” productos es-

calares necesarios para el calculo. En efecto,

(cos(2t), ;) { (cos(2mt), cos(2mt)) sii=1

(cos(2mt), fi(t)) sii€{2,3,4}

_ { Jyleos@rtPdt sii=1
| [ [eos(2mt) fi(t)] dt sid€ {2,3,4)

Se observa que, en general, serdan necesarios calcular todos los

productos escalares del tipo
1
/ [cos(ky7t) cos(komt)] dt, para ki, ks € {2,6,60,80}.
0

Utilizando el entorno simbdlico de MATLAB se obtiene

>> syms t k1 k2
>> int (cos(k2*pixt)*cos(kl*pix*t),0,1)
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ans =

piecewise(kl == k2 | k1 + k2 == 0, sin(2*pix*k2)/(4*k2*pi)+
+1/2,...

k1 "= k2 & k1 + k2 "= 0, (kl*cos(pix*k2)*sin(pi*kl) - ...
k2*xcos (pixkl)*sin(pi*k2))/(pi*(k1"2 - k272)))

que proporciona una solucién mediante una funcién a trozos. Si
se especifican las caracteristicas de k; y ko de ser ambos positivos,
se obtiene una solucion en forma simplificada

>> syms k1l k2 positive

>> int(cos(k2xpix*t)*cos(kl*pix*t),0,1)

ans =

piecewise(kl == k2, sin(2*xpixk2)/(4xk2*pi) + 1/2,

k1l "= k2, (klxcos(pi*k2)*sin(pixkl) - ...

k2xcos (pixkl)*sin(pi*k2))/(pi*(k1~2 - k272)))

Mas atn, simplificando las expresiones sen(nm) = 0 para cualquier
n € N se tiene que

1 ) 1
/0 os(hymt)]?dt =

1
/ [cos(kymt) cos(komt)] dt = 0 si ky # ko,
0

que en MATLAB se consigue haciendo

>> syms k1l k2 integer

>> int(cos(k2*pixt)*cos(klxpi*t),0,1)

ans =

piecewise(kl == k2 | k1 + k2 == 0, 1/2,
k1 "= k2 & k1 + k2 "= 0, 0)
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Esto se resume del siguiente modo!

i ) = % para todo 7 = j
T 0 para todo i # j

En particular,

L ogii=1
Qt,i == 2
(cos(2nt), f) {0 siie{2,3,4)

Algo similar ocurre con los demas casos. Es decir, se obtiene

2(f1, f1) sii=1
(fa, fo) sig =2
0'1{fs, f3) sii=3
0'5(fy, fr) sii=4

<f7fi> =

Por lo tanto, el vector f se escribe como combinacién lineal de los

vectores f; para ¢ = 1,2, 3,4 como sigue

) )
10 = GO (g 2O Gy O+

= 2fi(t) + fot) + 0'Lf3(t) + 0’5 fu(2),

(f, fs) {f, f4)

(fa, f1)

Ja(t)

que coincide con la propia funciéon f. Este resultado era espera-
ble pues se estda proyectando la funcion f sobre cada una de sus
“direcciones”.

(e) Es claro que hay dos periodos mds grandes que corresponden a
ly % y otros dos més pequenos que corresponden a % y ﬁ. Al
ser las frecuencias los inversos multiplicativos de los periodos, las
correspondientes frecuencias son iguales a 1, 3, 30 y 40, siendo las
dos primeras las mas bajas y las dos segundas las mas altas. Esto

sugiere definir

S = {f1(t), f2(t)} y Sap = {f3(1), fa(t)}.

1Observar que este resultado indica que f; y fj son ortogonales con respecto al producto

escalar dado, aunque no son ortonormales.
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En el apartado anterior se ha probado que { fi(t), f2(t), f3(t), fa(t)}
es un conjunto ortogonal y, al tratarse de vectores no nulos, es un
conjunto linealmente independiente en E. Por lo tanto, los cuatro

vectores forman una base ortogonal para E. Se tiene que
dimR(Sbf) =2= dimR(Sa )

Por la propia definicién de F, se tiene que ' = Syy + Sgr. Como,
ademds, se cumple que dimg(Syr) + dimg(Sey) =2+ 2 =4 =
dimg(E) se tiene que E = Sy @ S,y

(f) El hecho que Spf y Sas son subespacios ortogonales de E se ha
probado en el apartados anteriores. Una base ortogonal de Syf es

{f1(t), f2(t)} y una de S,s es {f5(t), fa(t)}. Para obtener bases or-
tonormales, basta multiplicar cada vector f; por l_ —

1
WLl af)
V2. Las bases pedidas son

(V21(t),V2f()} vy {V2f(), V2£i(t)},

respectivamente.

(g) La mejor aproximacion de la sefial f(¢) en el subespacio Sy es la

proyeccién ortogonal de f(t) sobre Syy, es decir,

proys,, f(t) = 2f1(t) + f2(t) = 2 cos(2nt) + cos(67t).

En la Figura 6.5 se aprecian las gréficas de la senal f(¢) y de la mejor

aproximacion sobre Sy pintadas con el comando ezplot.
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Sefial original y sefial limpia de ruido
I T

Figura 6.5: Senal original f(t) y su aproximacién libre del ruido.

6.7. Ejercicios

(1) En el espacio vectorial R?*? se consideran los vectores
10 1 -1
2 2 1 -2
y el producto escalar de Frobenius (A, B)r = Y 1| > 7 aiibi; =
tr(A'B).

(1) Hallar (A, B)r de tres formas diferentes.

(1) ;Son Ay B ortogonales? En caso negativo, modificar el ele-

mento de la posicién (2,2) de B para que lo sean.

(1) Comprobar que se verifica la ley del paraleloramo para A y

B.

(1v) Comprobar que se verifica la identidad de polarizacién para
Ay B.
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(2)

Hallar, si existen, todos los valores de a € R tales que los vectores
x = (0,1,0)" e y = (a,0,1)" forman un dngulo de 60 grados se-
xagesimales con respecto al producto escalar del apartado (b) del

Ejemplo 6.3. Repetir el ejercicio considerando un angulo recto.

Encontrar la mejor aproximacién del vector f(z) = z? por un

polinomio trigonométrico en [—m, 7] del tipo
p(x) = ag + ay cos(x) + by sen(x) + ag cos(2x) + by sen(2x)
con el producto escalar dado por
()= [ fagle)ds, foe e

Realizar una representacion grafica de la funciéon f y su aproxi-

macion.
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