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Prodlogo

Este libro contiene una relacion de ejercicios resueltos correspondientes
al temario desarrollado por el propio autor en el libro Algebra Lineal y Geo-
metria I, Editorial de la Sociedad Matematica Mexicana, 2023, destinado a
estudiantes de un primer curso universitario del doble grado en Matematicas
con diferentes Ingenierias; se utiliza en la Universitat Politecnica de Valencia.

Se presentan las soluciones de los ejercicios planteados o bien se dan las
indicaciones para que, al completar pequenos calculos que se indican, los
ejercicios queden totalmente resueltos.

Todas las notaciones y referencias a resultados como teoremas, proposi-
ciones, corolarios, etc. que se hacen en el presente libro son en relacién al
libro de teoria citado anteriormente.

Se ha intentado que los ejercicios abraquen los diferentes aspectos en los
que un estudiante debe iniciarse. Se plantean desde ejercicios numéricos basi-
cos para afianzar cuestiones tedricas hasta otros donde se deben relacionar
conceptos. Otros aspectos, mas bien tedricos, se plantean en ejercicios donde
se deben realizar demostraciones siguiendo las técnicas aplicadas en algunos
resultados similares en el libro de teoria. A medida que el estudiante apren-
da la asignatura, ira consolidando los métodos de demostracion que le seran
utiles a lo largo de toda su carrera.

El temario del libro mencionado ha sido estructurado en un total de 11
capitulos.

En el capitulo 1 se presentan preliminares, conceptos basicos necesarios

para comprender la forma en que se desarrolla, se piensa, y se debe proceder

7



8 INDICE GENERAL

en Matematicas. Una breve introduccién a los métodos de demostracion,
a la teoria de conjuntos, al concepto de funcién y nociones elementales de
estructuras algebraicas.

En el capitulo 2 se hace un repaso de cuestiones conocidas de matrices, se
establecen las definiciones y notaciones a utilizar, siendo importante poner el
enfoque, para una buena formacién del estudiante, en las técnicas de demos-
tracion utilizadas para probar las propiedades. Es probable que, ademas de la
definicion de matriz, los tinicos hechos novedosos sean la forma de operar con
matrices particionadas en bloques y la generalizacién, a matrices de tamanos
arbitrarios, de algunos resultados conocidos.

En el capitulo 3 se sistematiza el método de eliminacién gaussiana, se
prueba con detalle que dicho método funciona y, a través de dicho método,
se realiza la clasificacién de los sistemas lineales.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio de la forma escalonada reducida de
una matriz, garantizando su existencia y unicidad, lo que permitira establecer
el concepto de rango de una matriz.

En el capitulo 5 se aborda la definicion, propiedades y algunas caracteri-
zaciones del concepto de matriz inversa.

El capitulo 6 comienza con el estudio de matrices elementales y su utiliza-
cién para el calculo de la inversa (método de Gauss-Jordan). Tras establecer
caracterizaciones de la equivalencia de matrices, equivalencia por filas y equi-
valencia por columnas, se prueba que determinan relaciones de equivalencia y
se encuentra la forma normal de Hermite (como formas canénicas de clases de
equivalencia en la equivalencia de matrices) y el rango (como un invariante!
de esta relacién).

En el capitulo 7 se aborda el concepto de determinante, introducido de
forma recursiva. Se establecen y se demuestran sus propiedades por el método
de induccién. Se analiza su relacion con la existencia de la matriz inversa y se
estudia la férmula de Cauchy-Binet para el determinante de un producto de

matrices. Como aplicaciones se demuestran la regla de Cramer, la férmula que

'En realidad, como un conjunto completo de invariantes.
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permite calcular la inversa de una matriz y se estudia la forma de utilizarlo
para determinar el rango de una matriz. También se presentan aplicaciones
a tipos concretos de matrices (por bloques, de Vandermonde, de compaiia).

En el capitulo 8 se aborda uno de los temas centrales del Algebra Li-
neal: los espacios vectoriales. Una vez definidos, se estudian los subespacios,
las combinaciones lineales, subespacios generados y operaciones con subes-
pacios. Una segunda parte del tema aborda los sistemas de generadores, la
dependencia/independencia lineal, y el concepto de base que permite definir
la dimension de un espacio vectorial.

Con la intencién de destacar la verdadera importancia que la introduccién
de coordenadas le confiere al tema de espacios vectoriales, se ha preferido
dedicar el capitulo 9 completo a este tema, donde se caracterizan los espacios
vectoriales isomorfos a partir de la dimensién, y se presenta este concepto
como un invariante? de una relacién de equivalencia adecuada. Se aplica la
teoria desarrollada previamente para determinar la estructura del conjunto
solucion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, encontrando las
ecuaciones paramétricas y cartesianas de un subespacio.

Otro capitulo importante es el capitulo 10, donde se estudian los espa-
cios euclideos. Se introducen los espacios vectoriales con producto escalar y
sobre ellos el concepto de norma y distancia inducidas y angulo entre vec-
tores. Se desarrolla con detalle el apartado de ortogonalidad y el método de
Gram-Schmidt para el calculo de bases ortogonales, con lo que se prueba la
existencia de bases ortogonales en espacios euclideos de dimensién finita. Por
ultimo, se caracterizan los espacios euclideos de dimension finita y se prueba
que los productos escalares estan determinados por las matrices de Gram.

El capitulo 11 esta dedicado al estudio de los cuatro subespacios funda-
mentales asociados a una matriz. Se estudian sus dimensiones, se prueba el
Teorema fundamental del rango y su relacion con la equivalencia de matrices.
Se muestra como los espacios euclideos R™ y R pueden ser representados

a partir de los cuatro subespacios fundamentales asociados a una matriz

2En realidad, como un conjunto completo de invariantes.
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A € R™" en el llamado Teorema fundamental del Algebra Lineal. El libro
finaliza con un resultado que resume mas de 20 caracterizaciones, estudiadas
en capitulos previos, de la existencia de la inversa de una matriz, hecho clave
en toda la Teoria de Matrices y en el Algebra Lineal en general.
Quiero expresar mi agradecimiento a todos los alumnos que, con sus co-
mentarios y sugerencias, han permitido mejorar las versiones previas a esta.
Se agradecera cualquier sugerencia o comentario que sea enviada al correo

electrénico njthome@mat . upv.es.

El autor.



No es porque las cosas sean dificiles por lo que no nos atevemos;

sino que por no atrevernos se hacen dificiles. Séneca.
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Tabla de simbolos

N  conjunto de los nimeros naturales: {1,2,3,...}
7, conjunto de los ntimeros enteros
Q conjunto de los niimeros racionales
R conjunto de los nimeros reales
R*  conjunto de los niimeros reales positivos
C conjunto de los nimeros complejos
t R conjunto de los niimeros imaginarios puros

Ip ={1,2,...,k} intervalo natural inicial

=

conjunto vacio
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suma directa
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14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

Légica proposicional

= Proposiciones

= Métodos de demostracién

= Funciones proposicionales

= Conjuntos y relaciones

= Relaciones de equivalencia

= Aplicacién o funcién

= Numeros naturales. Principio de induccién

= Estructuras algebraicas
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1.2. EJERCICIOS

(1)

Demostrar que las siguientes equivalencias son ciertas comprobando que
son tautologias, es decir, sus tablas de verdad proporcionan siempre
valores de verdad V, independientemente de los valores de verdad de las

proposiciones componentes.

a) ~ (~p) < p (doble negacién),
(

(
(b) ~(pVq) < ~pA~q(ley de De Morgan),

(
(d

)
)
c) ~(pANq) < ~pV~q(ley de De Morgan),
) (p=q) < (~pV q) (laimplicacién en términos de ~ y V),
)

(e) (p = q) & (~ q =~ p) (directo y contrarreciproco son equivalen-
tes),

(f) ~(p=q) < (pA ~ q) (negacién de una implicacién),

(g) (PN (p=q)) = q (modus ponens),

(h) (~gA(p=q)) =~ p (modus tollens),

(i) (p=q9) AN(g=1))= (p=r) (silogismo hipotético).

Demostrar que la siguiente proposicion es una contradiccion, es decir,

su tabla de verdad proporciona siempre valores de verdad F, indepen-

dientemente de los valores de verdad de las proposiciones componentes.

(a) p A ~p.
(b) p&=~p.

Escribir en simbolos las funciones proposicionales:

(a) “La diferencia de los cuadrados de dos niimeros naturales consecuti-

vos es un nimero (entero) impar”,

(b) “El producto de un ntimero racional no nulo por uno irracional es

un numero irracional”,
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y demostrarlas. (Ayuda: Para la segunda suponer conocido que el pro-

ducto de dos nimeros racionales es un nimero racional).
(4) Se consideran los conjuntos
A={z€Z:2°=1}, B={re€Z:2*>~2=0} y C={-1,01}.

(1) Probar que A C B. (Es cierto que A C B? Justificar.

(11) (Es cierto que C' C A? ;Y que B = C7 Justificar.
(5) Mostrar que A= B siysolosi AC By B C A.
(6) Mostrar que A C Bsiysélosi AC By A+# B.
(7) Demostrar que los siguientes conjuntos son iguales:
A={reN:zxespar} y B = {r € N:2? es par}.

;Produce algtin problema el caso 2% = 2, que es par, para que se cumpla
B C A? Justificar.

(8) Demostrar que:
(1) El conjunto vacio esta incluido en cualquier conjunto A, es decir,

() C A, para todo conjunto A.

(11) Todo conjunto A estd incluido en el conjunto universal U, es decir,

A C U, para todo conjunto A.

(1) El conjunto vacio es tnico. (Ayuda: Supdéngase que, ademés de (),

hay otro conjunto vacio y probar que deben ser iguales).

(1v) Si A C () entonces A = ().
(9) Probar que si U denota el conjunto universal, se cumple que:

ANA =10 y AUA =U.
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(10) Dados los conjuntos A y B, demostrar que se cumple que:
ACB & AnB=A.

Enunciar y demostrar una propiedad similar cambiando la interseccion

por la unién.

(11) Demostrar las leyes de De Morgan: El complemento de la unién de dos
conjuntos es igual a la interseccion de sus complementos. Enunciar y

demostrar la propiedad dual para el complemento de la interseccion.
(12) Dados los conjuntos A y B, demostrar que: A C B implica B’ C A'.
(13) Dados los conjuntos A y B, demostrar que: A — B = AN B'.

(14) Sean A y B dos conjuntos disjuntos tales que AU B = U. Probar que
B=A.

(15) Sean Ay B dos conjuntos tales que A C B. Demostrar que

B=AU(B-A) con ANn(B—A)=0.

(16) Sean A y B dos conjuntos tales que a,c € Ay b,d € B. Demostrar que
dos pares ordenados (a,b) y (c¢,d) son iguales si y s6losia =cy b=d.

Concluir que si A = B entonces (a,b) # (b,a) siy sblo si a # b.

(17) En el conjunto A = {1,2,3,4,5} se definen las relaciones binarias dadas
por:

Rl = {(17 1)7 (2a2)’ (373)7 (474)’ (5a5)}7
RQ == Rl U {(173)a (3a 1)7 (174)7 <4a 1)7 (275)7 (57 2)’ (374)7 (473)}

RgZAXA.

Comprobar que, en todos los casos, se trata de una relacién de equiva-
lencia. Determinar las clases de equivalencia, el conjunto cociente y la

particién que se produce en A en cada caso.
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(18)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea A un conjunto no vacio y R una relacion de equivalencia en A.
Demostrar que si a,b € A entonces aRb si y sélo si a y b pertenecen a

una misma clase de equivalencia.

Escribir las familias (J,.; A; siendo {A;}ic; donde A; = {i + 2}, con

i € I, son conjuntos unitarios (es decir, formados por un solo elemento).

Considerar los siguientes casos:

(I> I= {1’ 2}’

(m) I =A{1,2,...,n},
() I =1[0,1].
Analizar si las relaciones Ry, Ry y R3 definidas en cada uno de los siguien-
tes apartados son o no una relacion de equivalencia. En caso afirmativo,
encontrar las clases de equivalencia y el conjunto cociente en cada caso.
(a) Parax,y € R, seax Ry y & 42° —y? =0,
(b) Paraz,y € R,seax Ry y & 2% —y* =0,
(c) Para x,y € Z, sea x R3 y < y — x es un numero par.

Probar que la relacion de equipolencia definida entre vectores fijos del

plano ordinario es una relacion de equivalencia.

Proporcionar un contraejemplo de dos funciones f y g que permitan

constatar que, en general, go f # f o g.

Sea f : R — R la funcién definida mediante la ley f(x) = 2z — 3.

Demostrar que f es biyectiva y calcular su inversa f~!. Comprobar que

fof™t=idzyque f™of=idg.

Analizar la existencia de la funcién inversa f~! de la funcién f : R —
R definida mediante la ley f(z) = 2% En caso de existir su inversa
calcularla, y si no existe, restringir el dominio y el codominio de f a

subconjuntos adecuados de R en los que exista su inversa y calcularla.
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(25)

(26)

(27)

(28)

La restriccién de la funcién f : Dm(f) — Im(f) a un subconjunto
S C Dm(f) suele denotarse por f|g y es la funcién f|s : S — Im(f)
definida por f|s(z) = f(z) para todo x € S.

Demostrar que:

(a) La composicién de dos funciones inyectivas es inyectiva.
(b) La composicién de dos funciones sobreyectivas es sobreyectiva.

(c¢) La composicién de dos funciones biyectivas es biyectiva.

Comprobar que los conjuntos K, Ky v K3 del Ejemplo 1.21 son induc-
tivos en R.

Probar que la interseccién de la familia { K, },en es un conjunto inductivo
de R siendo K, = {1} U{z € R: § — —5 < x}. (Es MNyenK, = N?
Justificar.

Demostrar, por induccion, que:

1
(a —l—ﬁ—l— +n‘(n+1)—n+1,VneN

) 13
(b) 3+54+74+---+2n+1)=n(n+2), VvneN.
c) 3+7+11+---+(4n—-1)=n2n+1), VneN.
)
)
)

(
(d 12"’22_‘_32_‘_'”_{—”2:%’ Vn € N.

12428438 4o pp = 2Dy e

142+ 2%+ - ~|—:B"‘1+:B":x+_1 Vn € N, siendo z € R un
nimero positivo fijo, = # 1.

f

(e
(

Probar que la funcién A : {0} UN — Z definida por
h(n) = { ;3’ S% nes Par para n € {0}UN
o122, sines impar

es biyectiva. Hallar h~. jAlcanza con que h sea biyectiva para concluir

que Z es un conjunto infinito numerable? Justificar.
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(30) Probar que (Z,+), (Q* = Q—{0}, ), (R, +) y (C, +) son grupos abelianos
(infinitos).

(31) Mostrar que los conjuntos numéricos Z, Q, R y C con las operaciones

habituales son anillos conmutativos con unidad (infinitos).

(32) Demostrar que el conjunto 2 -Z = {2k : k € Z} con las operaciones

habituales de Z es un anillo conmutativo sin unidad (infinito).
(33) Demostrar que el elemento neutro en un grupo es tnico.

(34) Demostrar que, para cada elemento g de un grupo G, sélo existe un

elemento inverso de g en G.

(35) Si (A, +,-) esun anillo y 04 es el neutro de la adicién probar que 04-a =
04, Va € A.

(36) Se considera el conjunto A = {a,b} con a # by las operaciones binarias

definidas mediante las tablas

+lalb lalb
alalb ala
blbla blal|b

Demostrar que (A, +, -) es un anillo conmutativo con unidad (finito). ;Es
un cuerpo? Justificar la respuesta. Al estudiar Estructuras Algebraicas

en profundidad, se prueba que este conjunto se comporta como Zs.

(37) Se considera el conjunto K = {a, b, c} con a # b # ¢ # a y las operaciones

binarias definidas mediante las tablas

+lalb|c a|b|c
alal|lblc alalala
b|blc|a bla|b
clclalb cla|c
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Demostrar que (K, +,-) es un cuerpo. Al estudiar Estructuras Algebrai-

cas con mayor detalle, se prueba que este conjunto se comporta como
Zs.

(38) Sea A un conjunto no vacio. Se considera el conjunto
B(A) ={f/f: A— A esuna aplicacién}

de todas las aplicaciones de A en si mismo. Probar que (B(A),0) es un

grupo no abeliano, siendo o la composicion de aplicaciones.
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1.3.

CAPITULO 1. PRELIMINARES

SOLUCION A LOS EJERCICIOS

(1) Utilizar las tablas de verdad de los conectivos basicos, modus ponens, etc.

Son necesarios 2, 4 u 8 valores de verdad, dependiendo de que aparezcan

una, dos o tres proposiciones, respectivamente.

(2) Similar al anterior.

(3) (a) (Vn € N),P(n) : (n+ 1?2 —n? € Z) A ((n + 1)*> — n? es impar).

(4)

Obs.: Al no especificar si la diferencia debe ser del mayor menos el

menor de los naturales o al revés (pudiendo quedar n? — (n+1)?), el
resultado puede ser un nimero entero negativo, no necesariamente
un numero natural. Dem.: Sea n € N. Es claro que la diferencia
de cuadrados es un numero entero pues se trata de sumar, restar y
multiplicar nimeros naturales. Al desarrollar el cuadrado y cancelar
términos se obtiene (n+1)2 —n? = (N> +2n+1) —n?=2n+1, que

es claramente impar.

(b) (Vg € Q)(Vr € 1),Q(¢q,7) : ¢ # 0 = gr € I. Dem.: Sean ¢ € Q y

r € I tales que g # 0. Se debe probar que ¢r € 1. Suponiendo, por
reduccion al absurdo, que ¢r ¢ I, debe ser gr € Q. Como ¢ # 0, ¢
tiene inverso en el cuerpo Q. Es decir, existe ¢7! € Q tal que ¢ !¢ =
qq ! = 1. Porser ¢! € Q y qr € Q, al utilizar la ayuda se tiene que
su producto cumple ¢~!(gr) € Q. Aplicando la propiedad asociativa
en Q y que 1 es el neutro de Q se tiene: ¢~ '(qr) = (¢ 'q)r = 1r =
r € Q, de donde se tiene que r € Q, en contra de la hipdtesis. Este
absurdo proviene de suponer que gqr € QQ, con lo cual se ha probado

que qr ¢ Q, es decir ¢gr € 1.

(1) Primero se prueba que A C B. En efecto, sea a € A. Luego, a € Z

y a®> = 1. Entonces @ = 1 6 a = —1. Para ver que a € B se deben
analizar dos casos: (i) Si @ = 1 entonces a®> —a = 13> — 1 = 0, de
donde a € B. (ii) Si @ = —1 entonces a* —a = (—1)3 — (-1) =
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—1+1 =0, de donde a € B. Por lo tanto, A C B. Ademas, A C B

pues se observa claramente que 0 € By 0 ¢ A.

(11) C no es un subconjunto propio de A (pues0 € Cy0¢ A)y B=C
(pues ambos conjuntos tienen los mismos elementos, basta calcular

3

las raices del polinomio z* — z).

(5) Utilizando las definiciones de igualdad e inclusién de conjuntos se tiene:
A=B& (xreA=zeB)ANzeB=xcA) < (ACB)A(BCA).

6) ACB& ((reA=z€eB)AN(FyeB:y¢A)<= (ACB)AA#
B)).

(7) Para probar que A = B se debe probar AC By B C A.
A C B: Si x es par entonces z? es par (Ejemplo 1.11).
B C A:si x? es par entonces x es par. En efecto, si por reduccién al
absurdo fuese x impar entonces x = 2k + 1 para algin k£ € Z. Entonces
2?2 = (2k+1)2 =4k*+ 4k +1=2(2k* +2k) + 1. Al ser z = 2k*+ 2k € Z
se tiene que 22 = 2z + 1. Es decir, 22 es impar, que es una contradiccion.

Luego, x es par.

No produce problemas pues v/2 ¢ N.

(8) (1) Se cumple vacuamente.
(11) Sigue directamente de la definicién de conjunto universal.

(1r1) Si () fuese otro conjunto vacio, se debe probar que () = (', es decir
(red=xecl)AN((x €l =z e0)). Ambas implicaciones se

cumplen vacuamente (O bien, aplicando el apartado (I)).

(1v) Por hipédtesis, A C (). Por el primer apartado, siempre vale que
) C A. Luego, A =10.

(9) Por el primer apartado, ) C AN A’. Para ver que AN A" C (), sea
r € ANA' Entonces v € Ay xz € A. Luego, v € Ay x ¢ A, es
decir, € () puesto que es estas dos ultimas condiciones proporcionan

una definicién (alternativa) de conjunto vacio.
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Por el segundo apartado, es evidente que A U A" C U. Para ver que
U C AUA seax € U. Es claro que pueden ocurrir las opciones disjuntas
r€Ab6x¢ A Luego,z € Abx € A esdecir,z € AUA.

Suponer que A C B. Para establecer que AN B = A se debe probar que
ANB C Ay AC AN B. La primera es clara pues si + € AN B, en
particular, x € A. Ahora, si x € A, por hipdtesis, como A C B, se tiene
que x € B. Luego, r € ANB. Asi, AC AN B.

Reciprocamente, si AN B = A, se debe probar que A C B. En efecto,
siz € A, al ser A = AN B, se tiene que se tiene que x € AN B, en
particular, x € B con lo cual A C B.

La propiedad dual es: A C B siysélosi AUB = B.

Por definicién de unién, se recuerda que x € AUB < rx € Abdx € B.
Su negacién queda © ¢ AUB < o ¢ Ay x ¢ B. Se debe probar que
(AUB) = A N B Para ver que (AUB) C AN B’ seax € (AU B).
Entonces x ¢ AU B. Por la observacién anterior, z ¢ Ay = ¢ B, lo que
equivale a x € A" y v € B’. Por definicién de interseccién, x € A’ N B'.
La otra inclusién se prueba de forma similar; incluso pueden escribirse
todos los pasos mediante un < y probar las dos inclusiones de forma

simultanea.

La propiedad dual establece que: (AN B) = A'U B'.

Suponer que A C B. Sea x € B’. Por definicién, x ¢ B. Por hipétesis
se tiene que = ¢ A, pues si por reduccién al absurdo se tuviese que
x € A C B, se tendria x € B, que es una contradiccién. Luego, © € A’
y, por tanto B’ C A'.

reEA-BeosrcANr¢BesrecANreB <re ANDB.

Se supone que AUB = U y AN B = (). Se debe probar que B = A’.
En efecto, si x € B es claro que x ¢ A pues si, ademds, x € A entonces

x € AN B = 0, lo que es una contradiccién. Luego, x € A’, con lo que
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(15)

(16)

(18)

(19)

(20)

B C A’. Para probar la otra inclusién, si x € A’ entonces = ¢ A. Como
r € U = AU B entonces debe ocurrir que x € B (puesto que z ¢ A).
Asi, A’ C B.

Es claro que AN (B — A) = () puesto que si z € Ay z € B — A entonces
r € Ay x ¢ A, lo cual es imposible. Sabiendo que A C B se debe probar
que B = AU (B — A). En efecto, si x € B entonces puede ocurrir que:
(a) x € Aobien (b) x ¢ A. En el caso (a), es claro que z € AU(B — A).
En el caso (b), al ser z € By x € A’ se tiene que © € B — A, con lo cual
r € AU (B — A). Por tanto, B C AU (B — A). Para la otra inclusidn,
seax € AU (B — A). Luego, z € A 6z € B— A. De la primera opcidn,
x € AC B, con lo que x € B. De la segunda, z € B — A, con lo cual
x € B. En ambos casos, © € B, de donde AU (B — A) C B.

(a,0) = (¢,d) & {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}} & ({a} = {c} Ao, b} =
{¢,d}) < (a = ¢ ANb = d). La conclusion pedida se obtiene utilizando el

método del contrarreciproco.

Se deben verificar las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva para
cada relacién. Las clases de equivalencia para Ry son [a] = {a}, Va € A.
Es decir, A/Ry = {[1],[2], [3], [4], [5]}. Las clases de equivalencia para Ry
son [1] = {1,3,4}, [2] = {2,5}. Es decir, A/Ry = {[1],[2]}. Las clases de
equivalencia para R3 son [1] = {1,2,3,4,5} = A. Es decir, A/R3 = {[1]}.

Sean a,b € A tales que aRb. Se debe probar que existe ¢ € A tal que a,b €
[c]. En efecto, como aRb, por la simetria, bRa. Por la reflexividad, aRa.
Asi aRa y bRa, de donde a,b € [a]. Basta tomar ¢ = a. Reciprocamente,
si a,b € [c] para algin ¢ € A se tiene que aRc y bRe. Por simetria, aRc

y c¢Rb. La transitiviad garantiza que aRb.

A1UA2 = {3}U{4} - {3,4}7 A1UA2UUAn = {3,4,...,n+2},
UiE[O,l] A = [2,3].
(a) Ry no lo es (contraejemplo: (1,1) ¢ Ry). (b) Ry lo es (z Ry x pues

2?2 — 2% = 0; si ¢ Ry y entonces 22 — y> = 0, con lo cual y? — 22 = 0,
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es decir, y Ry z;six Ry y e y Ry z entonces 22 — y2 =0e y? — 22 = 0.
Sumando miembro a miembro, 22 — 22 = 0 de donde x Ry z). Clase de
equivalencia de z € R: [z] = {z, —z}, R/Ry = {[z] : © > 0}. (¢) R3 lo es
(x R3 = pues x —x = 0, que es par; si  R3 y entonces y — x es par, con
lo cual x — y es par, es decir, y R3 x; si x R3 y e y R3 z entonces y — x
y z —y son pares, de donde su suma también, es decir, z — x es par, con
lo cual © Ry z). Clases de equivalencia: [0] = {...,—4,—2,0,2,4,...},
=A{...,-3,-1,1,3,5,... }; Z/Rs = {[0], [1] }.

Se deben verificar las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva para la
relacion binaria: @ ~ @ & 1@ y @ tienen mismo modulo, direccién

y sentido, lo cual es inmediato.

f(x) = sen(a), g(x) = a*.

f es inyectiva: Si x1, x5 € R satisfacen f(z1) = f(x2) entonces 221 — 3 =

2x5 — 3, de donde 2x; = 2x5 y, por tanto, x1 = x5. f es sobreyectiva:

Dado y € R, se debe buscar x € R tal que f(x) = y, es decir, de modo
que y = 2z — 3. Despejando, x = y_;rs Luego, f es biyectiva, con lo que
f admite funcién inversa, cuya expresion es f~'(z) = 2 = Lo + 2. Si

z€R, (fof @)= f(f () =f(*3?) =2%° — 3 =2 = idr(2). La
otra igualdad es similar.

f noesinyectiva: f(1) =1 = f(—1) con 1 # —1. Luego, f no es biyectiva.
Ademas, f no es sobreyectiva: Dado y = —1, no existe x € R tal que
2? = —1. Restringiendo el dominio Dm(f) = R al intervalo S = [0, +o00|
y el codominio Im(f) = R al intervalo S = [0, 4+o00[, se prueba (usando

la definicién) que la restriccion f : S — S es inyectiva y sobreyectiva.

Ademés, f~1(z) = /.
Los 3 apartados son inmediatos por definicién.

1 € R y es conocido que si k € R entonces k + 1 € R, luego K; = R es
inductivo. 1 € Ky y si k € K5 entonces k > % con locual k+1 > % > %,
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(27)

(28)

es decir, k +1 € Ky. Luego K5 es inductivo. Para K3, es similar a la

anterior.

1 e K,, Vn € N. Luego, 1 € NpenK,.

Si k€ NpenK, entonces k € K,,, Vn € N, es decir, k=10 k > % - n+r1

Asi, k+1=20k+1> %—#1 > %_#1 En ambos casos, k+1 € K,
Vn € N. Luego, k+1 € N,enK,, lo que prueba que dicha interseccion es
un conjunto inductivo. Ademas, N,en/K,, # N pues N es la interseccién de
todos los conjuntos inductivos de Ry K = {1,2,3,4,5} N[6, +oo] # K,

Vn € Ny K es inductivo.

(a) Si n = 1, es claro que ﬁ = % = ﬁ, con lo que se cumple la

igualdad para n = 1. Sea n > 1 y suponer que la igualdad se cumple

para el natural n, es decir, la hipdétesis de induccion garantiza que % +

% +- 4+ m = (para ese n). Se debe probar que ia igualdad se

cumple para n+ 1, es decir, se debe establecer la igualdad % + % 4+

n-(T}-l—l) + (n+1).((1l+1)+1) = (nf{)lJrl. En efecto, por hipotesis de induccion,
1 1 1 1 _ 1 _ 1

2ttt oam T e n_—i-12+ Ty — Al t
17 1 n+2)+17 1 242041y 1 (41D)® _ ndl . nel

m] = n—H[n—H] = m[W] T nfl nt2  n+2  (ntD)+1° Por el

principio de induccion, se concluye que la igualdad es valida para todo
n € N.

Utilizando el mismo procedimiento que el anterior, para probar (b) y (c)

se deben hallar las raices de un polinomio de segundo grado y factorizarlo.

(d) Como en (a), primero factorizar, luego operar y hallar las raices de

un polinomio de segundo grado y factorizarlo.

(e) Como en (a), primero factorizar, luego operar y utilizar una identidad

notable.

(f) Sumar fracciones.

h(ni) = h(ny) = n; = ny: se deben analizar 4 casos combinando las

opciones n; y ny pares o impares (dos casos no se pueden dar). Para ver
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que h es sobreyectiva, pintar en un eje los nimeros {0} UN, en otro Z
y unir con flechas de acuerdo a la definicién de h. Observar en cudles se
transforman los nimeros pares y en cudles los impares. Sea z € Z. Para
hallar n € {0}UN tal que h(n) = z distinguir los casos: z > 1 (de z = 2

se obtiene n = 2z — 1) y 2 < 1 (de z = —% se obtiene n = —2z). En
—92, i< 1 .

definitiva, h=1(z) = : S% : para z € Z. Para concluir que
22—1, siz>1

Z sea un conjunto infinito numerable falta una biyeccién: f(n) =n —1

entre Ny {0} UN. Al componerlas se tiene la biyeccion buscada.
Por definicion de grupo.
Por definicién de anillo.

La suma y el producto de dos ntimeros pares es par y las restantes pro-
piedades se herean de Z. Si 2k € 2 - 7Z fuese la unidad, para cualquier
u =2t € 2:Z—{0} se deberfa cumplir que (2k)(2t) = 2t, es decir, 2k = 1,
lo que no es posible pues k € Z.

Si ey € fuesen dos neutros del grupo, por ser e neutro se tiene ee’ = ¢

y por ser €' neutro se tiene ee¢’ = e. Luego e = €.

Sea g € G. Si g1, 92 € G fuesen inversos de g entonces gg; = g1g = ey
992 = g2g = e. Luego, g1 = gie = g1(992) = (919)g2 = €92 = go.

Como 04+04 = 04, setiene 04-a = (04+04)-a = 04-a+04-a. Sumando
a ambos miembros el opuesto de 04 - a, se tiene [—(04 - a)] + 04 - a =
[—(04-a)]+[04-a+04-a]. Aplicando la propiedad asociativa de la suma,
04 =[-(04-a)+04-a]+0s4-a=04+04-a=04"-a.

Se debe comprobar que se verifican todos los axiomas que definen un
cuerpo (en la asociatividad para la suma y para el producto hay 8 casos
para cada una). El neutro para la suma es a y para el producto es b;
opuestos: —a = a, —b = b; inversos: (el tnico elemento distinto de a es
b) b1 =b.
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(37) Similar al anterior.

(38) Es necesario comprobar que la composicién de dos aplicaciones es una
aplicacién, que existe un elemento neutro en B(A) (que serd id) y que
toda aplicacién biyectiva f admite elemento inverso (que serd la aplica-
cién f~1). Se deben justificar estas afirmaciones recordando que todas

ellas han sido probadas en la Seccion 1.4 de la pagina 60.
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34 CAPITULO 2. MATRICES

2.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

= Definicion

= Tipos especiales de matrices

. Algebra de matrices

» Trasposicion de matrices

= Matrices simétricas y antisimétricas. Traza de una matriz

» Particiéon de matrices en bloques
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2.2. EJERCICIOS

(1) Probar la propiedad conmutativa de la adicién de matrices de la Propo-

sicién 2.1.
(2) Demostrar que el elemento neutro para la adicién de matrices es tnico.

(3) Para cada matriz A € K™*" probar que existe una tnica matriz B €
K™*"™ tal que A+ B=B+ A= 0O,,xn.

(4) Probar las propiedades relativas a la multiplicacién de un escalar por una

matriz de la Proposicién 2.2.

(5) Probar las propiedades relativas a la multiplicacién de matrices de la

Proposicién 2.3.
(6) Dadas las matrices
1 3 3 6
A= y B = ’
-2 4 9 0
hallar una matriz triangular inferior C' con la misma diagonal principal

que —A y una matriz triangular superior D de modo que A+ D = B—C.

;Son unicas las matrices C'y D?
(7) Demostrar que si A, B € R"*" entonces
(A+ B)? = A* + 2AB + B? & AB = BA.
Encontrar dos matrices A y B para las cuales (A+ B)? # A*>+2AB+ B.

(8) Encontrar todas las matrices a coeficientes reales que conmutan con

o O O O
o O O
o O = O
o = O O

y expresar el resultado utilizando potencias de la matriz A.
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Probar la propiedad relativa a la potencia de otra potencia de matrices

de la Proposicion 2.4.

Encontrar el resultado de la potencia n-ésima A™ de la matriz

Azll 1]7
0 1

y demostrar que es correcto por induccion sobre n € N. Idem para

11
B = .
11
Probar las propiedades relativas a la trasposiciéon de matrices de la Pro-

posicion 2.5.
Demostrar las propiedades relativas a la simetria de la Proposicion 2.6.

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 ;Existe en K™*" alguna
matriz que sea simétrica y antisimétrica a la vez? Justificar la respuesta.
En caso afirmativo, encontrar todas las matrices en esas condiciones.
. Qué ocurre si K es un cuerpo de caracteristica 27 En este caso encontrar

una de dichas matrices para K = Zy y n = 2.

Probar que toda matriz en K™*™ se puede escribir como suma de una
matriz simétrica y otra antisimétrica. Supéngase que K es un cuerpo de
caracteristica distinta de 2.

Demostrar que las matrices escalares a coeficientes en K de tamano n xn
conmutan con todas las matrices de K"*" y que son las tnicas en estas

condiciones.

El producto de matrices, en general, es no conmutativo. Dar un ejemplo
que permita afirmar que AB # BA para dos matrices A, B € R"™" para

n > 2 arbitrario.
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(17)

(18)

(22)

Dar un ejemplo que permita afirmar que AB = AC no implica B = C

para matrices para las que los productos estdn bien definidos.

Sean A, B € R™". Indicar si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa

y justificar adecuadamente la respuesta:

(a) AB =0, = BA = O,,.
(b) Si Ay B son simétricas entonces A — B es simétrica.
Se consideran dos matrices particionadas A € K(@mtez)x(astas) v B ¢

K(astaa)x(b1+b2) - Comprobar que la multiplicacién de A por B puede rea-

lizarse por bloques como se indica en (2.4).

Calcular la matriz A% para
0100
100 0
A=
1110
1101

(a) Evaluando directamente.

(b) Dividiendo la matriz A en cuatro bloques de tamano 2 x 2 cada uno.
., Cual de las dos formas es mas sencilla?
Sean A,C' € K"™*" y B, D € K**%, Demostrar que
[A o”c O]:[AC O ]
O B||O D O BD |
Es decir, que el producto de matrices diagonales por bloques es una

matriz diagonal por bloques y se calcula multiplicando los bloques res-

pectivos.

Demostrar las propiedades restantes en la Proposicion 2.7.
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Demostrar que la traza de una matriz A € K®*" coincide con la de su

traspuesta.

Sean A y B matrices reales de tamanos m X n y n X m, respectivamente,

tales que AB = 1I,,, y BA = I,,. Demostrar que m = n.

Demostrar que tr(AB) = tr(BA) para cualquier par de matrices A €

K™ vy B € K", Comparar con la Proposicién 2.7.

Demostrar que tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) donde A, B, C son ma-
trices a coeficientes en K de tamafios apropiados (que se deben indicar).
Comprobar que, en general, tr(ABC) # tr(BAC).

Demostrar que el producto de matrices triangulares superiores (respecti-
vamente, inferiores) de K"*™ es una matriz triangular superior (respecti-

vamente, inferior). ; Qué elementos aparecen en la diagonal del producto?

Sea A la matriz

cos(2m/k) sen(2m/k)

A= —sen(27/k) cos(2n/k) |’

donde k es un entero positivo. Encontrar A™ para cada m € N. ; Es posi-
ble encontrar una notacion para la matriz A que sea mas representativa

atendiendo a su definicién? ;Cudnto da A*?

Sea A € R™*™ una matriz antisimétrica y m € N. Indicar si las siguientes

afirmaciones son verdaderas o falsas y justificar adecuadamente:

(a) A™ es antisimétrica si m es impar.

(b) A™ es simétrica si m es par.

Enunciar y demostrar un resultado similar sobre la propiedad de simetria

de las potencias naturales de una matriz simétrica A € R™*".
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(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

Hallar, si existen, todas las matrices A € R3*3 tales que AA" = B, donde

-1 -3 4
B = 2 -1 2
0 01

Resolverlo de dos formas distintas.

En lo que sigue, se propone una serie de ejercicios que permitiran realizar

productos especiales a partir de diferentes particiones de las matrices.
Demostrar la Proposicion 2.8.

En la Proposicién 2.8 se ha mostrado que el producto de una matriz por
una matriz columna es combinacion lineal de las columnas de dicha ma-
triz. Enunciar detalladamente y probar una propiadad dual: El producto
de una matriz fila por una matriz es combinacion lineal de las filas de

dicha matriz.

Sean D € K™ ™ una matriz diagonal y A € K"™*" expresada mediante
una particién del tipo 1 X (¢ +ca+-+-+¢p) coneg =cg =+ =¢, = L.
Probar que si las columnas de A son ay,as,...,a, € K™ entonces el
producto AD es

[CLl as ... an} O 6%2 0 :[dlal dsas ... dnan}.
0 0 ... d,

Observar que el producto AD es una matriz del mismo tipo que el de
A. Enunciar y probar un resultado similar para el producto DB para

B € K™*? particionada por filas.

a®

2)
a
Sean A — . c K(fl+f2+"'+fm)><n con fl = f2 = ... = fm =1 y

a(m)
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B = [ by by ... b } € Knx(atert+e) con ¢y = ¢y = -+- = ¢, = 1.
Probar que el producto AB puede escribirse como una matriz de tipo
(fi+ fot - 4 fm) X (c1 + 2+ -+ +¢,), siendo aVb; su elemento de la

posicién (i,7) parai=1,2,...,my j=1,2,...,p.

Demostrar el apartado (b) de la Proposicién 2.9.

Sean A = [ a, as ... Gy } € Kmx(etert-ten) con o) = ¢y = -+ =
b
b2

Cp = 1 y B = ) € K(fl+f2+"'+fn)><p con fl = f2 = ... = fn = 1.
p(m)

Probar que el producto AB puede escribirse como

AB = a;b™ + ab® + -+ 4 q,b™.

Sean A € K™" B e K"? y C' € K" Probar que
Al B c|=[AB AC .

Indicando previamente cudles deben ser ahora los tamanos de las matri-

ces A, B y C, probar que

A AC
C = )
B BC
Para esta segunda prueba recurrir a la de trasposicién de matrices por

bloques.
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2.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

Se prueba como en grupos.
Se prueba como en grupos.
Se prueba como en grupos.

Utilizando la definicién y utilizando las correspondientes propiedades de

K.

Utilizando la definicién y utilizando propiedades de K.

3 3

0 0]

Calcular (A + B)? = (A + B)(A + B) y comparar con A? + 2AB +

B?%. Ambas implicaciones se pueden considerar simultdneamente. A =
0 1
B= 0 0 ‘
0 0 10

Resolviendo AX = X A para X = [z;]},_, se obtiene

-1 0
Son tnicas, C' = , D=
11 —4

11 X122 T13 T14

0 x11 x2 713

X = = x11[4 +£C12A—|—.I'13A2 +$14A3.

0 0 Z11 T2
0 0 0 T11

Sea A € K™ Se debe probar que (A*)" = A*" para todo k,r € {0} UN.
Se dividird en casos: (a) k = 0,7 > 0: (A" =1" =1 = A" = A",
(b) k> 0,r=0: (4% =1 = A% = A0 (c) k,r € N: Sea k fijo
(pero arbitrario). Se realizard por induccién sobre r. En efecto, como
(AF)t = AF = AF1 1a propiedad es valida parar = 1. Sear > 1y suponer
que la propiedad es valida para (ese valor de) r, es decir, (A*)" = AF". Se

debe probar que es valida para el valor 7+ 1, es decir, (AF)™! = Ak(r+1),
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En efecto, por hipétesis de induccién, (AF) 1 = (AF)"(AF)L = AT Ak =
Akrtk — ARCHD Tuego, la propiedad es cierta para todos los valores de

k y n naturales o cero.
1 n
A”—[O 1],Vn€N.B”-2n_1B,VnEN.

Por definicién.

(b) (A~ A')' = A" 4 (~AY) = A — () = A"~ A = (A A,
luego A — A" es antisimétrica. (c) (AA")" = (A") A" = AA?, luego AA" es

simétrica. (d) es similar a (c).

Si fuese A' = Ay A' = — A entonces A = — A, de donde (1+1)A = 0. Al
ser K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 se tiene que 141 # 0, con
lo cual A = O. Si car(A) = 2, cualquier matriz A cumple la condicién
10

(1+1)A =0 y ademéas —1 = 1. Ejemplo: B = [ 01 ]

Se quiere escribir M € K™™ como M = S+ A, siendo St = Sy A = —A.
Puesto que M* = S — A, al sumar M y M! se obtiene M + M! = 285,
de donde S = (M + M"), que es simétrica. Al restar se obtiene A =

$(M — M?"), que es antisimétrica.

Si a € K entonces (al)A = (ald;;])A = [ad;;]A = [aa;;] = aA. Por
otro lado, A(al) = [ai;](aldi;]) = [a;]([adi;]) = [aa;] = ala;;] = aA.
La tercera igualdad sigue de aplicar la definicién de multiplicacién de
matrices. Luego, (al)A = aA = A(al), es decir, las matrices escalares

conmutan con cualquier otra matriz.

Falta ver que son las unicas que cumplen esa condicién. Si AX = XA

para toda X, en particular, se cumple para ciertas X del tipo E;; =
1 1 ]

{ 0 ij . Sea A = [a;;]. Tomando X = FEj; y operando se tiene
v7J

19 =a13="+++-=ay, =0y ay =az =---=a, =0, es decir, se anulas

todos los elementos de la primera fila y columna de A excepto aq;.
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Particularizando para X = FE's, se obtiene a;; = oo v a3 = -+ = ag, =
0.
Haciéndolo con X = FEjy, se llega a azgs = --- = a,2 = 0. Hasta ahora

los elementos de la diagonal coinciden y los restantes de la primera y

segunda filas y columnas son nulos.

Siguiendo de este modo con X € {Ey3, E31,..., Ey 51, En_11} se obtiene

A= allfn.
, 0 1 0 0
(16) Se puede generalizar A; = y By = para n > 2 a
0 0 10
A - Ay Oz ] v B = [ By Oz ]
On—22 On—2 n—2 On—2,2 On—2,n—2

(17)A:'1 0]’32[2 2]702[2 2]‘
0 0 00 11

(18) (a) F, A = [(1) 8],32 [8 (1)],(b)V,siAt:A,Bt:Bentonces
(A-B)f=[A+(-B)'=A"+(-B)!'=A"-B"'=A-B.

(19) Realizar el producto por definicién mediante elementos y luego mediante

bloques y comparar resultados.

(20) (b) Particionando A € K*+2*(2+2) queda A? triangular inferior por blo-

0 1
ques con [ L0 ] e I en la diagonal y 2J en el bloque (2,1) siendo

1
J = [ ) 1 ] Calculando A% = A%2A42A42% = [ L O ]

6J I

(21) Basta multiplicar por bloques.
(22) Por definicion.

(23) Por definicion.
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(24)
(25)

(26)

(27)

(28)

(31)

CAPITULO 2. MATRICES

Tomar traza en ambas igualdades y utilizar propiedades de la traza.
Similar a lo probado en Proposicién 2.7.

Asociar adecuadamente y aplicar la propiedad del apartado anterior.

e I S R I
0 0 2 2

Por induccion sobre n. Para n > 1, realizar particiones del tipo A, B €
K(r=D)+1]x[(n=1)+1] Otra forma: Si A = [aij], B = [bm] con a;; = bij =
0 para ¢ > j y AB = [c;] se tiene que ¢;; = Y p_, awbr;. Asi ¢;; =
J n . .
Zk:l\aiﬁ,bk’j + Zk:j+1 aj by 1>7
=0 =0
@iibii 1=7
Puesto que el valor del argumento no simplificard los célculos, sea o :=
2?”. En realidad, A es una familia de matrices que depende del parametro

«, parece adecuado llamar A, a dicha matriz.

Calcular A2 y utilizar identidades trigonométricas para simplificar la

cos(ma) sen(ma)

expresiéon. Conjeturar que A™ = , v probarlo

—sen(ma) cos(ma)
por induccién sobre m. A* = .

(a) V, (A™)E = (AH)™ = (=A)™ = (—=1)"A™ = —A™, pues m es impar.
(b) V, similar a (a).

No existe pues AA! es siempre una matriz simétrica y B no lo es. Otra

: — s . . :
forma: sea A = [a;]},_,, operar y resolver un sistema de ecuaciones
(¢lineales?), que llevard a contradicciones (como a3y + a3y + a3 = —1).

Por induccién sobre n. Para n > 1 realizar una particién del tipo A €
Knx[(n—l)—l—l}.

Otra forma: resolverlo para el caso A € K?*2. Observar que al calcular
Ax se obtiene una matriz columna que se puede expresar como suma de

2 matrices columnas. Escribir luego este argumento para el caso general.
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(32)

(34)

(35)

3]
t az
Probar 2*A = [a:l To ... xn} ) = T1a1 + X209 + -+ + xTHa,

an
como en el ejercicio previo.

Calcular AD considerando D particionada segun sus columnas. Tras ope-
rar, considerar A particionada segun sus columnas y calcular los n pro-

ductos obtenidos utilizando el ejercicio anterior.

Otra forma: Por induccion sobre n. Para n > 1 realizar una particion en
D del tipo D € K™*[(»=D+1 v utilizar el ejercicio anterior.

Utilizar la definicién de producto de dos matrices y la notacion de las

columnas de A y las filas de B.

Otra forma: Sea m fijo. Por induccién sobre p: el caso p = 1 es inmediato
aplicando productos especiales. Sea p > 1, utilizando productos especia-
les A [ by ... b1 by } = [ Aby ... Ab, Ab, } Se particiona el
producto obtenido separando la tltima columna y utilizando productos

especiales con las p — 1 primeras columnas obteniendo que:

[ Aby . Abyy [Ab, | = [ [ Ab ... Ay | Ab, |
= [Alb ... by | Ab |

El resultado sigue por la hipdtesis de induccién (en las p — 1 primeras

columnas) y usando productos especiales (en la ultima columna).

Generalizar (como en apatado (a)) la idea:

[fll]B:[all G12][b11 512]
a2 Q21 Q22 bo1 Doy
_ [ a11011 + a12b21  a11b12 + ai2ba ]

a21011 + a22bo1  az1bia + agbas
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[ w a } bir bz
11 12 b21 B [ CL1B ]
[ a a } [ bi1 bi2 ] aB -
21 (22
ba1  ban
(36) Por induccién sobre n. Separar la ultima columna de A y ultima fila de

B y multiplicar matrices por bloques para n > 1. Luego se aplica la

hipotesis de induccion.

(37) Particionar B y C segin sus columnas y utilizar dos veces productos
A
especiales. Para la segunda prueba pensar [ B ] C=(Ct [ At Bt })t

y aplicar la propiedad anterior.
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3.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:
» Sistemas de ecuaciones lineales
s Método de eliminacién de Gauss

s Clasificacion de los sistemas lineales
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EJERCICIOS 49

3.2. EJERCICIOS

(1)

Plantear y resolver (en Q, R, Cy Zy) tres sistemas de 2 ecuaciones lineales
con 2 incognitas, uno de cada tipo: compatible determinado, compatible

indeterminado e incompatible.

Resolver y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2c + 3y + 3z + 3t = 3
—2r + 1ly + 11z + 10t = 11
—4r + 8y + 8 + Tt = 7

20 + 4y + 2z = 4
-z + 4y + 8 = 4 .
—4r + 8y + Tz = 8

Resolver y clasificar el siguiente sistema de ecuaciones lineales

21‘1 —+ 3£L'2 + 31’3 + 31'4 -
207 + 4xy + 4dzs + %334
21 + 3xy + 3.’173 + dxy

I
NI RSN

Observar que la incognita x3 no aparece en la iltima ecuacion del sistema
equivalente transformado. Reordenar las incognitas en el sistema original
y resolver de nuevo, de modo que el sistema obtenido tenga aspecto
triangular (es decir, que los elementos g;; de la expresion (3.6) sean todos

no nulos).

Encontrar los valores de a y b reales tales que los sistemas de ecuaciones

20 — 3y = 8 ar — y = 6
5 — 2 = 9 O v — %y = 9

sean equivalentes.

lineales
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(5) Encontrar un sistema de ecuaciones equivalente a cada uno de los si-

guientes sistemas:

T, + To + X3 = 2
Ty + 21‘2 + 31’3 2 ’
T, + 3xy + 61’3 =

ZE1+2$2:—1 1'1—3ZE2:O
—2r; — 4dxy = 2 Y —2xy 4+ 6xy = 1

En caso de sistemas compatibles, encontrar su conjunto solucién. Si es
compatible indeterminado, expresar su solucion general en forma matri-

cial.

(6) Dadas las matrices

A:2_1 . B 15’
5 =3 -2 3

resolver la ecuacion matricial AX = B planteando y resolviendo un

sistema de ecuaciones lineales.

(7) Determinar los valores de a, by ¢ reales para que los puntos (1,4), (—1, 6)
v (2,9) pertenezcan a la parabola de ecuacién y = az? + bz + c. Pintar la
grafica de dicha parabola realizando previamente el completamiento de
cuadrados de modo que quede del tipo y = m(x — h)* + k.

(8) Encontrar, si existen, todos los valores de 6, o, 5y v € R que sean

soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

(a)
{ senfl —2cosf =

2senf — 2cosl =

2senf + /2 tanf = 4
4senf — 3v/2tanf = 8
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()
2senav — cosf + 3tany = 3
dsena 4+ 2cosff — 2tany = 2 .

6sena — 3cosf + tany =

Indicar si los sistemas anteriores son lineales o no lineales.

Sean a, b, ¢ y d nimeros reales fijos. Demostrar que los valores de \ para

los cuales el sistema

{(a—)\)x—l—by =0
ct+(d—Ny = 0

tiene soluciones no triviales deben satisfacer la ecuacién cuadratica (en
la incégnita \)
N — (a+d)\+ (ad — be) = 0.

.Son numeros reales los valores de A obtenidos? ;Y si b = ¢? Justificar.

Aplicando el método de eliminacién de Gauss, encontrar los valores de

b € R para que el sistema

1 b =2 71 2
-1 0—-2 2 Ty | = | 2

(a) tenga una tnica solucién.
(b) tenga infinitas soluciones.

(c) no tenga solucién.
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3.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

(1)

(4)
()

es compatible determinado conside-
r — ¥y
rado sobre el cuerpo de los niimeros racionales, y su conjunto solucién

El sistema lineal { Tty =

es S ={(3,—3)}. Considerado sobre el cuerpo Zs, es incompatible y su

conjunto solucién es 0.

+ oy =
2v + 2y
ros reales, es compatible indeterminado y su conjunto solucién (infinito)
es S = {(k,—k) : k € R}. Sobre el cuerpo Zs, es compatible indetermi-

El sistema { , considerado sobre el cuerpo de los niime-

nado y su conjunto solucién (finito) es {(0,0), (1,1)}.

+ y =0
2 + 2y =
sobre el cuerpo de los nimeros reales, sin embargo, sobre Zs,, es compa-

El sistema { es incompatible: S = () si se lo considera

tible indeterminado y su conjunto solucién (finito) es {(0,0), (1,1)}.

El primero es un sistema incompatible y el segundo es compatible deter-
minado siendo S = {(0,1,0)}.

Es un sistema compatible indeterminado y S = {(0, -\, A, 1) : A € K}
pudiendo ser K € {Q, R, C}.

Intercambiar el orden de las incognitas x3 y x4.
El conjunto solucién del primer sistema es S; = {(1,—-2)}; a =4, b = 2.

Un sistema equivalente al primero es

T 4+ x2 + xy = 2
To + 2x3 = 0,
r3 = -1

y S1={(1,2 = 1)} (compatible determinado).
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El segundo es un sistema compatible indeterminado, un sistema equiva-

lente es
{x1 + 233‘2 = -1 y

y So = {(—1— 2k, k) : k € K} pudiendo ser K € {Q, R, C}.

El tercero es un sistema incompatible, un sistema equivalente es

{$1—3$2:0

0 =1
}753:(2)
5 12
<6>X_[9 19],

() a=2,b=-1,c=3,y=22—x+3=2(z—1)" + 2,

(8) No son sistemas lineales.

(a) Al resolver el sistema lineal en = = sen(f), y = cos() se obtiene
sen(f) = 0, cos(f) = —1. De la primera ecuacién se tiene 6 = tm, t € Z,
y de la segunda, —1 = cos(f) = cos(tm) = (—1)!, luego ¢ es impar. Es
decir, = 2k + 1)m, k € Z.

(b) Al resolver el sistema lineal en = = sen(#), y = tan(f) se obtiene
sen(f) = 2, tan(f) = 0. No existe 6 € R tal que sen(f) =2 > 1; S = 0).

(c) Al resolver el sistema lineal en sen(«), cos(f) y tan(vy) se obtiene
sen(a) = 1, cos(ff) = =1y tg(y) = 0, de donde o = § + 2k, 3 =
T+ 2kom v v = kgm, con kq, ke, k3 € 7.

(9) Si ¢ # 0 entonces mediante operaciones elementales se tiene que

. a— A b c d— )\ 1 %
T d=x| Tla=x b la=x b !
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(10)
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Para que el sistema admita solucién no nula debe cumplirse que b+ (A —
a)®=2 = 0. Operando A* — (a + d)A + (ad — be) = 0.

—A b
Si ¢ = 0 entonces la matriz del sistema es ¢ :
0 d—2A\
Sic=0yd— X =0, es decir, A\ = d, la matriz del sistema queda
—d b
[ “ 0 ] Puede ocurrir que: (a) a = d. En este caso: (i) b = 0,

sistema compatible indeterminado y satisface la ecuacién, (i) b # 0,
sistema compatible indeterminado y satisface la ecuacion.
(b) a # d. En este caso: (i) b = 0, solucién trivial, se descarta, (ii) b # 0,
sistema compatible indeterminado y satisface la ecuacion.
Sic=0yd—\# 0 entonces y = 0 con lo que (a — A)z = 0. Puede
ocurrir que: (a) A = a, sistema compatible indeterminado y satisface la

ecuacion, (b) A # a, solucién trivial, se descarta.

El discriminante de la ecuacién de segundo grado es: (a+d)? —4(ad —bc),

que puede ser negativo, con lo que las raices pueden ser reales o complejas.
Si b = c entonces (a + d)? — 4(ad — b*) = (a — d)* + b* > 0 para todo
a,b,d € R, con lo que todas las soluciones seran reales.

Si b =0, el sistema es incompatible.

Si b # 0, el sistema es compatible y z = —%. Si b =1, el sistema es
compatible indeterminado y S = {(1 — k, k, —1) : k € R}.

Sib#0yb#1, el sistema es compatible determinado (para cada uno
de estos valores de b e R) y S, = {(2 — 7,0, —7)}
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4.1.

CAPITULO 4. MATRICES Y SISTEMAS LINEALES. RANGO

TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

Matriz asociada a un sistema lineal

Método de Gauss-Jordan

Matriz escalonada reducida por filas

Matrices equivalentes por filas

Existencia y unicidad de la forma escalonada reducida por filas
Matriz escalonada reducida por columnas

Rango de una matriz

Clasificacion y compatibilidad de sistemas lineales

Soluciones de sistemas lineales homogéneos
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4.2. EJERCICIOS

(1) Sea § el conjunto formado por los sistemas de m ecuaciones lineales con
n incognitas a coeficientes en K. Demostrar que existe una biyeccion
entre 8§ y K™+ Particularizar esta biyeccién al caso de sistemas de

ecuaciones lineales homogéneos.

(2) Utilizando notacién matricial, expresar el sistema de ecuaciones lineales
(4.1) como

xric1 + ToCy + -+ - + xcp, = b,

donde, para cada j =1,2,...,n,

Qayj bl
B Q2 b— by

Cj - . y - 9
Ay bm

y, de manera equivalente, mediante

[cl cy c- cn} x:Q =b.

(3) Aplicar el método de Gauss-Jordan para resolver el sistema de ecuaciones

lineales

ry + 51‘2 — 35(73 + 41‘4 + 61‘5 = b1
3l‘1 + 6ZL‘2 — T3 -+ 2l‘4 + 81‘5 = bg

1 — T2 + 21‘3 + 3.CE4 — X5 = bg
para los casos:

(a) b1:2,b2:2,b3:4.
(b) blszZbgzo.
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Para el primer caso, si se trata de un sistema compatible indetermina-
do, indicar el nimero de parametros necesarios para escribir el conjunto
solucion, su solucién general en notacion matricial y contrastar con la
informaciéon obtenida al respecto en el Teorema de Rouché-Frobenius.

Contrastar el segundo caso con la Proposicion 4.2 y con el Corolario 4.1.

(4) Encontrar la forma escalonada reducida por filas de la matriz

-1 -1 -1 0 1
1 2 1 4 4
1 1 1 21

Identificar los unos principales, sus columnas basicas y hallar su rango.

(5) De todas las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo
r+2y+z =
2r+4y+z = 0
r+2y—2 = 0

determinar aquellas que también satisfacen la relacién no lineal z =

y*(1 — z). Indicar el significado geométrico de esta situacion.

(6) Calcular el rango de las siguientes matrices en el cuerpo de los nimeros

reales:
1 3 2
A:[1 2 5]’ | 2 6 4
2 4 8 -1 -3 -2
0 0 0
y
15 1 17 =30 51
c_ 23 2 26 —46 T8
17 3 21 —-34 63
45 4 50 —90 150
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(7) Se considera la matriz

1 2 -1
A=| -2 -3 -1
3 7 —6

(a) ;Existe b € R? tal que el sistema Ax = b sea compatible determina-
do? Justificar.

(b) Utilizar el método de Gauss-Jordan para resolver simultdneamente

los dos sistemas Ax = by y Az = by siendo

1 —1
b1 = —2 y b2 = 5
-1 0

(c) Hallar la forma escalonada reducida y el rango de A.
(8) Sea A € K™ ™. Demostrar que rg(kA) = rg(A), para todo k € K, k # 0.

(9) Demostrar que un sistema de m ecuaciones lineales a coeficientes en un
cuerpo K con n incognitas que cumple m < n sélo puede ser incompatible

o compatible indeterminado.

(10) Discutir la compatibilidad del sistema en funcién de los parametros a, b €

R
r + by + z =0

r + Yy + z =1
20 + (b+1ly + az = 1

y, si es posible, encontrar el conjunto solucién.

(11) Comprobar que cada uno de los sistemas siguientes es compatible inde-
terminado

T =1 3t —(b+1)z = 2
3y—22 — 1 Y 3y—22 = 3a—2

Luego, buscar las condiciones que deben satisfacer a,b € R para que am-

bos sistemas tengan una solucién en comin. Determinar dicha solucion.
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(12) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes en

el cuerpo K = Z,

Ty + T9 + T3 = 1 Ty + X9 =0
T + x3 = 1, T + 23 = 0
r1 + T =0 ro + w3 = 0

1 + xTo — T3 = 0

ry — X9 — T3 = 0
. Cuantas soluciones tienen estos sistemas de ecuaciones? Resolver el se-
gundo sistema considerando que sus coeficientes pertenecen a R y com-
parar con lo obtenido. Hallar la forma escalonada reducida por filas de

la matriz ampliada de cada sistema y su rango (en K = Z,).
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4.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

(1) Sea 8 el conjunto formado por los sistemas S de m ecuaciones lineales
con n incégnitas a coeficientes en K y K™*(™+1) ¢l conjunto de matrices

de tamanio m X n a coeficientes en K. Si S € 8 entonces S es de la forma

111 + a19T9 + -+ - + a1y, = b1
a91%1 + A99%o + - - - + Gopx, = by

S :
Am1T1 + A2l + -+ + GppTy, = bm

A partir de S se considera la matriz particionada

a2 ... Qi | by

~ ag1 Q@22 ... Q9 b2

A . . | 'n . :[A b}EKmX(nJrl).
Aml Am2 .- Qmn bm

Se define la aplicacién ¢ : 8§ — K>+ mediante S — A.

¢ es inyectiva: Sean Sp, Sy € 8 tales que ¢(S7) = ¢(S2). Por definicién,
A, = Ay, es decir, [ Ay by } = [ Ay by } Igualando las matrices, los
respectivos bloques son iguales, con lo que los sistemas lineales que deter-

minan dichos bloques lo son. Por tanto, S; = S5. Luego, ¢ es inyectiva.

¢ es sobreyectiva: Dada A € K™*("+1) s considera la particién indica-

da de modo que A = [ Ab } Disponiendo los coeficientes de A como
coeficientes de una sistema lineal S y los de b como sus términos inde-
pendientes, existe un sistema de m ecuaciones lineales con n incégintas

a coeficientes en K de modo que ¢(S) = A. Luego, ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto, ¢ es biyectiva y de este modo los conjuntos § y K™*"+1

son coordinables o equipotentes, se denota § =2 K™*(+1)

Para sistemas de ecuaciones lineales homogéneos basta tomar b = 0.



62

(2)

(4)
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Se obtiene de forma inmediata tras realizar las operaciones matriciales
indicadas de multiplicacién de una matriz por un escalar, adiciéon de ma-
trices e igualdad de matrices. Para la segunda expresiéon se debe utilizar

uno de los productos especiales.

b
Si se llama A a la matriz de coeficientes del sistema lineal, b = | by |,
bs
2 0
c= 1|2 |yd= | 0 |, sepuede resolver aplicando operaciones elemen-
4 0

tales por filas a la matriz ampliada [ Ab ] y luego particularizando
para los valores pedidos en cada apartado, o bien operando sobre la ma-
triz ampliada siguiente [ A c d }, resolviendo de forma simultanea los
sistemas Ax = ¢y Ay = d. Aparecen 3 columnas basicas y 2 variables
libres. Se trata de sistemas compatibles indeterminados. Los conjuntos
solucién son, respectivamente, S = {(20 — 23a + b, —12+ 14a — 2b, —14 +
17a—b,a,b) : a,b € R}y S = {(—23a+b,14a—2b, 17a—b,a,b) : a,b € R}.
La solucion general del primero, en notacién matricial queda

1 20 —23 1
T —12 14 -2
x3 | = —14 | +a 17 | +0 | —1
Ty 0 1 0
| 75 | i 0 i 0 ] 1]

Que el sistema homogéneo admita soluciéon no trivial viene garantizado
por la Proposicién 4.2 debido a que n = 5 > 3 = m. Como rg(A4) = 3,
por el Corolario 4.1, el sistema admite al menos una solucién no trivial.
D -2

0 1 |. Hay 3 columnas bésicas (primera, segunda y
0

01 0
D0 0
00 @ 1
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cuarta), 2 columnas no bdsicas (tercera y quinta), 3 unos principales
(en las columnas bésicas) y rg(A) = 3.

(5) El conjunto solucién del sistema homogéneo es S = {(—2k, k,0) : k € R}.

De estas soluciones, las que cumplen la ecuacién no lineal son (0,0,0) y
(1, —%, 0).

Pintando en MATLAB mediante

>> ezsurf (Cy~2*(1-x)’)
>> hold on

>> plot3(0,0,0,’r*’)

>> plot3(1,-1/2,0, %)

¥’ (1)

[ superficie
@ Puntot
® Punto2

Figura 4.1: Interseccién de planos y superficie.
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se tiene la grafica de la Figura 4.1.

Se observa que corresponde a los puntos en que los tres planos que pasan

por el origen (del sistema lineal homogéneo) cortan a la superficie dada.

2,1, 3.
1 2 —-1|bH D@ 0 5] —2by—3h
3 7 —6|bs 0 0 0| —=5b —0by+0b3

Si —5b; — by + b3 # 0, no existe la matriz b pedida. Si —5b; — by + b3 = 0,

existen infinitas posibilidades para b.

Utilizando el método de Gauss-Jordan se obtiene que el primer sistema

es incompatible y el segundo compatible indeterminado y su conjunto
solucién es S = {(=7 — bk, 3 + 3k, k) : k € R}.

D0 5
Ryi=1|1 0 @ -3 | yrgAd) =2
0 0 0

Como A ~; R4 se tiene que kA ~; R4 pues al ser k # 0 se puede
multiplicar cada fila por k=! obteniendo kA ~; A ~; R4. Luego, kA
y A tienen la misma forma escalonada reducida por filas, con lo que

rg(kA) = rg(A) por tratarse del nimero de filas no nulas de R4.

Sea S un sistema de m ecuaciones lineales a coeficientes en K con n

incégnitas tal que m < n.

El sistema podria ser incompatible (es una posibilidad de la tesis) o

compatible.

En caso de ser compatible, al aplicar operaciones elementales por filas
a la matriz ampliada del sistema, no podra aparecer una fila del tipo
[ 00 ... 0 ‘ ! ], con a € K, a # 0. Como en la forma escalonada

reducida por filas de la matriz ampliada hay a lo sumo m unos principales
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(10)

(11)

(12)

y m < n, siempre se dispondra de al menos una incégnita libre, con lo

que el sistema es compatible indeterminado.

Aplicar el método de eliminacién de Gauss. Si b = 1, el sistema es in-

compatible.

Sib#1ya=2, el sistema es compatible indeterminado y el conjunto
solucién es S, = {(;&5 — k, 5. k) : k € R}
Sib#1ya# 2, el sistema es compatible determinado y el conjunto

solucién es S, = {(;%, ,0)}.

Sp={(1, 22 k) : k € R}, Sp = { (B 30242 4y 4 € RY,

Geométricamente, la solucion del primer sistema corresponde a los puntos
de una recta (concreta) mientras que la del segundo proporciona los
puntos de una recta, pero ésta varia en funcién de los pardmetros a y b.

Al igualar las soluciones se llega a a = 1y (b+ 1)t = 1, con lo cual debe

3+b 1 )

ser b # —1. En este caso, el punto comun tiene la forma (1, 3001y bil

El primero es un sistema compatible determinado con S; = {(0,0,1)}. El
segundo es un sistema compatible indeterminado que tiene exactamente
2 soluciones (jy no infinitas!): So = {(0,0,0),(1,1,1)}.

El tercero es un sistema compatible indeterminado con exactamente 4
soluciones y S3 = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}, que tiene exacta-

mente 4 soluciones (jy no infinitas!).

El segundo sistema resuelto con sus coeficientes en R es compatible de-
terminado y Sy = {(0,0,0)}.

Las FERF de cada sistema son

1000 1010

1110
010 0], 0110 y

0000
0011 0000

y los rangos respectivos son: 3, 2 y 1.
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CAPITULO 5. MATRICES INVERTIBLES

5.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

Definicién

Propiedades

Matrices elementales

Inversas de matrices elementales
Traspuesta de matrices elementales
Caracterizaciones de matriz invertible
Matriz inversa: método de Gauss-Jordan

Inversa de matrices particionadas



5.2. EJERCICIOS 69

5.2. EJERCICIOS

(1)

(2)

Comparar la demostracién de la Proposiciéon 5.1 con el Ejercicio 34

de la pagina 97.

Enunciar y demostrar la ley del orden inverso generalizada a un
numero finito de matrices Ay, As, ..., Ay € K™*" con s > 2. Probar
que si todas son invertibles entonces su producto lo es y encontrar

la formula para la inversa de dicho producto.

De la ley del orden inverso deducir la siguiente propiedad: Si A €
K —{0} y A € K™ es una matriz invertible entonces AA es una
matriz invertible y (AA)~! = A"tA™L

Si A € K™ es invertible y b € K™*! entonces el sistema de ecuacio-
nes lineales Az = b tiene una tunica solucién (Observar que se debe

probar la existencia y unicidad de la solucién).

Sea A € K" una matriz invertible. Demostrar que los sistemas
matriciales AX = B, para cualquier matriz B € K"*™, tienen solu-
cién Unica. Encontrar una expresion para dicha solucién. ;Cémo se

relaciona este resultado con el del ejercicio anterior?

Si la matriz A € R™*"™ satisface
A% —2A% —9A? — 141, = O,

probar que A es una matriz invertible y expresar su inversa en térmi-
nos de potencias de A. ;Cudl es el término en el primer miembro de
la igualdad que permite garantizar la existencia de la inversa de la
matriz A? ;jPor qué?

Las matrices A y B siguientes corresponden a las matrices ampliadas,

en forma escalonada (por filas), de un sistema de ecuaciones lineales

0 x  x 0 % % % % x
A= 0 0O =* y B=|0 00O % *x % |,
0 0 O 0 0 0 O % =
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donde la notacion [ representa un niimero real diferente de cero arbi-
trario y con el simbolo * se indica un valor real arbitrario (incluyendo

el cero).

(a) Determinar, para cada matriz, su forma escalonada reducida por
filas.

(b) En cada caso determinar si el sistema es compatible o no. En

caso de serlo, determinar si su solucién es tnica.

(c¢) Responder las preguntas anteriores si se cambia la matriz B por

otra en la que se quita la dltima columna. Justificar.

(d) /Y sise quitan la segunda y la quinta columnas de B? Justificar.

Sean A € K™y B € K*** dos matrices invertibles. Demostrar que

Ao0]" [at o
OB| | O B']
Es decir, la inversa de una matriz diagonal por bloques (invertibles)

se puede calcular a partir de la inversa de cada bloque.

Se consideran los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos:

r1 + dxy — 3zz = 0
T 5o+ tm o= 0
3331 + 6£E2 — X3 = 0 1 9
51’1 + 31'2 =
r1T — X2 + 21’3 =0
Se pide:

(a) Resolver cada sistema utlizando operaciones elementales por fi-

las.

(b) ;Es posible deducir del apartado anterior si la matriz de coefi-
cientes es invertible o no? Justificar adecuadamente.

(¢) Aplicar ahora el método de Gauss-Jordan, para decidir si exis-

ten las inversas de las matrices de coeficientes de los sistemas

anteriores y, en caso afirmativo, calcularlas.
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(10)

(11)

(12)

(13)

Sea A € R™™ una matriz invertible y z,y € R™*!. Demostrar que la

matriz A+ xy’ es invertible si y sélo si 1 +y* A~ a # 0. En este caso,

1

-1 _ g-1
(A+ay') " =A —1+ytA—1x

A eyt AL

Esta expresion se conoce como la formula de Sherman-Morrison.
(Como ayuda observar los siguientes hechos. Cuando z = 0, la equi-
valencia se cumple vacuamente; es decir, el caso interesante es x # 0.
Si Ay A+zy' son invertibles entonces el producto (A+zy")A~! tam-
bién lo es. Ademss, el producto de matrices y* A1z es un ntimero

real, en realidad, una matriz de tamano 1 x 1.)

Demostrar que toda matriz triangular superior (respectivamente, in-
ferior) A € K"*™ con elementos no nulos en la diagonal es invertible,
su inversa es triangular superior (respectivamente, inferior) y en la
diagonal de la inversa aparecen los inversos multiplicativos de los
elementos de la diagonal de A en las respectivas posiciones. (Ayuda:

Proceder por induccién y utilizar la Proposicién 5.10).

Sea la matriz

1 00
A=|1/3 =2 0
5 —4 3

(a) ;Tiene la matriz A alguna estructura especial?
(b) Usando la estructura indicada en el apartado (a), hallar A~

(c) Comparar con el calculo de la inversa mediante la férmula cono-

cida
1
L= = Adj(AY.
der(a) )
Se consideran las matrices
M:[[r Orxs] y Q:[Ql O]
C D Q2 Qs ’
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(16)
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siendo D € R*** una matriz invertible. Encontrar los tamanos ade-
cuados de los bloques Q;, i = 1,2,3 y calcular el producto M~1Q

justificando previamente que M es invertible.

Visualizar en qué se transforma el cuadrado de lado 1 cuyos vértices
se hallan en el origen del plano y sobre los ejes coordenados, utili-
zando las diferentes matrices elementales por filas y considerando los
valores de k = £2 y ¢ = %2 en la interpretacién geométrica de la
pagina 225.

Escribir, si es posible, la matriz

=[]

y su inversa como producto de matrices elementales.

Comprobar que existen inversas a izquierda de la matriz

c R3><2

X

Il
W =
o = N

y calcularlas. jEs posible garantizar que la existencia de inversas a
izquierda implican la existencia de la inversa de A? Justificar, ana-
lizando si se contradicen las equivalencias (a) y (b) del Teorema de

caracterizaciones de matriz invertible.
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5.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

(1)

(2)

Se trata de un resultado general de grupos y no del grupo particular

GLn(K).

Sean Ay, As, ..., As € K™*" matrices invertibles con s > 2. Entonces

el producto A1 A, ... A, es invertible y
(A1Ag. . A=A ASTATE

Se prueba por induccién sobre s (aplicando la propiedad asociativa

y el caso probado para s = 2).

Sea B := Al,,. Como A # 0, por el método de Gauss-Jordan se prue-
ba que Rp = I, y B~ = ;I,. Luego AA es invertible (;por qué?).
Recordando que toda matriz escalar conmuta con cualquier otra ma-
triz cuadrada del mismo tamarfio se tiene que (AA)™! = (BA)™! =
A'B™t = A7Y(31,) = (51,) A" = A" teniendo en cuenta la si-
guiente propiedad (su prueba se propone como ejercicio): el producto
de una matriz escalar por otra matriz cuadrada del mismo tamano

es igual que la multiplicacion del escalar por la matriz. En este caso
se aplica dos veces: (AI,)A = XAy (A[,)A~t = AL

Existencia: Al ser A una matriz invertible se considera xy = A~'b.
Se tiene que Axg = A(A7'0) = (AA™Y)b = I,b=b.

Unicidad: Si existiesen dos soluciones x; y x5 del sistema Ax = b,
entonces Ary = b = Axs, con lo cual A(zy — x9) = Axy — Azg = 0.
Al ser A invertible, A7 [A(x) —23)] = A7'0 = 0, de donde vy — x5 =
L(z1 — x3) = (A7*A) (21 — x3) = 0, por tanto, 71 = xs.

Una forma es repetir paso por paso la demostracién anterior.

Otra forma: particionar X segin sus columnas y utilizar un producto
especial. Igualando matrices se obtienen n problemas como el del

ejercicio anterior. Aplicando dicho resultado, un producto especial

permite obtener el resultado final.
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(6) A[(A® —2A% —9A)] = I, (es posible esta operacién pues 14 # 0).
La existencia de inversa a derecha de A garantiza la existencia de la

inversa de A. Se tiene A~! = 1—14/15 — %A?’ — %A.

1 010 1 x 0 0 x|
(7) (a) Ry = 0 1]0 ) Rp = 0 01 0 %|=x
0 0|1 0 00 1 x|=x

(b) El primero es un sistema incompatible y el segundo es compatible
indeterminado (no tiene solucién tnica pues posee 2 pardametros).
(¢) Si B es la matriz obtenida al quitar la dltima columna de B, es
1 % 0 0=
Rg= 10 0 1 0]|x | y el sistema es compatible indeterminado
000 1]«
(posee 1 pardmetro).
(d) Si B es la matriz obtenida al quitar la segunda y quinta co-
1 0 0=
lumnas de B, es Rg = | 0 1 0| x | y el sistema es compatible
0 0 1]=

determinado (posee solucién tnica).

B O B!

recha o izquiera?) y utilizar el teorema de caracterizaciones de matriz

A Al
(8) Basta realizar el producto entre [ 0 © ] y [ © ] (ja de-

invertible para concluir.

(9) (a) (@1, 22,23) = (0,0,0) y (w1,22) = (—2k, k) : k € R.
(b) Se obtiene R4 = I3 (A es invertible pues se cumple cualesquiera

de las siguientes condicions equivalentes: R4 = I3, A ~¢ I3, la tnica
1 4
solucién del sistema homogéneo es la trivial) y Rp = [ 0 8 ] #* I

(B no es invertible pues se cumple cualesquiera de las siguientes con-
dicions equivalentes: Rp # I3, B »~ I, el sistema homogéneo admite
soluciones no triviales), siendo A y B las matrices de coeficientes del

primer y segundo sistemas, respectivamente.
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(10)

(11)

w|z

(c) [ A I } ~ [ I; A1 } siendo A™! = y al

Lo wI
N wlot wlg

ser Rg # I3, no serd posible transformar [ B Iy | ~y [ I, B! },

con lo cual no existe B~

Si x = 0, la equivalencia se cumple vacuamente. Se puede suponer,
pues, x # 0.

(=) Como Ay A+ zy" son matrices invertibles entonces el producto
(A+zy')A~! también lo es. Por la caracterizacién de matrices inver-
tibles, el sistema de ecuaciones lineales homogéneo (A+xy') A~z =0

admite unicamente la solucion trivial.

Se debe probar que 1 + y*A~'z # 0. Suponiendo, por reduccién al
absurdo, que 1+y* A7z = 0 se tiene que (A +xy") A~ e = AA o+
rytA e = v +ay!Ale = 2(1 + y*A7'z) = 20 = 0, es decir, se ha
encontrado una solucién no trivial x del sistema homogéneo (A +
zy')A™2 = 0, lo que produce una contradiccion.

(<) La hip6tesis 1 + y*A™1x # 0 asegura que el denominador de la
expresion dada tiene sentido. Para demostrarlo basta calcular el pro-
ducto (A+zy")[A™! — 1+ytﬁflflx(yt/ﬁl] y ver que da la identidad,
es decir, se ha obtenido una inversa a derecha de A+ zy'. El teorema
de caracterizaciones de matriz invertible asegura el resultado final.
Por induccién sobre n. Si n = 1, es inmediata. Sea n > 1 y su-
poner que la propiedad es cierta para toda matriz en K®—Dx(n=1)
triangular superior con elementos no nulos en la diagonal. Consi-
derar A = [a;] € K"", una matriz triangular superior con ele-

mentos no nulos en la diagonal y sobre ella una particion del tipo

B C

[(n—1)+1] x [(n—1)+1], es decir, A = ! O o

] . Por la Proposi-
B! —-B7'Ca,}
@, a !

(n=1)x(

cién 5.10, A=t = ] . Dicho resultado es aplicable

puesto que la matriz B € K "=1) tiene elementos no nulos en
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la diagonal y la hipétesis de induccién garantiza que existe B~1, es
triangular superior y tiene elementos diagonales iguales a los inver-
sos multiplicativos de los elementos de la correspondiente posicién de
B. Por tanto, la matriz A~! es triangular superior y tiene elementos
diagonales iguales a los inversos multiplicativos de los elementos de

la correspondiente posicién de A.

Otra forma: También es posible demostrarlo aplicando el método
de Gauss-Jordan con tan sélo dos tipos de operaciones elementales:
en el primer paso, para cada i = 1,2,...,n, se multiplica la fila -
ésima por el inverso multiplicativo a;' y, en el segundo paso, el 1
encontrado como pivote se utiliza para eliminar todos los elementos
no nulos que se encuentren en su misma columna, por encima suyo.
Claramente, se preserva la triangularidad superior de la inversa y los

elementos de la diagonal de A~! son ai_il para cadat=1,2,...,n.

(a) Es triangular superior con elementos no nulos en la diagonal. (b)
La inversa de una matriz triangular superior invertible es triangular
superior y los elementos de la diagonal de la matriz inversa son los

inversos de los elementos de los lugares correspondientes de la ma-
0

triz original, es decir, A~! =

N NI=

0
0 | . Con sélo encontrar los
1
3

PEPe 58 ~

, (3,1) v (3,2) del producto AA™?

1 0

se encontrara el resto de la matriz inversa: A~! = % —
13

9
(c) Con dicha férmula se debe realizar un mayor nimero de célculos.

elementos de las posiciones (2,

W N |—
w= O O

Q1 € R™P Qy € R**P. Q3 € R**9 con p, g naturales arbitrarios. La
inversa de M existe por ser M triangular superior por bloques con
sus bloques diagonales I, y D invertibles. Por ejemplo, aplicando
el método de Gauss-Jordan o el resultado dual del probado para

matrices triangulares superiores invertibles, se encuentra que M~ =
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(14)

(15)

(16)

]’I" O'I‘XS
D¢ D . Luego,
M71'Q = [ @ Orxq ] e RU+s)x(p+a)
D@y~ CQi] D™'Qs

0 1 0
Pintar en el plano los vértices Py = [ 0 ] P = [ 0 ], Py = [ 1 ]

1
y Py = [ ) ] . Calcular los productos matriciales F;(2)F;, para i =

0,1,2,3 y pintar los resultados obtenidos en cada caso. Repetir el

célculo de los productos con las matrices F1(—2), Es1(2) v Ea1(—2).

Premultiplicando A por las matrices elementales dadas por Eo;(—1)y
E12(—4) se obtiene Iy, es decir, Ej5(—4)FEy(—1)A = I, . Calculando
la inversa de cada matriz elemental, que también resulta ser una
matriz elemental y del mismo tipo (concretamente, (Eyo(—4))~! =

F12(4) y (Fa1(—1))™' = E (1)) y teniendo en cuenta el orden en que

. . 10 1 4 )
se sitian se tiene A = 11 01l Puesto que las matrices

elementales a aplicar no son tunicas, el resultado no es unico. Del
mismo modo que A™! = Ej5(—4)F5(—1) no es la tinica forma en

que se puede escribir A~! como producto de matrices elementales.

b

e
BA = I,. Multiplicando e igualando matrices se llega a un sistema

c
Por definiciéon, se buscan matrices del tipo B = [ ] tales que

lineal de 4 ecuaciones con 6 incognitas, y resolviéndolo se obtiene
3c—1 2—-6¢c ¢
B= conc, f € R.
1+3f —-1—-6f f
La existencia de inversas a izquierda no implica la existencia de la in-
versa de A pues A no es cuadrada. No se contradice pues es aplicable

solo para matrices cuadradas.



78

CAPITULO 5. MATRICES INVERTIBLES



Capitulo 6

Equivalencia de matrices

Indice
6.1. TEMARIO . ... ..o 80
6.2. EJERCICIOS . . . . v vt v vi e iiee e 81
6.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS . ..... 85

79



80

CAPITULO 6. EQUIVALENCIA DE MATRICES

6.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas

Equivalencia de matrices por filas

Equivalencia de matrices por columnas

Equivalencia de matrices

Forma escalonada reducida

Mas propiedades del rango
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6.2. EJERCICIOS

(1) Escribir todas las posibles formas de las matrices elementales por

(2)

filas en KK2*2. Repetir para las matrices elementales por columnas y

establecer una relacion entre unas y otras.

Demostrar que la matriz identidad I, se puede transformar en la
matriz elemental F15 (de tipo I) utilizando inicamente 4 operaciones
elementales por filas de tipo Il y de tipo III. Generalizando este
hecho a matrices de tamano arbitrario, se deduce que la operacién
elemental de tipo I no es independiente de las demds (y, por tanto,
jes redundante!).

Demostrar que si A € K™*" y existe una matriz P € K™*™ tal que

el

entonces AC' = W. Enunciar y demostrar un resultado similar ope-
rando por filas. Comparar con las matrices P y 4R obtenidas en el
Ejemplo 6.3.

Demostrar que si A, B € K™*" entonces A ~. B & A ~; B

Proporcionar un ejemplo de dos matrices que cumplan A ~ By, sin

embargo, A ~; B.

Hallar la forma escalonada reducida por filas R4 de las siguientes

matrices A y una matriz ) que permita expresar QA = R4:

(a)A:01017
01 20
(2 1 0

(b) A= 112],
011
(1 -1 0 1 2 4

(c)A=1]1 12 0 31
|2 64 -3 6 1
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(7) Se consideran las matrices

1 -2 31 000 1
A=|1 -2 -2 0 y B=|0100
2 —4 11 0000

(a) Escribir la matriz A como producto de una matriz invertible (que
debe ser calculada utilizando matrices elementales) por su forma

escalonada reducida por filas.
(b) Hallar la forma escalonada reducida de A.

(c) Indicar si A~ By si A~y B. Justificar.
(8) Sean A, R € K™*" Q,U e K™™ y PV € K"™". Si

Q O A I, P O] | RU
OrL||L O]|lOTIL | [V O]
probar que QAP = R, U = Q y V = P. Deducir de este resultado
el procedimiento utilizado en el Ejemplo 6.4.

(9) Demostrar que si A € K™*" y B € KP*? entonces

(|5 o) =

(10) Dar un ejemplo de dos matrices reales A y B que cumplan rg(AB) <
min{rg(A),rg(B)} y otro donde se cumpla la igualdad de ambas
cantidades.

(11) Hallar la forma escalonada por filas (triangulada, sin reducirla) de
una matriz A = [a;;] € R**3 suponiendo que a3 # 0y § := ajjaz —
asare # 0. ;Qué expresion aparece en la posicion (3, 3) de la matriz
reducida?

(12) Sean A, R € K™*". Si R, es la forma escalonada reducida por filas

de Ay A es una matriz escalonada reducida por filas, probar que
A= Rjy.
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(13) Sea A € K™*". En este ejercicio se estudian las inversas laterales (a

izquierda y a derecha) de A.

(a)
(b)

(e)

(f)

Si existe una inversa a izquierda de A, probar que rg(A) = n.

Suponiendo que rg(A) = n, justificar la existencia de una matriz
invertible ) € K™*™ tal que

I
QA:[ n ]
O(m—n)xn

Ahora calcular el producto @) [ A I, } y, particionando la ma-

triz () mediante

0=| @ | e gotmmyxm
Q2

probar que la matriz @)1 € K™*™ es tal que
QlA - [n

Concluir que este procedimiento permite hallar una inversa a
izquierda de A (si existe).

Deducir que existe una inversa a izquierda de A si y sélo si
rg(A) = n.

Si la matriz @ del apartado (b) viene dada por

Q_[@

c K(n+ (m—n))xm

)

Q2

probar que las matrices ()1 + X ()5 son inversas a izquierda cual-

quiera que sea X € K™*™,

En uno de los apartados anteriores, el tamano de una de sus

matrices es erréneo. jDe cudl se trata?

Si Xo € K™ gatisface XoA = I,,, probar que

(X €K™ XA=1,}=Xo+{Z €K™ : ZA=0,},
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es decir, que toda inversa a izquierda de A se determina como
suma de una inversa a izquierda particular de A (solucién del sis-
tema no homogéneo X A = I,,) més todas las matrices Z solucién
del sistema homogéneo ZA = O,,.

Establecer resultados duales a los anteriores para las inversas a
derecha.

Justificar si las siguientes matrices admiten inversas a izquierda

y, en caso afirmativo, hallar una de ellas. Repetir el ejercicio para

las inversas a derecha:

11 10 —1 Lo
A=|121|, B=|21 0], C:[ ]
21 0
0 1 41 -2
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6.3.

(1) [

10
01

]:]2,F122012:[

10

01
10

c

], Fl(C) = Cl(C)
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o

(Car(K))Y,

R =G = |y 0] e 0 = |

1 0
k1

1 k
Flz(k’)zlo 1

(2) IQ ~f E12 pues E12 = E2<_1)E12(1)E21<_1>E12<1)]2
(3) Basta multiplicar por bloques y sustituir adecuadamente.

(4) A ~, B << 3P € K™ invertible: AP = B < 3P' € K™ invertible:

] = (012(k7))t7 ke K.

P'A' = B' & At ~; B
100 100
5) A= B = .
©) [o 0 1]y [0 | 0]
010 1 10
001 - -4}
I 1 =2
(b) Ra=13,Q=A"=3| 1 -2 4
-1 2 -1
100 12 B I
(QRa=1]010 -3 0 —3 [, Q@=| 0 -5 [
001 3 -5 1
(7) (a)y(b) COmOElg( 3)E2( 1/5)E32( 1)E31< 2)E21( 1)[3:Q, se
tiene que
1 31
Q' = Ey(1)E3(2)Esn(1)Ey(—5)Ep(3) =1 —2 0 |,
2 10
1 -2 0 2
Ri=|0 01 2]|yA=Q "'Ra con Q" invertible.
0 000
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(c) A~ B puesrg(A) =2 =rg(B) y A =; B pues calculando Rp se

0100

0 001
0 00O

(8) Basta multiplicar por bloques y sustituir adecuadamente.

(9) Si A= 0O o bien B = O, el resultado es trivial. Sean rg(4) =r >0
y 1g(B) = s > 0. Entonces A ~ FNH, (QuAPy = FNH,, con
Qa.P4 invertibles) y B ~ FNHy (QgBPgy = FNH,, con Qp.Pp
invertibles). Multiplicando por bloques:

Qa O A O Py O | | FNH, O
O Qs||O B|| O Pg| | O FNH,]|

Al ser Py, Pg, 4, Ap matrices invertibles, las matrices por bloques

obtiene que R4 # Rp =

que las contienen lo son. Por la invariancia del rango, se tiene que

(PR (o et

rg(B), donde la pentltima igualdad sigue tras reordenar filas (si fuese

necesario) para obtener su forma escalonada de Hermite.

10 0 0
(10) A= [ 00 ] y B = [ Lo ] para el primer caso. Para el segundo,

dos matrices invertibles cualesquiera de tamano 2 x 2.
(11) Como ay; # 0, utilizando las matrices elementales Eo; (—22), Ey (—221)
se consiguen ceros debajo de aj;. El pivote de la posicién (2,2)

es gy — lgpy = L # 0. Aplicando ahora la matriz elemental
ail ail

Ess (—‘%(agg — %a12>) se llega a

air Q12 a3
0 0 anazz—azais
Y
ail ail
0 0 y

siendo v = azz — %Lay3 — W(agg — %alg). Realizando ope-

ail
raciones se obtiene 7 = deté(A), donde det(A) denota el determinante

de la matriz A.
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(12) Siempre se cumple que A ~; Ry. Como, ademas, A ~; A (pues
~ es reflexiva por tratarse de una relacién de equivalencia) se tiene
que A es equivalente por filas a dos matrices escalonadas reducidas
por filas: R4 y la propia A. Por la unicidad de la forma escalonada

reducida por filas de una matriz, se tiene que A = R 4.

(13) (a) Si existe B € K™ tal que BA = I,, entonces n = rg(l,) =
rg(BA) <rg(A) < n. Luego, rg(A) = n.
(b) Siempre existe una matriz invertible @@ € K"™*™ tal que QA =
R4. Como rg(A) = ny A € K™ tiene que haber un uno prin-
I,
O(mfn)xn
A L,
ra,[Ql ]:[QIIA:QA:RA:[ ],dedonde
QQA Q2 O(m—n)xn

1 - In

cipal por columna y m > n, es decir, Ry = [ ] . Aho-

En definitiva, aplicando el método de Gauss-Jordan a la matriz
[ A I, } se obtiene
[n Ql
QLA I, |=]QA Q| = [ ] ,
[ } [ } O(m—n)xn Q2

y la matriz ()1 que resulte en el bloque superior derecho proporciona

una inversa a izquierda de A.

(c) Inmediato de los anteriores.

(d) De (b), @2A = O(n—n)xn- Luego, (Q1+X Qo)A = Q1A+ X QA =
I + XOmmysn = 1.

(e) La matriz X del apartado (d) debe ser de tamano n x (m — n).
(f) Sea XoA = I,,. Por doble inclusién: (C) Si XA = [,,, basta tomar
Z=X—-Xgyverque ZA=0 (2)Si X = Xog+ Z con ZA = O,
es facil ver que XA = 1,.

(g) Existe una inversa a derecha de A si y sélo si rg(A) = m. Basta

aplicar traspuestas al resultado anterior.
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(h) Como rg(B) = 2 # 3 yrg(C) = 2 # 3, By C no admiten
inversa a izquierda. Como rg(A) = 2, que coincide con la cantidad

de columnas de A, la matriz A admite inversa a izquierda. Al ser
1 00 1 -2

(A L]~ 01j0 0 1 ,lel
00[1 -1 1

01 -2
es tal que
00 1

Q1A= 1.
Como rg(A) = 2 # 3 yrg(B) =2 # 3, Ay B no admiten in-

versa a derecha. Como rg(C) = 2, que coincide con la cantidad de

C
filas de A, la matriz C' admite inversa a derecha. Al ser [ ] ~e
3

1 00
0 110 10
1 0]/o ,Pb=1| -2 1 | estal que CP, = I.
-2 110 0 0
| 0 01 |
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CAPITULO 7. DETERMINANTES

7.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:
= Definicién
= Propiedades. Interpretaciones geométricas
= Determinante y existencia de la inversa de una matriz
= Determinante y producto de matrices
= Determinante y traspuesta de una matriz

= Desarrollo por cualesquiera de las columnas o cualesquiera de las
filas

s Célculo del rango de una matriz

= Determinantes de matrices por bloques
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7.2. EJERCICIOS

(1) Calcular el area del paralelogramo de la Figura 7.2 de la pdgina 267

utilizando el area de triangulos y rectangulos.

(2) Sea A € K?*2. Demostrar que el desarrollo de Laplace se puede

realizar utilizando cualquier columna o cualquier fila de A.

(3) Sea A € K33, Demostrar que la definicién de determinante coincide

con el desarrollo de Laplace utilizando:
(a) la segunda fila de A.
(b) la tercera columna de A.

(4) Para matrices reales invertibles A y B de tamano 3 x 3 y matrices
reales ('] y Cy de tamanos adecuados, se tiene la ecuaciéon matricial

siguiente
(BAT'BY ™ 4+ [det(4(B™HY - X]' = [01] .

(a) Despejar la matriz X.

(b) Usando el apartado (a), encontrar una matriz X que satisfaga la

ecuacion matricial dada, para:

6 12 —3 1 -1 0
A=|-24 18 =6 |, B=1|3 3 2],
12 30 6 0 —4 —1
11" 1 1]
Ci=1] -1 y Co=1|-2 0
3 3 1

(c) El apartado (b) puede resolverse reemplazando directamente las
matrices A, B, Cy y C5 en la ecuaciéon matricial y calculando
todas las operaciones indicadas. ;Qué ventajas tiene resolverlo a

partir del primer apartado?
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(10)

(11)

CAPITULO 7. DETERMINANTES

Sean « y 3 dos nimeros reales fijos y sea la matriz

r a f
A= 0 = «

a [ x

(a) Encontrar todos los valores de x € C que anulen el determinante

de A. (Ayuda: se obtendrd una raiz real y dos complejas).

(b) Aplicando propiedades de determinantes, comprobar que las raices

obtenidas en el apartado anterior verifican la condicion requeri-

da.
A:!_Q?)].
4 1

Calcular |det(A)| y el area del paralelogramo que determinan los

Sea la matriz

dos vectores que forman las columnas de la matriz A. ;Qué se pue-
de observar? Representar graficamente. ;Se puede generalizar a dos

vectores cualesquiera de R2??

Realizar dibujos en R? que permitan visualizar todas las interpreta-

ciones geométricas realizadas en este tema.

Demostrar las tres primeras propiedades de la Proposicién 7.4 utili-
zando la Proposicién 5.7 y propiedades de determinantes probadas

previamente.

Probar que la férmula de Cauchy-Binet es valida para un ntmero
finito de matrices cuadradas con coeficientes en un cuerpo K, todas

del mismo tamaino.

, Cuanto vale el determinante de una matriz compleja A de tamano

n x n que verifica AP™! = A, donde p € N? Justificar la respuesta.

(a) Dados dos puntos distintos (z1,y1) v (x2,72) en el plano R?,
demostrar que existe una tnica recta que pasa por ellos y dicha
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ecuacion esta dada por

z y 1
rr Y 1|=0.
Ty Yo 1

(b) Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (2, 3)
y (4,1).

(12) Sean a, b, c € R. Demostrar que las raices de la ecuacién

det[a_x b ]:O
b T

Cc —

son numeros reales. Comparar la dificultad en su resolucion con el

mismo ejercicio planteado en la pagina 51.

(13) Demostrar que si la suma de cada par de elementos correspondientes
de dos filas del determinante de una matriz A € K3*3 es un multiplo
(constante) de los correspondientes elementos de otra fila entonces

el determinante de A es cero.

(14) Indicar si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

Si es verdadera, demostrarla; si es falsa, dar un contraejemplo.
n det(A + B) = det(A) + det(B), VA, B € KM,

det(AA) = Adet(A), VA € K™ VA € K.

n det(AA) = A" det(A), YA € K™ VA € K.
det(A™) = [det(A)]™, VA € K™ V¥Ym € N.

Adj(A") = [Adj(A)]", VA € K™,

(15) Sea n € N. Utilizar tinicamente la definicién para demostrar, por el
método de induccion, que el determinante de una matriz A € K"*"

que tiene una fila completa de ceros es nulo.

(16) La propiedad del Corolario 7.2 requiere que car(K) # 2 pues se de-
muestra como consecuencia de la Proposicién 7.3. Demostrar, por
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induccién, que la misma propiedad es valida sin asumir dicha res-
triccion. (Ayuda: distinguir los casos de filas iguales consecutivas y

no consecutivas).

Sea n € N. Demostrar que el determinante de una matriz triangular
inferior A € K™*™ es el producto de los elementos de su diagonal. Ha-
cerlo de dos formas: la primera utilizando como definicién de deter-
minante el desarrollo de Laplace por la primera columna y el método
de induccién (se puede utilizar la propiedad del determinante de una
matriz con una fila nula) y la segunda utilizando la relacién entre el

determinante de una matriz y el de su traspuesta.
Sea A € K™*". Demostrar que A[Adj(A)]" = det(A)I,. Primero cal-
cular el producto P = [p;;] := A[Adj(A4)]". Luego, analizar los ele-

mentos p;; separando los casos i = j e i # j.

Sea A = [aij}: [al P P an} € K"*" una matriz par-
ticlonada segin sus columnas a; (j = 1,...,n) y sean, para cada
1=1,...,n
b, ]
Ai=la ... b .. a, €K™y b=t |,

donde la matriz A; se obtiene cambiando la columna i-ésima de A

por la columna b. Probar que, para cada i = 1, ..., n, se cumple que:

(a) det(A;) =b1 Ay + -+ bA; +---+b,A,;, donde A;; es el com-
plemento algebraico correspondiente a la posicién (i,7) de A.

X1

(b) six = | z; | satisface Az = b entonces det(A4;) = z; det(A).

Tn
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(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(Ayuda: Para el segundo apartado, sustituir cada b; en det(A;) por
la relacién que ofrece el sistema lineal. Luego, aplicar propiedades de

determinantes).

Demostrar la regla de Cramer utilizando la férmula de la inversa de

una matriz y el ejercicio anterior.

Hallar todos los valores de o € C tales que

4 4+ 49 2
det(A[ T O‘_]A1>—o,
—a 1-—1

para toda matriz invertible A € C?*2. Comprobar que los valores

obtenidos son soluciones de la ecuacién indicada.

Hallar condiciones necesarias y suficientes para que una matriz de

Vandermonde sea invertible.

Analizar la validez del siguiente razonamiento:

“Sean A, B € K™*". Si existe (I, — AB)™! entonces existe (I,, —
BA)~L”

En efecto, aplicando la propiedad distributiva se tiene que B(I, —
AB) = B— BAB = (I, — BA)B. Puesto que I, — AB es inver-
tible, multiplicando a derecha ambos miembros de B(I,, — AB) =
(I, — BA)B por (I, — AB)™! se llega a B = (I, — BA)B(I,, —
AB)~!. Usando la férmula de Cauchy-Binet queda det(B) = det ([, —
BA)det(B)det((I,—AB)™!). Luego, det(I,,—BA) det((I,—AB)™') =
1. Como K es un cuerpo, no tiene dividores de cero y, ademas,
det((I,, — AB)™') # 0 por ser (I, — AB)~! invertible, entonces se
obtiene que det(l, — BA) # 0, con lo que I,, — BA es invertible.

Sean A, B € K"". Si I, — AB es invertible entonces probar que

I, — BA es invertible y ademés
(I, - BA)™' =1,+ B(I, — AB) ' A.

.Es vélido el resultado si A € K™*" y B € K"*™? Justificar.
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(25) Demostrar que si A, B € K" son tales que I,, + AB es invertible
entonces
I, B
—-A I,

es invertible.



7.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS 97

7.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

Ci a Ci a a ¢
(1) (a+c)(b+d)—cb—chb—L—L—cd_b — ] ch = det ( [ ; ] ) .
(2) Realizar el desarrollo por la fila 1, por la fila 2, por la columna 1y
por la columna 2 y ver que los 4 resultados coinciden.
(3) (a) Realizando el desarrollo de Laplace por la segunda fila,

ailz aiz Aais
det 21 Q929 a23 ==

az1 asz 33

a a a a
o 241 12 13 242 11 13
= ayn(—1) + ags(—1) +
az2 as3 31 Aass
a a
243 11 12
+a23(—1)
az1 as2

= —a21[a12a33 - a13a32] + a22[a11a33 - a13a31] -
—Q23 [a11a32 - a12a31]
= —@21012033 + A21013G32 + G22011033 — A22013031 —

—@23011032 1+ G23G12031,

que coincide con el desarrollo por la primera columna.

(b) Similar al anterior.

(4) (a) X = 2P {[01] - %AtB‘l} .

Cy
_1 1 9
2 8 32
— 21 _ 17 _ 17
(b) X = 16 32 32
3r 11 _ 5
64 64 16

(c) Se requieren menos operaciones.

(5) (a) det(A) = 23+ + 3% — 3aBz. El resultado obtenido es una suma

de tres cubos y luego un triple producto, lo que recuerda al cubo
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(6)

(7)

(8)
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de un binomio. Al desarrollar (a + 3)% = a3 + 3028 + 3af* + 3% =
A+ 32 +3a8(a+3), de donde —(a+p8)3+a*+33+3aB(a+3) = 0. Se
ha obtenido que una raiz de det(A) = 0 es z = —(a + 3). Aplicando
la regla de Ruffini se obtiene que det(A) = [z + (o + B)][z* — (o +
B)z+(a? —aB+ (?%)]. Calculando las raices del polinomio de segundo

grado obtenido se llega a © = ae+ ey x = aé+ fe, siendo € := #
y donde la barra representa el conjugado.
(b) Para comprobar que x = —(« + ) anula el determinante, basta

sumar las 3 filas y colocarlas en la primera, obteniendo asi una fila

nula.

Para comprobar que x = ae + € es solucién, de nuevo, se comienza
sumando las 3 filas y colocandolas en la primera. Aplicando homo-
geneidad en la primera fila, se obtiene un determinante con unos en
dicha fila, donde es posible anular dos de ellos mediante operaciones

elementales y luego calcular el determinante 2 X 2 que queda.

Otra forma para comprobar este tltimo caso es poniendo en la prime-
ra fila el resultado de sumar ella misma mas la segunda previamente
multiplicada por —€ y mas la tercera previamente multiplicada por

—e. Se obtiene la primera fila nula.
La raiz que falta se comprueba de forma similar a la anterior.
det(A) = —14 y | det(A)| = 14 coincide con el drea de dicho parale-

logramo (para calcular esta drea utilizar, por ejemplo, el médulo del

producto vectorial de los vectores dados).

Realizar dibujos para visualizar las intepretaciones realizadas en las
paginas 279, 282, 283 y 287.

Sea B = Ej;;A. La matriz B tiene las mismas filas que la matriz A, en
la que se han intercambiado la fila i-ésima con la fila j-ésima. Este
hecho produce un cambio en el signo del determinante, por tanto,
det(B) = —det(A).

Las otras dos propiedades se prueban de manera similar.
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(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

Sean Ay, Ag,..., Ay € K" conp € N, p > 2. Se debe probar que
det(A1 Ay ... Ay) = det(A;) det(Asg) ... det(A,). Es inmediato por in-
duccién sobre p y utilizando la férmula de Cauchy-Binet para el caso

p=2.

Como det(APT!) = det(A), la férmula de Cauchy-Binet aplicada re-
petidas veces lleva a [det(A)]PT = det(A). Por tanto, [(det(A))P —
1]det(A) = 0. De aqui resulta que det(A) = 0 o bien det(A) = ¥/1
(que son las p raices de la unidad de orden p. Para su calculo se

puede consultar el anexo sobre nimeros complejos).

(a) Sea ax + by + ¢ = 0 la ecuacién de dicha recta. Utilizando

que los puntos (x1,y1) v (x2,y2) pasan por la recta, debe cum-

plirse que azy + by; + ¢ = 0 y axy + by, + ¢ = 0. Las tres ecua-

ciones deben cumplirse de forma simultanea y producen el sistema
ax + by + ¢ =0

lineal ¢ ax; + by; + ¢ = 0 que matricialmente se expresa
ary + byy + ¢ = 0
r y 1 a 0
mediante | z; y; 1 b | = | 0 |. Para que este sistema li-
To Yo 1 c 0

neal homogéneo tenga solucion (a, b, ¢) no trivial debe cumplirse que
la matriz de coeficientes tenga rango menor que 3, es decir, que no

sea invertible, o bien que su determinante se anule.
(b L:z+y—5=0.

Calculando el determinante y resolviendo la ecuaciéon de segundo

—(a+c)£4/ (a—c)2+4b2
2

el discriminante (a — ¢)? 4+ 4b* > 0 para todo a, b, c € R, se tiene que

grado que queda, las raices son x = . Puesto que

sus raices son numeros reales.

a b c
Sea A= | d e f | una matriz que, por ejemplo, satisface la con-

g h 1
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(14)

(15)
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dicion [a b ¢ |+[d e f]=k[g n i] Luego,

a+d b+e c+f kg kh ki
|A| = d e f =|d e f |=klA=k0=0.
g h 1 g h 1

Del mismo modo se puede probar si la suma no se coloca en la tercera

fila sino en otra.

(a) F. Contraejemplo: A = —B = I,, con n par. (b) F. Contraejem-
10

0
homogeneidad de la aplicacién determinante. (d) V. Demostracién:

plo: A =2 A= [ ] (c) V. Demostracion: Aplicar n veces la

Puede probarse por el método de induccion y utilizando la férmula
de Cauchy-Binet. (e) V. Demostracién: [Adj(A)]" = [A,]" = [A;] =
Adj(AY).

Si n = 1, es trivial por definicion. Sea n > 1 y suponer que la
propiedad se cumple para toda matriz de tamano (n — 1) x (n — 1)
con una fila nula. Sea A € K™*™ una matriz con la i-ésima fila nula.

El desarrollo de Laplace por la primera columna da

det(A) =
ani(— 1)1+1 det(Myy) +--- + ai—l,l(_l)(i_l)—H det(M;i-1,1) +
+0(— 1)l+1 det(M;1) + aip1.1(— 1)(i+1)+1 det(Mij11) + -+ +
Fap(~1)" det (M),

Por hipétesis de induccién, se tiene que det(M,;) = 0 para todo
jg=1,...,1—1,241,...,n pues todos esos menores son de tamano
(n—1) x (n—1) y tienen una fila de ceros. Luego, det(A) = 0, para
todo n € N.

Caso 1: A tiene 2 filas consecutivas iguales. Por induccion sobre n.
Para el caso n = 2 es inmediato ver que el determinante de una

matriz de tamano 2 x 2 con las 2 filas iguales es 0. Para el caso
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(17)

(18)

n > 2 se aplica el desarrollo de Laplace por la primera columna
de A. Por la hipédtesis de induccion los complementos algebraicos
relativos a las posiciones de las filas no consecutivas son todos 0.
Los complementos algebraicos relativos a las posiciones de las filas
consecutivas (e iguales) son numeros opuestos. Luego, la suma de
todos es 0, i.e., det(A) = 0.

Caso 2: A tiene 2 filas iguales no consecutivas. Sean la i-ésima y la
j-ésima filas iguales de A. Se realiza un numero finito de intercam-
bios de filas para que la i-ésima y la j-ésima resulten consecutivas

(alternando, quizas, el signo) y se aplica el Caso 1.

El caso n = 1 es trivial. Sea n > 1. Al realizar el desarrollo de
Laplace por la primera columna, los menores complementarios de
todas las posiciones, salvo la primera, son nulos por tener la primera
fila nula. Queda asf, det(A) = a3 (1) det(My1) = ay; det(Myy).
Puesto que Mj; es una matriz triangular inferior de tamano (n—1) x
(n—1), la hipdtesis de induccién asegura que det(Mi1) = asgs . . . app.
Sustituyendo en la expresion anterior se obtiene el resultado.

Otra forma: Como el determinante de una matriz coincide con el
de su traspuesta y para matrices triangulares superiores el resulta-
do esta probado, el resultado sigue inmediatamente para matrices

triangulares inferiores.
Por definicién de matriz adjunta se tiene que

P = [py] = A[Adj(A)]" = [ai;][Aij]" = [ai;][Ai].
Al multiplicar,

a1 A+ F a0 andp + oo+ aAn,
P = : - :
anlAll + -+ annAln cee anlAnl + -+ annAnn

Si i = 7, los elementos de la diagonal obtenidos tienen la forma
pii = anAa + -+ + ainAi = det(A), para todo i =1,...,n.
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(19)

(21)
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Si i # 7, los elementos de la fuera de la diagonal obtenidos son de la
forma p;; = anAji + -+ -+ aindj, =0, paratodoi,j =1,...,n (con
i # j) por tratarse de los elementos de una fila y los complementos
algebraicos correspondientes a las posiciones de una paralela.
det(4) ... 0
Luego, P = : : = det(A)I,.
0 ... det(A)

(a) Basta desarrollar det(A;) por la columna i-ésima. (b) Para cada
fila b; de b, con k = 1,2, ..., n, sustituir by en la expresion det(A;) por
suigual ap1x1+- - -+ ag,z,. Aplicando propiedades de determinantes,

se anularan todos excepto uno de ellos.

Suponiendo que A € K™ es invertible, el sistema Ax = b admite

solucién tinica y viene dada por x = A~'b y también se sabe que

det(A) # 0. Utilizando que A™! = detl(A) [Adj(A)]t = d9t1(A) Al =
detl(A) [Aji], se tiene que
1 1 det(Al)
= Adj(A)]' = :
‘ det(A)[ A det(A) :
det(A,)
pues
Apiby 4 - 4 Apiby det(A;)
Adi(A)D = ; T
A+ -+ Apby det(A,)

Utilizando la férmula de Cauchy-Binet, se prueba que el problema
444 2
T« ]) = 0 y este ultimo es

original equivale a det »
—a 11—
—8. Repasando el anexo sobre niimeros complejos,

equivalente a a® =

si fuese necesario, las 3 raices cibicas del nimero comlejo z = —8
sona; =—2, a0 =14+iV3yas=1—1i/3.
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(22)

(23)

(25)

A partir de la Proposicion 7.8, el determinante de la matriz de Van-
dermonde es no nulo si y sélo si los valores de x; son distintos dos a
dos, es decir, z; # z; para todo 4,5 € {1,2,...,n} con i # j.

Es falso. El paso incorrecto se encuentra al decir que det(B) =
det(I,,— BA) det(B) det((I,,— AB)~') implica det (I, — BA) det((I,, —
AB)™1) =1 pues para ello deberfa ser det(B) # 0, que no se conoce
como hipétesis. Sin embargo, a pesar de esta “prueba” incorrecta, el

resultado es verdadero como se prueba en el Ejercicio 1224.

Basta probar que (I,, — BA)(I,, + B(I — AB)"'A) = I,,. En efecto,
(I, — BA)(I,, + B(I, — AB)"'A) = I, + B(I,, — AB)™'A — BA —
BAB(I,—AB)'A=1,+B[(I,—AB) ' —I,—AB(I,— AB)'|A =
I,+ B[(I,—AB)(I,— AB)™' - I,JA=1I,+ B[, — I,]A = I,. Se ha
probado que la expresion dada es una inversa a derecha de I,,— BA, lo
que garantiza que es su inversa pues se trata de matrices cuadradas.
Otra forma: Sea X := (I,—AB)~'. Se debe probar que (I,,—BA)(I,+
BXA) = I,. Por definicién de matriz inversa, (I, — AB)X = X ([, —
AB) = I,,de donde ABX = X —1I,,. Ahora, (I,—BA)(I,+BXA) =
I,+ BXA— BA—- BA(BXA)=1,+ BXA— BA—- B(ABX)A =
I,+BXA-—BA-B(X—-1,)A=1,+BXA—BA—BXA+BA=1,.
Como antes, la expresion dada es la inversa de I,, — BA.

El resultado es valido para A € K™*" y B € K"*™. Se deben poner

los subindices adecuados (m 6 n) en las matrices identidades.

Se trata de resolver la ecuacién matricial

I, B XY | |, O
~A L ||z T| |0 I|
Multiplicando por bloques y despejando adecuadamente se obtiene
X =(I,+BA)™ Y =-B(l,+AB)™', Z = A(I, + BA)™, T =
(I, + AB)™!, con lo que se obtiene el resultado. Se debe tener en

cuenta que, por el ejercicio anterior, si I,, + AB es invertible entonces
I,, + BA también lo es.
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Otra forma: Premultiplicando la matriz dada por la matriz elemental

I, I, B ,
por bloques O se tiene . Por la féormula de
A I, O I,+AB
Cauchy-Binet se tiene que
L, B| |1, B
~A I,| | O I,+AB

puesto que el determinante de la matriz elemental por bloques es 1
(por tratarse de una matriz triangular inferior con unos en su diago-

I, B
-A I,

que se ha utilizado que el determinante de una matriz triangular su-

nal). Luego, = |I,| I, + AB| # 0 por hipétesis. Observar

perior por bloques es el producto de los determinantes de cada bloque

diagonal. Luego, la matriz dada es invertible.
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CAPITULO 8. ESPACIOS VECTORIALES

8.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

Modelos geométricos y algebraicos
Definicién

Subespacios vectoriales

Combinaciones lineales. Subespacio generado
Sistemas de generadores

Dependencia e independencia lineal

Bases de un espacio vectorial

Dimension

Operaciones con subespacios
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8.2. EJERCICIOS

(1)

(2)

Comprobar que todos los ejemplos proporcionados en la Seccién 8.3.1

determinan un espacio vectorial.

Se considera el conjunto V' = Z de los niimeros enteros con la suma

habitual y con la operacion externa:
SiqeQy z€Z, entonces ¢q -z = 0.

Comprobar que en (V, 4+, -) se cumplen todos los axiomas de espacio
vectorial salvo Vg, y por tanto, Z no es un espacio vectorial sobre Q

con estas operaciones.

., Como se deberian reordenar los axiomas de la definiciéon de espacio
vectorial para necesitar s6lo una de las dos igualdades en el axioma de
existencia del elemento neutro de la suma y existencia del simétrico

para cada elemento del espacio?

Demostrar que, de los axiomas (V7)-(V3) que cumple un conjunto
V' para ser un espacio vectorial sobre un cuerpo K, el axioma (Vj)
puede deducirse de los axiomas (V1), (V2), (V3), (V5), (Vi) v (V).
(Ayuda: Probar primero que @ + 4 + U+ U = 4 + U + @ + ¢ para
todo u,v € V desarrollando de dos formas diferentes la expresién
(14 1)(u+v).)

Sea V' un K-espacio vectorial y sean u,v € V, \, u € K. Demostrar

que:

(1) AMu —7) =X — A
(mr) (A —p)u = A

<y

S
g1

—H
Sea V un K-espacio vectorial y sean u,v € V., A\, u € K. Demostrar
que son véalidas las siguientes leyes de cancelacion o reglas de

simplificacion:

() Mi=ATy A#£0=> i =7
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() M=piyia#0=\=p.

(7) Deducir que el espacio vectorial cartesiano K", el espacio vectorial de
las matrices K™*" y el espacio vectorial de las sucesiones son casos

particulares del Ejemplo 8.7.

(8) Se considera el conjunto €™(|—1,1]) de todas las funciones reales
a valores en el intervalo [—1,1] que poseen derivadas de orden m
continuas. Definiendo las operaciones de suma + y producto por
escalares - punto a punto, probar que (€™([—1, 1]), +, -) es un espacio

vectorial.

(9) Sea V=R*"={x € R:z > 0}. Se define la suma y el producto por

escalares de K = Q como

r@y = z-y (donde - es el producto de R),

%@x = gt = Vz, (donde%e@estalqueb>0)

para cualquier z,y € V, ¢ € Q. Probar que (V,®, ®) es un Q-espacio

vectorial.

(10) Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Se
considera como nuevo espacio el producto cartesiano V' x W y sobre
él las siguientes operaciones de suma + : (VXW)x (VW) — VxW
y producto por escalares - : K x (V' x W) — V x W definidas como

(v1,w1) + (vg,we) = (v1 + Vo, w1 + wWwo)

A (v,w) = (A, \w)
Demostrar que (V' x W, +,-) es un K-espacio vectorial, llamado es-
pacio producto V x W.

(11) Sea (V,+,.) un K-espacio vectorial y sea S C V. Demostrar que las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) S es un subespacio vectorial de V.

(b) Se cumple que:
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(51) S#0,
(S3) Siwu,v € S entonces u+v € S,
(S3) Siue Sy AeK entonces \u € S.

(12) Sea (V,+,.) un K-espacio vectorial y sea S C V. Demostrar que las

siguientes condiciones son equivalentes:
(a) S es un subespacio vectorial de V.
(b) Se cumple que:
(S1) 0 €S,
(S}) Siu,ve Sy \eK entonces u+ Av e S.

(13) Indicar, justificando la respuesta, si los siguientes subconjuntos de

R? son subespacios vectoriales:

(a) Slz{_ — eR? : xQZy}.

(b)ng{ ERQ:xyzl}.

ST SO NS

(c) 5'3:{_ ERzzx—Qy:()}.
Y

Representar graficamente cada subconjunto y analizar la pertenencia
o no a cada S; del vector nulo de R?, de la suma y del producto de

un vector por un escalar para unos cuantos vectores.

(14) En este ejercicio se estudian matrices que conmutan, con respecto a

la multiplicacién de matrices, con una matriz fijada.

(a) Demostrar que el conjunto de matrices que conmutan con la

S

determina un subespacio vectorial de R?>*? sobre R. Hallar su

matriz

dimensién y una base.
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(b) Considerar ahora una matriz fija A € C"*™ arbitraria. Demostrar
que el conjunto de matrices X € C"*" tales que AX = X A forma

un subespacio vectorial de C™*".

(15) Analizar si los siguientes subconjuntos son subespacios de los espacios

vectoriales a los que pertenecen:

(a) S:{lm ?Z] €R2X2:x—z:O,y:2t}.

z
(b) S = {p(x) =ap+ a1z + asz? € Ry[z] : g = 1 = a1}
(c) S={(z,y) e R*: y = —2z}.
(d) S ={p(x) =ao+ a1x + ax® + azz® € R3[x] : a1 = ag,ay = —ay}.

(16) Para los apartados del ejercicio anterior que sean subespacios deter-

minar una base y su dimension.

11
(17) Indicar si el vector [ - ] € R?*2 pertenece al subespacio

ool -[ro]-[2 2 ]F

;,Cudl es la dimensién del subespacio anterior?

(18) Analizar la validez o falsedad de la siguiente afirmacién: “el subcon-
junto R? es un subespacio vectorial del espacio vectorial C? con la

suma y el producto por escalares habituales de C?”.

(19) Mostrar (de dos maneras diferentes) que los vectores 1, z, 2% y 3 son

linealmente independientes en Rj[z].

(20) Determinar si cada uno de los sistemas
Sy = {1, 14z, — 14z}, Sy = {1+x, — 14z} vy S5 = {3,2—2,v+1, 2%}

constituye una base de Ry[z]. En caso de no ser base, pero ser un con-
junto linealmente independiente, extenderlo a una base de Ry[z]; en
caso de ser un conjunto de generadores, extraer de él un subconjunto

que sea una base.
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(21) Sea S el subconjunto de Rs[z] de los polinomios de grado menor o
igual que 3 (junto al polinomio nulo) que se anulan en x = 0 y en
r =1
(a) Mostrar que S es un subespacio vectorial de Rj[z].
(b) Hallar la forma general de los polinomios de S.

(c) Hallar una base de S y su dimensién.

(22) Determinar la dimensién y una base de los siguientes subespacios

vectoriales:
—b
(a) S = ¢ ta,b e Ry CR2
2a+0
.
a—c
(b) S = b+c |:abceRy CR.
L[ oc
.
a
(c) S= 0 caeR; CR
| —2a
) S = ¢ ca,b,cc Ry CR?
2a+b+c
b9
ys=dlomatx | erl cre
2a—b+4c
2x—|—y
cx,y,z€ Ry CRY
—x—2y
x+y+z
(g) S= : a,b,cGR} C R2x2,
c —a

(23) Se considera el conjunto Mg de las matrices de tamano n X n triangu-
lares superiores a coeficientes reales con la adicién y la multiplicacién

por escalares habituales.
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(a) Probar que Mg es un subespacio vectorial de R"*". Calcular su

dimension y una base.

(b) Para n = 4, escribir el vector

149 7
1

Ay = 00 3
002 5
000 -1

como combinacién lineal de los vectores de la base encontrada.

(24) Sea V un K-espacio vectorial y sean u,v € V' dos vectores no nulos.
Demostrar que {u,v} es linealmente dependiente si y sélo si existe
A€ K—{0} tal que u = Av.

(25) ;Es el conjunto {z?, z|z|} linealmente independiente en el espacio
vectorial de las funciones reales continuas definidas en el interva-
lo [—1,1]7 Justificar la respuesta. Interpretar el resultado en una
grafica. jSe obtiene el mismo resultado si se analizan en el interva-
lo [—1,0]7 ;Se puede justificar esta pregunta mediante el ejercicio

anterior?

(26) Probar que el conjunto {cos(x),sen(z)} es linealmente independiente

en el espacio vectorial de las funciones derivables de R en R.
(27) Sea (‘3[(:;]1) el conjunto de funciones reales que poseen n — 1 deriva-
das continuas en el intervalo [a,b]. Si {fi(z), fo(z),..., fu(z)} es un

subconjunto de G[(:;}U y existe un punto zy € [a, b] tal que’

fi(o) fo(o) .. fulzo)
det f{(:fo) fé(.xo) ffz(.xo) £0
[ @) £ o) o B (o)
'El determinante considerado se llama wronskiano de fi(z), f2(), ..., fo(x). Se utili-

za para resolver ecuaciones diferenciales lineales y fue utilizado en 1812 por el matematico
polaco Jézef Hoene-Wroniski (1776-1853) llamado de este modo en 1882 por el matemético
escocés Thomas Muir (1844-1934).
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(28)

(32)

entonces {fi(z), fa(x),..., fu(x)} es linealmente independiente en
Gfgg]l). Deducir de este resultado, si es posible, los dos Ejercicios

anteriores. (Ayuda: Plantear la combinacién lineal nula de las fun-
ciones dadas y derivar n — 1 veces. Luego, analizar el sistema lineal

resultante).

Usando como argumento su dimension, demostrar que los subespa-

cios vectoriales:

(a) de R! son sélo los subespacios triviales.

(b) mno triviales de R? son las rectas que pasan por (0, 0).

(c) no triviales de R? son las rectas que pasan por (0,0,0) y los
planos que pasan por (0,0, 0).

. Para qué valores de a € R es linealmente dependiente el conjunto

S={1+ax,a+ (a+2)x} CRy[x]? Justificar la respuesta.

. Bajo qué restricciones sobre los valores de a y b en R puede garan-
tizarse que el conjunto S = {a + ax + ax? bx* 1} genera el espacio

vectorial Ry[z]? Justificar la respuesta.

Hallar el valor de o € R para que existan matrices no nulas B € R?*?

L aleae]

Para el valor de a encontrado probar que el conjunto

s {pews 1 2]0- [0 0]

es un subespacio vectorial de R?*2. Hallar una base de S y su dimen-

tales que

sion.

Sea {Ay, Ay, ..., A,} un conjunto linealmente independiente de ma-
trices de tamano m xn a coeficientes reales y sean B y C' dos matrices
invertibles reales de tamanos m X m y n X n, respectivamente. De-

mostrar que

{BA,C, BA;C, ..., BA,C}
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(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(41)
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es un conjunto linealmente independiente en R™*™. ; Se debe cumplir

alguna relacion entre m, n y p?

Sea V un K-espacio vectorial y sean wuy,us,...,u, € V. Demostrar
que la suma de dos combinaciones lineales de uy,us, ..., u, es otra
combinacion lineal de uy,us, ..., u, y el producto de un escalar \ €
K por una combinacion lineal de uq, uo, ..., u, es otra combinacion

lineal de wq, ug, ..., u,.

Sea V' un K-espacio vectorial, S < V' y {uy,ug,...,u,} CS. Probar

que {uy,us,...,u,} CS.

Se considera una famila de subespacios {5, }ic; de un K-espacio vec-
torial V. Demostrar que la interseccién M;c;S; es un subespacio de
V.

Dar un ejemplo de dos subespacios de R? tales que S; U S, no sea un

subespacio vectorial de R2.

Sea V un K-espacio vectorial y sean S7, Sy < V. Demostrar que
S1US, <V == S;C 5 6 S C65.
Hallar el valor de k € R para que el conjunto
Sy =H{ar+beRyz]:a+b=Fk}
sea un subespacio vectorial de R;[z]. Para dicho valor de k, determi-
nar la dimensién y una base de S.

Si V es un K-espacio vectorial. Demostrar que S <V < S = 5.

Comprobar que el cuerpo (finito) Z, definido en los Ejemplos 1.18 y
1.39 puede considerarse como Zs-espacio vectorial. Hallar una base

del mismo.

Sea V' un K-espacio vectorial y {uy,...,u,} C V. Demostrar que:

(1) {ur, ooy gy ety = {Un, o Uy Uy U T
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(1) {wy, oyt un} = {ug, ..., cuy, ... u,}, para todo ¢ € K —
{0}.
(rr) {ur, ..o, g, Uy = {u, U U, U )

para todo c € Ky j # 4.

Deducir que las operaciones elementales de vectores preservan las
combinaciones lineales. Comparar este resultado con el obtenido en

la Proposicion 8.7.

(42) Sea V un C-espacio vectorial finitamente generado. Demostrar que
V' considerado como R-espacio vectorial también es finitamente ge-

nerado.

(43) Probar que si el sistema lineal formado por las ecuaciones ax+by = 0
y cx +dy = 0 (con a,b,c,d € K) tiene solucién no trivial entonces
los vectores: (a) (a,c) y (b,d) de K? son linealmente dependientes;

(b) (a,b) y (c,d) de K? son linealmente dependientes.

(44) Encontrar una matriz A = [ a1 as as ay } particionada segun

sus columnas para la cual

y la forma escalonada reducida por filas de A es

1 -6 0 -2
Rai=1]10 01 3
0O 00 O

(45) Probar que la familia
¢ ={h(z)= Ii}?:o

es un conjunto linealmente independiente del R-espacio vectorial
R,,[x]. Para ello, escribir al vector nulo como una combinacién li-

neal de € y derivarlo n veces. Comparar con el Ejemplo 8.56.
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(46)

(47)

(48)

(49)
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Probar que los subespacios S = {(1,0)} v Sy = {(2,3)} satisfacen
S @ Sy = R2. Nétese que, en definitiva, se trata de resolver sistemas

de ecuaciones lineales.

Se utilizard la notacién 2N = {2,4,6, ...} para indicar el conjunto
de los nimeros naturales pares. Se considera el espacio vectorial R[z]

de las funciones polinomiales en la variable x. Sean

Sl = {17‘7:273747 R } = {xj}jG{O}UQN

So ={z,z3,2% ...} = {27 }jen_an.
Probar que R[z] = 51 & S,.
Demostrar que las funciones
fla) = 1 zel0,}] (2) = 1 z€0,2] W) = 1z
- ) g - 0 T E]%, 1] Yy - )

son linealmente independientes en el espacio de todas las funciones

reales definidas sobre el intervalo [0, 1]. Indicar si la funcién k definida

por
2 zel0,4]

k(x)=< 1 =z E]%,%]

0 z€l3,1]

cumple que k € {f, g}. Representar gréificamente.

Demostrar que las funciones continuas e*, sen(x) y cos(x) no per-

tenecen a {1,x,22 23,...}. En consecuencia, estas funciones tras-
cendentes familiares no pueden ser expresadas como combinaciones

lineales (finitas) de polinomios.

Siguiendo la idea de la demostracion de la Proposicién 8.8, enunciar
y probar una proposicién similar que establezca que la equivalencia
por columnas preserva las relaciones de dependencia lineal entre las

filas de una matriz.
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(51) Sea V un espacio vectorial. Es conocido que al unir un sistema de
generadores de un subespacio S7 de V' con un sistema de generado-
res de un subespacio Sy de V, se obtiene un sistema generador de
S1 + Ss. Para ver que este hecho no se cumple para bases, encontrar
dos subespacios S; y S, del R-espacio vectorial R? tales que al unir
una base de S} con una de S; se obtiene un sistema linealmente de-
pendiente de S + Sy. (Contradice este hecho el apartado (c) de la

Proposicién 8.187 Justificar.
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8.3. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS

(1) Se debe aplicar la definicién comprobando que se cumplen todos los

axiomas.

(2) El axioma Vg no se cumple pues 1 -z = 0 # z para todo z # 0. Por
ejemplo, 1-1=0# 1.

(3) Se debe situar la conmutatividad antes de la existencia del elemento

neutro de la adicién y de la existencia del simétrico.

(4) Se comienza probando la sugerencia de la ayuda: u +u +v +v =

lu+lu+lv+lv=01+Du+1+v=(1+1)(u+v)=1(u+

v) 4+ 1(u+v) =u+ v+ u+v. Sumando (—1)u a izquierda y (—1)v

a derecha en ambos miembros y asociando adecuadamente se tiene
que u +v =0 + u.

(5) (1) Se debe probar que el opuesto de u es (—1)u. Para ello, u +

(—Du = lu+ (=1)u = [1 + (—1)]Ju = Ou = 0. Andlogamente

se prueba que (—1)u + u = 0. Por la definicién y unicidad del

opuesto —u del vector u se tiene —u = (—1)u.
(1) Mu —v) = NMu+ (—1)V) = M+ A[(—1)7] = M+ [AN(—1)]v =
MG+ (=)A= Ad + (=1)[\] = Md — Aw.
(111) Similar al anterior.
(6) (1) Como X\ # 0, existe A™! € K tal que A™'\ = 1(= A\71). Pre-
multiplicando ambos miembros de la igualdad dada por A~ y

utilizando el axioma (V7) y el axioma (V3), se tiene el resultado.
(11) Sigue directamente del tercer apartado del ejercicio anterior y
del apartado (e) de la Proposicién 8.1.
(7) K": la aplicacién z : {1,2,...,n} — K se define por x(i) = z;, siendo
x; € K. Se denota, = = (xz(1),...,2(n)) = (x1,...,2,).
K™ ™: la aplicacién A : {1,2,...,m} x {1,2,...,n} — K se define
por A(i, j) = a;j, siendo a;; € K.
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(10)

Sucesiones: la aplicacién z : X = N — K se define por z(n) =
Zp, siendo z,, € K. Se denota, x = (x(1),2(2),...,z(n),...) =
(X1, T2 Ty e ).

Este espacio cobra sentido al recordar que existen funciones deriva-

bles con derivada no continua. Por ejemplo,

[ a?sen(), siz#0
J(@) = { 0, siz=0

es una funcién que admite derivada primera pero dicha derivada no

es una funcién continua.

En realidad, el espacio (€™ ([—1, 1]),+, -) es semejante al espacio vec-
torial mas general (K4, +,-), siendo A = [-1,1] y K = R, don-
de ademas las funciones deben poseer derivada de orden m conti-
nua. Se debe recordar que la derivada de la suma de dos funciones
derivables es la suma de las derivadas de cada funcién, es decir,
(f+9)(x)= f'(z)+ ¢ (x), y que el producto de un escalar por una
funcién derivable es derivable y (Af) (x) = A f'(z).

Observar ahora la relacién con los axiomas que se cumplen en KA.

Se debe observar que @ es una operacién interna y ® una operacion

externa con K = Q.

Los axiomas (V4), (V2), (V3) v (V4) son inmediatos pues se cumplen
en R* con el producto.

Vs 2@ (udv) = (uww)b =uivh = (2 Qu)
Vo ($4+9)@u=ubTi =ubua = (¢®

Vi d®(5®u) = (wi)s =udb =uba = (£)
Verl@u=1u' =u.

Con un argumento similar al del Anexo E se puede probar que

(V,®, ®) tiene dimensién infinita.

Basta aplicar la definicién y los correspondientes axiomas en cada

espacio V' y W.
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Por la Proposicion 8.3, .S es un subespacio vectorial de V' si y sdlo si
se cumple: (a’) 0 € S;u+v € S,Vu,v € S; u € S,¥A € K,Vu € S.
Ahora se probaré: (a’) < (b).

(a’) = (b) Es claro que 0 € S = S # (). Las otras condiciones

coinciden.

(b) = (a’) Como S # 0, existe v € S. Tomando A = —1 € K, se
tiene que Au = (—1)u = —u € S. Luego, 0 = u + (—u) € S. Las

otras condiciones coinciden.

Por la Proposicién 8.3, basta probar que las condiciones u + v €
S,Yu,v € Sy Au € S,VA € K,Vu € S son equivalentes a (S}) (pues
la condicién 0 € S es comin a ambos). En efecto, si se cumple que
S es cerrado para la suma y para el producto por escalares entonces
para v € Sy A € K se tiene que A.v € S. Por la otra condicién, si
u € S se tiene que u + A.v € S, con lo que se prueba (S}).

Se supone ahora que se cumple (S)), y que u,v € S. Tomando A =
1 eKsetienequeu+Av=u+lv=u+v€ES. Ahora,sive Sy
A € K, para u = 0, resulta u + A\.v = A\.v € S (por ser v arbitrario,

su nombre es irrelevante).

Se deben analizar las 3 condiciones de la Proposicion 8.3.

(a) No es cerrado para la suma ni para el producto por escalares; S
no es subespacio de R%. (b) (0,0) & S; Sy no es subespacio de R2.
(c) S3 es subespacio de R? pues 0 — 2.0 = 0, con lo cual (0,0) € S3.
Si (x1,11), (2,y2) € S3 entonces 1 —2y; = 0y xo — 2ys = 0.
Sumando miembro a miembro, (x; — 2y;) + (22 — 2y2) = 0+ 0 = 0,
de donde (1 + x2) — 2(y1 + y2) = 0, con lo cual (z1,y1) + (72, 42) =
(x1 4+ x2,y1 +y2) € S3. Si (z,y) € S5 entonces r —2y =0y si A € R
se tiene que A(z — 2y) = A0 = 0, de donde (Az) — 2(A\y) = 0, con lo
cual A(z,y) = (A\z, \y) € Ss.

(a) Se debe probar que S = {X € R**? : XA = AX} < R**?. En
efecto, OA = AO, luego O € S. Si B,C € S entonces BA = AB y
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(15)

(16)

(17)

(18)

CA = AC. Luego, (B+C)A=BA+CA=AB+ AC = A(B+ (),
conloque B+C € S5.Si A€ Ry B € S entonces AB = BA. Luego,
A(AB) = AM(AB) = A(BA) = (AB)A, con lo cual AB € S. Por tanto,
S S R2X2.

t—z z
La forma genérica de un elemento de S es X = [ ; ], con
z

-1 1 1
z,t € R. Luego, X = 2 +t X , de donde S =
10 01

10 01
dependientes, forman base de S y dimg(S) = 2.

-1 1 10
{[ ] , [ ]} Al tratarse de 2 matrices linealmente in-

(b) Se prueba como en (a).

(a) S <R?*2.(b) S £ Ryfz] (pues 0 & S). (c) S < R2. (d) S < Rla].

(a) B = {[ 1 8] , [8 i]}, dimg(S) = 2. (¢) B = {(1,-2)},
dimg(S) = 1. (d) B = {1+ z — 2% 23}, dimg(S) = 2.

Si pertenece pues

11 11 10
—1 +0
11 0 0 10
Si S es el subespacio generado por los vectores dados, dimg(S) = 3.
Sean S :=R? = {(z,y) 1 z,y e R} y V := C? = {(x1 + iwa, y1 +

i) : x1,22,Y1,y2 € R}, Es claro que S C V, (0,0) € Sy S es

cerrado para la suma de elementos de S. Con esto, S es un subgrupo

+(—1)[_(1) _g].

aditivo de V. Sin embargo, S no es cerrado para el producto por
escalares (de C). Por ejemplo, si A =4, u = (1,0) € S, el producto
Au = (1,0) ¢ S.

Primera forma: Por definicién. Sean a,b, ¢,d € R tales que a + bx +
cx? +dz® = 0 = 0+ 0z + 0x* + 023, para todo x € R. Igualando
polinomios se tiene que a = b = ¢ = d, con lo cual {1,z, 22 23} es

linealmente independiente.
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Segunda forma: Sean a, b, c,d € R tales que a + bx + ca?® + dz3 = 0,
para todo z € R. Derivando 3 veces ambos miembros de la igualdad

y particularizando para x = 1 se obtiene el sistema

=a + b 4+ ¢ + d

b + 2¢c + 3d
= 2c + 6d
= 6d

)

o o o o
|

cuya Unica solucion es la trivial.
Sy es linealmente dependiente pues 1 = (1 + ) — (=1 + :r;) y no
constituye un sistema generador de Ry[x] pues, por ejemplo, 22 ¢ 5.

S5 es linealmente independiente pero no un sistema de generadores
de Ry[z]. El conjunto Sy U {z?} es una base de Ry[x].

S3 es linealmente dependiente y es un sistema de generadores de
Ro[z]. El conjunto S3 — {x —2} = {3,241, 2%} es una base de Ry[z].
Sea S ={P € Rs[z]: P(0)=0AP(1) =0} U{O}.
(a) O € S.S1 P,Q € Sy A e R entonces P(0) = P(

Q(0) = Q1) = 0. Luego, (P + Q)(0) = P(0) + Q(0) = 0+ 0 = 0,
(P+Q)(1)=P1)+Q(1)=04+0=0, (AP)(0) = AP(0) = A0 =0
y (AP)(1) = AP(1) = A0 =0, de donde S < Rj[z].

(b) P(x) = bx + cx® + (=b — ¢)z3, con b, c € R.

(c) {z — 2?,2? — 2*} y dimg(9S) = 2.

1] [ -1 ' ,
(a) {[2],[ 1]},dlmR(S):2,,S:R.

([1] [o ~1
WAlol,|1].,] 1]}, dimg(S) =3 5=Rs
LLo] o 5
( 1 )
(c) 0 dimg(S) =1
-2
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17 [o _ ,
0 {21 ) a2 5 e
(e) {[ ; ]},dimR(S)zl.

2 1 0

1 0 0
f di S)=3.
() 1 ) 9 ) 0 ) 1mR( )

1 1 1

10 0 1 00 .
o{[3 ST Lo 3] amen-s

(23) (a) Que Mg sea un subespacio vectorial de R™™ sigue inmediata-
mente de los siguientes hechos: la matriz nula es triangular superior,
la suma de dos triangulares superiores es triangular superior y el pro-
ducto de un escalar por una matriz triangular superior es triangular

superior.

Para encontrar una base de Mg basta considerar las matrices que
poseen todos los elementos iguales a 0, excepto un tnico 1 que recorra
todas las posiciones de la diagonal principal y todas las que se hallen
por encima de ella. Habra un total de 1 +2 434+ ---4+n = @
matrices de este tipo, que coincide con la dimension de Mg. Luego,
una base es {Ey; : j = 1,2,...,n} U{Ey : j =2,...,n} U{E;s :
j=3,...,n}U---U{E,_1,;:j=n—1,n}U{E,,.}, siendo E;; las
matrices de la base canénica de R™*"™.

(b) Ag = 1By +4E15+9E13+ TE 14+ 3Es3 + Foy +2E534+5F34 — Eyy.
(24) (=) Sean a,b € K tales que au + bv = 0 con (a, b) # (0,0), es decir,

a v b no son simultaneamente nulos, lo que es lo mismo que decir

que uno de ellos es no nulo.

Sia # 0 entonces u = —gv. Tomando A\ = —g se tiene que u = \v

con A # 0 (pues si fuese A = 0 se tendria que b = 0, de donde 0 = au

y como a # 0 se llegaria a u = 0, que es una contradiccion).
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Del mismo modo se razona si b # 0.

(<) Si u = Av para cierto A € K — {0}, la expresién 0 = lu —
Av asegura que {u,v} es un conjunto linealmente dependiente pues
los coeficientes son 1 # 0 y A # 0 (alcanzaria con tener un sélo

coeficiente no nulo para concluir).

Sean a,b € R tales que 0 = 0(z) = ax? + bz|z|, para todo z € R.
En particular, dicha ecuacién se verifica para z = 1y z = —1, de
: . . . a + b =0
donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales { ; 0
a —_ =

cuya Unica solucion es a = b = 0. Luego, las funciones dadas son
linealmente independientes en [—1,1]. Sin embargo, en [—1,0], se
tiene que z|z| = z(—z) = —?. Luego, por el ejercicio anterior, se

trata de funciones linealmente dependientes en dicho intervalo.

Sean a,b € R tales que 0 = 0(z) = acos(x) + bsen(z), para todo
r € R. En particular, dicha ecuacién se verifica para x =0y x = 7,
de donde se obtiene a = b = 0. Luego, las funciones dadas son

linealmente independientes en R.

Otra forma: Sean a,b € R tales que 0 = 0(x) = acos(z) + bsen(z),
para todo x € R. Derivando ambos miembros de la ecuacién anterior
y particularizando ambas ecuaciones en x = ( se obtiene de nuevo
a=b=0.

Sean ay, as, ..., a, € Rtales que 0 = 0(z) = ay f1(x) +asfo(x)+-- -+
an fn(z), para todo x € R. Derivando n — 1 veces y sustituyedo en el

punto z = x( se obtiene el sistema lineal

fi(wo) fa(mo) o fulwo) a 0
fi(zo) folwo) oo fr(@o) az | _ |0
1) 000 o 100 | Lan | L0

Dado que por hipétesis, la matriz de coeficientes del sistema es in-

vertible, la solucion del sistema es la trivial. Por lo tanto, el conjunto
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{f1(z), fa(x), ..., fn(x)} es linealmente independiente en szg]l).

Es claro que fi(z) = 2% es una funcién derivable en [—1,1] (con
fi(z) = 2x) y se puede probar que la funcién fo(z) = x|z| también

lo es (con fi(x) = 2|z|). El sistema lineal asociado es
x2 xo|To) ap | |0
21‘0 2|I’0| a9 0 .

2
det %o Tolzol =0, para todo x,
2[L’0 2|IL‘0|

el resultado no es aplicable para concluir.

Dado que

Es claro que fi(x) = cos(z) y fo(z) = sen(z) son funciones derivables

en R. El sistema lineal asociado es
cos(xg) sen(zo) a 0
—sen(zg) cos(xg) as 0
Dado que

et ([ cos(xg) sen(zp) ]) =10, para todo o,

—sen(xg) cos(xg

cualquier oy € R cumple la hipétesis y el resultado es aplicable para

concluir que dicho conjunto es linealmente independiente en C’ﬁg ),

(a) Sea S < R!'. Entonces dimg(S) < dimg(R') = 1. Luego, dimg(.5) €
{0,1}. Si dimg(S) = 0 entonces S = {0}. Si dimg(S) = 1 entonces
S <R!y dimg(S) = dimg(R'). Se tiene que S = R

(b) Sea S < R2. Entonces dimg(S) < dimg(R?) = 2. Luego, dimg(S) €
{0,1,2}. Si dimg(S) = 0 entonces S = {0}. Si dimg(S) = 2 entonces
S < R? y dimg(S) = dimg(R?). Se tiene que S = R?. Sea entonces
dimg(S) = 1. En este caso, existe u € S, u # 0, tal que Bg = {u}

es una base de S y, por tanto, S = m Luego, cualquier vector
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(x,y) € S es combinacién lineal del vector u, es decir, (z,y) = Au,
con A € R, que corresponde a la ecuacion vectorial de una recta que
pasa por el origen de coordenadas.

(c) Si S <R3, debe ser dimg(S) < dimg(R?) = 3. Luego, dimg(S) €
{0,1,2,3}. Si dimg(S) = 0 entonces S = {0}. Si dimg(S) = 3 enton-
ces S < R?y dimg(S) = dimg(R?). Se tiene que S = R3.

Si dimg(S) = 1, en este caso, existe u € S tal que Bg = {u} es una
base de S'y, por tanto, S = m Luego, cualquier vector (x,y,z2) € S
es combinacién lineal del vector linealmente independiente u, es decir,
(x,y) = Au, con A € R, que corresponde a la ecuacién vectorial de
una recta que pasa por el origen de coordenadas.

Si dimg(S) = 2, en este caso, existen u,v € S tales que Bg =
{u,v} es una base de Sy, por tanto, S = {u,v}. Luego, cualquier
vector (x,y,z) € S es combinacion lineal de los vectores linealmente
independientes u y v, es decir, (z,y,2) = Au + pv, con \,u € R,
que corresponde a la ecuacién vectorial de un plano que pasa por el

origen de coordenadas.

Sean a, § € R tales que 040z = 0(x) = a[l+az|+ Bla+ (a+2)zx] =
(a+af)+(aa+(a+2)5)z, para todo z € R. Identificando coeficientes
en los polinomios se tiene que o +af = 0y aa + (a + 2)5 = 0.
Luego, a = —af. Sustituyendo se obtiene S[—a? + a + 2] = 0. De
esta expresion se llega a que 3 = 0 o bien a®?—a—2 = 0. Si fuese 3 = 0
entonces a = 0, con lo que los polinomios dados serian linealmente
independientes, en contra de lo pedido. Luego, debe ser a®> —a—2 = 0,
es decir, a = —1 6 a = 2. Se observa que si a = —1 entonces el
conjunto linealmente dependiente es {1 — z,—1 + z} y si a = 2

entonces el conjunto linealmente dependiente es {1 + 2,2 + 4x}.

Puesto que dimg (Ry[z]) = 3, es claro que S = Ry[z] © dimg(S) = 3,
lo que obliga a que sean a # 0 y b # 0 (pues si alguno de los
dos escalares fuese nulo, S no dispondria de 3 elementos). Ademsds,

dimg(S) = 3 < S es linealmente independiente en Ry[z] (pues S
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(31)

(32)

(33)
(34)
(35)

(36)

(37)

tiene 3 elementos). Se analizara esta iltima condicién. En efecto, sean
a, 3,7 € R tales que 0 = 0(z) = a(a + ax + ax?) + B(bx?) + v(1) =
(aa+7) + (aa)z + (ca + Bb)z?. Identificando coeficientes en ambos
polinomios aa +v =0, aa =0, aa + b =0. Al ser a #0y b # 0,
debe cumplirse que « = 0 = v = 3, con lo que los vectores de S son
linealmente independientes en Ry[z].

Otra forma: Si en lugar de resolver un sistema homogéneo se plantea
un sistema no homogéneo, se puede analizar por definicién de sistema
generador, bajo qué condiciones un vector genérico p(r) = r+sx+tx?

pertenece a S.

—2z =2t
a = 6. La forma genérica de dichas matrices es B = [ : ] ,

Z t

-2 0 -2
con z,t € R. Una base de S es , 0 y dimg(S) =
10 0 1
Sigue de la definicién de independencia lineal y utilizando la hipdtesis
de que B y C son invertibles. Como dimg(R"™*") = mn, la relacién

pedida es p < mn.

Véase la demostracion de la Proposicion 8.4.

Recuérdese la definicién de subespacio generado.

Véase la prueba de la Proposicién 8.11 y téngase en cuenta que x €
NicrS; siy solo si x € S;, para todo i € .

SiS; = {(z,0) : x € R} y So = {(0,y) : y € R}, se tiene que
(1,0) € S1y (0,1) € Sy pero (1,1) = (1,0) 4+ (0,1) & S; U Ss.

(=) Suponiendo que S; U Sy < V se debe probar que S; C Ss 6
Sy C 57. Si se cumple que S; C Sy, no hay nada que probar. Se

supone entonces que S; € Sy y se debe probar que Sy C S;. En
efecto, como S SZ Sy, existe z € S tal que x ¢ Ss.

Sea y € Sy. Se debe probar que y € S;. Como z € 57, se tiene que
x € S1US,. Anadlogamente, como y € Sy, se tiene que y € S1US,. Al



130

(40)

(41)

(42)

(43)

CAPITULO 8. ESPACIOS VECTORIALES

ser S1USy; <V, se tiene que x +y € S; U Sy, de donde resultan dos
posibilidades: (a) x +y € S; o bien (b) x +y € Sy. Si se diese el caso
(a), como S; <V, —x € Sy y se tiene que y = (—z) + (v + y) € Sy,
que es la tesis. Si se diese el caso (b), como Sy <V, —y € Sy y se

tiene que z = (—y) + (x + y) € Sa, que es una contradiccién.

(<) Es trivial pues si S; C Sy entonces S; U Sy = S5, que es un

subespacio de V. Algo similar ocurre si S5 C 5.
k=0, dimg(Sp) = 1 y una base de Sy es {z — 1}.

(=) La inclusién S C S es evidente pues si x € S entonces z = 1.
Para probar que S C S, sea z € S. Entonces = es combinacién lineal

finita de elementos de S. Como S es subespacio, x € S.

(<) Si S =S, es evidente que S es un subespacio de V.

Se deben chequear los 8 axiomas de espacio vectorial considerando
todas las variaciones posibles de ceros y unos en cada caso (por ejem-
plo, se requieren 8 calculos para demostrar el axioma (V7)). Una base
de Zy es {1}.

Cada apartado se prueba por doble inclusion utilizando la definicién
de subespacio generado. Mientras que en la Proposicién 8.7 se analiza
las operaciones elementales en relacion a la independencia lineal, en

este ejercicio se analiza en relacién a sistemas de generadores.

Sea {v1,...,v,} es un sistema (finito) de generadores de V' como
C-espacio vectorial. Entonces para cualquier vector v € V, existen
escalares complejos z; = a; +1ib; (con a;,b; € R) para j =1,2,...,r
tales que v = Y ", zju; = Y0 (a; +ibj)uy = Y07 (aju; +ibjuy) =
> iy ajuj + Y0 bi(iu;). De este modo, v es combinacién lineal
de {uy,...,upiuq, ... iu,} con escalares reales. Por lo tanto, V es
finitamente generado como R-espacio vectorial (aunque requiere el

doble de vectores).

Si (x,y) es una solucién no trivial del sistema, basta expresar ma-
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(44)

(45)
(46)

(47)

tricialmente el sistema lineal segiin sus columnas como [ ] =

b
x [ ¢ ] +y [ y ] , de donde se obtiene (a). Para probar (b), recordar
c

que una matriz y su traspuesta tienen el mismo rango.

Si las columnas de R4 se denotan mediante r{,ry, 13,174, de la forma
de R, se tienen las siguientes relaciones de linealidad ry = —67; y
ry = —2r; + 3rg. Luego, as = —6ay y ay = —2a; + 3az con lo que
1 -6 -1 =5
A=12 —-12 0 —4
3 —18 4 6

Por definicién de independencia lineal.

Todo vector (z,y) € R? se puede escribir como

2
@)= (r-2) L0+ L2 es s
Luego, S; + Sy = R2 Si (z,y) € S1N S, se prueba que (z,y) = (0,0).
Luego, S1 NSy = {(0,0)}. Asi, S; & S, = R2

Toda combinacién lineal finita de vectores de R[z] tiene la forma
p(x) = ag + a1 + ax® + azx® + - - - + a,z". Sin es par, p(x) = (ag +
apr?+agrt+- - +apa™)+(ayrtazrdtasxd+ - +a,_ 2" € S1+Ss.
De forma similar se procede si n es impar. Luego, S; + 52 = R[z]. Si
p(x) € S1NS; se tiene que p(x) = ag+asx® +agxt+- - +a,2" = ayov+

aszd +asx® + -+ ap, 12"t (

considerando que n es par y razonando
de forma similar para n impar). Luego, ag — a1x + apx® — azx® +
asx* — asx® + - — ap_12" ! + a2 = 0. Identificando coeficientes,
a; = 0, para todo i = 0,1,2,...,n. Asi, p(x) =0y SN S = {0}.

De este modo, S @ Sy = R[z].

Sean a, b, ¢ € R escalares tales que 0 = 0(z) = af(x)+ bg(z) + ch(x),
para todo z € [0, 1]. En particular, ambos miembros coinciden para
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r=0z= %, T = % Al sustituir se obtiene el sistema lineal

111 a 0
01 1 b|=101,
01% c

cuya solucién es a = b = ¢ = 0. Luego {f,g,h} es linealmente
independiente en el espacio de todas las funciones reales definidas
sobre el intervalo [0, 1]. Por otro lado, k(z) = 1f(z)+ 1g(x), es decir,

ke{f g}

Si fuese e € {1,z, 22,23, ...}, existiria una subconjunto finito

{1,z,2%, 2% ... 2"} C{1,2,2% 2% ...}

tal que e* = ag+ax+asx®+- - -+a,x" para ciertos ag, a, . . . , a, € R.
Es importante observar que el subconjunto finito no debe contener
necesariamente todas las potencias consecutivas desde 1 = 2° hasta
2™, pero en caso de faltar alguna de tales potencias se puede conside-
rar que el coeficiente que la acompana en la combinacion lineal es un
0. Derivando n veces ambos miembros de la ecuacion anterior y par-
ticularizando, luego, en x = 0 se obtiene un sistema lineal con matriz
de coeficientes invertible. Luego, ag = ay = a3 = --- = a, = 0. Es
decir, €® = 04 0z + 022 + - -- + 02™ = 0, para todo x € R, lo que es

una contradiccion.

De manera similar se procede con las otras dos funciones.

Es similar a la demostracion de la Proposicién 8.8 pero ahora tra-
bajando con columnas (es decir, utilizando que A ~. B si y solo si
existe P invertible tal que B = AP).

S1 = {(1,0,0),(0,1,0)}, So = {(0,2,0),(0,0,1)}. No se contradice
el apartado (c) de la Proposicién 8.18 puesto que no se cumple que
S+ 5, =51® 5.
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9.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

= Coordenadas de un vector respecto de una base
s [somorfismo de Descartes

» Caracterizacién de espacios vectoriales isomorfos
= Dimensién, coordenadas y rango

= Matriz de cambio de base

= Subespacios y sistemas homogéneos

» Ecuaciones paramétricas y ecuaciones cartesianas de subespacios
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9.2. EJERCICIOS

(1)

(2)

Probar que el conjunto S = {ap + a1z € Ry[z] : ay + 2a; = 0}
es subespacio de R;[z] y hallar su dimensién. Demostrar que, como

espacios vectoriales, Sy Rg[x] son isomorfos.

Establecer isomorfismos de espacios vectoriales sobre el cuerpo K
entre los siguientes espacios: el espacio vectorial de las matrices co-
lumnas K™*1, el espacio cartesiano K™ y espacio vectorial de las

matrices fila K™,
Encontrar espacios isomorfos a los siguientes, indicando su dimen-
sién:
(1) Subespacio de matrices diagonales a coeficientes reales de ta-
mano n X n.
(11) Subespacio de matrices triangulares superiores a coeficientes
reales de tamano n x n.
(111) Subespacio de los polinomios p a coeficientes reales de grado

menor o igual que 5 (junto al polinomio nulo) tales que p(0) =
0.

Demostrar que la composicién de dos isomorfismos de K-espacios

vectoriales es un isomorfismo de K-espacio vectorial.

Indicar, justificando la respuesta, cudles de los siguientes vectores

son miembros de S = {sen?(z),cos?(x)}, considerando a S como

subespacio del espacio de todas las funciones de R en R:
(a) 1.

(b) =+ 1.
(c) cos(2x).
(d) cos(x).

Para los que lo sean, escribir sus coordenadas respecto de la base
dada de S.
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(6) Para el sistema
{ 2r+y = 6
—r—3y = -3
comprobar que se verifica el teorema que permite expresar su solu-
cién general como suma de una soluciéon particular del sistema no
homogéneo mas la solucion general del sistema homogéneo asociado.

Representar graficamente.

(7) Resolver el siguiente sistema lineal (no homogéneo)

Ty + 21’2 + 5.733 + 21’4 3
Ty + r3 + x4 = 3
2r1 4+ 5r9 + 1llzg + dxy = 9

y expresar su solucién general como suma de una solucion particular
del sistema no homogéneo mas la soluciéon general del homogéneo
asociado (es decir, esta tltima como una combinacién lineal de ele-

mentos de una base del sistema homogéneo).

(8) Demostrar que si z( es una solucién no trivial del sistema homogéneo
Az =0 con A € R™"™ entonces el sistema admite infinitas soluciones
no triviales. jEs cierto el mismo resultado si A tiene coeficientes

complejos? ;Y si los coeficientes de A son elementos de Zs?

(9) Considerar el vector u = (1,3, —2)! y las bases de R? siguientes:

B = {bl = (17070)t7 b2 - (1? 170)t7 b3 = (17 17 1)t}

B ={b, = (-1,1,2)", ), = (1,1,0)", by = (1,1,1)"}.
(a) Hallar las coordenadas del vector u con respecto a la base B.

(b) Calcular las coordenadas del vector u con respecto a la base B’

usando:
(1) las coordenadas del vector u en la base candnica.

(11) las coordenadas del vector u en la base B.
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(10)

(11)

(12)

(13)

Sean V = Ry[z] y a € R un nimero fijo no nulo.

(a) Probar que B = {1,z + a, (z + a)*} es una base de V.
(b) Hallar [B]e siendo € la base canénica de V.
(¢) Escribir el vector p(z) = 1+ 2z + 322 en la base B. Realizarlo

de dos formas distintas.

(d) Para a = 0, jcoinciden los resultados obtenidos en los apartados
anteriores?

(e) Calcular el polinomio de Taylor! de p de grado 2 alrederor del
punto zy = 1 y comparar con el resultado del apartado (c) para

el caso a = —1.

Sea S el subespacio de R? dado por las soluciones (z, y, z) del sistema
homogéneo x+y—z = 0. Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas

cartesianas de S respecto de la base:
(a) canénica de R3.
(b) B ={v; =(1,0,0),v = (1,1,0),v3 = (1,1,1)}.
Se considera el espacio vectorial Ry[x] de los polinomios a coeficien-
tes reales de grado menor o igual que 4 junto al polinomio nulo y el
subespacio S = {p(z) € Ry[z] : p(z) = p(—x)}. Hallar unas ecuacio-
nes paramétricas y unas cartesianas de .S:
(a) en la base € = {1, z, 2% 23, z}.
(b) en la base B = {1,7 — a, (v — a)?, (z — a)?, (v — a)*} para a €
R — {0}.

Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas implicitas del subespacio
de R® definido por

S ={es+ ey, e5}

1Se recuerda que el polinomio de Taylor ps(x) de una funcién f (suficientemente deri-

vable) alrededor de un punto xy viene dado por la expresién ps(z) = f(xo) + f/(x0)(x —
z) + L-z0) (;0) (x — )2
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(15)

(16)

(17)
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en la base canénica € = {ey, es, €3, €4, €5} de R’. Repetir el ejercicio
en la base B dada por

{(1,1,1,1,1),(0,1,1,1,1),(0,0,1,1,1), (0,0,0,1,1), (0,0,0,0,1)}.

En el R-espacio vectorial R®, encontrar unas ecuaciones paramétricas
y unas ecuaciones cartesianas en la base candnica de R® del siguiente

subespacio

U=1(1,1,1,1,1),(0,2,1,0,2), (1,3, 1, —1,3)1.
En el espacio
Rs[z] = {p(z) = ap + a1 + asx? + asx® : ag, ay, a2, a3 € R},

encontrar unas ecuaciones paramétricas del siguiente subespacio, da-

do mediante unas ecuaciones cartesianas en la base candnica por

wk-{“°*'3@ =0

a1—2a3:()

En el R-espacio vectorial R* encontrar, de tres formas diferentes,
unas ecuaciones cartesianas en la base canonica del subespacio dado

segun las siguientes ecuaciones paramétricas en la base candnica

ry = 0

To = A—L
Sle : . A,y e R
[S]e s = A~ 14,7y

En el R-espacio vectorial V' de dimensiéon 4 se considera la base

B = {uq, ug, uz, us} y los subespacios vectoriales

U= {u1 — 2U2 — U3,3U1 + us, 2?,62}
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y W de ecuaciones cartesianas

[W]g: {al + as

CLQ—CL4:0

Encontrar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesia-
nas de los subespacios U NW y U + W en la base B.
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9.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

(1) p(x) € S < p(x) = ar(z—2), con a; € R; dimg(S) = 1. Se tiene que

S = Ryx] pues dimg(5) = dimg(Ro[z]) = 1.

(2) Se consideran las aplicaciones ¢ : K™*! — K™ definida por

ay
—> (al,...,am)

am

y 1) : KIX™ — K™ definida por

[al am}H(al,...,am).

Es inmediato probar que ambas aplicaciones son inyectivas, sobre-
yectivas y respetan las operaciones.

(1) R, dimensién n.

n(n+l) .
() R~z ", dimensién w

(111) R®, dimension 5.

(4) Sean f : V. = V' y g : V! — V" dos isomorfismos de espacios

vectoriales. Si u,v € V cumplen (g o f)(u) = (g o f)(v) entonces
g(f(u)) = g(f(v)). Como g es inyectiva, f(u) = f(v). Al ser f in-
yectiva, © = v, con lo cual g o f es inyectiva. Sea v’ € V”. Por
ser g sobreyectiva, existe v/ € V' tal que g(v') = v”. Dado que
v' € V''y [ es sobreyectiva, existe v € V tal que f(v) = v'. Lue-
go, (go f)(v) = g(f(v)) = g(v') = ", con lo cual g o f es sobre-
yectiva. Se tiene pues que g o f es biyectiva. Falta ver que g o f
respeta las operaciones de los espacios vectoriales. En efecto, sean
vy,vg € V y A € K. Usando que f y g respetan las operaciones se
tiene que (g o f)(v1 + Ava) = g(f(v1 + Av2)) = g(f(v1) + Af(v2)) =
g(f(v1)) + Ag(f(v2)) = (g o f)(v1) + Mg o f)(v2). Luego, go f es un

isomorfismo de espacios vectoriales.
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()

9)

(10)

1
(a) 1 € S pues 1 = 1sen?(x) + 1 cos?(x). Luego, [1]g = [ ) ]

(b) x4+ 1 ¢ S pues si x + 1 = asen?®(x) + bcos?(x), para todo = € R,
en particular para x = 0 se obtiene b = 1 y para x = 7 se obtiene
b=m+ 1, que es una contradiccién.
(c) cos(2x) € S pues cos(2z) = (—1)sen?(x) + 1cos?(x). Luego,
—1

1
(d) cos(x) ¢ S pues si cos(x) = asen?(x)+bcos?(x), para todo z € R,

[cos(2x)]p =

en particular para x = 0 se obtiene b = 1 y para x = 7 se obtiene

b= —1, que es una contradiccion.

= ] (][]

ecuacién vectorial de una recta, que pasa por el punto (3,0), despla-

zada paralelamente a otra que pasa por el origen.

El conjunto soluciéon S se puede escribir a partir de una solucién
particular p del sistema no homogéneo mas la soluciéon general S),

del sistema homogéneo (es decir, mediante S = p + Sj,) donde

-3 -3 0
3 -1 -1
S = + « + ,con a, B € R.
0 1 b 0 b
0 0 1

Si Azg = 0, es evidente que A(axy) = adzry = a0 = 0, luego axg
también es solucién no trivial para todo o € R — {0}. Lo mismo
ocurre en el cuerpo de los niimeros complejos, pero no en Z, (véase

contraejemplo en el Ejercicio (12) del Capitulo 4).

-2 1
(a) [uls=1| 5 |.(b)[ulz=1] 6
—2 —4

(a) Al ser dimg(Rs[z]) = 3, basta probar que los 3 vectores de B son

linealmente independientes. Por definicion, se supone que el polino-
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(11)
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mio nulo es combinacion lineal de los 3 vectores dados y se particu-
lariza, por ejemplo, para r = —a, x = 0, x = —2a. Se deduce que los

coeficientes de dicha combinacion son nulos.

(b) Expresando cada vector de B como combinacién lineal de la base

1 a d?
C y disponiéndolos por columnas, [Ble= | 0 1 2a
00 1
(¢) El polinomio p(z) = 14 2z + 32% en la base candnica tie-
1
ne coordenadas [p(z)le = | 2 |. Luego, [p(x)]z = [Cls[p(x)]e =
3
1 — 2a + 3a?
([Ble)'p(x)le=| 2-6a
3

Otra forma: Escribiendo el polinomio como combinacién lineal de los
polinomios de la base B se tiene 1 + 2z + 32 = (1 — 2a + 3a*)1 +
1 —2a+ 3a?
(2 — 6a)(z + a) + 3(x + a)?, de donde [p(z)]s = 2 — 6a
3

(d) Las expresiones obtenidas también son validas para a = 0 (pues

ambas bases coinciden), aunque no es un caso interesante.

(¢) pa() = p(1)+p' ()@= 1)+ 52 (x—1)% = 6+8(z—1)+3(x—1).

r = o«
(a) Ecuaciones paramétricas [Sle : ¢ y = [ ,a,0 € Ry
[z = a+p
ecuaciones cartesianas [Sle : {z +y —2=0.
(2 = a-§
(b) Ecuaciones paramétricas [S]sz : ¢ ¥ = —-a ,o,0 € Ry
2 = a+p

\
ecuaciones cartesianas [S]z : {2’ + 2y + 2/ = 0.
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(12) (a) Ecuaciones paramétricas [S]e :

ciones cartesianas [S]e :
as = 0

(b) Ecuaciones paramétricas

o
B = Z2aay+ 4aiay
[S]s v o= ay+6a’ay
0 = 4daay
T = a4

Qo
451
Qa2
as

aq

«

0
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:6 70576776Ryecua_

ag + a’as + 2a'ay

0
g

,Q0,02,a4 € R

0 ,a,08 € Ry ecua-

o, €Ry

. . {B—2a7+8a37r =0
y ecuaciones cartesianas [S]g : :
0—4dar =0
ry = 0
Ty — «
(13) (a) Ecuaciones paramétricas [Sle : ¢ x5 =
Ty = «
L I = 5
ai =0
ciones cartesianas [S]e : as = 0
ag —ay =
(o = 0
xh = a
(b) Ecuaciones paramétricas [S]s : ¢ = = —«
Ty = a
gy = —a+p
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ay =0
ecuaciones cartesianas [S]z : ¢ as+a3 = 0 .
ar—ay = 0
(2 = a-— I}
Tog = Q-+ 35
(14) Ecuaciones paramétricas [Ule: ¢ 23 = a+ 3 ,a,0 € Ry ecua-
ry = a—p
| 5 = a+3p
Tl — X4 = 0
ciones cartesianas [Ule : § 21 + 29 — 223 = 0 . Asi, dimg(U) = 2.
T, — 2[[’3 + x5 = 0
bg = —3a
: . b = 28 :
(15) Ecuaciones paramétricas [S]e : b ,a, f € Ry ecuacio-
2 = «
bs = f
bo+3by = 0
nes cartesianas [S]e : { % :
b1 - 2b3 =0

(16) Una forma es siguiendo la demostracién del Teorema 9.6, otra es
eliminando parametros y una tercera es aplicar el método de Gauss-

Jordan: z; = 0.

(17) dimg(U) = 3, By = {u; — 2uy — us3, 3u; + us, 2us}, dimg(W) =
2, By = {u; — ug,us + uy}. Uniendo sistemas de generadores y
eliminando superfluos, By w = {3u;+us, 2ug, u; —ug, us+us} €s una
base de U+ W, de donde, U + W = R*. Por tanto, dimg(UNW) =1
Vv Buaw = {u1 — ug} es una base de U N W. Luego, unas ecuaciones

paramétricas son

r = «

U+ Wle:d ™ = 7 apqser
r3 = 7
Ty = 0
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U1 U3
. U2 U3z2
y si [ug]g = y [us]ls = entonces
U3 U3z
U14 U34
xry = Oé(un - U31)
To = olUjg — U
UNWlg:{ 2 (112 = t1z2) ,aeR
xr3 = CY(U13 - U33)
Tyg = Oé(U14 - U34)

y unas ecuaciones cartesianas

U +Wls : { 021 + 02z + 03 + 0z = 0

y
$2(U11 - U31) - $1(U12 - U32) =0
[U N W}B . x3(u11 — U31) — Jfl(ulg — U33) = 0
xg(urr —ug) — v1(ugg —usg) = 0

donde, al ser u; —usz # 0, se ha supuesto que, por ejemplo uy; —us; #
0.
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CAPITULO 10. ESPACIOS EUCLIDEOS

10.1. TEMARIO

Los ejercicios de este capitulo corresponden a los temas:

Espacios vectoriales con producto interno
Norma y distancia

Angulo de dos vectores

Ortogonalidad

Bases ortonormales

Proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
Complemento ortogonal

Proyeccion ortogonal y mejor aproximacion
Isomorfismo de espacios euclideos

Matriz de Gram



10.2. EJERCICIOS 149

10.2. EJERCICIOS

(1)

(2)

Comprobar que en el cuerpo (Zs,+,-), la ecuacién z?> = 2 no

tiene solucion!.

Sea (F, (-,-)) un espacio euclideo. Demostrar que las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) Condicién de positividad: (u,u) > 0 para todou € E—{0}.

(b) Condiciéon (de no negatividad): (u,u) > 0 para todou € E
y la condicion (de definicién positiva): (u,u) = 0 si y s6lo
siu=0.

Probar que si E es un espacio euclideo real con producto escalar

(-,-) entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (au+v,w) = alu,w) + (v,w) para todo u,v,w € F y para
todo a € R,

(b) (u 4+ v,w) = (u,w) + (v,w) y {au,v) = alu,v) para todo
u,v,w e FyaelkR.

Enunciar un resultado similar para la linealidad en el segundo

argumento.

Probar que en un espacio euclideo, el vector nulo es el tnico

vector que tiene norma igual a 0.

Sea (E, (-,-)) un espacio euclideo real, n,m € N, a4,...,a, € R,

bi,....bpy € Ry u,uy,...,u, € £, v,v1,...,v,, € E. Demostrar

que se cumplen las siguientes propiedades:

(a) (0,u) = 0 para todo u € FE utilizando que el vector nulo
es producto del escalar cero por el vector u. Comparar esta
demostracion con la dada en la Proposicién 10.1.

(b) Oy @i, 5wy bjvg) = Y00y Do aiby(ui, vg).

(¢) Si (u,w) =0, para todo w € E entonces u = 0.

IEste ejercicio justifica que, para definir un producto escalar, es necesario considerar

K-espacios vectoriales donde los elementos del cuerpo K admitan raiz cuadrada.
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(d) Si (w,v) =0, para todo w € E entonces v = 0.

(e) Si (u,w) = (v,w), para todo w € F entonces u = v.

(f) Si(w,u) = (w,v), para todo w € E entonces u = v.
(Sugerencia: en el apartado (a) utilizar el método de induccién

doble, sobre n y sobre m.)

Sea E un espacio euclideo y {vy,vs,...,vs} € E. Probar que
si para algun i € {1,2,...,s}, v; es combinacién lineal de los
restantes y ortogonal a todos ellos entonces v; = 0.

Comprobar la validez de los axiomas (PE1)-(PE3) en el Ejemplo
10.1 utilizando las componentes de los vectores y comparar con

la resolucién utilizando el producto matricial.

Indicar, justificando la respuesta, si en el R-espacio vectorial

R?*2 la aplicacién definida por

(A, B) = a1by + agbs + agbs + a4by,

A= ap Gz y B— bl b2 7
as ay b3 b4

define un producto escalar.

siendo

1

-2
. Probar que la aplica-
5 ] q p

Se considera la matriz A = [
cion
(z,y) = 2' Ay

define un producto escalar en el R-espacio vectorial R2. ; Ocurre

1 3

lo mismo si se considera la matriz A = ! 3 6 ]? LY con la

1 1
matriz A = [ 5 6 ]? Justificar.

Comprobar que la aplicacién definida en el Ejemplo 10.6 es, efec-

tivamente, un producto escalar sobre el R-espacio vectorial R3.
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(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(a) Demostrar que

define un producto escalar en R? siendo x = (1, 79, 73)" e

y = (y1,y2,y3)" vectores de R3.

(b) Si se cambia la matriz del apartado anterior por

1 00
2 =3 01,
0 01

isigue siendo un producto escalar la aplicacion considerada?

(¢) ;Qué producto escalar se obtiene en el primer apartado si
se cambia la matriz dada por la matriz identidad de tamano
3 x 37

En el espacio euclideo Ry[x] con el producto escalar

(p,q) = /0 1p(w)Q(fL‘)dx para p, q € R[]

calcular la norma del vector r(x) =z — 1.

Sean x e y dos vectores de un espacio vectorial real con producto
interior y sea y # 0. Hallar el valor de a € R para que x — ay sea

ortogonal a y.

Los vectores = e y de un espacio euclideo real forman un angulo
de 7/3 radianes y la norma de z es 4. Determimar la norma de

y para que y — x sea ortogonal a z.

Sea (F, (-,-)) un espacio euclideo real de dimensién finita n > 1

y sea B = {uy,ug,...,u,} una base ortonormal de E. Para dos
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vectores x,y € F tales que

€ U1

T2 Yo
[‘I]B = . € [y]ﬁ - : P

T Un

probar que:

(a) su producto escalar es

(T, y) = 1y + To2yo + - + oyn = ([2]8)"[y]s.

(b) la norma de z viene dada por
]l = +4/([2]3)"[x]s-

Este ejercicio asegura que el producto escalar y la norma en un
espacio euclideo F cualquiera de dimension finita n se calculan
como el producto escalar y la norma de R™ con el producto es-
calar candnico siempre que se utilice una base ortonormal de E

para dicho célculo.

Construir una base ortonormal de R?® con el producto escalar

canonico a partir de la base

B ={u; = (1,1,0)", uy = (1,2,0)", uz = (0,1,2)"}.
En el R-espacio vectorial Ry[x] se considera la aplicacién definida
por

(p.q) = p(0)q(0) +p (%) q G) +p(1)q(1),  p,q € Ryfa].

(a) Probar que (-,-) define un producto escalar en Ry[z] y, por
tanto, (Rq[z], (-,-)) es un espacio euclideo.

(b) Hallar el complemento ortogonal de U = {z} respecto del

producto interior indicado y una base de U+.
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(c) Verificar que se cumple la propiedad que relaciona las di-

mensiones de los subespacios vectoriales U y U+.

(d) Calcular la proyeccién ortogonal de p(x) = 1+ 3z — 22 sobre

U.

(18) Sea (.,.) la aplicacién real

() R¥xR® — R,

definida como sigue

(u,v) — (u,v) := w01 + 2ugvy + 3uzvs

siendo u = (uy, us, u3) y v = (v, v9,v3)" vectores de R3.

(a)
(b)

Probar que (-,-) define un producto escalar sobre R3.

. Cudl es la norma inducida por el producto escalar conside-
rado?

;Cuéles son todos los vectores de R? de norma 1?7 Realizar

una interpretacion geométrica.

Calcular el angulo y la distancia entre los vectores u =
(1,1, -1)  y v = (1,1,0)".

Hallar U+, una base y su dimensién siendo U = m para
up = (1,1, —-1)%

Aplicando el método de Gram-Schmidt construir una base
ortonormal para U~ a partir de la base hallada en el apartado
anterior. Comprobar que los vectores hallados son ortogona-

les a ug con respecto a este producto escalar.

Expresar w = (7,1, —1)" como suma de un vector de U y
otro de U~. ;Es tnica dicha representacién? Justificar.
Hallar la proyeccion ortogonal de w = (7,1, —1)! sobre U y
su componente ortogonal.

Comprobar el teorema de Pitagoras para los vectores halla-

dos en el apartado anterior.
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(19) Obtener, si es posible, un conjunto ortogonal a partir de las co-

lumnas de la matriz

1 -1 4

1 4 -2
A—

1 4 2

1 -1

utilizando el producto escalar canénico de R*.

(20) En R? con el producto escalar canénico considerar los vectores
up = (4,-3,0)" y up = (1,2,0)".

(a) Hallar un vector uz € R® ortogonal a u; y uy de modo

que |Jus|| = 4 y tal que su tercera componente sea positi-

va. {Cuantos vectores hay en estas condiciones? Intentarlo

primero de manera intuitiva y luego analiticamente.

(b) A partir de la base {uy, ug, us}, hallar una base ortonormal
para R3. ; Podrian haberse determinado a priori y de manera

intuitiva las direcciones de los vectores de la base ortonormal
pedida?

(c) Expresar v = (5,10,15)" como combinacién lineal de los vec-
tores de la base ortonormal hallada en el apartado anterior

(jsin resolver sistemas de ecuaciones lineales!).

(21) Las funciones de Walsh son funciones ortogonales® convenientes
para usar en sistemas digitales. Las tres primeras funciones de
Walsh se definen a continuacion:

) -3, 0<z i
h@=asize01; =] P OST=3
67 5 T 1

A
IA N

2Respecto del mismo producto escalar que se ha definido sobre las funciones continuas.
En realidad, para que sea producto escalar deberia definirse sobre un conjunto que escapa

el nivel de este libro y aqui se prescindira de estas cuestiones técnicas.
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(22)

(24)

y
v, 0<x<g
fg({L'): -7 i<l’§%
Y, %<{L‘§1

siendo «, § y v nimeros reales positivos.

(a) Comprobar que las funciones fi, fo y f3 son ortogonales sobre
el intervalo [0, 1].

(b) Determinar los valores de «, § y v para que las funciones fi,
f2 v f3 sean ortonormales sobre el intervalo [0, 1].

(c) Calcular la proyeccién ortogonal de la funcién f(z) = z,
x € [0, 1], sobre el subespacio generado por las funciones fi,

oy f3

A partir de la base candnica encontrar una base ortonormal de

Ry[x] si el producto escalar esté definido por

(p, @) = p(x1)q(z1) +p(x2)q(72) +p(73)q(23) para p, ¢ € Ry[z]

donde x; = —1, x5 = 0y 23 = 1. jA qué es igual la matriz de
Gram de este producto escalar respecto de la base encontrada?
.Y respecto de la base B = {z+1,z—1,2%}? (Sonz+1yx—1
ortogonales? Justificar.

Se considera la matriz A € R3*3 siguiente:

8§ —16 24
A=|4 -8 12
1 -2 3

.Se puede aplicar el método de Gram-Schmidt para hallar una
base ortonormal a partir de las columnas de la matriz A? ;Por

qué? Intentarlo e indicar a qué resultado se llega.

Este problema de Calculo Diferencial sera necesario para el re-

solver el préximo ejercicio. Probar que si a,b,¢c € R con a > 0
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satisfacen que
az? +bx +c¢ >0, para todo z € R

entonces b? — 4ac < 0. (Ayuda: Encontrar el valor minimo que

alcanza el polinomio en la variable x.)

Proporcionar tres demostraciones alternativas de la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz:

(a) Para la primera, sustituir el valor de A por aquel para el cual
la expresion (10.3) alcance el minimo absoluto y razonar por

qué dicho valor es el adecuado.

(b) Al definir la proyeccién ortogonal de un vector v sobre un

vector no nulo u, ambos de un espacio euclideo, se encuentra

que proy,v = Au siendo A = gzlx Razonando geométrica-

mente en una grafica de R? con el producto escalar canénico,
se observa que 0 < |lau — v|| = d(au,v) obtiene su valor
minimo cuando se toma o = A. Ahora, desarrollar el calculo
de 0 < ||Au — v||? para llegar a la conclusién en un espacio

euclideo arbitrario.

(c) Para la tercera, supéngase el caso (no trivial) en que ambos
vectores sean no nulos. Ahora, la desigualdad es equivalente a
la expresion ‘ <mu, ﬁv> ‘ < 1. Para demostrarla, considerar
la suma y la resta de los vectores mu y ﬁv y realizar el

producto escalar de cada uno consigo mismo.

Probar que, en la desigualdad de Cauchy-Swcharz, la igualdad

se obtiene si y sélo si los vectores son linealmente dependientes.

Probar que, en la desigualdad triangular, la igualdad se obtiene
si y solo si los vectores son linealmente dependientes y un vector

se obtiene como un multiplo no negativo del otro.
Demostrar que en un espacio euclideo F se cumple:

(a) llz £ y|* = ||lz]|* £ 2(z,y) + ||y|*, para todo z,y € E.
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(b) || — z|| = ||=||, para todo z € E.

(©) [ll2ll = Iyl < Iz = yll, para todo z,y € E.

Demostrar la ley del paralelogramo de la Proposicién 10.2.
Demostrar la identidad de polarizacion de la Proposiciéon 10.2.

Realizar una interpretacion geométrica de la ley del paralelogra-
mo y de la desigualdad triangular en el espacio euclideo R? con

el producto escalar candnico.

Sea E un espacio euclideo real y o, 5 € R dos escalares no nulos
con el mismo signo. Probar que ang(u,v) = dng(au, fv), para
todo u,v € E.

Teorema del coseno: Sea E un espacio euclideo real y sean

u,v € E dos vectores no nulos. Probar que
lu = ol = [[ull* + [Jo]|* = 2[Jull[Jv]| cos(dng(u, v)).

Realizar una interpretacién geométrica en R? con el producto

escalar canodnico.

Estudiar en qué caso se da la igualdad en el Teorema de la mejor
aproximacién. Realizar una interpretacion geométrica en R3 con
el producto escalar candnico siendo el subespacio S un plano que

pasa por el origen. Considerar los casos u € Sy u & S.

Comprobar que de la desigualdad de Cauchy-Schwarz particula-

rizada al espacio:

(a) R™ con el producto escalar canénico se obtiene

(urvy + ugvg + -+ - + unvn)2 <

< (W 4ui+-+up)(vf v+ 4 0d).

(b) Cla,b] con el producto escalar del Ejemplo 10.3 se obtiene

(/abf(x)g(x) dax)2 < </ab[f(x)]2dx> (/ab[g(x)P d:c) _
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(¢) R™™ con el producto escalar de Frobenius del Ejemplo 10.4

se obtiene

i=1 j=1 1=1 j=1 i=1 j=1

(d) R? con el producto escalar del Ejemplo 10.6 se obtiene

(6uivy — ugvy + uzvy — uyve + 2ugVy + U vz + U3"03)2 <
< (6u% + 2u§ + ug — 2ujug + 2u1u3) .
(607 + 203 + v — 2v102 + 2vv3)

Comprobar que las funciones f(z) = cos(z) y g(z) = sen(x)
satisfacen el teorema de Pitagoras con el producto escalar de
la integral en el espacio de las funciones continuas definidas en
[—7, 7).

Teorema de Pitagonas generalizado: Sea (F, (-, -,)) un espa-
cio euclideo real. Si {uy, us, ..., us} C F esun conjunto ortogonal

con s € N, s > 2, entonces
lur 4 ug 4+ wl* = flun [+ fluzl|* + - 4 [l

Probar que en todo espacio euclideo real es valida la implicacién

reciproca del Teorema de Pitagoras.

Ley del rombo: Sea (F, (-,-,)) un espacio euclideo real y sean

x,y € E. Entonces
lz]| =yl =  ({e+y,z-y) =0

Realizar una interpretacion geométrica en el caso del espacio
euclideo R? con el producto escalar canénico y {x,y} un conjunto

linealmente independiente.

La norma del Ejemplo 10.10 de la pagina 543 se conoce como

norma 1. Hallar la expresién de la distancia inducida por la
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(41)

(42)

norma 1 entre dos puntos (z1,3), (y1,y2) € R% Esta distancia
recibe el nombre de métrica del taxista y fue desarrollada por
el matematico alemédn Herman Minkowski (1864-1909). Partien-
do ahora de la expresion encontrada, comprobar que esta funcion
satisface los axiomas de distancia. Interpretar geométricamente
el significado de esta distancia en R? calculdndola entre los pun-
tos (0,0) y (4,4); esto permitird ver por qué también se la conoce
como distancia Manhattan. Para ello, pintar los puntos dados
y dibujar, desde el origen, 4 unidades sobre el eje horizontal y
desde el punto obtenido, 4 unidades sobre el eje vertical hasta
llegar al punto (4,4). Por otro lado, pintar sucesivamente escalo-
nes horizontales y verticales de una unidad cada uno para llegar

desde (0,0) hasta (4,4) y contar el nimero total de escalones.

Hallar el complemento ortogonal del subespacio

S ={(1,0,0),(0,1,0)}

del espacio euclideo R? con el producto escalar canénico. Luego,

calcular (S1)* y comparar con S.

En el espacio euclideo R?*2 con el producto escalar de Frobenius,

se considera el subespacio
1 1 1 2
S = X , X , .
01 00 0 0

(a) Hallar la dimensién del R-subespacio vectorial S.

(b) Calcular la dimensién de S*.

Se pide:

(c) Encontrar una base ortonormal de S y una de S+*.

(d) Si A = [; (2)] y B = [3 i], calcular proyg(A) y

proyg(B).
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(e) Para las matrices A y B del apartado anterior, calcular las
distancias (inducida por la norma de Frobenius) de A y de
B a sus respectivas proyecciones ortogonales sobre S y pro-
porcionar un significado geométrico para dichos resultados.
En el R-espacio vectorial R” se considera el producto escalar

canénico, el vector u = (1,1,1,1,1,1,1) y el subespacio

7
7 .
S = {(xl,xg,xg,x4,x5,x6,x7) eR": szi = O} )

i=1
Calcular la mejor aproximacién de u en el subespacio S hallan-
do previamente proyg. (u). Observar que se ahorran numerosos
calculos si se procede de esta forma indirecta. Generalizar este
ejercicio a R"™ para n € N arbitrario (Ayuda: Recordar las férmu-
las de la suma de los n primeros ntimeros naturales y la de sus
cuadrados.)

Desigualdad de Bessel: Sea (E, (-, -, )) un espacio euclideo real
ysea S = {uj,us,...,us} C FE un conjunto ortogonal de vectores

no nulos. Probar que para cualquier vector u € E se cumple que

S
(u, up)?

> A <l
k]|

k=1

Deducir que ||proyg(u)|| < ||u|]. Ademés, la igualdad se cumple
siysélosiuesS.

(Ayuda: Considerar u = proyg(u) + @z con uy L S. Aplicar el
Teorema de Pitagoras y luego desarrollar ||proyg(u)||* escribien-
do la proyeccién ortogonal como una combinacion lineal de los
elementos de S mediante los coeficientes de Fourier).

Sea ) € R™™ una matriz cuyas columnas son ortonormales
respecto del producto escalar canénico de R™.

(a) Demostrar que Q'Q = I,,.

(b) ¢Podria suceder que QQ" # I,,7 ;Y si m = n? Justificar la

respuesta.



10.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS 161
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(1)
(2)

2=0#£212=14£2y22=1+#2.

(a) = (b) Es evidente que (a) y (0,0) = 0 implican (u,u) > 0
para todo u € F y, ademds, que (u,u) = 0 si u = 0. Falta ver
que (u,u) =0 = u = 0. Si fuese u # 0, por (a), (u,u) > 0, en
contra de la hipdtesis.

(b) = (a) Basta utilizar la condicién de no negatividad y ob-
servar que, por la definicién positiva, 0 es el tnico vector que
cumple (u,u) = 0.

(a) = (b) Particularizar primero a a = 1y luego a v = 0.

(b) = (a) Sigue de forma directa al aplicar las hipétesis.

Para el segundo argumento: (w, au + v) = a{w,u) + (w,v) para
todo u,v,w € E y para todo o € R.

Se debe probar que ||ul]| = 0 & u = 0, que sigue directamente
de la propiedad similar para producto escalar y de la definicién

de norma.
(a) Sea u € E. Dado que 0 = 04 se tiene que (0, %) = (0, @) =
0(u, i) = 0.

(b) Se comienza por induccién sobre n. Si n = 1, se cumple

1 m m
(SonSoun) = (omSoo)
i1 =1 i=1
= o <U1, i bjUj> . (10.1)
j=1

Para llegar al resultado buscado, que es
1 m

<Zai“i7zbﬂj> = Zzaibﬂui,vj), (10.2)

i=1 j=1

se debe realizar ahora induccién sobre m (es decir, operar en el

segundo argumento, manteniendo fijo el valor de n = 1). Para
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ello, sim =1,

1
ay <u1,ijvj> = ay (u1,b1v1)
j=1

= ab <U1,U1>

= Z Z a;b;(u;, vj).

i=1 j=1

Luego, de esta iltima igualdad y por (10.1) queda probado (10.2)
para el caso m = 1 (dentro del caso n = 1).
Sea m > 1 y suponer que la igualdad vale para m — 1. Se debe

probar que vale para m. En efecto,

aq <U1, Z bjUj> ==
j=1

-1

= a1 <U1, Z b; Vg + bm’Um>

B

m—1
— < 1, ijj> + aq <U1, mem>
j=1

= bj (u1,vj) + arby, (U1, vp,)

3

= albj <U1, Uj> + (Ilbm <U1, ’Um>
= Z albj <U1,’Uj>

1 m
= g E a;b; (uy,v;)

=1 j5=1
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Queda asi probado completamente el caso n = 1, estableciendo
(10.2) para todo m € N.

Sea ahora n > 1. Se debe suponer que la igualdad vale para n—1
y probar que vale para n. En efecto, para todo m € N (fijo pero

arbitrario) se tiene que

n—1 m
= <Z a;U; + Ap Uy, Z bj’Uj>

i—1 j=1

_ <nz:1au f:b v]> <anun, > b v]>
_ ng_l <ul,vaj>+an<un,vaj>
— i <u2,Zb vj> (10.3)

Teniendo en cuenta (10.1), la igualdad (10.3) se ha probado para
todo n € N y para todo m € N. Ahora se debe proceder por

induccién sobre m operando en el segundo argumento. Si m = 1,

Zaz <ul,Zb U]> = Z%‘(Ui,bﬂh)

=1 =1

= Z a;by (Ui, U1>
i=1
n 1
= Z Z aibj <UZ‘,U]‘> .

i=1 j=1

Sea m > 1 y suponer que la igualdad vale para m — 1. Se debe
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probar que vale para m. En efecto, por (10.3),

<Zauz,zb%>:

i=1

_ ;al <uZ,ZbU]>

- § Q; <uz>
J
n _
= E a; Uy,

3 w

-1

bjv; + bmvm>
1

-1

3

bjUj> + <Ui, mem>]

=1 j=1
n [m—1

= E a; E bj (ui,vj>+bm <ui,vm>
i=1 _j 1
n

= § Q; § b] u’H/U] + § az m UZ,’Um
n m—1

= E E a;bj (w;,v;) + E E abj (u;,v;)
i=1 j=1 i=1 j=m
n m

= E E aibj <Ui,1}j> .
i=1 j=1

¢) vy (d) Particularizar a w = u y w = v, respectivamente.

e) De la hipdtesis y propiedades del producto escalar se tiene

(

(

(u—wv,w) =0, para todo w € E. Ahora aplicar (b).
(f) Similar al anterior.

(6) (vi,vi) = vy, Z;:Lj;éi a;vj) = Z;:L#i a;(vi, v;) = 0.

(7) Similar al Ejemplo 10.2.

(8) No. A pesar de cumplir los axiomas (PE1)-(PE3) no cumple

1
el axioma (PE4). Contragjemplo: A = ! 0 ] cumple que

11
(A, A) = —2 # 0. Ademas, B = [ L ] cumple que (B, B) =
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(9

)

(10)

(1)

0 pero B # O.

Para la primera matriz se prueba de forma similar al Ejemplo
10.2. Para la segunda se cumplen los axiomas (PE1)-(PE3) pero
no se cumple (PE4). Contraejemplo: (z,z) = —% # 0 para @ =

1

1 0
[ ] #+ [ 0 ] Para la tercera matriz tampoco se cumple.
2

1
Contraejemplo: (z,y) = 4 # 6 = (y,x) para x = ! ], Yy =

1
—1
|

Los 3 primeros axiomas se prueban facilmente mediante no-

taciéon matricial. Para el axioma (PE4), completando cuadra-

dos, se tiene que (u,u) = 6u? — 2ujus + 2ujus + 2u3 + ui =
Uy

2 2

6 (u1 - %uz =+ %u3) + % (u2 + ﬁug) + %ug para u = | uy |,
Uus

de donde se tiene el resultado de forma sencilla.

(a) Similar al ejercicio previo, con (x,r) = 2% + 22179 + 23 +
T1

203 =2 (@1 + us — %x3)2 + 3 (@2 + 25)° + 22 para T = | x,
T3

(b) La matriz dada no es simétrica.

(c) Se obtiene el producto escalar canénico.

o= 1) = &
_ (zy)

“= Ty

lyll = 8.

(a) Como = = xyjuy + ToUus + -+ + TpUy, € Y = YUy + Yous +
- -+ 1Y, Uy, aplicando propiedades del producto escalar se obtiene
(T,y) = (T1us + ToUp + - - - + TpUy, Y1us + Yolp + - -+ + Ynlp) =
Ty + Tays + - 4 TuYn = ([2]8) y]s. (b) Particularizando (a)

al caso y = x se obtiene la norma.
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{C2,2,00 (=2, 2,001, (0,0,1)'}.
(a) Se debe utilizar la definiciéon de suma de dos funciones y
de producto de un escalar por una funcién. Observar que si un
polinomio de grado 2 tiene 3 raices reales entonces debe ser el
polinomio nulo.
(b) Si ¢(x) = x se deben calcular los polinomios p(z) = az?® +
bx + ¢ € Ry[x] tales que (p,q) = 0. Se obtiene 9a+ 10b+ 12¢ = 0
y una base de U+ es {z — Fa? 1 — 322},
(c) dimg(U) + dimg(U+) =1 + 2 = 3 = dimg(Ry[x]).
(d) proyy(p) = £4e = 8o

(a) Es un producto escalar de la forma

1 00 U1
(u,v>:[u1 Us u3] 020 Vg
0 0 3 V3

(b) llull = v/ + 23 + 3.
(c) u? + 2u3 + 3ui = 1, que corresponden al lugar geométrico
de todos los puntos del espacio tridimensional que determina el
elipsoide de ecuacién u? + 1u/22 - 117’3 =1.
(d) dng(u,v) = Ty d(u,v) = V3.
(e) Bys = {(—2,1,0),(3,0,1)} y dimg(U+) = 2

1 t 1 t
(g)w=(2,2,-2)'+(5,—1,1)! € U+U, es tinica pues UpU* =
R3.
(h) (2,2,-2), (5,—1,1)".
(1) ||(7a ]-a _1)t||2 = 54a ||<2a 27 _2>t||2 + ”(5a _L 1>t||2 =24+ 30.
{(1,1,1,1),(=2,2,2,-2)",(2,-2,2,-2)"}.
(a) us = (0,0,4)".
(b) {b =(3,—2,0)", by = (3,%,0)",b5 = (0,0,1)"}. Por la forma
del primer y tercer vectores se puede deducir la del segundo,

cambiando el orden de las coordenadas y un signo.
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(21)

(22)

(23)

(24)

(c¢) Usando coeficientes de Fourier generalizados, v = —2b; +
110y + 15b3.

(a) Probar que las integrales en [0, 1] del producto de cada par de
funciones distintas es 0, es decir, (f1, f2) = (f1, f3) = (f2, f3) = 0.
(b)a=p=v=1

(c) Si S ={fi1, fa, f3}, se tiene proyg(f) = %fl + lefQ.

= (o o E - D). G =

5 —1 2
Gg=1|1 5 =2 |,
2 =2 2

(x+1,x—1) = —4 # 0, por tanto z+1 y x—1 no son ortogonales.

No, pues son linealmente dependientes. Al aplicar el método se

llega a un vector nulo.

Como p(x) = ax? + bx + ¢ > 0, para todo = € R, en particular,
p(zo) > 0 para el nimero z tal que p(zo) es el minimo absoluto
de p en todo R. Al derivar e igualar a 0 se obtiene el punto critico
To = —%. Puesto que p”(xy) = 2a > 0, se trata de un minimo
(en este caso, absoluto). Al sustituir dicho valor, 0 < p(—2£) =

4ac—b>
4a

(a) Al demostrar dicha desigualdad se ha obtenido 0 < ||u +
M|l = (u,u) + 2\ {u,v) + X*(v,v). Se ha encontrado un polino-
mio de segundo grado (pues (v,v) # 0 ya que v # 0) que es no

. Al ser a > 0 se tiene que b* — 4ac < 0.

negativo para todo A € R. En particular, lo sera para el valor

minimo que tome dicha funcién, que se ha calculado en el ejer-

cicio previo; A = —EZZ; Luego, 0 < (u,u) + 2 (—22’;55) (u,v) +
w,w) )2 u,v))2 u,v))2 u,v))?2
(=) (o) = lhull® — 245 + Sp ol = flul® - =

Despejando se obtiene el resultado.
(b) Siguiendo el razonamiento del enunciado, al sustituir en 0 <
Au —v||> = Au — v, \u — v) = XN{u,u) — 2\ (u,v) + (v,v) el
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valor A = izz; se tiene el resultado de forma similar al apartado
anterior.
(c) Siu # 0 # v se debe probar que ‘<”u” u, ”11)” >‘ < 1. En efecto,

0= <2uu+ Tor ||u||qu o) = (i) oo+ 2 gt ) +
<ﬁ) (v,v) = 2+2H ol L (u,v). Despejando se llega a — ||ul|||v]| <
(u,v). De forma semejante, 0 < <”71”u— ﬁv,mu — mv> =
2 — 2||1H ”v”( v). Despejando se llega a (u,v) < |lu||||v]. Am-
bas desigualdades proporcionan |(u,v)| < ||ul|||v]|. Para u =06

v = 0 la desigualdad es evidente.

Al revisar la demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
se observa que, en definitiva, la tnica desigualdad surge de la
expresion (10.3) de la pagina 538, a saber, 0 < ||u+ Av||. Luego,
la igualdad en dicha desigualdad se obtiene < 0 = |Ju + M| &
0 = u+ A < {u,v} es linealmente dependiente (si u = 0, es

evidente, y si u # 0, el coeficiente que lo acompana en 0 = u+ A\v

es 1 #0).

Es claro que si u = 0 6 v = 0, se cumple la igualdad en la
desigualdad triangular. Sean, pues, u # 0 # v. Al revisar la
demostracion de la desigualdad triangular se observa que hay
dos desigualdades en la expresién (10.4) de la pagina 539: una
es (u,v) < [(u,v)| y la otra se obtiene al aplicar la desigualdad
de Cauchy- Schwarz. En la segunda, la igualdad se da si y sélo
si {u,v} son linealmente dependientes (por el ejercicio previo);
luego, al ser u # 0 # v, existe un escalar no nulo A € R tal que
u = Av. Falta probar que (u,v) = |[(u,v)| < X > 0. En efecto,
(w,v) = [{uw,0)] & (u, ) = [{u, )] & Mu,u) = [Au, u)
< Mu,u) = |M[{(u,uw)| (por ser (u,u) > 0 ya que u # 0) <
A = |\ & A > 0. Luego, la igualdad en la desigualdad triangular
se obtiene < {u, v} son linealmente dependientes y uno de los

vectores es un miltiplo no negativo del otro.
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(28)

(a) y (b) se prueban inmediatamente utilizando que |lul]? =
(u,u) y propiedades del producto escalar. (c) Basta aplicar la
desigualdad triangular a z = (z —y) +yey = (y—z)+zxy
propiedades de la norma y del valor absoluto.

Se prueba inmediatamente utilizando que ||ul|?> = (u,u) y propie-

dades del producto escalar (o bien a partir del ejercicio anterior).

Se prueba inmediatamente utilizando que ||u||*> = (u,u) y pro-

piedades del producto escalar.

La ley del paralelogramo asegura que la suma de los cuadrados
de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo coincide
con la suma de los cuadrados de las longitudes de cada uno de
los lados de dicho paralelogramo.

La desigualdad triangular asegura que, en un tridangulo, la lon-
gitud de la hipotenusa es menor o igual que la suma de las lon-

gitudes de los catetos.
Sigue de calcular el coseno de dichos angulos.

Sigue inmediatamente de desarrollar ||u — v||* y de la definicién
de angulo. El cuadrado de un lado cualquiera de un triangulo es
igual a la suma de los cuadrados de los dos lados restantes menos

el doble producto de ellos por el coseno del angulo que forman.
Al revisar la demostracién del Teorema de la mejor aproximacion
se observa que aparece una unica desigualdad. Luego, la igualdad
se obtiene si y sélo si ||proyg(u) —v|| = 0siy sélosiv = proyg(u).
Son inmediatas, basta calcular los productos escalares y las nor-

mas involucradas.

(Fog) =0, 1712 = = gl 1 + gll* = 2.
Por induccion sobre s, aplicando el Teorema de Pitdgoras y ob-

servando que ug es ortogonal a uy 4+ + ug_1.

Se prueba inmediatamente utilizando que ||ul|* = (u,u) y pro-

piedades del producto escalar.
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Se prueba inmediatamente utilizando que ||ul|? = (u,u) y pro-
piedades del producto escalar. Las diagonales x +y y © — y del
paralelogramo determinado por los vectores x e y son ortogona-
les si y s6lo si x e y tienen el mismo moddulo, es decir, cuando
determinan un rombo.

d((z1,22), (Y1, Y2)) = |x1 — 22| + |y1 — yo|. Los axiomas de la defi-
nicion de distancia se comprueban inmediatamente a partir de las
correspondientes propiedades del valor absoluto, d((0,0), (4,4)) =
8.

St = {(r,y,2) € R® : 2 =y = 0} = {(0,0,2) : z € R},
(SH)E ={(u,v,w) eR3:w =0} = S.

(a) dimg(S) = 3, (b) dimg(S*) =1, (c)

s={[2 0] &0 ) o]

By = {[ L ” () proys(A) = [ - ] proys(B) = B.

(e) Se tiene que |[proyg(A) — Allp =3 # 0y [[proys(B) — Bl[r =
0. Luego, A¢ Sy BeS.

dimg(S) = 6 y b = (1,2,3,4,5,6,7) € S*+. Luego, S* = {b}.
Ademas, proyg. (u) = %(1, 2,3,4,5,6,7). La proyeccién de u so-
bre S es proyg(u) = £(4,3,2,1,0,—1,-2).

Sea p := proyg(u). Entonces u = p+(u—p)conpe Syu—p €
S*+. Por el Teorema de Pitagoras, ||ul]* = ||p||*+ ||lu—p|* > |Ip||?,
de donde ||u]| > ||p||- Para obtener el resultado basta aplicar el
Teorema de Pitagoras generalizado para calcular [|p|| escribien-
do previamente a p como combinacion lineal de los vectores del
subespacio {S} mediante los coeficientes generalizados de Fou-
rier. La igualdad se tiene si y s6lo si w —p =0 siy sélosiu=p
siy sélo si u € {S}.

(a) Sea @ = [ G . Qn } particionada segin sus columnas
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q1,--.,qn. Multiplicando por bloques y utilizando que ¢l¢; =
(¢, q;) = d;; se tiene que Q'Q = I,.
10
(b) Si puede ocurrir: @ = | 0 1 |. Sin embargo, si m =ny
00
Q'Q = I,, se tiene que @ es invertible y Q7! = Q! con lo cual
QQ'=Q'Q = 1I,.
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11.1. TEMARIO

Los ejercicios asociados a este capitulo corresponden a los temas:

Los cuatro subespacios fundamentales
Propiedades de los subespacios fundamentales
Dimension de los subespacios fundamentales
Teorema fundamental del rango

Relacion con la equivalencia de matrices
Bases de los subespacios fundamentales
Teorema fundamental del Algebra Lineal
Método de los minimos cuadrados

Existencia y unicidad de la inversa de Moore-Penrose
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11.2. EJERCICIOS

(1) Si A e K*3y B e K*? utilizando los elementos de las matrices
probar que C(AB) C C(A) y F(AB) C F(B).
(2) Sean A, B € K™*™. Analizar la validez de la siguiente afirmacién:
“A~ Bsiysolosi F(A) =F(B)y C(A) =C(B).”
(3) Demostrar el apartado (b) del Lema 11.1 a partir del apartado
(a) por doble inclusién. (Ayuda: Siy € C(A), ;dénde estd y'?)

(4) Para la matriz A € R™*" se considera el conjunto:
N(A) ={z e R": Az = 0},

de todas las soluciones del sistema homogéneo Az = 0, llamado

el espacio nulo de la matriz A.

(a) Demostrar que N(A) es un subespacio vectorial de R".

En los apartados subsiguientes se considerara la matriz

A:1110'
2101

(b) Hallar una base B y la dimensién de N(A).

(c) Hallar un sistema de generadores de N(A) que no formen una
base de N(A) y, por otro lado, hallar un conjunto linealmente
independiente de vectores de N(A) que no formen una base
de N(A).

(d) ;iSon vectores linealmente independientes en R* las filas de

la matriz A7 Justificar.

(e) Encontrar el subespacio vectorial de R* generado por las filas
de la matriz A. ;Generan las filas de la matriz A todo R*?
Justificar.

(f) Usando la base hallada en el apartado (b), responder:
(1) jEs el vector u = (0,—1,1,2)" un elemento de N(A)?
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(5)

(11) (Y el vector v = (—1,0,1,2)?

(111) Sabiendo que z, = (0,1,0,0)" es una solucién particular
1
del sistema lineal Az = [ ) ] , escribir su solucion general.

(1v) Hallar el dnico vector y € R(A") que resuelve (es decir,
es solucién particular) el sistema del apartado anterior y
escribir su solucién general.

Sea A € K™ una matriz no nula con rango fila f y rango co-

lumna ¢ (definidos como las dimensiones de los correspondientes

subespacios fundamentales). Demostrar que:

(a) Existe una matriz B € K"™*¢ y una matriz C' € K" tal que
A= BC.

(b) Existe una matriz M € K™/ y una matriz N € K/*" tal
que A= MN.

(c¢) dim(F(A)) < dim(F(C)) < cy dim(C(A4)) < dim(C(M)) <
f.

Deducir que f = c.

Utilizar la Proposicién 2.8 para probar que las columnas de una

matriz (cuadrada) invertible a coeficientes en K forman una base

del espacio columna de dicha matriz.

Sean A € R™" y b € R™*!, Demostrar el Teorema de Rouché-

Frobenius:
Az = b tiene solucién = rg([ A b])=rg([ A])

utilizando el espacio columna de A, teoria de espacios vectoriales

y el teorema fundamental del rango.
Sea A € R™*™, Demostrar que:

(a) N(A'A) =N(A).

(b) N(AA") = N(AY).

(c) rg(A'A) = rg(A).
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(10)

(11)

(12)

() rg(AAT) = rg(A).

(e) R(A'A) = R(AY).

(f) R(AAY) = R(A).

(g) Si se denota por ¢, ¢y, ..., ¢, las columnas de la matriz A,
utilizando la notaciéon de la Proposicién 10.12 probar que
A'A = G(cy, 09, ..., ¢,), la matriz de Gram formada con los
productos escalares de las columnas ¢y, co, . . ., c,.

Resolver el sistema de ecuaciones lineales Az = b siendo
x
1 00 10
1107 |3
z

(a) Hallar un vector solucién particular p de Ax = b con tercera

Para ello se pide:

componente no nula y encontrar S = p + N(A).

(b) Hallar el tinico vector a € [N(A)]* tal que Aa = by encon-
trar S = a+ N(A).

(c) Comparar ambas soluciones eligiendo una solucién arbitraria
de S y expresarla segtin cada uno de los conjuntos de los
apartados anteriores.

(d) Calcular los restantes subespacios fundamentales y sus di-
mensiones.

(e) Realizar una interpretacion geométrica en R* y R? situando
los subespacios N(A), N(A?), R(A) y R(A").

Probar que las soluciones de un sistema lineal compatible coin-

ciden con sus soluciones de minimos cuadrados.

Sea O # A € R™". Si A = QP es una factorizacién de rango

completo de A, probar que N(A) = N(P).

Encontrar la recta de ecuacion y = ax + b que mejor aproxima a

los puntos (0,0), (1,1) y (2,3) en el sentido de los minimos cua-
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(13)

drados. Representar graficamente los puntos y la recta obtenida.

En Estadistica se conoce como la recta de regresion.

Encontrar las soluciones de minimos cuadrados de los siguien-
tes sistemas Ax = b. Analizar, en cada caso, si es Unica o no.
Hallar la solucion de minimos cuadrados de norma minima para
cada uno de ellos (procediendo mediante un método geométrico,
mediante uno algebraico (las ecuaciones normales) y a partir de

una factorizacién de rango completo.

[2 1 1
(a) A=|2 2 |,b=|1
00 1
[1 0 2] [ 1]
b) A=]01 2|,b=]|1
0 0 0| 2 ]
(10 2] [ 3]
(c)A=]101 2|,b=]1
0 0 0| L0 |
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11.3. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

(1)

(4)

Al calcular el producto AB se obtiene una matriz de tamano
2 x 2. Ahora cada columna se puede escribir como combinacién
lineal de las columnas de A. De este modo, todo elemento de
C(AB) resultard ser un elemento de C(A). De forma similar se
procede con las filas de AB. En este caso, cada combinaciéon
lineal de las filas de AB resultara ser una combinacion lineal de
las filas de B.

La afirmacién es falsa. Al tratarse de un si y sélo si, con que
una implicacién sea falsa, la afirmacion lo serd. Este es el caso.
Se cumple que (<) es verdadera (pues con que se cumpla una
de las dos condiciones F(A) = F(B) o bien C(A) = C(B) se
tiene que A ~; B o bien A ~,. B, con lo cual A ~ B). Sin
embargo, (=) es falsa como se puede comprobar mediante el

1 0 0 1 0 0
siguiente contraejemplo: A = B = )
8 Jernp [ 00 1 ] ' [o 1 o]

donde A ~. B (es decir, se cumple C(A) = C(B)) pero A =, B
(con lo cual F(A) # F(B)).

y € C(A) & ¢y € F(A") & y' = 2'A" para algin z! € K!*"
& y' = (Ax)' para algin 2' € K" < y = Az para algin
r e KL,

(a) Es inmediato comprobar las 3 condiciones que caracterizan

un subespacio vectorial.
1 —1

1 .
(b) By = b1 = b1 = 0 y dimg(N(A)) = 2.

e}
—_
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(c) Un sistema de generadores que no es base:

1 -1 0
-2 1 -1
L’ o’ | 1
0 1 1
1
. : . . —2
Un conjunto linealmente independiente que no es base:
0

(d) Si, por ser vectores no nulos y no ser uno multiplo del otro.
(e) F(A) = {(a+2b,a+b,a,b):a,be R} #R.

(f) (I) No pues al plantear la combinacién lineal pedida se obtiene
un sistema lineal incompatible, (II) Si, v = 1b; + 2bo, (III) S =
2y + N(A) = 2z, + by + pbe, A, € R, (IV) y debe satisfacer

1
Ay = [ ) ] , con y combinacién lineal de las columnas de A?, es

decir,

o+ 203

1y |1 110 a+ 3

[1]_[2 10 1] a

g
1
i
Resolviendo,a:%,ﬁzo, con lo cual y = i’
3

)

(a) Sean f = rg;(A) y ¢ = 1g.(A). Se considera la matriz B
construida mediante unas columnas {by, ...,b.} que formen una
base del espacio C(A). Escribiendo cada vector de C(A) como
combinacion lineal de las columnas b; anteriores y expresando el

resultado como un producto de matrices se consigue A = BC pa-
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ra cierta matriz C' (que contiene los escalares de la combinacién
lineal).

(b) Dada A, aplicando a A" el apartado (a) y trasponiendo se
obtiene el resultado pedido.

(¢) Usando que F(BC) C F(C)
ne que dimg(F(A4)) < dimg(F(C)

De forma similar, dimg(C(M )) <

y C(MN) C C(M) se tie-
) < ¢ pues C tiene c filas.
f pues M tiene f colum-
nas. Luego, f = ¢ pues f g;(A) = dimg(F(A)) < cy
¢ =rg,(A) = dimg(C(A)) < f.
Las columnas de una matriz A = [ ay -+ ap } e K™ de-
terminan un sistema generador de C(A) pues, por el Lema 11.1
y por la Proposicién 2.8, C(A) = {Az : x € K"} = {z1a; +
ct Tpan o xy,.. 1, € KE = {al, ..., an}. Ademds, dichas

columnas forman un conjunto linealmente independiente pues si

Y1
0=wia1+---+ypa,=A| : |, yporser A invertible se tiene
Yn
Y1
] =0.
Yn

Sean A € R™" y b € R™! Por el Lema 11.1, existe z €
R™! tal que Az = b < b € R(A) = C(A) & b es combina-
ci6n lineal de las columnas aq,...,a, de A & {ay,...,a,,b} =
{aq, ... an}<:>fR<[ e ap bD:fR([al anD<:>
(R | T PG |

vg([ A b)) =rg(l A)).

La penultima equivalencia es cierta pues: (=) Si dos subespa-
cios vectoriales coinciden entonces lo mismo ocurre con sus di-
mensiones. (<) Si se cumple la tltima igualdad de rangos, la
igualdad de los correspondientes espacios columna sigue del he-

cho que siempre se cumple la inclusién iR([ a; -+ ap ]) -
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R([ a --- a, b D y, al ser dos subespacios con la misma

dimension, deben ser iguales.

8) (a) (D) z e N(A) = Ax =0 = A'Az =0 = z € N(A'A).
(C) z e N(A'A) = A'Azx =0 = 2'A'Az = 0 = (Ax)'(Az) =0
= (Az, Az) = 0 (donde el producto escalar es el candnico de
R™1N) = Az =0 =z € N(A).
(b) Aplicar (a) a la matriz A* (en lugar de la matriz A).
(¢) A partir de la dimension de los subespacios fundamentales,
dimg(N(A)) 4+ rg(A) = n, de donde rg(A) = n — dimg(N(A)).
Del mismo modo, para la matriz A*A se tiene rg(A'A) = n —
dimg (N(A*A)) puesto que A'A € R™". Tomando dimensiones
en (a) y sustituyendo se tiene el resultado.
(d) Aplicar (c) a la matriz A* (en lugar de la matriz A).
(e) Se conoce que siempre se cumple la inclusién R(A'A) C
R(A"). Su igualdad sigue del hecho que ambos espacios tienen
la misma dimension, lo que se deduce de (¢) y recordando que A
y A! tienen el mismo rango.
(f) Aplicar (e) a la matriz A’ (en lugar de la matriz A).
(g) Basta multiplicar matrices por bloques y recordar que el pro-

ducto escalar candnico de R™*! es (z,y) = z'y.

0 0
(9) (a) Se observa que [ 5 ] =3 [ . ], es decir, el vector de térmi-

nos independientes es multiplo de la segunda columna de A

y, ademas, la tercera columna de A no produce restricciones,

0 0 0
p = 31, N(A) = 0:zeR ) = 0 , S =
1 z 1
0
3 a€eR
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(11)

183
(b) Los vectores o € [N(A)]* tienen la forma o = | b |, con
- a
a,b € R. Resolviendo el sistema y ] b | = [ 2 ] se
- 0
0 0]
obtienea= | 3 | yS= 3 geR
0 B
(c) Coinciden si se toma =1+ a.
1 1
() R(A) =R2, R4 =4 | o |, |1 ,N(At)_{lgn.
0 0

(e) Los subespacios R(A) y N(A?) se deben pintar en R?, y co-
rresponden a los subespacios triviales. Los subespacios R(A) y
N(A) se deben pintar en R3, y corresponden al plano OXY y al
eje OZ, respectivamente. El conjunto solucién S = o +N(A) es

una recta paralela a N(A) que pasa por el “punto” a. Se observa

0
que cualquier punto de la forma | 3 |, con zy € R, sirve para
<0

representar el conjunto S como S = zy + N(A), en particular

puede ser zy = 1, que corresponde al punto p.

Sea Az = b un sistema compatible con x, € R™*! tal que Az =
b. Luego, S := {zr € R : Az = b} # (. De ||Azg — b|| =
0 < ||[Az — b||, para todo x € R™!| se tiene que la solucién zg es
solucion de minimos cuadrados. Reciprocamente, si xq es solucién
de minimos cuadrados, ||Azy—b|| < ||Az—b|| para todo z € R™*!.
En particular, si z € S se tiene, 0 < ||Azy — b|| < ||Az — b|| = 0.
Luego, Axqg — b =0, es decir, g € S.

(C) Si 2 € N(A) entonces Az = 0, es decir, QPzx = 0. Como
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(12)

(13)

rg(Q) = r (esto es, @ tiene rango completo por columnas), existe
una inversa a izquierda Q; de @) (véase Proposicién 11.5) con lo
que se cumple que ;@) = I,. Premultiplicando ambos miembros
de QPx = 0 por Qg se llega a Pr = 0. Asi, por definicion,
x € N(P). Por lo tanto, N(A) C N(P).

(2) Si x € N(P) entonces Pxr = 0. Premultiplicando por @
se tiene Az = QPx = 0, de donde x € N(A). Por lo tanto,
N(P) CN(A).

Al sustituir los puntos en la ecuacién de la recta se obtiene el

0 1 0
a
sistema | 1 1 [ ] = | 1 |. Al premultiplicar por la tras-
2 1 3
puesta de la matriz de coeficientes y resolviendo las ecuaciones

normales obtenidas se llega a y = %x — %.

(a) rg(A) = 2 = n, hay solucién dnica de minimos cuadrados:

x =3,y =0.(b) rg(A) = 2 # 3 = n, hay infinitas soluciones de

minimos cuadrados: El conjunto solucion de minimos cuadrados
x

esté formado por los (infinitos) vectores de la forma | y | donde

z
= 1-2«
= 1—-2a ,a€R.
zZ = «

Minimizando la expresiéon f(a) = 2(1 — 2a)? + o se obtiene
4

a = 3, con lo cual la solucion de minimos cuadrados de norma
1
9
minima es x, = % . Una factorizacién de rango completo de
4
9
10
1 0 2 N1 A
Aes A=QP | 0 1 01 9 . Luego, Qr = (Q'Q)'Q" =

0 0
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5 —4
1 00
[ 01 0 ] y Pp = P{(PP")™' = {| —4 5 |. Finalmente,
2

r, = PpQrb = . (¢) rg(A) = 2 # 3 = n, hay infinitas solu-

Ol Ol Ol

ciones de minimos cuadrados: El conjunto soluciéon de minimos

cuadrados estd formado por los (infinitos) vectores de la forma

x
y | donde
z
r = 3— 2«
= 1—-2a ,a€R.
z = «

Minimizando la expresién f(a) = (3 — 2a)? + (1 — 2a)? + o se

obtiene a = %, con lo cual la solucién de minimos cuadrados de

—
—

norma minima es x, = . Sirve la misma factorizacién de

©l00 0|~ ©

rango completo que en (b).
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que en el mundo invisible produce directamente la verdad y el conocimiento; y, en fin,
que es preciso fijar bien las miradas en esta idea, para conducirse con sabiduria en la
vida publica y en la privada.’ Esta idea es Dios mismo, principio eterno e inmutable del
orden moral y del orden politico. Ahora se comprendera por qué el fin de la educacién
filoséfica, destinada a formar los jefes futuros del Estado, debe ser el de dirigir la
inteligencia de estos hacia la idea del Bien. Esto es lo mismo que presentar el orden
divino como modelo de gobierno.

;Cémo se elevard el alma progresivamente de las primeras tinieblas a esta pura
luz? Esto serd objeto de ciertas ciencias, que los magistrados futuros cultivardn con
preferencia, como una especie de aprendizaje intelectual.

En primera linea entra la aritmética, en lo que tiene de maés elevada, ‘no para
hacerla servir, como sucede entre los mercaderes y comerciantes, para las compras y
las ventas, sino para elevarse por medio de la pura inteligencia a la contemplacién de
la esencia de los numeros.’

Después viene la geometria, muy propia para formar en el alma ‘ese espiritu
filoséfico, que eleva nuestras miradas hacia las cosas de lo alto, en lugar de abatirlas
sobre las cosas de este mundo’, con tal que procuremos fijarnos, no en las figuras, sino
en la ideas que representan.

En tercer lugar, serd preciso crear una ciencia, ain no inventada, pero necesaria
para completar la precedente, una geometria de los sélidos de tres dimensiones.

Y en cuarto lugar, la astronomia, estudiada con el mismo espiritu que las tres
primeras ciencias.

Pero todas éstas no serdn méas que preludios de la verdadera ciencia filoséfica, la
que pone al hombre en situaciéon de dar y entender la razén de todas las cosas. ;Cual
es? La dialéctica, ciencia y método a la vez, que da al alma la facultad de elevarse
desde los objetos més humildes hasta la idea del bien, y de descender luego de la idea
del bien hasta los mas humildes objetos, recorriendo asi en su marcha todos los grados

del ser. Esta es la ciencia tltima, ‘la cima y el coronamiento de las demds ciencias’.”

Platén, Obras completas, edicién de Patricio de Azcdrate, tomo 7, Madrid 1872.
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