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Prologo

Al iniciarse el siglo XXI, es cada vez mayor la cantidad y calidad de
material que deben dominar los estudiantes de Matematicas a nivel de
licenciatura, independientemente de sus planes a futuro. Esto es particu-
larmente cierto en lo que respecta al dlgebra.

El presente libro intenta cubrir ese material agrupado en cinco capitulos
correspondientes a grupos, anillos, teoria de Galois, dlgebra lineal y temas
complementarios. La situacion ideal para quien aspire a adquirir una sélida
base algebraica, para después completar estudios de postgrado, es que
dedique un semestre a cada uno de los primeros cuatro capitulos del libro,
de manera que tenga tiempo de adquirir el lenguaje, digerir los métodos y
resultados aqui presentados; asi como de interactuar con los problemas
enunciados. También es posible disenar cursos para un ano de algebra
basédndose en este libro; tal vez omitiendo algunas secciones.

Este es un proyecto ambicioso, que requiere de bastante trabajo tanto
del alumno como del profesor. Por otro lado, cada vez hay mas alumnos y
profesores competentes capaces de cubrir el material aqui incluido.

El autor confiesa su mala intencién de poner directamente en manos de
alumnos destacados, ideas y retos que sus profesores de licenciatura tal vez
no quieran darles.

El nombre del libro, Algebra Clésica, concuerda con el criterio usado para
la eleccién de los temas a tratar y de su profundidad. El mayor prerequisito
para su comprension, es el interés por el tema, junto con un curso previo
de &lgebra lineal elemental.

El quinto capitulo ahora enfatiza dlgebras de Clifford y los grupos orto-
gonales y spin.

José Antonio Vargas M.
CIIDIR-Oaxaca, IPN
Oaxaca, Oax. México

Noviembre, 2023
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Capitulo 1
Grupos

1.1 Preliminares

En esta seccidon enunciamos ciertas propiedades de los enteros Z y de los
enteros médulo n que se necesitardn inmediatamente.

Dados a,b € Z con b # 0, existen ¢,r € Z con a = bq + r de manera que
0 < r < |b|. Este es el algoritmo euclideano.

Un nimero entero p > 1 es primo cuando solamente es divisible por +1
y por %p.

Todo entero positivo distinto de 1 puede escribirse como producto de
potencias positivas de primos. Esta expresién es tinica, en el sentido de que
n=pi...pir =g g,
donde py, ..., p, son primos distintos; y q1, ..., gs también son primos distin-
tos con a;,b; > 0 para todas ¢, 7, implica que r = s y para cada 1 <i <r

existe 1 < j < s tal que j es tnico, p; = q; y a; = b;.
Se dice que ¢ > 0 es el mdximo comiin divisor de m y n, escrito
¢ =m.c.d.{m,n} cuando ¢ divide a m (escrito c|m), c|n y (d|m, d|n = d|c).
Cuando m =pi* -+ p* yn=rp* - -pbr con ay, b; > 0, entonces

m.c.d.{m,n} = p{*---p;",

donde ¢; = min {a;,b;}, para todo i. Observamos que siempre es posible
escribir dos niimeros positivos m y n en esta forma, permitiendo que algunos
exponentes sean cero.

Se dice que s > 0 es el minimo comiin multiplo de m y n, cuando
mls, n|s y (m|r,n|r = s|r). Esto se escribe asi: s = m.c.m.{m,n}.

Cuando m =p{*---plryn = p?l -+ pbr con ay, b; > 0, entonces

m.c.am.{m,n} = p~* ... pkr,
donde k; = méax {a;, b; }, para todo i.
Por lo anterior, (m.c.d.{m,n})(m.c.m.{m,n}) = mn.
Dos enteros a y b son primos relativos cuando m.c.d.{a,b} = 1.
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Los ntimeros naturales N = {0,1,2,...} estdn bien ordenados; lo que
quiere decir que satisfacen la siguiente condicion:

Axioma 1.1 Todo subconjunto no vacio de N tiene un elemento minimo.

Usando esta propiedad, tenemos la siguiente caracterizacién del m.c.d.
de dos numeros:

Proposicion 1.2 El mdzimo comun divisor de m y n, ambos no iguales a
cero, es el minimo elemento positivo del conjunto A = {am+bn | a,b € Z}.

Demostracién: A es claramente no vacio pues contiene a 0. Ademas,
también contiene elementos positivos. Sea ¢ el minimo de ellos, de manera
que existen a,b € Z tales que am + bn = c.

Por el algoritmo euclideano, existen g, € Z tales que m = cq + r,
satisfaciendo 0 < r < ¢; pero r =m — c¢q¢ = (1 — ga)m + (—gb)n € A.

Siendo ¢ minimo positivo, se obtiene que r = 0, es decir, que c|m. Simi-
larmente, c|n. Por tltimo, d|m,d|n = d|(am +bn) =c. DO

Pasamos ahora a definir los enteros moédulo n:

Fijamos 0 < n € Z y definimos una relacién ~ en Z asf:

a~b<n|(a—Db).
Es inmediato que
e ~ es reflexiva, esto es, que a ~ a para toda a € Z;
e ~ es simétrica: a ~b < b~ q;
e ~ es transitiva:a ~b,b~c=a~c.

Esto significa que ~ es una relaciéon de equivalencia, por lo que Z es
la unién disjunta de las clases de equivalencia, es decir, de los conjuntos
{meZ|mn~a}={a+rn|reZ}, que abreviamos asi: a.

Es comun escribir a = b (modn) cuando a ~ b.

Definimos operaciones en el conjunto de n elementos {0, 1,...,n — 1} asf:

a+b=a+b, axb=ab,

que estan bien definidas como es facil ver. En esta forma, este conjunto con
esas operaciones son los enteros médulo n, escritos Z/nZ.

Ejercicios
1. Dados a,b € Z con b # 0, demuestre que los nimeros ¢, r tales que

a =bg+rcon0 <r < b, cuya existencia garantiza el algoritmo
euclideano, son tnicos.
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2. Sea T un subconjunto no vacio de Z tal que si a,b € T, entonces
(a +b),(a —b) € T. Demuestre que T consiste de los multiplos de
algin entero m.

3. Demuestre que todo entero positivo se puede escribir de manera tnica
como una suma de distintas potencias no negativas de 2.

1.2 Definiciones y Primeros Resultados

Un grupo G es un conjunto equipado con una operacién (aqui escrita como
multiplicacién) tal que:

1. a,be G=abeq.

2. a(bc) = (ab)c para todos a,b,c € G.

Esta propiedad se llama asociatividad.
3. Existe un elemento 1 € G tal que al = la = a para toda a € G.
4. Para toda a € G, existe b € G tal que ab = ba = 1.

Es inmediato que el elemento cuya existencia garantiza la condicién 3 es
unico, pues si 1’ satisface la condicién 3, se tiene que

1=11"=1".

Este elemento es la identidad de G.

En vista de esta observacién, la condicion 4 tiene sentido; y ademas, dado
a, se tiene que el elemento b de esa condicion es tinico, pues si ¢ también
la satisface, entonces

ab = ac = 1= b(ab) = blac) = (ba)b = (ba)c = b = c.

En esta situacién, se escribe b = a~! y se dice que b es el inverso de a.
Es claro que (a71)"! = a y que (ab)~! = b~ta~! para todos a,b € G.
Cuando C' es un conjunto finito, o(C') denota el nimero de elementos de

C'y se llama el orden de C.

Se dice que un grupo G es abeliano cuando ab = ba para todos a,b € G.

Ejemplos. Como ejemplos de grupos tenemos los siguientes, para los que
fijamos nuestra notacion.

1. Los ntmeros enteros Z ante la suma.
2. Los numeros racionales Q ante la suma.

3. Los nimeros reales R ante la suma.
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4. Los nimeros complejos C ante la suma.

5. Los enteros médulo n ante la suma, Z/nZ. Cuando eliminamos la
multiplicacién de este conjunto, escribimos Z,, y decimos que es el
grupo ciclico de orden n.

6. Dado un conjunto arbitrario X, la coleccién de todas las biyecciones
f X — X forma un grupo ante la operacién de composicién de fun-
ciones, el grupo simétrico Sx. En caso de que o(X) = n, escribimos
Sn. Los elementos de estos grupos se llaman permutaciones.

7. El conjunto de todas las matrices n X n con coeficientes en Q, resp. en
R 6 en C y determinante # 0 forma un grupo ante la multiplicacién de
matrices, el grupo general lineal GL,,(Q), resp. GL, (R) 6 GL,(C).

8. El conjunto de todas las matrices n X n con coeficientes en Q, resp. en
R 6 en C y determinante 1 forma un grupo ante la multiplicacién de
matrices, el grupo especial lineal SL,,(Q), resp. SL,(R) 6 SL,(C).

9. Por otra parte, los nimeros naturales N no son un grupo ni ante la
suma ni ante la multiplicacién.

Dados un grupo G y un subconjunto H C G, se dice que H es un
subgrupo de G cuando H es un grupo ante la misma operacién de G.
Esto lo escribimos asi: H < G.

Ejemplo. SL,, < GL,, sobre cualquier campo como Q,R 6 C.

Para subconjuntos arbitrarios A, B C G, definimos los conjuntos
At ={a'|ac A}y AB={ab|a€ A, be B}.

Proposicién 1.3 Si @ # H C G, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) H<G.

b HHCHvy H'1CH.

c) HH-' C H.

Demostracion: a) = b) y b) = ¢) son claras. Veamos que ¢) = a):

Como existe h € H, se tiene que 1 = hh™' € H y que por lo tanto
a € H= a"'=1a""! € H. Finalmente, tenemos que a,b € H = ab =
a™)"'eH. o

Observacién. Si H es finito, entonces la condicién H~! C H de b) es
redundante, es decir, HH C H = H~' C H, pues dado h € H se tiene que
hH C H y también o(hH) = o(H) = hH = H. Por tanto existe k € H con
hk = h, asi k = 1 y también existe j € H con hj = 1; pero h™! =j € H
en ese caso.

Teorema 1.4 (Lagrange) Si G es un grupo finito y H es un subgrupo,
entonces o(H) | o (G).
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Demostracién: Toda clase lateral derecha xH de H tiene o( H) elemen-
tos. Si xhy = yhe € tHNyH con hy, he € H, entonces y 'z = hghfl € H,
por lo que *H = y(y~*x)H = yH. Se ve entonces que las clases laterales
distintas son disjuntas. Si hay n de ellas, se tiene que n(o(H)) = o(G). O

El indice de H en G, escrito [G : H] es el ntimero de clases laterales
de H en G. Cuando G es finito, [G : H] = o(G)/ o (H), ver el Ejercicio 2,
pagina 8.

Si {H;} es una coleccién de subgrupos de G para i € I, entonces clara-
mente (();c; H;) < G. Mientras que dado un subconjunto A C G, se tiene
que la interseccién de todas las H tales que A C H < G es un subgrupo de
G, escrito (A4) y llamado el subgrupo generado por A.

Se dice que un grupo G es ciclico cuando existe un elemento a € G tal
que G = (a). Es claro que Z, es ciclico y de orden n. Usando la asociativi-
dad, también es claro que todo grupo ciclico es abeliano.

Corolario 1.5 Si G es un grupo finito de orden n, entonces a™ = 1 para
toda a € G.

Demostracién: Dado 1 # a € G, sea H = (a). Claramente se ve que
H = {l,a,a?,...,a™ 1}, donde m es el minimo entero positivo tal que
a™ = 1. Asi, o(H) = m, m|n por el Teorema de Lagrange y ™ = 1. O

Definimos el orden de un elemento a € G como el orden de {(a}, escrito
o(a).

La funcién ¢ : N — N de Euler queda definida por ¢(1) = 1 y para
n > 1 por p(n) = numero de enteros positivos menores que n y primos
relativos a n. Por ejemplo, si p es primo, p(p™) = p™ — p™~ L.

Corolario 1.6 (Euler) Si a y n son primos relativos, con n positivo, en-
tonces a?™ =1 (modn).

Demostracién: Observemos primero que si a y n son enteros primos rela-
tivos, entonces a + kn y n también lo son, para todo k € Z. De manera que
tiene sentido considerar a los elementos de Z/nZ = {0, 1, ...,n — 1} que son
primos con respecto a n. Este conjunto H forma un grupo multiplicativo
de orden ¢(n), pues HH C H y entonces H~! C H (vea la Observacién
previa). Como @ pertenece a este grupo, se tiene que a?™ =1 (modn). O

Corolario 1.7 (Fermat) Si p es un nimero primo y a es un entero, en-
tonces a? = a (mod p).

Demostracién: Como ¢(p) = p—1, se tiene que a?~! = 1 (mod p) siempre
que pta. En todo caso, a? = a (modp). O

Corolario 1.8 Sia > 1,n > 1 son enteros, entonces n | p(a™ —1).



6 1. Grupos

Demostracién: Sea G el grupo multiplicativo de los enteros (mod a™ — 1)
primos con respecto a a” — 1. Entonces o(G) = ¢(a™ — 1). Es claro que
a€ Gyqueola) =n,porloquen| @ —1). O

Si A, B, C son conjuntos finitos, es facil ver que

o(AUB) =0o(A) +o(B) —o(AN B),
o(AUBUC) =0(A)+0o(B)+0(C)—o(ANB)—o(BNC)—o(ANC)
+o(ANBNCO).
Esto se generaliza como sigue.

Proposicién 1.9 (Principio de inclusién y exclusién) Si Ay,..., A,
son conjuntos finitos, entonces

o(U A;) = Z o(A;) — Z o(A;iNA)+ -+ (=1)" o (ﬂ A;).

Demostracion: Cada a € U; A; estd contenido en exactamente un ndmero
1 <t < n de conjuntos A;. Por eso, fijando ¢, el elemento a da origen en el
lado derecho de nuestro enunciado a una contribuciéon de

(-
(- () ()-o-r-0-

Ahora aplicamos este resultado al célculo de la funcién ¢ de Euler.

pues

Corolario 1.10 Si p1,...,p,m son los distintos primos que dividen a un
entero positivo n, entonces

m

n n n n 1
Lp(n):n _______ — + ++7_:nH(1_i>
h Pm  P1P2 Pm—1Pm iy bi

Demostracion: ¢(n) enumera los elementos que quedan del conjunto B =
{1,2,...,n}, al omitir aquellos que tienen un factor comun no trivial con n.

Si A; es el subconjunto de B formado por los nimeros divisibles por p;,
tendremos que p(n) = o(B N U;4;).

La conclusién se sigue de la Proposicién 1.9 y de que

n
ol A: (--- VY= " O
(A, N---NA) P

Observacién. Si m.c.d.{a,b} = 1, entonces ¢(ab) = ¢(a)p(b).
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Teorema 1.11 Sea G = (g) un grupo ciclico de orden n. Entonces:

a) Todo subgrupo de G es ciclico.

b) El orden de un elemento g™ es n/m.c.d.{m,n}.

¢) El nimero de elementos x € G tales que G = (x) es o(n).

d) Para cada entero positivo r tal que r|n, existe un dnico subgrupo de
orden r.

Demostracién: a) Sea H < G. Definimos T = {i € Z | ¢ € H}. El
conjunto T es cerrado ante la suma y la resta de sus elementos; asi como
ante la multiplicacién por cualquier entero, por lo que existe s € N tal que
T consiste de los miltiplos de s. Asi, H = (g°).

b) El orden de un elemento g™ es el minimo entero ¢ tal que n | mt. Este
nimero es n/ m.c.d.{m,n}.

c¢) En vista de b), un elemento g° con 1 < i < n genera a G si y s6lo
si m.c.d.{n,i} = 1, es decir, si y sélo si i es primo con respecto a n. El
numero de posibilidades para i es entonces ¢(n).

d) También en vista de b), un elemento g° es de orden 7 si y sélo si
m.c.d.{n,i} = n/r. De esta manera, H = (g"/") es de orden r y H contiene
a todo elemento de GG de orden r. O

Lema 1.12 Si H, K < G, entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) HK < G.

b) HK C KH.

¢c) HK = KH.

Demostracion: ¢) = b) es claro.
Veamos que b) = a) verificando que se satisface la condicién ¢) de la
Proposicién 1.3 para HK:

(HK)(HK) ' =H(KK Y2YH 'CHKH '=HK 'H™;
pero HK C KH = K- 'H-' C H'K~! de manera que
HK'H 'CHH 'K 'CHK '=HK.

Asf podemos concluir que (HK)(HK)™! C HK y que HK < G.
Finalmente, a) = ¢), porque HK = (HK) ! =K 'H-'=KH. o

Corolario 1.13 i G es un grupo abeliano y H, K < G, entonces también

HK <G.

Lema 1.14 Si H, K son subgrupos finitos de G, entonces

o(H) o (K)

o(HK) = W.
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Demostracion: Esto es consecuencia de observar que hik; = hoky &
hy'hy = koky' € HN K, para todas h; € H,k; € K. O

Proposicién 1.15 (Poincaré) Si H, K son subgrupos de indice finito en
un grupo G, entonces H N K también tiene indice finito.

Demostracién: Para cualquier z € G arbitrario, es claro que se tiene
x(HNK) = (zH) N (zK), por lo que solamente hay un nimero finito de
posibilidades para clases laterales de (H N K). O

Ejercicios

1.

Un monoide es un conjunto con una operacién que satisface las
primeras tres condiciones para ser grupo. Dé 3 ejemplos de monoides
que no sean grupos.

Sean G un grupo y H un subgrupo. Construya una biyeccién del
conjunto de las clases laterales izquierdas de H en G al conjunto de
las clases laterales derechas de H en G.

Sean H y K subgrupos finitos de un grupo G. Demuestre que el
numero de elementos de una clase lateral doble, definida como
HxzK = {hxk | h € H,k € K} esigual a o(H)[K : (x7'Hz N K)].

. Sean m,n € N con r = m.c.d.{m,n}. Demuestre que

p(r)

p(mn) = p(m)p(n)

Para cierto entero positivo h, se tiene que el ndmero 2" +1 = p es
primo.

a) Demuestre que el orden de 2 en el grupo multiplicativo de Z/pZ
es 2h.

b) Demuestre que 2h | (p — 1) = 2"

¢) Demuestre que h es una potencia de 2.

a) Sean d y n enteros positivos tales que d|n. Demuestre que el niimero
de enteros ¢ tales que 0 < i <n y m.c.d.{i,n} =d, es p(n/d).

b) Demuestre que 3, ¢(n/d) = n.

Sean A y B conjuntos finitos con o(4) =m, o(B) =ny m > n.
a) Calcule el nimero de funciones f: A — B.

b) Demuestre que el nimero de funciones suprayectivas f : A — B es

i(—l)l‘(’;) (n— i)™



1.3 Subgrupos Normales 9
1.3 Subgrupos Normales

Se dice que un subgrupo N de G es normal cuando xNz~! C N para toda
x € G. Esto es claramente equivalente a tNz~! = N para toda z € G y se
escribe N < G.

Proposicion 1.16 Para N < G, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

a) N<G.

b) Toda clase lateral izquierda de N es una clase lateral derecha de N (o
reciprocamente). Mds precisamente, Nx = xN para toda x € G.

¢) El producto de dos clases laterales izquierdas (resp. derechas) de N es
una clase lateral izquierda (resp. derecha) de N.

Demostracién: a) = b): Se tiene que Nz~ = N para toda z € G. Por
tanto, xN = Nz para toda x € G.

b) = ¢): (Na)(Nb) = N(aN)b= N(Na)b = Nab para todas a,b € G.

¢) = a): Para toda x € G, NxNz~! es una clase lateral izquierda de N
que contiene a 1; por tanto NeNz~' = N y asi tNz~ ! C N. O

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son todas faciles de verificar.

1. Todo subgrupo de indice 2 es normal. Esto es consecuencia de la
equivalencia a) < b) de la Proposicién 1.16.

2. Si G es abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal.

3. Toda intersecciéon de subgrupos normales es un subgrupo normal.
4. SiN <Gy H <G, entonces (NNH) < H.

5. SiN<aGy H<G,entonces NH<Gy N < NH.

Ejemplo. Sea H = {£1,+i,+j, £k} el conjunto de 8 elementos con mul-
tiplicacién dada por 2 = j2 = k2 = —1,ij = k = —ji,jk =i = —kj, ki =
j = —ik, (=1)* = 1,(=1)(+i) = Fi, (-1)(£)) = F4, (—1)(£k) = Fk; este
es el grupo de cuaternios. Todos los subgrupos de H son normales y H
no es abeliano, por lo que el reciproco de la Observacion 2 es falso.

Teorema 1.17 Si N < G, entonces el conjunto G/N de las clases laterales
1zquierdas de N en G es un grupo.

Demostracién: Esto es claro porque (Na)(Nb) = Naby (Na)~' = Na™!
para todas a,b € G, ante la multiplicacién de bloques, que es asociativa
con identidad N. O

Se dice que un grupo G es simple cuando sus unicos subgrupos normales
son {1} y G.
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Para a,b € G definimos su conmutador como (a,b) = aba~'b~!. Como
a 'y b conmutan si y sélo si (a,b) = 1, se puede interpretar al conmutador
de ellos como una medida de su falta de conmutatividad.

Definimos al grupo derivado G’ de un grupo G como

G = {(a,b) | a,b € G).

Proposicién 1.18 Si N < G, entonces G/N es abeliano & G' C N.

Demostracién: Nab = Nba < Naba b= = N < aba= b~ € N. O

Proposicién 1.19 Si H < G y G’ C H, entonces H < G.

Demostracién: Dados h € H y g € G arbitrarios, ghg~'h~! € G’ C H;
por consiguiente ghg~* € H. O

Proposicién 1.20 Si M, N 1 G y MNN = {1}, entonces mn = nm para
todos m e M yn € N.

Demostracién: (m,n) = (mnm=')n~! = m(nm='n~') € M N N. Por
tanto, (m,n) =1. O

Ejercicios

1. Sean G un grupo finito y H < G. Demuestre que (H es normal) <
(todas las clases laterales dobles HaH tienen el mismo nimero de
elementos).

2. Paraa,b € R, sea T, : R — R la transformacién dada por T, ,(z) =
ax + b para todo x € R.

a) Demuestre que G = {T, | a # 0} es un grupo ante la composicién
de funciones.

b) Demuestre que U = {71} es un subgrupo normal de G.

3. Sean G un grupo abeliano infinito y 7" la coleccién de todos los ele-
mentos de G de orden finito. Demuestre que 7' <1 G.

1.4 Morfismos

Un homomorfismo o simplemente un morfismo de grupos es una funcién
f:G— H,donde G y H son grupos, tal que f(ab) = f(a)f(b) para todos
a,bed.

Ejemplos. Las siguientes funciones son morfismos de grupos:
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1. Para todo grupo G, la funcién identidad id : G — G, donde id(g) = g
para todo g € G.

2. Para todo grupo G, la funcién constante 1 : G — {1}, donde 1(g) =1
para todo g € G.

3. El determinante det : GL,(Q) — Q*, donde Q* es el grupo multi-
plicativo de los elementos distintos de cero de Q.

4. Si N < G, entonces ¢ : G — G/N dado por ¢(g) = Ng es un
morfismo llamado natural. Este morfismo es suprayectivo.

El niicleo de un morfismo f : G — H es el conjunto {z € G | f(x) = 1},
se escribe ker f. Un isomorfismo es un morfismo ¢ : G — H tal que admite
un morfismo inverso, esto es, ) : H — G de manera que ¥ o ¢ =idg y
también @ oY = idy.

Dos grupos Gy H son isomorfos cuando existe un isomorfismo entre
ellos f : G — H. Esto se escribe G = H.

El nicleo de “det” del ejemplo 3 es SL,,(Q), mientras que el nicleo del
ejemplo 4 es N.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones para un morfismo f: G — H
son faciles de verificar:

1. f()=1y f(z~!) = f(x)~! para todo = € G.

2. Tmf < H.

3. ker f < G.

4. Si f(a) = b, entonces f~!(b) = Ka, donde K = ker f.
5. f es inyectivo si y sélo si ker f = {1}.

6. f es un isomorfismo < f es suprayectivo y ker f = {1}.

Como consecuencia de 2 y 3, tenemos que dados un grupo G y un sub-
grupo normal IV, entonces existen un grupo F y un morfismo suprayectivo
f:G — E con nucleo N.

Teorema 1.21 Sea f : G — H un morfismo suprayectivo con nicleo K.
Entonces K <G y G/K = H.

Demostracion: Sea ¢ : G/K — H la funcién dada por ¢(Kx) = f(z). Es
facil ver que p estd bien definida y que es un isomorfismo. O

Teorema 1.22 Sean H < G y N < G. Entonces

(HNN) < Hy H/(HNN) = (HN/N).
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Demostracion: Sean f : G — G/N el morfismo natural y g la restriccién
de f a H. Observamos que Img = HN/N y que kerg = HN N. La
conclusion es consecuencia del teorema anterior. O

Teorema 1.23 Sean N C H C G tres grupos con N y H normales en G.
Entonces (H/N) < (G/N) y (G/N)/(H/N) = (G/H).

Demostraciéon: Sea f : G/N — G/H la funcién dada por f(Na) = Ha
para toda a € G. Es facil verificar que f es un morfismo suprayectivo con
nicleo H/N. Para terminar aplicamos el Teorema 1.21. O

Teorema 1.24 Sean G y E grupos y sea f : G — E un morfismo suprayec-
tivo con niucleo N. La accion de f en subconjuntos de G da origen a
una biyeccion de {los subgrupos de G que contienen a N} a {los subgru-
pos de E}. Esta biyeccion preserva inclusiones y normalidad. Ademds, si
NCA<B<GyA =f(A), B = f(B), entonces [B: A]=[B': Al y
A<aBs A 9B, en cuyo caso B/A= B'/A'.

Demostracion: Si H < G es tal que N C H, entonces f(H) < E, por lo
que se puede definir ¢ : {subgrupos de G que contienen a N} — {subgrupos
de E} asi: p(H) = {f(h) | h € H}; también es claro que ¢ preserva
inclusiones y que es suprayectiva: T < E = f~1(T) < G con N C f~Y(T);
y como f es suprayectiva, ff~1(T) =1T.

Veamos que ¢ es una funcién inyectiva: Sean Hp, Hy < G tales que
N C Hy,Hs y p(Hy) = p(Hs). Si a € Hy, entonces existe b € Hy tal que
o(a) = ¢(b); por tanto ab=! € N C Hy y asi a = (ab=1)b € Hab = Hs. Esto
demuestra que Hy; C H,. La otra inclusion se obtiene de manera anéloga.

Es claro que si se tiene que N C A < B < G y que A < B, entonces
A’ < B'. Reciprocamente, si A’ <t B’ y b € B, entonces bAb~! C AN C A.
Ademés, B'/A' = (B/N)/(A/N) = B/A, por el Teorema 1.23.

Finalmente, N C A < B < G = [B : A] = [B' : A’], porque f envia
las clases laterales de A en B a las clases laterales de A’ en B’ de manera
biyectiva. O

Ejercicios

1. Sea ¢ un morfismo de grupos. Demuestre que ¢ es un isomorfismo si
y sblo si ¢ es biyectivo.

2. Sea ¢ : G — H un morfismo de grupos finitos con nicleo K. Sean
A < B subgrupos de G y A’ < B’ sus imdgenes. Demuestre que

[B: Al =B : A(BNK): (ANK)).
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1.5 Conjugacion y Automorfismos

Un endomorfismo de grupos es un morfismo f : G — G de un grupo
G en si mismo. Un automorfismo de G es un isomorfismo de G en G.
El conjunto de los automorfismos de un grupo G forma un grupo ante la
composicién de funciones; que se escribe Aut G.

Dados un grupo G y un elemento arbitrario ¢ € G, definimos una
funcién i, : G — G, llamada conjugacién con a, asf: i,(z) = aza™'.
Como iq(zy) = ia(x)ia(y) y también i,(z71) = [i,(z)]7!, tenemos que
1q € Aut G.

Definimos Int G = {is]a € G}, el conjunto de los automorfismos in-
ternos de G.

Como i4ip (1) = (ab)z(ab) ™! = iu () es cierto para toda x € G, tenemos
que i, 0 ip = igp. Similarmente, i,—1 =i, !, de manera que Int G < Aut G.

Proposicién 1.25 Int G < Aut G.

Demostracién: Sean « € Aut G, = € G arbitrarios, entonces es véalido
que (aiza ) (g) = a(za™t(g)z™!) = a(z)ga(zr)~! para toda g € G, por
lo que o™t = ia(z), que demuestra el enunciado. O

Se dice que dos elementos a y b de un grupo G son conjugados en G
cuando existe z € G tal que b = xzazr~'. Evidentemente, conjugacién es
una relacién de equivalencia; sus clases de equivalencia se llaman clases
de conjugacion.

Se dice que un subgrupo H de un grupo G es caracteristico cuando
f(H) C H para toda f € AutG.

Dados un grupo G y un subconjunto A C G, se definen el centralizador
de A en G, escrito Zg(A), como {z € G | xa = azx para toda a € A} y el
normalizador de A en G, escrito Ng(A), como {z € G | xA = Ax}.

El subgrupo Zg(G) se llama el centro de G y se escribe Z.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son faciles de demostrar:
1. Todo subgrupo caracteristico es normal.
2. Todo subgrupo normal es una unién de clases de conjugacién.
3. Z¢(A), N¢(A) < G para cualquier subconjunto A C G.
4. Zc(A) < Ng(A) para cualquier subconjunto A C G.
5. Z es un subgrupo caracteristico de G.

Teorema 1.26 G/Z = IntG.

Demostracién: Sea f : G — Int G la funcién dada por f(a) = i, para
toda a € G. Este es un morfismo suprayectivo con nticleo Z. O
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Ejercicios
1. Sea G un grupo con Z = {1}. Demuestre que Zau ¢(Int G) = {1}.
2. Sea Z el centro de G. Demuestre que G/Z ciclico = G abeliano.

3. Sea G un grupo finito con f € Aut G tal que
o f2=1,
o flz)=z=2z=1.
Demuestre que G es abeliano.
4. Describa Aut Z,,, donde n es un entero positivo.

5. Sea G un grupo con exactamente un elemento a de orden 2. Demuestre
que a es central.

6. Sea G un grupo con exactamente dos clases de conjugacién, y que
contiene un elemento de orden n > 1. Demuestre que o(G) = 2.

7. Sean G un grupo finito y N < G tal que o(N) =n, [G: N| = m con
m.c.d.{m,n} = 1. Demuestre que N es un subgrupo caracteristico.

1.6 Acciones de Grupos

Se dice que un grupo G actda en un conjunto X cuando se tiene un mor-
fismo f: G — Sx. Esto es equivalente a tener una funcién

v:GxX — X,
tal que al escribir ¢(g,x) = ¢ - x, se cumplan las condiciones:
o (gh)-(x) =g (h-x), para todos g,h € G,z € X.
e 1-z ==z paratodaz e X.

En estas condiciones, definimos los siguientes conceptos: Para cada ele-
mento x € X, el estabilizador de z es G, = {g € G | g- = = x}, que es
claramente un subgrupo de G. La érbitade x es G-z ={g-x | g € G}.

Una accién es transitiva cuando el nimero de 6rbitas es 1, es decir,
cuando existe z € X tal que G -z = X. Se dice que £ € X es un punto
fijo cuando G, = G. El conjunto de los puntos fijos de X se escribe X,

Un ejemplo de accién del grupo G sobre el conjunto G es conjugacién,
donde f(g) = i, para toda g € G. Aquf las érbitas son las clases de con-
jugacion, el estabilizador de un elemento z es su centralizador Z(z); y un
elemento es un punto fijo cuando pertenece al centro del grupo.
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Teorema 1.27 Si el grupo G actia en el conjunto X, entonces X es la
unidn disjunta de las drbitas. Existe una biyeccion de {los elementos de la
orbita de x} a {las clases laterales de G, en G}. En particular, o(G - x) =
G : Gl

Demostracion: La condiciéon “a,b pertenecen a una érbita” define una
relacién de equivalencia, por lo que la primera afirmacién es clara.

Definimos ¢ : G/G, — G -z ast: p(aG,) = a - x. Claramente ¢ es
una funcién suprayectiva, p(aG,) = ¢(bG,) = b~ta € G, = bG, =
b(b=ta)G, = aG., por lo que ¢ es una biyeccién. La tercera afirmacién es
inmediata. O

En el caso de conjugacion, escribimos la érbita de x como C(z), esta es
la clase de conjugacién de z. Aqui tenemos o(C(x)) = [G : Z(z)]; y para
grupos finitos, la ecuacién de clase

o(@) =3 o(oéfz)) (1.1)

C(a)
donde la suma se toma sobre las distintas clases de conjugacién de G.

Teorema 1.28 Si G es un grupo, o(G) = p"™ con p un nimero primo y
n > 1, entonces Z # {1}.

Demostraciéon: En la ecuacion de clase

o(G)

Z )
ezt °Z@)
donde la suma se toma sobre clases de conjugacion de elementos no cen-
trales, se tiene que
Pl _o(G)

o(Z(a))’

(

siempre, por loque p |o (Z) yasio(Z) > 1. O

Corolario 1.29 Si G es un grupo y o(G) = p? con p un nimero primo,
entonces G es abeliano.

Demostracién: Como o(Z) = p 6 p?, es suficiente ver que o(Z) # p.
Supongamos que o(Z) =py que a ¢ Z, entonces Z C Z(a) < G.
Por el Teorema de Lagrange, Z(a) = G y entonces a € Z, que es una
contradiccién. O

El siguiente teorema garantiza que dado un grupo G, siempre existen un
conjunto X y una accién inyectiva f : G — Sx.

Teorema 1.30 (Cayley) Todo grupo G es isomorfo a un grupo de per-
mutaciones.
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Demostracién: Definimos una funcién f : G — Sg asi: f(a) = f, es
multiplicacién izquierda por a, es decir, f,(xz) = az para toda x € G.

De esta manera, f, € Sg y también (f, o f)(z) = a(bx) = abz = fup(x)
para toda z € G, por lo que f, o fy = fqp y entonces f es un morfismo,
cuyo nicleo {a € G | ax = x para toda z € G} es {1}. La conclusién es
que G=Imf. o

De esta manera, vemos que cualquier grupo esté contenido en un grupo
simétrico. El siguiente resultado es una generalizacién.

Teorema 1.31 Sean G un grupo, H un subgrupo y A = G/H el conjunto
de las clases laterales derechas de H en G. Entonces existe una accion
f G — S4 cuyo nicleo es el mdximo subgrupo normal de G contenido en
H.

Demostracion: Definimos una funcién f : G — S como en el teorema
anterior: f(a) = f, es multiplicacién izquierda por a, es decir, f,(zH) =
axH para toda z € G.

Claramente, f es un morfismo. Sea K su ntcleo.

Como ke K=kH=H,seveque k€ Hyque K CH.

Sabemos que K <1 G. Sea N <1 G tal que N C H.

Entonces, n € N = g 'ng € N C H paratodas g € G y n € N;
asi g~'ngH = H, es decir, ngH = gH para todas ¢ € Gy n € N. La
conclusion es que N C K. O

Corolario 1.32 Si G es un grupo y H es un subgrupo de G distinto de G
tal que o(G) 1[G : H| !, entonces H contiene un subgrupo normal no trivial
de G. En particular, G no es simple.

Demostracién: Sea f: G — S4 como en el teorema anterior, con nicleo
K. Sabemos que K <« Gy que K C H. Si K = {1}, entonces f es inyectivo
yo(G)=o(Imf) | [G: H|! o

Teorema 1.33 (Cauchy-Frobenius) Sip es un nimero primo y p |o(G),
entonces el numero de soluciones en G de la ecuacion zP? = 1 es un maltiplo
de p. En particular, eziste al menos un elemento de G de orden p.

Demostracién: Sea A = {(z1,...,2p) € GP | x1---z, = 1}.

Entonces o(A) = o(G)P~!, pues z1,...,2,—1 pueden elegirse entre los
elementos de G arbitrariamente, mientras que x, = (z1---xp_1)"'; por
tanto, p | o (A).

El grupo ciclico Z, = (o) actda en el conjunto A de manera natural:
o(z1,...,zp) = (T2, ..., xp,x1). Asi, A es la unién disjunta de las 6rbitas.
Cada una de estas érbitas tiene o bien un tnico elemento en el caso de que
T1 = Xz = -+ = Tp, 6 bien p elementos en cualquier otro caso. Esto es
debido a que el orden de cada 6rbita divide al orden del grupo Z,.

De lo anterior se obtiene que el nimero de elementos x € G tales que
2P = 1 es un multiplo de p y como x = 1 es uno de ellos, existe al menos
otro, es decir, un elemento de orden p. O
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Este teorema es un reciproco parcial del Teorema de Lagrange, al afirmar
que existe un subgrupo H de orden p del grupo G suponiendo que p | o (G)
y que p es primo.

Teorema 1.34 (Burnside-Frobenius) Si un grupo finito G actia en un
conjunto finito X, entonces el numero de drbitas es

1
—a DL oX),
°o(G) 7=,
donde X9 ={x € X | g-x =z} para cada g € G.

Demostracion: Sea n el nimero de érbitas en que se descompone X. La
érbita que contiene a z € X se escribe O(z). Sabemos que el orden de O(x)
es [G: Gyl.

De esta manera,

Z o(Gy) = Z[G 1 Gyl o (Gy) =no(G);

zeX (@]

Y o(Ga) =) o(XY)

xre

pero

X
implica que }- . 0(X9) =no(G). O

Ejemplo. El ntimero de fichas del dominé. En el conjunto A de parejas
ordenadas de nimeros del cero al seis actia el grupo Zs = (o) asi:

o(a,b) = (b,a).

Las fichas son las érbitas de esta accién. Aqui, o(4) = 72 = 49, por lo
que F! = A es de orden 49, mientras que o(F?) = 7 por consistir de las
“mulas”. Asi, el nimero de érbitas es

1 1 o\) — 1 —
oz O ) FolF)) = 5(49+7) = 28,

Ejercicios

1. Sea G un grupo de orden impar. Demuestre que el nimero de clases
de conjugacién es impar.

2. El grupo G actta transitivamente en el conjunto no vacio X.

a) Demuestre que los estabilizadores de los distintos puntos de X son
conjugados.

b) Sea Tran(z,y) = {g € G | g - x = y}. Demuestre que Tran(z,y) es
una clase lateral de G,.
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3. Sean H y K subgrupos de G. Demuestre que el nimero de conjugados
de H con elementos de K es [K : Ng(H) N K].

4. Sean G un grupo infinito y H un subgrupo propio de indice finito.
Demuestre que G contiene un subgrupo normal propio de indice finito.

5. Sean GG un grupo finito y H un subgrupo de indice 2. Demuestre que
el ntimero de conjugados de x € H en H es n 6 n/2, si n es el niimero
de conjugados de = en G.

6. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita y GL(V') el grupo
general lineal de V. Describa las 6rbitas de la acciéon natural de este
grupo en V.

1.7 El Grupo Simétrico

Sabemos que para todo conjunto X, las biyecciones de X forman el grupo
llamado simétrico Sx. Cuando X es finito, con n elementos, escribimos 5,,
e identificamos X = {1,2,...,n}.

Es un ejercicio facil demostrar que o(S,) = nl.

Si o € S,, entonces el grupo (o) actiia naturalmente en {1,2,...,n} y
descompone a este conjunto en 6rbitas que son también llamadas érbitas
de o.

Una notacion eficiente para las permutaciones consiste en escribir una
tras otra las érbitas de cada permutacién, como

o=(1,0(1),0%(1),...) - -

Asi por ejemplo, o € S5 tal que (1) = 3,0(3) = 2,0(2) = 1 se escribe
o = (132). Cada drbita as{ escrita se llama ciclo y por ejemplo (132) es un
3-ciclo. Los puntos fijos no se escriben.

Otro ejemplo es 7 € Sy tal que 7(1) = 3,7(2) = 4,7(3) = 1,7(4) = 2.
Aqui, 7 = (13)(24).

Estos ejemplos se generalizan asi:

Proposicion 1.35 Toda permutacion es un producto de ciclos disjuntos:
sus orbitas.

Observaciones. Es conveniente mencionar que:

1. El producto de permutaciones a8 representa la biyeccién que resulta
de aplicar primero 8y después a. Esta es la composicién de funciones
normalmente escrita « o 3.

2. En la Proposiciéon 1.34, las érbitas de una permutacién dada son
tnicas; la escritura de un ciclo no es tnica, pues depende del nimero
inicial. Se tiene unicidad en la escritura de un ciclo si exigimos que
su numero inicial sea minimo.
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3. Los ciclos disjuntos conmutan entre si.

4. Los ciclos de una permutacién admiten un orden total de acuerdo con
sus elementos minimos.

5. Se tiene unicidad en las expresiones de la Proposicion 1.34 si exigimos
que sus ciclos se escriban en orden (interno y externo).

Consideremos al conjunto Q[X7, ..., X,,] de los polinomios en n variables
con coeficientes en Q. El grupo S,, actia en este conjunto de manera natural
al decretar para todas a € Q;1 <i < n;o € Sp; f,g € Q[Xy,..., X,] que:

1. o(a) = a.

2. o(Xi) = Xo0)-

3. a(f+g)=0(f)+0lg)
4. o(fg) =a(f)o(g).

El polinomio h = II;«;(X; — X;) tiene la propiedad especial de que ante
esta accién, o(h) = th, por lo que sin > 2, la érbita de h tiene 2 elementos
{£h}, ya que (12)h = —h.

Sea A, el estabilizador de h. Entonces A,, < S,,, por ser de indice 2. El
grupo A, se llama alternante y sus elementos permutaciones pares.

La accién de S, en {£h} da origen a un morfismo suprayectivo de gru-
pos, llamado signo, sgn : S,, — {£1}, cuyo nicleo es A,,. Un poco més
generalmente, si tenemos H < S,, tal que H ¢ A,, “sgn” se restringe a
H y sigue siendo suprayectivo, por lo que también el nticleo de la restric-
cién es de indice 2. En otras palabras, [H : (H N A,)] = 2, es decir, que
en cualquier grupo de permutaciones tal que no todos sus elementos son
pares, exactamente la mitad lo son.

Proposicion 1.36 Las clases de conjugacion de S, son los conjuntos de
permutaciones con la misma descomposicion ciclica. El nimero de clases
de conjugacion de S, es el numero de particiones de n, es decir, el numero
de maneras en que n se puede escribir como n =ny + -+ + Ny, con cada
n; un entero positivo.

Demostracion: Todo es consecuencia de la observacion de que si o =
(@132 - +im) - - - es la descomposicién en ciclos disjuntos de «, entonces para
toda o € S, se tiene que

oao™t = (o(i1)o(iz) -+ 0(im)) - O
Las transposiciones son los conjugados de (12).

Proposicion 1.37 Toda permutacion es un producto de transposiciones,
es decir, las transposiciones generan S,,. Mejor aun, las transposiciones de
la forma (1a) con a arbitrario generan S,.
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Demostracion: Es suficiente observar que son vélidas las identidades
(iviz - im) = (i1im) -+ (1) (i1d2) v (ab) = (1b)(1a)(1b), sia,b# 1. O
Observaciones. Las siguientes afirmaciones son inmediatas:

1. El signo de toda transposicién es —1.

2. El signo de un m-ciclo es (—1)™~1. (Ver la dltima demostracién).
3. El orden de un m-ciclo es m.

4. (12---m)~t = (m---21).
5

.Sia=(ar--ap,) - (ri---rp,) es la descomposicién ciclica de a,
entonces o(«) = m.c.m.{nq, ..., ng}.

Proposicion 1.38 Sin > 3, el conjunto de todos los 3-ciclos genera A, .

Demostracién: Sabemos que todo 3-ciclo es par y que toda permutacion
par se puede escribir como el producto de un numero par de transposi-
ciones. La demostracién se termina al observar que (abc) = (ac)(ab) y que
(ab)(cd) = (ab)(be)(be)(ed) = (bea)(edd) si a,b,c y d son todos distintos.
m|

Si en la descomposicién de o aparecen z; i-ciclos disjuntos, esta vez es-
cribiendo también los 1-ciclos, entonces

o(C(0))

n!
B 1212’1!2Z222! ce?

(1.2)

como es facil ver contando permutaciones con la misma descomposiciéon
ciclica. De ahi que
o(Z(0)) = 171211272 25! - - (1.3)

Ejemplos.

1. El nimero de transposiciones en S,, es

n! n(n —1)

(n—2)12 2

2. El ntimero de r-ciclos en S,, es
n!

3. En particular, el nimero de n-ciclos en S, es (n — 1)! y cada n-ciclo
conmuta exactamente con sus potencias.

4. El nimero de productos de k transposiciones disjuntas en S, es

n!
2kk(n — 2k)!
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5. En S hay (6 x 5)/2 = 15 transposiciones.
6. El nimero de conjugados de (12)(34)(56) en Sp es 6!/(233!) = 15.

Proposicion 1.39 Sin > 3, entonces el centro de S, es trivial. En par-
ticular, Int S,, 2 S,, para n > 3.

Demostracion: Si o € S, tiene un ciclo de longitud > 3, entonces tenemos
que 0 = (123---)--- € Z porque o no conmuta con (12). Aqui y més
adelante podemos reemplazar a ¢ por un conjugado suyo.

Si o no tiene ciclos de longitud > 3, entonces o = (12)--- € Z porque
no conmuta con (13). O

Proposicion 1.40 Sin > 4, entonces el centro de A, es trivial y también
IntA, =2 A,.

Demostracién: Dado 1 # ¢ € A, 6 bien ¢ = (123---)---, que no con-
muta con (12)(34) 6 bien o = (12)(34) - - -, que no conmuta con (123). O

Lema 1.41 Sea 0 € A,, entonces Zg,(0) C A, < la descomposicion
ciclica de o, con z; i-ciclos, satisface zo = z4 = +-- =0; 21, 23, ... < 1.

Demostracién: =: Aqui suponemos que o conmuta solamente con per-
mutaciones pares; pero o conmuta con cada uno de sus ciclos, por lo que
estos son pares, es decir, de longitud impar. Si o tiene 2 ciclos de la
misma longitud impar i, entonces o conmuta con el producto impar de
i transposiciones que conjuga uno de esos i-ciclos en el otro. En efecto,
si suponemos que o = (ay---a;)(by---b;) -+ con i impar, entonces 7 =
(a1by) - - - (a;b;) ¢ A, satisface Tor=! = (by---b;)(ay---a;)--- = o. Esta es
una contradiccién.

<: Reciprocamente, si la descomposicion ciclica de o es como en el enun-
ciado y 7 € Zg, (o), entonces T necesariamente conmuta con cada ciclo «
de o y esto implica que 7 actia como potencia 3, de « en los elementos
que o mueve. Asi, 7 es un producto de elementos [3,; y es par. O

Teorema 1.42 La clase de conjugacion en S, de un elemento par o es una
clase de conjugacion en A, o bien es la union de dos clases de conjugacion
en A, con igual nimero de elementos. Esto ultimo sucede exactamente
cuando Zg, (o) C A,.

Demostracion: Sean Z(o) el centralizador de ¢ en S,, y C(0) la clase de
conjugacién de o en S,,. Entonces

o(Ca,(0)) = [An : Za,(0)] = [Sn : Z(0)] = o(C(0)),

cuando Z(o) € A,,. Mientras que Z(o) C A,, implica

o(C,(0)) = [An: Za, (0)] = (S : Z(0)] = 3 0 (C(0)). 0
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Corolario 1.43 Si n > 5, entonces el conjunto de todos los 3-ciclos es
una clase de conjugacion en A, .

Observacion. Si n > 5, entonces todo subgrupo normal N < A, con
N # {1} que contenga un 3-ciclo serd A,, pues N contendra toda la clase
de conjugacién de los 3-ciclos, que generan A,,.

Ejemplos. Calculamos los 6rdenes de las clases de conjugacion de S5 y de
As en la siguiente tabla:

Ss As

Nimero de Ntmero de

Particién Paridad  Elementos Particién Elementos
5 par S=q1=2 5+ 12
4+1 impar 2=30 5- 12
342 impar 2 =20 3+1+1 20
3+1+1 par o =20 242+1 15
242+1 par sz =15 | 1+1+141+1 1

2+14141  impar a5 =10
1+1+1+1+41 par 1

De aqui se obtienen las siguientes conclusiones:
1. p(5) =7, el nimero de particiones de 5 es 7.

2. Si N es un subgrupo normal no trivial de S5, entonces IV es una unién
de clases de conjugacién de Ss; por tanto o(N) = 1 + 10z + 20y +
15z 4 24w + 30t con z, z,w,t € {0,1},y € {0,1,2}. Como N # S5, se
tiene que z = 0. Como o(N) | 120, es fécil ver que la tinica posibilidad
es: o(N) =1+ 15+ 20 4 24 = 60, que corresponde a N = As.

3. De manera similar se puede ver que As es simple.

Ejemplo. Ag es simple.

Demostracién: Supogamos que existe {1} # N < Ag. Entonces existe
1 # o € N. Si o tiene un punto fijo i, entonces ¢ € N N H, donde H =
{a € Ag | a(i) =i} =2 As. Aqui, (NN H) < H con H simple, por lo que
(NNH) = H yentonces N O Hy N contiene un 3-ciclo. Ya que los 3-ciclos
generan Ag, se sigue que N = Ag.
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Si o no tiene puntos fijos, entonces podemos escribir o = (12)(3456) 6
bien o = (123)(456), pues (12)(34)(56) y (123456) son impares. En todo
caso, el nimero de conjugados de o en Ag es % =90 6 bien es % = 40.

Se concluye que si N no contiene elementos con puntos fijos, entonces
o(N) =1+90a+40b, con a,b € {0,1} y a+b # 0. Como ademas, o(N)|360,
se obtiene una contradicciéon. O

Teorema 1.44 Sin > 5, entonces A,, es simple.

Demostracién: Sean {1} # N <1 A, y 1 # a € N. Como A, no tiene
centro, existe un 3-ciclo 8 que no conmuta con «. Entonces el elemento
v = (aBa™)B7! # 1, que estd en N, es un producto de dos 3-ciclos.
Se concluye que N intersecta de manera no trivial a un subgrupo H de
A, isomorfo con Ag (pues v mueve cuando mds seis puntos), entonces
(NNH) < H, por tanto (NNH) = H y N contiene un 3-ciclo. Finalmente,
N=A,. O

Corolario 1.45 Si n > 5, entonces S, tiene un unico subgrupo normal
propio que es A,,.

Demostracion: Si {1} # N < S, entonces (N N A,) < A,. Por tanto,
N =5, 6 bien N = A,, 6 bien o(N) = 2. Pero no existe N < S,, con 2
elementos, porque estos serian centrales. O

Teorema 1.46 Sin # 6, entonces Aut(S,) = Int(S,). Si ademds n > 3,
entonces Aut(S,) = S,.

Demostracion: En vista de la Proposicion 1.39, solamente se requiere
demostrar la primera afirmacién.

Si o € Aut(Sy,), entonces a envia clases de conjugacion a clases de conju-
gacién y preserva el orden de los elementos. Por tanto, a envia el conjunto
de las transposiciones al conjunto de los productos de k transposiciones
disjuntas para algin k.

Como el nimero de transposiciones es n(n—1)/2 mientras que el nimero
de productos de k transposiciones disjuntas es n!/[2Fk!(n — 2k)!], estos
nimeros son distintos, excepto cuando k=16 bien n=6y k = 3.

Ya que estamos suponiendo n # 6, se tiene que k = 1, por lo que a envia
transposiciones a transposiciones.

Escribamos a(1r) = (ayb,). Si r # 2, entonces (1r)(12) = (12r) tiene
orden 3, por lo que a(12r) = (a,b,)(azb2) también tiene orden 3. Esto
implica que (a.b.) y (a2b2) tienen un nimero en comin, es decir, que
as = a, 6 bien by = b,.. Este razonamiento puede repetirse reemplazando r
por s #1,2,r.

Queremos ver que a medida que r recorre al conjunto {2, 3, ...,n}, todas
las transposiciones (a,b,) tienen un nimero en comun.

Consideremos la posibilidad de que az = a, y ba = bs. Entonces a(12r) =
(agby)(az2be) = (azb2b,), mientras que «(12s) = (asba)(azb2) = (azasba),
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por lo que a(128)a(12r) = (agasbs)(azbab,) = (babras), un elemento de
orden 3, hecho que contradice al orden 2 de (12s)(12r) = (1s)(2r).

Como las transposiciones (a,.b,) tienen un nidmero en comun, podemos
escribir a(1r) = (agb,) para toda r € {2,3,...,n}. Esto demuestra que
a =i, con o dada por o(1l) =ay y o(r) =b, parar # 1. D

Teorema 1.47 (Wilson) Sip es un nidmero primo, entonces
(p—1)!=—-1 (modp).

Demostracién: En el grupo de permutaciones en p simbolos S, los ele-
mentos de orden p son los p-ciclos. El nimero de p-ciclos es (p — 1)!

Por el Teorema de Cauchy-Frobenius sabemos que p divide al nimero de
elementos « tales que a? = 1, que son los elementos de orden p junto con
la identidad. Por tanto, p | [(p — 1)! + 1], que es la conclusién. O

Ejercicios

1. Construya un morfismo inyectivo f : S, — Apya.

2. Demuestre que S,, = ((12), (12...n)) = ((12), (23), ..., (n — 1,n)).
3. Demuestre que el grupo A4 no tiene subgrupos de orden 6.

4. Sea H < S, tal que H contiene una transposicién y un (n — 1)-ciclo.
Demuestre que si H es transitivo, entonces H = S,,.

5. Sean G un grupo finito y X un conjunto (finito) en el que G actia
transitivamente. La accién de G en X induce otra accién en la clase de
los subconjuntos de X . Decimos que la accién de G en X es primitiva
cuando no existen mds particiones {A;} de X que las triviales (un
s6lo subconjunto o subconjuntos todos de orden 1) tales que para
todo g € G se tenga gA; = A; 6 bien gA; = A;.

a) Demuestre que si se tiene una accién imprimitiva y € A; con A;
elemento de una particién de imprimitividad, entonces el conjunto
H = {g € G| gA; = A;} es un subgrupo propio de G tal que
Gy CH.

b) Reciprocamente, demuestre que si existe un subgrupo H < G
tal que G, C H C G, para algin z € X, entonces la accién es
imprimitiva con A = {hx | h € H} elemento de una particién de
imprimitividad.

¢) Demuestre que en la situacién de a) 6 b), se tiene que el nimero
de subconjuntos en una particién de imprimitividad es [G : H]; y que

un elemento A de una particién de imprimitividad satisface o(A) =
[H : G,
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1.8 Productos Directos y Semidirectos

Si Gy, ...,G, son grupos, definimos el producto directo G; x --- x G,
como el conjunto {(g1,...,9n) | g; € Gi} con multiplicacién

(91 9n) (915 -+ 90) = (91915 -, Ingn)-

Se verifica inmediatamente que esto es un grupo.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son claras.
1. G1XG22G2XG1.
2. (G1xG2)xG3 2 G1x(GaxG3) = G1 xGaxG3 y sus generalizaciones.

3. En H x K, se tiene que (h,1)(1,k) = (h,k) = (1, k)(h, 1) para todas
he HkeK.

4. H x {1} y {1} x K son subgrupos normales de H x K que generan
al producto directo.

5. Si a € G; e identificamos a G; como subgrupo de G = G X - -+ X Gy,
entonces Zg(a) = {(g1,.-,9n) € G | i € Zg,(a)}. En particular,
Z(G) = ZG1 X oo X Z(;n.

Teorema 1.48 Si G es un grupo abeliano, ¢ : H - G yv : K - G

son morfismos, entonces existe un morfismo unico n: H x K — G tal que
n(h,1) = @(h) y n(1,k) = ¥(k), para todas h € H, k € K.

Demostracién: Es ficil verificar que n : H x K — G tal que n(h, k) =
©(h)(k) es un morfismo, necesariamente tinico porque H y K generan a
HxK. o

En la situacién del teorema anterior, como se tienen las dos proyecciones
p: HxK — Hyq: HxK — K, el resultado se expresa como la existencia
y unicidad de 7, dado el resto del siguiente diagrama conmutativo:

Teorema 1.49 Sean H, K < G tales que HK = G y HN K = {1}.
Entonces G =2 H x K.
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Demostracién: Definimos ¢ : H x K — G asi: p(h, k) = hk. Entonces ¢
es un morfismo porque los elementos de H conmutan con los de K por la
Proposicién 1.20. Ademads, ¢ es suprayectivo por hipdtesis.

Tenemos que kerp = {(h,k) | hk = 1,h € H,k € K}; y por lo tanto
(h,k) € kerp = h =k ' € HNK = {1}. Asi, kerp = {1} y ¢ es un
isomorfismo. O

Teorema 1.50 Si G =Gy x Gy, H <Gy y K <1 Gy, entonces HX K <1 G
yG/(H x K) = (G1/H) x (G2/K).

Demostracién: Sean ¢ : G; — G1/H y ¢ : Go — G2/K los morfismos

naturales. Definimos 7 : G — (G1/H) x (G2/K) asi: n(a,b) = (p(a),1(d)).

Se ve que 77 es un morfismo suprayectivo con nticleo H x K. O
Observamos en particular que (G x G2)/G1 = Gs.

Sean G y N dos grupos tales que G actia en N. Esto quiere decir que
tenemos un morfismo ¥ : G — Aut N. Escribimos g -n en lugar de 1(g)(n)
parag € G,n € N.

Construimos un grupo H = N x G, el producto semidirecto de N y
G ante la accién dada asi: H es como conjunto el producto cartesiano de
N y G. La multiplicacién en H es como sigue:

(1, 1) (22, y2) = (x1(y1 - 22), y1y2), para z; € N,y; € G.

Aqui (1,1) es la identidad. Verifiquemos la asociatividad:

($1(y1 'xz)»ylyz)(%»ys) = (xl(y1 ~x2)(y1y2 '903)73/13/23/3)»

mientras que

(z1,y1)(w2(y2 - 23), y2y3) = (x1{y1 - [v2(y2 - 23)]}, Y1y2y3);

pero estas expresiones son iguales porque 1 es un morfismo.
Aqui, (z,y)~" = (y~ "2~ !y, pues por unlado (z,y)(y "2~ y~!) =
(vy - [y~ e, yy™!) = (wx~tyy~ ') = (1,1); mientras que por el otro,
(e hy ey =y ey ey Ty = (v e el y T hy) =
(1,1).
Ejemplo. Sean N = Z,, = (a) ciclico de orden n y G = Z5 = (b) ciclico
de orden 2. Definimos una accién de G en N asi: b-a* = a~* para toda
1 € N. El producto semidirecto H = N X G es de orden 2n, se llama grupo

diédrico y se escribe D,,.

1

Ejemplo. Sea k un campo. Escribimos k; para referirnos al grupo aditivo
de k y k* para referirnos al grupo multiplicativo k& ~\. {0}. Tenemos que k*
actia en k4 por multiplicacion izquierda. El producto semidirecto k4 x k*
es el grupo afin A,. Este grupo también puede ser descrito como el grupo
de las transformaciones afines 7' : k — k de la forma T'(z) = az + b con
a # 0 ante la composicion de funciones.
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Ejemplo. Cuando la accién de G en N es trivial, es decir, g - n = n para
todas g € G,n € N, entonces N x G = N x G, el producto directo.

Para todo producto semidirecto IV x G, siempre se tiene que la proyeccién
m: N x G — G es un morfismo suprayectivo con niicleo N x {1} 2 N, de
manera que N X G estd generado por Ny ({1} xG) =2 G con NNG = {1}.

Adems4s se tiene N <1 (N x &), de manera que la accién que se obtiene de
conjugar N dentro del producto semidirecto con elementos de G coincide
con la acciéon que dio origen al mismo producto:

(Lg)(n,1)(1,9) ' =(g-n,9)(L,g7") =((g-n)(g-1),1) = (g-n,1).

Reciprocamente, si G es un grupo tal que G = AB con A < G,B < G
y AN B = {1}, entonces G = (A x B), con el producto definido por la
accion de conjugacion en A con elementos de B: En A x B tenemos que
(a1,b1)(az,be) = (a1(b1a2bf1),b1b2), por lo que f : A x B — G dado por
f(a,b) = ab es un isomorfismo.

Ejercicios

I

1. Sean G4y,...,G, grupos y o € S,. Demuestre que G; X --- x Gy,
Gg(l) X oo X Ga(n).

2. Sean G = G; x G2y H < G tal que HNG; = {1} = HNGs.
Demuestre que H es abeliano.

3. Verifique que las dos descripciones dadas del grupo afin A, dan origen
a grupos isomorfos.

4. Sean C un cuadrado con centro en el origen y con lados paralelos
a los ejes de coordenadas, R la rotacién de 90 grados en sentido
contrario a las manecillas del reloj, H la refleccién respecto al eje
de las z, V la refleccién respecto al eje de las y, D la refleccién
respecto al eje y = x y D’ la refleccién respecto al eje y = —x; y
sea G ={1,R,R*  R"\,H,V,D,D'}.

a) Demuestre que G es un grupo ante la composicién de funciones.

b) Demuestre que cualquier funcién f : {a,b} — GLg que satisfaga
f(a)=Ry f(b) e {H,V,D,D'} = B, admite una extensién tnica a
un isomorfismo ¢ : Dy — G tal que p(ab) € B, donde Dy = (a) x (b).

5. Demuestre que el grupo de cuaternios H y el grupo diédrico D4 no
son isomorfos.

6. a) Demuestre que Aut(Dy) = Dy.

b) Exhiba un automorfismo « # 1 del grupo Dy tal que el conjunto
{z € Dy | a(z) = 27!} sea de orden 6 = (3/4)(o(Dy)).
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1.9 Solubilidad y Nilpotencia

Dado un grupo G, definimos el grupo derivado 6 conmutador de G,
escrito DG, D*G, G’ 6 bien (G,G) como el subgrupo de G generado por
todos los conmutadores aba~'b~! de elementos de G.

Mas generalmente, para A, B < (G, definimos

(A,B) = (aba™'b"' | a € A,b € B).
Después definimos inductivamente dos sucesiones de subgrupos de G
G=D'GDD'GDD*GD---, (1.4)

G=LoGDLGD LG D, (1.5)

ast: D°G = LoG = G, D'''G = (D'G,D'G) y Li11G = (G, L;G) para
1> 0.

Aqui, (1.4) es la serie derivada de G, mientras que (1.5) es la serie
central descendente de G.

Es claro que todos los DG y todos los L;G son subgrupos caracteristicos
de G y que D'G < L;G para toda i.

Se dice que G es soluble cuando existe n tal que D"G = {1} y que G
es nilpotente cuando existe n tal que L,,G = {1}.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son claras:
1. G abeliano = G nilpotente = G soluble.
2. Todo grupo D"G/D"*1G es abeliano.

3. Todo grupo L, G/L,+1G es central en G/L,1G.

Proposicion 1.51 Todo subgrupo y toda imagen homomorfa de un grupo
soluble (nilpotente) es soluble (nilpotente).

Demostracion: Si H < G, entonces es claro que D"H C D"G y que
L,H C L, G para toda n > 0; por lo que H es soluble (nilpotente) si G lo
es.

La otra afirmacién es consecuencia de que si f : G — H es un morfismo
suprayectivo de grupos, entonces f(D"G) = D"H y f(L,G) = L, H para
todan >0. O

Proposicién 1.52 Si N < G tal que N y G/N son solubles, entonces G
es soluble.

Demostracién: Como G/N es soluble, DG C N para alguna k; pero N
es soluble, por tanto existe j tal que D**/G C D'N = {1}. o
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Teorema 1.53 a) Si Ay, ..., A, son grupos solubles, entonces Ay X ---X A,
es soluble.
b) Si Ay,..., A, son nilpotentes, entonces Ay X --- X A,, es nilpotente.

Demostracién: a) es consecuencia inmediata del teorema anterior, o bien
de las inclusiones D?(A; x --- x A,) C (D?Ay) x --- x (D'A,,), validas para
todo 1.

b) se sigue de las inclusiones L;(Ay X -+ X Ap) C (L; A1) X -+ X (L; An),
validas para todo i. D

Proposicién 1.54 Si G es un grupo con centro Z tal que G/Z es nilpo-
tente, entonces G es nilpotente.

Demostracién: Como G/Z es nilpotente, existe j tal que L;G C Z; por
tanto Lj11G = {1}. o

Proposicién 1.55 a) Si G es soluble, entonces G contiene un subgrupo
normal abeliano distinto de {1}.
b) Si G es nilpotente, entonces Z # {1}.

Demostracién: a) Si D"G # {1}, pero D"*1G = {1}; entonces D"G es
normal y abeliano.
b) Si L,G # {1}, pero L, 11G = {1}; entonces L,G C Z. O

Teorema 1.56 Sin > 5, entonces S, no es soluble.

Demostracién: Por un lado, S,, soluble = A,, soluble = DA, < A,, con
DA, # A,. Por otro lado, A, simple = DA, = {1} = A, abeliano, que
es absurdo. O

Teorema 1.57 Si G es un grupo de orden p™ con p primo, entonces G es
nilpotente.

Demostracién: Procedemos por induccién en n observando que los casos
n = 0,1 son ciertos. Como Z # {1}, se tiene o(G/Z) < o(G), por lo que
G/Z es nilpotente y también G lo es. O

Proposicion 1.58 Si G es un grupo nilpotente y H # G es un subgrupo,
entonces Ng(H) # H.

Demostracién: Distinguimos dos casos: Z ¢ Hy Z C H.

Si Z ¢ H, entonces ZH < G tal que ZH # Hy ZH C Ng(H).

Si Z C H, entonces procedemos por induccién en k minimo tal que
LG = {1}. En primer lugar, Ly_1(G/Z) = {1}, también H/Z # G/Z y
asi Nq/z(H/Z) # H/Z. Por lo tanto, Ng(H) # H. O
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Definimos la serie central ascendente de G
Zo(G) € Z1(G) € -+, (1.6)

inductivamente: Zy(G) = {1} y para i > 0, Z;1+1(G) es la imagen inversa
en G del centro de G/Z;(G). Asi, es claro que Z1(G) = Z es el centro de
G y que todo Z;(G) es un subgrupo caracteristico de G.

Teorema 1.59 G es nilpotente < Z; = G, para alguna k. Mds precisa-
mente, para cualquier grupo G, sin es el minimo entero tal que L, = {1},
entonces n es también el minimo entero tal que Z, = G y reciprocamente.

Demostracién: Suponiendo que L,, = {1}, demostraremos por induccién
enr que L, ., C Z,.. El caso r = 0 es claro. Para el paso inductivo, partimos
de L,y € Z; sabiendo que Ly,_(i41)/Ln—i € Z(G/Ly—;); como G/Z; es
imagen homomorfa de G/L,_;, se tiene que L,_11Zi/Z; C Z(G/Z;).
Esto implica que L, _(i11)Z: € Zit1y que Ly_(i41) C Ziy1.

En particular, se tiene que G = Ly C Z,,.

Reciprocamente, suponiendo Z; = G demostraremos por induccién en
r que L, C Z;_,. Inicialmente, Ly = G = Z,, por lo que suponemos
L, C Z,_;. Como L;y1 = (G, L;), se tiene que L;11 C (G, Zs—;). Por otro
lado, Zs—i/Zs—('H-l) - Z(G/ZS_@_H)), por tanto (G,Zs_i) - Zs—(i+1)- De
esta manera, Liy1 C Zs_(;11)-

En particular, Ly C Zy = {1}. O

Ejercicios
1. De un contraejemplo para cada una de las implicaciones reciprocas

de las siguientes implicaciones validas para un grupo G:

G ciclico = G abeliano = G nilpotente = G soluble.
2. Demuestre que el grupo Sy es soluble, mientras que As no lo es.

3. Sean k un campo arbitrario y G = GL, (k) el grupo multiplicativo de
las matrices invertibles n X n con coeficientes en k. Definimos al grupo
B = {[a;j] € G | a;; = 0 cuando ¢ > j}, asi como a los subgrupos
U = {la;j] € B| a; = 1para toda i} y T = {[ci;;] € B | ¢;5 =
0 cuando i # j}. Demuestre que:
a) U< B<G.
b) U = (B, B), suponiendo que n > 2 y que o(k) > 4.
¢) U es nilpotente.

d

e

B es soluble.

)
)B=UxT.
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1.10 Teoremas de Sylow

Lema 1.60 Sean p,n,r € N con p primo, entonces

(p Tn) =n (modpn).
p
Demostracion:
(prn> _ et p'n (-1
P plprn—p)l pr (= Dl —pr)

); pero

(an - 1) _pn—1pm—2 p'n H

pr—=1 pr—1 pr—=2

H( ) (—1)? _1+p , conm,t € Z, tales que p { t.
Esto es porque una mayor potencia de p divide al numerador que al

denominador en cada fraccién del producto. Como ademds pm/t € Z, se
obtiene que ¢ | m y asi

T — 1 T
<p " ) =1 (mod p), de donde es claro que (p "
pT

-1 ) =n (modpn). O

Teorema 1.61 (Sylow) Sea G un grupo de orden p"m con p primo tal
queptfmyr >1. 51<s <r, entonces el nimero n de subgrupos de
orden p® satisface n =1 (mod p). En particular, tales subgrupos existen.

Demostracion: Sea C la coleccion de todos los subconjuntos de G con p*
elementos. G actia en C por translacién izquierda: g - X = {gz | z € X}
para todos g € G, X € C.

Escribiendo ¢ = p"~*m, tenemos que

o = (1) = 4 (odpo) (L7)

pé

por el lema. Asi, p" =51 { o(C), por lo que es claro que existe al menos una
6rbita O tal que p"~**! { o(0). Al respecto, hacemos dos afirmaciones:

1. Cada érbita contiene cuando mas un subgrupo de G.

2. La 6rbita O contiene un subgrupo de G si y sélo si p"*t1 { o(0),
en cuyo caso H € O, H < G = H es su propio estabilizador.
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Como cosecuencia de estas afirmaciones se tiene que n es el nimero de
érbitas O que satisfacen p"~*Tt | o(0). Sean Oy, ..., O, tales érbitas.
Ademés, si H; € O; es un subgrupo, entonces o(0;) = [G : H;] = p" *m,
de manera que o(C) = np"~*m = p"*m (mod p"~*T!), usando (1.7). De
esta dltima congruencia se deduce que n =1 (mod p).

Para terminar, pasamos a demostrar las dos afirmaciones.

1. Si X,g-X € O son ambos subgrupos, entonces 1 € g- X = g~ € X
>geX=>g9-X=X.

2. Para X € O, escribimos GX = {g € G | g- X = X}, el estabilizador
de X, que es un subgrupo de G. Si X < G, entonces claramente
G* = X; pero como o(G) = o(0) o (X), se tiene que p"~**1 { o(0).

Reciprocamente, si O es una érbita tal que p"*t! § o(O)y X € O
es tal que 1 € X, entonces GX C X y ademés o(G) = o(O) o (GX).
Asf tenemos que o(GX) < o(X) = p® con p* | o (G¥). Concluimos
que GX = X es un subgrupo de G. 0

Cuando o(G) = p™m con p primo y p { m, un p-subgrupo de Sylow
es un subgrupo de orden p”. El teorema anterior garantiza la existencia de
tales subgrupos.

Lema 1.62 Si G es de orden p™ con p primo y G actia en un conjunto
finito X tal que p1o(X), entonces X tiene un punto fijo.

Demostracién: X es unién disjunta de érbitas O. Para cada O, 6 bien
p | o (O) 6 bien o(O) = 1. Como p 1 o(X), existe al menos una drbita O
tal que p 1 o(O), es decir, o(O) = 1. Este es un punto fijo. O

Teorema 1.63 (Sylow) Sean G un grupo de orden p"m con p primo tal
que p 1 m, P un p-subgrupo de Sylow y H un subgrupo de G de orden p°.
Entonces existe x € G tal que H C xPx~'. En particular, los p-subgrupos
de Sylow son conjugados.

Demostracién: H actia en G/P por multiplicacién izquierda y ademés
p 1 o(G/P). El lema garantiza que existe un punto fijo P, es decir, que
HxP = xP; esto es equivalente con + 'Hx C P y con H C xPx~ ! O

Frecuentemente es ttil saber el nimero n de p-subgrupos de Sylow de un
grupo G. Para calcular este niimero, contamos con dos datos: n = 1 (mod p)
yn =[G : N(P)],si P es uno de ellos, como consecuencia de que estos
subgrupos son conjugados.

Ya que P C N(P), el segundo dato implica que n | [G : P]. Esta infor-
macién es suficiente en muchos casos.

Aplicaciones. A continuacién veremos 6 aplicaciones de los Teoremas de
Sylow y de los métodos usados en sus demostraciones.
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Proposicién 1.64 Sio(G) = p™ con p primo, entonces existe una cadena
G=Gy2G12---2G, = {1},
tal que G; < Gi—1 con G;_1/G; ciclico de orden p para toda i.

Demostracién: Para todo 1 < m < n existe H < G con o(H) = p™, por
lo que también existe una cadena

G=G,2G12---2G, ={1},

tal que o(G;) = p"~* para toda i. Como G nilpotente = N(G;) # G,
vemos que [G;—1 : G;] = p = G; < G;_1 con G;_1/G,; siempre ciclico. O

Proposicién 1.65 Si P es un subgrupo de Sylow de G, N = Ng(P) y
H < G tal que N C H, entonces H = Ng(H).

Demostracién: Si z € G normaliza a H, entonces xPx~! C H, asf existe
h € H tal que hxtPz~*h~' = P. Entonces, t e NC Hyx € H. O

Proposicién 1.66 Si o(G) = p™ con p primo y {1} # N < G, entonces
NN Z+#{1}.

Demostracién: G actia en N por conjugacién. El nimero de elementos
de cada 6rbita es 1 6 un multiplo de p. Como p | o (), el nimero de puntos
fijos de esta accién es un miltiplo de p. Los puntos fijos son los elementos
de NNZ. O

Proposicion 1.67 Si G es un grupo finito y H < G es de indice igual al
minimo primo p que divide a o(G), entonces H < G.

Demostracién: H actia en G/H por multiplicacién izquierda. Esta accién
no es transitiva porque H es un punto fijo. Si decimos que la accién esta
dada a través del morfismo f : H — S, entonces es claro que o(Im f) | p!
y que o(Im f) | o (H), lo que implica que o(Im f) =1 6 p.

Si o(Im f) = p, entonces Im f es un grupo generado por un p-ciclo, en
cuyo caso la accion es transitiva. La conclusién es que Im f es trivial y que
todos los puntos aH son puntos fijos, es decir, que HaH = aH para toda
a € G, o lo que es lo mismo, a " *Ha C H para todaa € G. O

Proposicion 1.68 Sea G un grupo de orden pq con p,q primos tales que
p<gq,pt (g—1). Entonces G es ciclico.

Demostracién: Sabemos que existen H, K < G con o(H) = p,o(K) = q.
Sean m el numero de conjugados de H y n el de K. Entonces m = 1 (mod p)
y m | ¢q. Esto implica que m = 1 6 ¢. La igualdad m = ¢ nos conduce a
p | (g — 1), contrario a la hipétesis, por loque m =1y H < G.

De manera similar, n = 1 (mod g), n | py p < g implicann =1y K < G.
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Dado que H N K = {1}, se tiene HK = G y entonces G = H x K; pero
si a genera a H y b genera a K, el producto ab es de orden pq y genera a
H x K. Asi G es ciclico. O

Teorema 1.69 Int Sg es de indice 2 en Aut Sg.

Demostraciéon: Si a y 8 son automorfismos externos de Sg, entonces a 'y
B intercambian la clase de conjugacién de (12) con la de (12)(34)(56), por
lo que af fija a ambas clases de conjugacion. Esto implica que a8 € Int Sg
como en la demostracién del Teorema 1.46, por lo que [Aut Sg : Int Sg] < 2.

Para terminar, construiremos un automorfismo externo de Sg.

Con este fin, calculamos el nimero n de 5-subgrupos de Sylow de S5: Por
un lado, n = 1 (mod 5), por otra parte, n | 24 = (5!/5); de donde se sigue
que n =106 6. Si n =1, entonces habria un tnico 5-subgrupo de Sylow,
normal y conteniendo a los 24 5-ciclos. Esto es absurdo. Por tanto, n = 6.

Ahora bien, S5 actia transitivamente en el conjunto, de orden 6, de sus
5-subgrupos de Sylow. Sea ¢ : S5 — Sg esta accién. Entonces tenemos que
ker p = NN(P), la interseccién de los normalizadores de los 5-subgrupos
de Sylow, es un subgrupo normal de S5 de indice > 6. La simplicidad de
A implica que ker ¢ = {1}.

Sea K = Im . Entonces K & S5 y K es un subgrupo transitivo de Sg.

Sea H = {0 € Sg |0(6) = 6}. Este es un subgrupo no transitivo de Sg
isomorfo con Ss.

Tenemos pues H = K = S;. Si logramos exhibir un automorfismo v :
S — S tal que ¢(H) = K, entonces tendremos un automorfismo externo,
pues H y K no son conjugados: K = THT~! = 7(6) es un punto fijo de
K, que contradice la transitividad de K.

El grupo G = Sg actiia por translacién izquierda tanto en G/H como en
G/K.Sean p: G — Sq/u y £ : G — Sg/k esas acciones. Observamos que

kerp={x € G | zyH = yH para toda y € G} = ﬂ yHy ' = {1},
yeG

porque este nicleo es un subgrupo normal de Sg con indice > 2, en vista
del Corolario 1.44. De manera analoga, se tiene que ker & = {1}.

Sea x : Sg/u — Sa/k el morfismo inducido por una biyeccién arbitraria
n:G/H — G/K tal que n(H) = K. Entonces existe un tinico automorfismo
1 que hace conmutativo al siguiente diagrama:

Se - Sa/m
Pl bx (=& "oxop).

Se —  Sa/x

Se concluye que ¢ es externo porque ¢¥(H) = K. 0
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Ejercicios

1.

Sean G un grupo finito, P un subgrupo de Sylow y a, b dos elementos

del centro de P tales que exista © € G con b = zaz~'. Demuestre

que existe y € Ng(P) tal que b = yay~*.

. Sean G un grupo finito, H << G y P un p-subgrupo de Sylow de H.

Demuestre que G = HNg(P).

. Sean G un grupo finito, N << G y P un p-subgrupo de Sylow de G.

Demuestre que N N P es un p-subgrupo de Sylow de N.

. Sean G un grupo finito, p el minimo primo que divide a o(G) y P un

p-subgrupo de Sylow de G. Demuestre que Ng(P) = Z(P), en caso
de que P sea ciclico.

. Sean p > ¢ ntimeros primos. Demuestre que todo grupo de orden p™g

es soluble.

. Sean p < ¢ < r nimeros primos y G un grupo de orden pqr.

a) Demuestre que un g-subgrupo de Sylow o un r-subgrupo de Sylow
de G es normal; pero que en todo caso G contiene un subgrupo normal
H de orden qr.

b) Demuestre que un r-subgrupo de Sylow de H es caracteristico y
que un r-subgrupo de Sylow de G es normal.

¢) Si gt (r —1), entonces un g-subgrupo de Sylow de G también es
normal.

Demuestre que un grupo finito G es nilpotente si y sélo si G es el
producto directo de sus subgrupos de Sylow. También demuestre que
G es nilpotente si y sélo si todo subgrupo de Sylow de G es normal.

a) Demuestre que el orden de los p-subgrupos de Sylow de S, es

ve(n) con
p
N | n n
up(n.)— ; + ]I? + E +"'7

donde [z] significa “el mayor entero contenido en x”.

b) Demuestre que si se escribe
n=ap+ap+ap” + - +ayp’

con 0 < a; < p para todo ¢, entonces

”
vp(nl) = Zai(l +p4 - +ph.
i=1
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1.11 Series de Composicion

Una serie subnormal de un grupo G es una cadena de subgrupos
G:GOQGlg"'QGn:{l}- (1'8)

tal que G;+1 < G; para toda i. Cuando todas las inclusiones son estrictas,
la longitud de la serie es el nimero de ellas.

Un refinamiento de una serie subnormal es otra serie que contiene a la
primera. Se dice que una serie subnormal es una serie de composiciéon
cuando no admite refinamientos de estrictamente mayor longitud.

Dos series subnormales

G=Hy2>H 2---2H,={1},

son equivalentes cuando existe una biyeccion ¢ del conjunto de los fac-
tores G;/Gi1 de una serie al conjunto de los factores H;/H ;1 de la otra,
de manera que si ¢(i) = j, entonces G;/Git1 = Hj/Hj1.

Los factores de una serie de composicién se llaman factores de com-
posicion del grupo. Los factores de composiciéon de un grupo dado, son
una coleccién de invariantes del grupo:

Teorema 1.70 (Jordan-Holder) Dos series de composicidn del mismo
grupo son equivalentes.

Este teorema es consecuencia inmediata del siguiente, por lo que es sufi-
ciente demostrar este dltimo.

Teorema 1.71 (Schreier) Dos series subnormales
0) G=GyD Gy D DG, ={1},
b) G=Hy2 Hy 22 Hy={1},
de un grupo arbitrario G poseen refinamientos equivalentes.

Demostracién: Procedemos por induccién en s, observando que la con-
clusién es clarasir =16 s = 1.

Primero demostraremos el caso s = 2 por induccién en 7:

Aqui, la segunda serie es G 2 H D {1}. Sean A=G1Hy B=G,NH,
de manera que A, B < G.

Como las series G1 2 G2 2 -+ 2 G, = {1} y G 2 B 2 {1} son de
longitudes r — 1 y 2, la hipdtesis inductiva garantiza que estas series tienen
refinamientos equivalentes:

Gr2--2G 2 2{1}=G12--2B2--2{1}. (1.9)
Como A/H =2 G,1/By A/Gy = H/B, se tiene la equivalencia siguiente:

ADHDB2{1}=ADG, 2B D1} (1.10)



1.11 Series de Composicién 37

La serie de la derecha de (1.9) da lugar a un refinamiento de la serie de la
derecha de (1.10), para el cual hay un refinamiento equivalente de la serie
de la izquierda de (1.10):

AD---DH2OBD---2{1}2ADG12---2B2---2{1}. (111)
De (1.9) y de (1.11) se obtiene la equivalencia
GO2ADGI 2 2Gy2---2{1} 2

G2A2---2H2B2---2{1},

que demuestra el caso s = 2.
En el caso general de s arbitrario, primero obtenemos un refinamiento
de a) equivalente a un refinamiento de G 2O H; 2 {1}:

G2 DG D DG DG = {1} =

G2---DH 2---2{1}. (1.12)

Por la hipdétesis inductiva, la serie H; 2 Hy D --- 2 Hy = {1} y la sub-
serie Hy D --- D {1} de la serie de la derecha de (1.12) tienen refinamientos
equivalentes:

Hy 2 2Hy 2+ 2{1} = Hy 2~ 2{1}. (1.13)

En estas condiciones, el lado derecho de (1.13) produce un refinamiento
del lado derecho de (1.12), para el cual existe un refinamiento equivalente
de su lado izquierdo:

G2 2G 122G 2 2G, = G2 DH 2 2{1}

1!

——

1}
2G2---2H 2---2Hy2--- 2 {1},
lo cual concluye la demostracion. D

Corolario 1.72 Si G tiene una serie de composicion, entonces toda serie
subnormal de G se puede refinar a una serie de composicion de G. En
particular, todo subgrupo normal de G es parte de una serie de composicion.

Teorema 1.73 Si G es un grupo soluble finito, entonces G admite una
serie de composicion G = Gy 2 Gy 2 -+ 2 G, = {1} tal que todo factor
de composicion G;/Giy1 es ciclico de orden primo.

Demostracién: Si existe una serie subnormal como en el enunciado, en-
tonces es claro que se trata de una serie de composicién, pues no es posible
refinarla.

Reciprocamente, la serie G = D°G D D'G' D --- D D"G = {1} con cada
D'G/D* '@ abeliano provee un punto de partida que nos permite suponer
que G es abeliano.
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El Teorema de Cauchy garantiza la existencia de un subgrupo H < G de
orden primo. Como H <1 G y o(G/H) < o(G), la demostracién concluye
por induccién en o(G). O

El Teorema de Jordan-Holder afirma que los factores de composicion de
un grupo dado, son invariantes del grupo. Si nos restringimos a la coleccién
de grupos abelianos, este resultado sigue siendo vélido y tenemos la sim-
plificaciéon de que todas las series subnormales son normales. Dada esta
restriccién, podemos pasar a la coleccién de los espacios vectoriales sobre
un campo fijo k, al restringirnos a los grupos abelianos que admiten sobre
ellos una accién del campo que los convierte en espacios vectoriales.

Es facil verificar que en ese caso, se cumplen los teoremas de isomor-
fismo andlogos a los de grupos, que fueron los ingredientes usados en la
demostracion del Teorema de Schreier. De manera que si k es un campo y
V es un espacio vectorial con bases {u1,...,un} y {v1, ..., Um }, entonces

V= (ul,...,un> ) (u17...7un,1> DR <U1> D) (0),

V={(v1,.,0m) 2 (U1, e, Un—1) 2 -+ 2 (v1) 2 (0),

son series de composicién. El Teorema de Jordan-Hoélder afirma que n = m.
Ejercicios
1. Exhiba una serie de composicion para S,, con n arbitrario.

2. Usando el Teorema de Jordan-Holder, demuestre que en los enteros
se tiene factorizacion unica.

3. a) Demuestre que todo grupo finito tiene una serie de composicién.
b) Demuestre que todo grupo abeliano que admite una serie de com-
posicion, es finito.

4. Complete los pasos indicados para construir una demostracién del
Teorema de Jordan-Hélder para grupos finitos, independiente del Teo-
rema de Schreier:

Dos series de composicion dadas, de un grupo finito G, inician asi:
G=Gy2G12-+ vy G=Gy2G{2---,
Procedemos por induccién en o(G).
a) Si G1 = G7, se tiene la conclusién.
b) Si G1 # G, se tiene que G1G} = G; y que
G/Gi=G1/(GiNGY) vy G/Gr=G1/(GiNGY).
¢) Use una serie de composicién de G; N G§ para completar a las

series G = Gop 2 G1 2 G1 NG y G =Gy 2 GF O G1 NG hasta
tener dos series de composicién equivalentes para G.

d) Concluya que las series originalmente dadas son equivalentes.
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1.12  Generadores y Relaciones

Sean X un conjunto no vacio y F' un grupo. Se dice que F es el grupo
libre en X cuando existe una funcién inyectiva i : X — F tal que para
toda funcién f: X — G, donde G sea un grupo, exista un inico morfismo
de grupos g : ' — G haciendo conmutativo al siguiente diagrama :

X‘>F

N

G

Para todo conjunto no vacio X, siempre existe un grupo libre
F en X, que es unico, pues si F’ fuera otro, entonces existirfan funciones
inyectivas 1 : X — F, ¢ : X — F’ y morfismos tnicos ¢ : F' — F' y
1 : F' — F haciendo conmutativos a los diagramas :

X—‘>F XxX_‘.F

RN

F’ F’
Asi, i/ = poi, i =1 oi';y entonces ¥ o ¢ hace conmutativo al diagrama

X—‘>F

NS

F

El tnico morfismo con tal propiedad es la identidad en F. Esto implica
que P o ¢ es la identidad en F'. De manera similar, ¢ o1 es la identidad en
F’, por lo que ¢ : F — F’ es un isomorfismo.

La existencia del grupo libre F' en X se puede demostrar construyéndolo:
Para tal fin se crea un alfabeto con tantas “letras” a como elementos tenga
X, junto con nuevos simbolos a~! para cada a € X, més el simbolo 1. El
grupo F' consistird de todas las palabras con (un nimero finito de) letras
del alfabeto descrito. La multiplicacién en F' es yuxtaposicién de palabras y
se permiten cancelaciones del simbolo 1 y de las parejas aa~' y a~'a donde
quiera que ocurran. La palabra vacia es el elemento identidad 1. Falta por
verificar la asociatividad de F'; y se propone como ejercicio.

Proposicion 1.74 Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostracién: Si G es un grupo y A C G es tal que (A) = G, entonces
la inclusién j : A — G se puede extender de manera tnica a un morfismo
suprayectivo n : F' — G con F grupo libre en A. O
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En las condiciones de la proposicién escribimos R = kern, para tener
G = F/R. Decimos que R es el grupo de relaciones de G.

Decimos que A es un sistema de generadores de GG, mientras que un
conjunto B de generadores de R es un sistema de relaciones de G. La
informacién anterior es una presentacién de G.

Ejemplo. El grupo ciclico Z, admite un generador a y un sistema de
relaciones generadas por a”. Esto se escribe asi: Z,, = {(a | a™ = 1).

Observaciones. Un grupo puede admitir mas de una presentacién, como
es el caso de Zp, = (a | a?? = 1) = (a,b | a? = 1,09 = 1,aba" 107! = 1),
cuando p, ¢ son ndmeros primos tales que p < ¢,p1 (¢ — 1), como se vi6 en
la Proposicién 1.68.

El grupo libre en un generador es el grupo aditivo Z.

Si F' es un grupo libre en X, entonces consideramos al grupo derivado
R = (aba™'b™1 | a,b € F). El cociente G = F/R es el grupo libre
abeliano en X. Para el grupo G, existe una funcién inyectiva i : X — G tal
que dada una funcién f : X — H, donde H sea un grupo abeliano, siempre
existe un tnico morfismo de grupos p : G — H que hace conmutativo al
siguiente diagrama :

X—‘sq

NS

H

Esta propiedad la podemos usar para caracterizar al grupo libre abeliano
en X o usarla como definicién. En todo caso, el grupo libre abeliano en un
conjunto X resulta ser isomorfo al producto directo de copias del grupo
aditivo Z, requiriéndose tantas copias de Z como elementos tenga X.

Teorema 1.75 El grupo simétrico S, admite la presentacion
(81,0 8n_1 | 82 =1, para 1 <i<n—1, (s;541)° =1, para
1<i<n—2; y(sisj)zzl, paral <i<n-—3 conj>i+1).

Demostracion: Por el ejercicio 1.7.2, S, = (t; = (i,i + 1),1 < i < n);
de manera que si L es el grupo libre en los generadores s; con 1 < i < n,
entonces el morfismo n : L — S, tal que n(s;) = t; es suprayectivo. El
nticleo de 7 contiene al subgrupo normal R de L generado por s? = 1, para
1<i<n-—1,(s841) =1 paral <i<n-2y (sisj)2 = 1, para
1<i<n-—3conj>i+1 Sea G = L/R. Tenemos que 7 induce un
morfismo suprayectivo k : G — S,.

Es suficiente ver que k es inyectivo. El siguiente razonamiento demuestra
por induccién en n que o(G) < n!:

Sea H = (s1,...,8n—2) < G y sea A el conjunto de las siguientes clases
laterales:

H Hs, 1,Hsp_15p_9,..., HSp_18p_9--- S1.



1.13 Grupos Abelianos Finitamente Generados 41

Claramente, o(A) < n, por ser un conjunto de clases laterales.

Afirmamos que A es estable ante translacién derecha por G. Esto im-
plicard que G esta contenido en la unién de las clases laterales en A y por
tanto que o(G) < no (H). Pero en el caso n = 2, se ve que o(H) = 1; por
lo que inductivamente se obtendra o(G) < nl.

Para verificar la afirmacion pendiente, veamos la multiplicacién derecha
por el generador s;. En primer lugar, esta operacién intercambia a la clase
lateral Hs,_1---s; con Hsp_1---Sjq1.

Sii>j+1, entonces (Hsp—1---8;)s; = Hsp—_1---85;, pues s; conmuta
con toda s, entre H y s;, debido a las relaciones (s;s5)? = 1, vélidas para
toda k> 7+ 1.

Observemos que sjs5j_15; = 5j_15j5j—1, por lo que 7 < j implica

(Hsp1---si)sj = (Hspn—1-+-s585-1)5j(sj-2- - 5i) =

(Hsp—1---5j-18;)85-1(8j—2 - 8i) = (Hsn_1---5;)sj-1(sj—2 - 5i). O

Ejercicios
1. Demuestre que el grupo diédrico D,, admite la presentacién

(s,t | s" =1, t* =1, tst™ ' =s71).

2. Demuestre que el grupo de cuaternios H tiene presentacién

(a,b|a* =1, a®> =02, bab~' =a™1).

1.13 Grupos Abelianos Finitamente Generados

Todos los grupos que aparecen en esta seccién se suponen abelianos. Adop-
tamos la notacién aditiva, de manera que por ejemplo, el elemento identidad
es 0.

Estudiaremos primero la estructura y clasificacion de los grupos abelianos
finitos para después extender los resultados al caso de los grupos abelianos
finitamente generados.

Si A es un grupo abeliano finito y p es un ndmero primo, A, es el p-
subgrupo de Sylow de A, el cual es tnico y normal, también es carac-
teristico. El subgrupo A, consiste de los elementos de A cuyo orden es una
potencia de p. Se tiene que A, # (0) < p | o (A).

Teorema 1.76 Si A es un grupo abeliano finito y p1, ..., p, son los primos
que dividen al orden de A, entonces A=A, X -+ X Ap, .
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Demostraciéon: Sabemos que A4,, < A para toda ¢. Si los subgrupos
Ap,,..., Ay, forman producto directo, entonces A, X --- x A, serd un
subgrupo de A del mismo orden que A, por tanto igual con A.

Asi que es suficiente verificar que A,, NA,, = (0), (4,, X Ap,)NA,, = (0),
etc. Esto es cierto porque m.c.d.{q1,¢q2} = 1,m.c.d.{q1¢2,q3} = 1, etc.,
donde ¢; = o(4,,). O

Se dice que un grupo G es finitamente generado cuando admite a
un conjunto finito como sistema de generadores. Un grupo abeliano finita-
mente generado es finito si y s6lo si todos los elementos de un sistema de

generadores son de orden finito.

Observacién. Dada una coleccién de subgrupos ciclicos A; = (a;) de un
grupo abeliano A con 1 < i < m, el grupo A es producto directo de sus
subgrupos A; cuando se satisfacen las dos condiciones siguientes:

e Para todo a € A, existen n; € Z tales que a = nijay + -+ + Ny G-
e niai + -+ npma, =0 con n; € Z implica n;a; = 0 para todo 1.

Lema 1.77 Sea A = {g1,...,9-) un grupo abeliano; y sean ci,...,c; € N
tales que m.c.d.{c1,...,c,} = 1. Entonces existen hy,...,h, € A tales que
A= {hy,....,h) y ademds hy = c1g1 + -+ ¢rgr-

Demostracion: Procedemos por induccién en n = ¢; + - -+ + ¢,. Siendo
claro el caso n = 1, suponemos que n > 1 para tener que al menos dos de
los nimeros ¢; son positivos. Escribimos ¢; > ¢ > 0, de manera que

m.c.d.{c; —co,co, .} =1y (c1—co)+eat-+e <crt+ceot--+cp.

Dado que A = {g91,91 + 92, g3, ---, gr), la hipétesis inductiva garantiza que
existen elementos hq,...,h, € A tales que A = (hq,..., h,), donde ademds
hi=(c1 —c2)g1 +ca(gr +g2) + -+ ergr =crg1+ -+ ¢rgr. O

Teorema 1.78 Sea A un grupo abeliano tal que admita un sistema de
generadores con r elementos. Entonces A es el producto directo de v grupos
ciclicos.

Demostracién: Sea {gi,...,¢-} un sistema de generadores de A tal que
(o(g1), ---,o(gr)) sea minimo en el orden lexicografico entre todos los sis-
temas de generadores de A con r elementos. Se afirma que

A= (g1) X+ X (gr).
Para ver esto, supongamos que existen aq, ..., a, € Z tales que
a191 + -+ + arg- = 0 sin que a;g; = 0 para todo 1.

También digamos que 0 < a; < o(g;) para todo .
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Sea s el minimo indice i tal que a; # 0 y sea d = m.c.d.{as,...,a,}.
Escribiendo a; = db; para toda i se tiene que m.c.d.{bs,...,b.} = 1, por
lo que el lema garantiza la existencia de un sistema de generadores de
(gsy Gst1s -y Gr) asts hg,hsy1,...;hy con hy = bggs + -+ + brg,-. De este
modo, dhy = 0 y también A = (g1, ..,gs—1, hs, ..., h) con la contradiccién
de que o(hs) < d < as <o(gs). O

Observacién. Si en el teorema anterior suponemos que o(A) > 1y que
el sistema de generadores dado tiene un nimero minimo de elementos,
entonces obtendremos factores directos no triviales.

El siguiente teorema nos da la estructura y clasificacién de los grupos
abelianos finitos, ahi usamos la siguiente notacién: Dado un entero n, es-
cribimos #(n) para indicar el nimero de particiones de n, es decir, el nimero
de maneras en que n se puede expresar como suma de enteros positivos.
Por ejemplo #(4) =5 porque4=3+1=24+2=2+14+1=1+1+1+1.

Teorema 1.79 a) Todo grupo abeliano finito A es un producto directo de
grupos ciclicos de ordenes potencias de primos.

b) Los drdenes de los factores directos son dnicos.

¢) Sim = pit--pl con p1,...,pr primos distintos con n; > 0 para
1 <i <r, entonces el nimero de grupos abelianos de orden m no isomorfos
entre si es #(ny) - - t(n,).

Demostracion: El Teorema 1.76 dice que A es el producto directo de
sus subgrupos de Sylow, aplicamos el Teorema 1.78 a cada uno de estos
subgrupos para obtener a).

Como c) es consecuencia inmediata de b), es suficiente ver que los érdenes
de los factores directos de un grupo abeliano A son tnicos, suponiendo que
o(A) = p™, con p primo.

Sea ¢ : Zn — Z,. el morfismo dado por ¢(a) = pa para toda a en el
grupo ciclico Z,». Es inmediato que ¢(Z,x) = Z,»—1. Méas generalmente,
si G es un grupo abeliano de orden una potencia de py ¢ : G — G
es multiplicacién por p, entonces ¢ es un morfismo de grupos tal que
o(¢(G)) = o(G)/p®, donde s es el numero de factores ciclicos de G.

El orden de ¢(A) no depende de la descomposicién de A. Por ello, vemos
que dos descomposiciones cualesquiera de A deben tener el mismo ntimero
de factores.

Generalizando este razonamiento para ¢*(A), primero vemos que el orden
de cada factor de p?(A) es p veces el orden de un factor correspondiente de
©*t1(A), para después darnos cuenta de que podemos deducir los érdenes
de los factores ciclicos de A a partir de los distintos ntiimeros o(¢?(A)). O



44 1. Grupos

Ejemplo. Consideremos A = Z,4 X Z,» con p primo.

grupo | descomposicién | orden
A Zyps X Zy2 8
p(A) Zp» X Zp p*
©*(A) Zp2 »’
©*(4) Zy P
¢1(4) {1} 1

En la tabla anterior, la columna central se obtuvo de abajo hacia arriba
a partir de las columnas externas asi:

Como o(¢3(A)) = p, es claro que p3(A) = Z,.

A partir de que o(p*(A))/ o (p*(A)) = p se tiene que p*(A) = Z».

De o(p(A))/o(p?(A)) = p?, se deduce que p(A) tiene 2 factores directos,
cuyos 6rdenes deben ser p? y p.

Finalmente, o(A)/ o (¢(A4)) = p? nos indica que A tiene dos factores
directos ciclicos de 6rdenes p* y p? respectivamente.

Los érdenes de los factores directos de A en el teorema anterior se llaman
divisores elementales de A.

El siguiente teorema es una versién alternativa de la estructura y clasifi-
cacién de los grupos abelianos finitos. Primero observemos que si A = (a)
y B = (b) son grupos ciclicos de érdenes m y n respectivamente, con
m.c.d.{m,n} = 1, entonces A x B también es ciclico, generado por ab, pues

(aby) =1=a’=1=b =m|jyn|j, de manera que mn | j.

Teorema 1.80 Si A es un grupo abeliano finito, entonces A =2 Ay x---x A,
con cada A; ciclico de orden m;, donde my | mg | -+ | m,.
Los nimeros mq, ..., m, son Unicos.

Demostracién: El Teorema 1.79 dice que A es un producto directo de
grupos ciclicos de 6rdenes potencias de primos. Para cada primo p que
divida al orden de A, hay al menos un factor directo B, de A, de orden
una maxima potencia de p. El producto directo de los distintos B, al variar
p, es un grupo ciclico B, cuyo orden es el minimo comuin miltiplo de los
divisores elementales de A. Ademads, A es el producto directo de B y de
los restantes grupos ciclicos de érdenes potencias de primos, cuyo minimo
comtn multiplo divide a o(B).
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Por induccién en o(A), se obtiene una descomposicién de A como en el
enunciado. Nos falta demostrar la unicidad de los 6rdenes de los factores
de tal descomposicién.

Supongamos que A = C; x --- x C,, con cada C; ciclico de orden m,
donde my | mo | -+ | m,, entonces cada C; es el producto directo de
sus subgrupos de Sylow; y estos son ciclicos. Aplicando la unicidad del
teorema anterior, tenemos que los 6rdenes de estos subgrupos de Sylow son
unicos. Ahora bien, m, es el m.c.d. de estos érdenes, m,_1 es el m.c.d.
de los 6rdenes que quedan después de eliminar exactamente una potencia
méaxima de p para cada primo p que divida a m,; y asi sucesivamente. De
esta manera concluimos que los niimeros my, ma, ..., M, son Unicos. O

Los 6rdenes de los factores directos de A en este ultimo teorema, se
llaman factores invariantes de A.

Corolario 1.81 Sea G un grupo abeliano finito tal que toda ecuacion de
forma dz =0 con 0 < d € N tenga cuando mds d soluciones. Entonces G
es ciclico.

Demostracién: Como G = Gy X --- X GG,., con cada G; ciclico de orden
n; con ny | ng | -+ | ng., se ve que todo elemento de G es solucién de la
ecuacion n,z = 0, por lo que G = G, es ciclico. O

En el siguiente corolario usamos la notacién multiplicativa para el grupo
abeliano que ahi aparece.

Corolario 1.82 FEIl grupo multiplicativo de todo campo finito es ciclico.

Demostracion: Sean K un campo finito y K* el grupo multiplicativo de
los elementos distintos de cero de K. Entonces toda ecuacién z¢ = 1 tiene
cuando més d soluciones, ver §2.7; por lo que se satisfacen las hipétesis del
corolario anterior; asi K* es ciclico. O

Regresamos a la notacion aditiva para los grupos abelianos.

Suponiendo que A es un grupo abeliano finitamente generado, decimos
que el elemento a € A es de torsién cuando a tiene orden finito. Definimos
la torsién de A como tor A = {a € A | a es de torsién}. Es claro que si a y
b son de orden finito, entonces —a y a + b también lo son. Esto implica que
tor A es un subgrupo (caracteristico) de A. Se dice que A es de torsién
cuando A = tor 4; y que A es libre de torsién cuando tor A = {0}.

Observacién. Si G es un grupo abeliano, entonces ¢ : G — G dado por
p(a) = a+a para toda a € G, es un morfismo cuya imagen escribimos 2G.

En la seccién anterior vimos que un grupo libre abeliano G es un producto
directo de copias de Z. El nimero de factores de esa descomposicion es el
rango de G. A continuacién veremos que este concepto esta bien definido.
Escribimos Z™ para denotar el producto directo de n copias de Z.

Teorema 1.83 Si Z™ = Z™ con n,m € N, entonces m = n.
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Demostracién: Como Z™ = 7™, se tiene que Z™/27Z™ =2 7" /27". Apli-
cando el Teorema 1.50 , obtenemos o(Z™/2Z™) = 2™ y o(Z"/2Z"™) = 2™,
y de ahi, 2™ = 2" por lo que m =n. D

Teorema 1.84 Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces
G es el producto directo de su torsion, tor G, y de un grupo abeliano libre,
cuyo rango es un invariante de G.

Demostracion: Si G 2 (tor G) x B, con B libre abeliano, entonces el grupo
G/ tor G = B es libre abeliano; y su rango es un invariante de G/ tor G, y
por tanto de G. Ahora es suficiente ver que tal descomposicién existe.

Aplicando el Teorema 1.78, sabemos que G = (a;) X --- X (as), donde
podemos suponer que aq, ..., a,, tienen orden infinito, mientras que los ele-
mentos Gm41, ..., Gs tienen orden finito.

Escribiendo B = {(a1) X+ X (@) y C = {@py1) X+ - - X {as), tenemos que
G = B x C con B libre de rango m y con C' de torsién. Asi, es inmediato
que C C tor G. Se afirma que C' = tor G.

Supongamos que a = nia;+- - -+nsas € tor G. Entonces existe 0 < n € N
tal que na = nnjay +- - - +nnsas = 0; pero entonces nny = - -+ = nn,, = 0,
por lo que n; = --- = n,, = 0, de manera que a € C; demostrando la
igualdad afirmada. ©

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 1.85 Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces
G es libre si y solo si G es libre de torsion.

Observacion. Si G es un grupo abeliano finitamente generado, entonces
tor G también lo es, por lo que tor G es un grupo finito abeliano, cuya es-
tructura queda descrita por el Teorema 1.79 o bien por el Teorema 1.80.
Como consecuencia de esto, tenemos que el Teorema 1.84 completa el es-
tudio de la estructura y clasificacion de los grupos abelianos finitamente
generados.

Ejercicios
1. Describa Hom(Z,», Z,m ), donde p es un primo.

2. Sea G el producto directo de 7 copias de Z;, con p primo. Demuestre
que o(Aut G) = (p" = )(p" —p) - (" —p"71).

3. Sea A un grupo abeliano finito de orden n y sea m un entero positivo
tal que m | n. Demuestre que A contiene un subgrupo de orden m.

4. Investigue si los grupos Zg X Zg X Z1g y Z4 X Z4 X Z3 son isomorfos.

5. Sea A un grupo abeliano para el que existe n € N tal que nA = (0).
Sea m € N tal que m.c.d.{m,n} = 1. Demuestre que para toda a € A,
existe b € A tal que a = mb.
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6. Sean A y B grupos abelianos tales que mA = nB = (0) con m y n
primos relativos. Describa Hom(A, B).

7. Encuentre los factores invariantes de Z,, x Z,, si m y n son enteros
positivos.

8. Sea G un grupo abeliano con subgrupos A y B de érdenes a y b
respectivamente. Demuestre que G contiene un subgrupo de orden
m.c.d.{a,b}.

9. Demuestre que el grupo aditivo de los racionales Q no se puede ex-
presar como producto directo de dos subgrupos propios.

1.14 Ejercicios Generales

1. Encuentre tres grupos H, K, G tales que H <« K, K < G, sin que H
sea normal en G.

2. Sean G un grupo finito y H un subgrupo propio. Demuestre que

U aHa ' # G.

a€eG

3. Sea GG un grupo de orden 2n con n > 1 impar. Demuestre que G no
es simple.

4. Sea G un grupo finito tal que 31 o(G) y que (ab)® = a®b3 para todos
a,b € G. Demuestre que G es abeliano.

5. Sean G un grupo y a € G. Definimos la “translacién izquierda” ay, y
la “translacién derecha” ap con a como ar(x) = ax y ar(z) = za,
para toda x € G. De manera que ay,ar : G — G.

También definimos G, = {ar, | a € G} y Gg = {ar | a € G}. Estos
son subconjuntos de S¢ al ser biyecciones todas las ar, ag.

a) Demuestre que G, - Aut G es un subgrupo de Sg que contiene a
Gr. Este grupo llamado holomorfo se escribe Hol G.

b) Demuestre que si G es finito, entonces o(Hol G) = o(G) o (Aut G).

¢) Demuestre que Hol(Z3) = S5 y que Hol(Z4) = Dy.
6. Sea G un grupo finito provisto de un automorfimo f tal que el con-

junto {x € G | f(z) = 27!} contiene a mas de (3/4) o (G) elementos.
Demuestre que G es abeliano.
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10.

11.

12.

13.

14.

1. Grupos

Demuestre que

Z T = %ngo(n)

m.c.d.{i,n}=1
1<i<n

Determine con demostracién todos los grupos G tales que G es iso-
morfo a todo subgrupo de G distinto de la identidad.

Sea G un grupo abeliano con un numero finito de subgrupos. De-
muestre que G es finito.

Sea G un grupo finito de orden n con k clases de conjugacién. De-
muestre que la probabilidad de que 2 elementos de G escogidos al
azar (pero posiblemente iguales) conmuten entre si es

k+1
n+1’

a) Sean H y K subgrupos solubles de un grupo G con K < G.
Demuestre que H K es soluble.

b) Observe que en a) no es suficiente que HK < G con H y K
solubles, viendo el caso en que G = A5, H = Ay y K &£ Zs.

¢) Demuestre que si H y K son subgupos normales de G con G/H y
G/K solubles, entonces el grupo G/(H N K) es soluble.

Sea p un ndmero primo y sea
H = {% € Q| m.c.d.{a,b} =1, bes una potencia de p}.

Considere el morfismo natural ¢ : Q — Q/Z; y sea Z(p™) = ¢(H).

Demuestre que Z(p) es isomorfo a cada uno de sus cocientes distin-
tos de cero; y que todos sus subgrupos propios son finitos.

El subgrupo de Frattini ®(G) de un grupo G es la interseccién
de sus subgrupos propios maximos. Se dice que g € G es un no
generador cuando para todo subconjunto A C G tal que G = (A, g),
se tenga G = (A). Demuestre que ®(G) es el conjunto de los no
generadores.

Supongamos que el frupo finito G actta fielmente en el conjunto finito
X. Esto significa que el morfismo ¢ : G — S,, asociado a esta accién
es inyectivo. Supongamos también que cada elemento z € X puede
ser marcado con cualquiera de ¢ posibles colores. Asi, tenemos un
nuevo conjunto Y = ¢ de objetos coloreados, con o(Y) = c".

El grupo G también actia fielmente en el conjunto Y ast:

(g~<p)(x):<p(g_1~x), < p: X—>CzxeX,ged.
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16.
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Deseamos calcular el numero de 6rbitas para esta nueva accién. Con-
sideraremos que cada g € G es una permutacién en S,. Escribire-
mos zg = (21,...,2,) para abreviar la estructura ciclica de g, de
manera que el nimero de i-ciclos de g sea z;. También escribiremos
2(9) = z1 + -+ + zn, este es el numero de ciclos de g. Demuestre los
siguientes teoremas de Polya:

(a) El nimero de érbitas para la accién de G en Y es

1
z(9)
c*\9,
@ 2

(b) El ntimero de érbitas para la accién en Y del grupo ciclico G =
(o), donde o es un n-ciclo, es

1 n\ 4
d|n

Encuentre el nimero de configuraciones que se obtienen al colorear
las seis caras de un cubo con tres colores disponibles, de acuerdo al
siguiente esquema:

(a) Sea C el conjunto de las funciones f : A — B, donde A =
{1,2,3,4,5,6} corresponde a las caras del cubo y B = {1,2,3}
corresponde a los colores disponibles.

(b) El grupo simétrico S actia en C asi: o(f) = foo™L.

(c) Sea G el subgrupo de Sg de las rotaciones del cubo. Las érbitas de
la accién anterior restringida a este grupo son las configuraciones
a calcular.

(d) El grupo G consiste de los siguientes elementos:

(a) La identidad.

(b) Las 6 rotaciones o de 90° y 270°, mas las 3 rotaciones 5 de
180° cuyos ejes pasan por los centros de las parejas de caras
opuestas del cubo.

¢) Las 8 rotaciones v de 120° y 240° cuyos ejes son las diago-
Y
nales principales del cubo.

(d) Las 6 rotaciones d de 180° cuyos ejes unen los puntos medios

de aristas opuestas.

Demuestre que el grupo de las rotaciones del cubo es isomorfo a Sj.
Los grupos G = Z,,, D,, y Sy, (ciclico, diédrico y simétrico) actiian na-

turalmente en A = {1,2,...,n}. Esta accién estd dada por la inyeccién
G — S,. Dada una permutacién 7 € G C S,, con descomposicién
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ciclica z = (21, ..., 2, ), definimos su indice ciclico como el monomio
i(m) = o7t - - 22, también definimos el indice ciclico del grupo G ast:

TeG
Demuestre que
(a) X
n/k
i(Za) = — S k).
k|n
(b)
1 lxlx(n_l)ﬂ & n impar
i(Dy) = zi(Zp) +4 202 - ’
(Dn) 2( ) {}l%/z—f—m%xé /%) & n par.

(c)

xF . pEn
) Sn = 1 ~
i(Sn) Z 0, 25 o
(d) Si i(G) = i(G)(z1, ..., 2n), entonces el nimero de érbitas de la
accién de G en C = {f : A — B}, como en el problema anterior,
es i(G)(b,...,b), donde b = o(B).

17. Usando la notacién de los dos problemas anteriores,

(a) Si A es un conjunto de n objetos geométricos y B es un conjunto
de colores, demuestre que el nimero de maneras de colorear
A con exactamente z; objetos de color b; es el coeficiente del
monomio t3* -+ -0 en i(G)(t1 4+ -+ tp, ..., TP+ - - +117), donde
z = (z1,..., 2n) €s una particién de n. Aqui, el nimero de “ma-
neras” significa el niimero de 6rbitas ante la accion fiel del grupo
finito G.

(b) Encuentre el nimero de configuraciones que se obtienen al co-
lorear las seis caras de un cubo con tres colores disponibles de
manera que exactamente dos de ellas sean amarillas.



Capitulo 2
Anillos

2.1 Definiciones y Primeros Resultados

Se dice que R es un anillo asociativo con 1 cuando R es un conjunto
equipado con dos operaciones: suma y multiplicaciéon, de manera que ante
la suma, R es un grupo abeliano; que ademads satisface las siguientes condi-
ciones:

1. a,b€ R= ab e R.
2. a(bc) = (ab)c para todos a, b, c € R.

3. a(b+¢) = ab+ ac, (b + c)a = ba + ca para todos a,b,c € R. Estas
propiedades se llaman distributividad a la izquierda y a la derecha
respectivamente.

4. Existe un elemento 1 € R tal que 1 # 0 y al = la = a para toda
a € R.

Por brevedad, diremos anillo en lugar de anillo asociativo con 1. En caso
de que ab = ba para todos a,b € R, diremos que R es conmutativo.

Ejemplos. Como ejemplos de anillos tenemos los siguientes:
1. Los numeros enteros Z.
2. Los enteros médulo n : Z/nZ.

Los ntimeros racionales Q.

Los ntumeros reales R.

Los ntimeros complejos C.

S ok w

El anillo de polinomios R[X7, ..., X,,] en n variables con coeficientes
en el anillo R.

7. El conjunto M, (R) de las matrices n x n ante la suma y la multipli-
cacién de matrices, con coeficientes en el anillo R.



52 2. Anillos

8. Los enteros Gaussianos Z[i] = {a+bi | a,b € Z} C C, con i* = —1.
9. Los cuaternios reales H = {a + bi + ¢j + dk | a,b,c,d € R}, donde
° (a1 + bll + Clj + dlk) + ((IQ + ng + ng + dgk) =
(a1 + (ZQ) + (b1 + bQ)Z + (Cl + Cg)j —+ (dl -+ dg)k
o 2=2=k2=1,ij=—ji=k jk=—kj=1iki=—ik=j
y la multiplicacién es bilineal.
Un dominio es un anillo conmutativo donde vale la ley de cancelacién:

ab=ac,a #0=b=c.

Los ejemplos 1,3,4,5 y 8 son dominios.

Un anillo de divisién es un anillo R tal que para toda 0 # a € R, existe
b € R tal que ab = ba = 1. Un campo es un anillo de divisién conmutativo.
Se pide demostrar en el problema 1 que los cuaternios reales son un anillo
de divisién. Los ejemplos 3,4 y 5 son campos.

Decimos que un elemento a de un anillo conmutativo R es divisor de
cero cuando a # 0 y existe 0 # b € R tal que ab = 0. Asi, un dominio es
un anillo conmutativo sin divisores de cero.

Un elemento a € R es unidad cuando existe b € R tal que ab = ba = 1.
Las unidades de R forman un grupo multiplicativo escrito R*.

Observaciones. En todo anillo R se cumplen las siguientes afirmaciones
de facil verificacion:

1. 0a = a0 = 0 para toda a € R.

2. a(—b) = (—a)b = —ab para todas a,b € R.
3. (—a)(—b) = ab para todas a,b € R.

4. (—1)a = —a para toda a € R.

5. (=1)(-1)=1.

Se dice que T es un subanillo de R cuando T es un subconjunto de R
que forma un anillo ante las mismas operaciones de R, tal que 1 € T, donde
1 es la identidad multiplicativa de R.

Teorema 2.1 Todo dominio finito D es un campo.

Demostracién: Aqui, 0 # a € D = aD C D y o(aD) = o(D). Por tanto,
aD =D yexistebe D tal queab=1. O

Teorema 2.2 Sip es un nidmero primo, entonces Z/pZ es un campo.
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Demostracién: Por el teorema anterior, es suficiente ver que Z/pZ es un
dominio; pero esto es consecuencia de que para elementos a,b € 7Z, se tiene

que pta,ptb=ptab. O
Para un anillo dado R, definimos el centro Z de R asi:

Z={a€R|ab=ba, Vb€ R}.

El centro de un anillo es siempre un subanillo conmutativo. El centro de
un anillo de divisién es un campo.

Teorema 2.3 (Brauer-Cartan-Hua) Sean D un anillo de division, Z
su centro y K un subanillo de division de D tal que xKx~' C K para todo
0# x € D. Entonces o bien K C Z ¢ bien K = D.

Demostracién: Supongamos que K # D. Sean a € K,z € D,z ¢ K.
Entonces existe a; € K tal que za = a;x. Similarmente, existe as € K tal
que (1 +)a = az(1 + z).

Por tanto, a = as+ (a2 —ay)x; lo que implica z € K a menos que a; = as.
Entonces a; = as, (1 4+ x)a = a1(1 + ) = a1 + za, de donde se obtiene que
a = aj.

Acabamos de ver que todo elemento de K conmuta con todo elemento
del complemento de K.

Se afirma ahora que K C Z. En efecto, sean a,k € K arbitrarios; y
h ¢ K. Entonces a conmuta con h y con h + k porque h + k ¢ K. Esto
implica que a conmuta con k. Asi, a € Z. O

Ejercicios
1. Paraa =a+bi+cj+dk € H con a,b,c,d € R, definimos

a=a—-bi—cj—dk y N(a)=aa.

a) Demuestre que a8 = fBa, para todos «, 8 € H.

b) Demuestre que N(a) = a?+b*+c?+d? y que N(aB) = N(a)N(8),
siempre que «, 8 € H.

¢) Encuentre el centro de H.
d) Demuestre que H es un anillo de divisién.

2. Sean R un anillo conmutativo y A una matriz n x n sobre R. De-
muestre que A € M, (R)* siy sélo si det A € R*.

3. Demuestre que en Z/nZ, todo elemento distinto de cero es o bien una
unidad o bien un divisor de cero.

4. Sean k un campo y R el anillo de las matrices 2 x 2 sobre k. Demuestre
que (AB — BA)? estd en el centro de R para todas A, B € R.
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2.2 Funciones Aritméticas

Las funciones aritméticas son aquellas definidas en los ntimeros natu-
rales N con valores en un campo, como los nimeros reales R.
Ejemplos. Algunos ejemplos importantes son:

1. La funcién e dada por:

(1):17
(n)=0,sin#1.

o c
o c
2. 1(n) = 1 para toda n.

3. id(n) = n para toda n.

4. o(n) = suma de los divisores de n.

5. or(n) = suma de las k potencias de los divisores de n.
6. d(n) = ntmero de divisores de n.

7. ¢(n), la funcién de Euler.

8. pu(n), la funcién de Mébius definida como sigue:

o u(l) =1,
e u(p?q) =0, sipesprimoyqeN,
e u(py---pr) = (=1)"; sip1,...,p, son primos distintos.

Observaciones. Es fécil ver que si n = p{"* -+ - pI" es una descomposicién
prima, entonces

d(n) = (my+1) - (m, + 1),

r k(m;+1)
, -1
Jk(n)_(1+pllc+'”_’_pllfml)...(1+pﬁ+.”_’_p£mw)_ | I i

ko
=1 Pi 1

Lema 2.4

S uld) = e(n).

d|n

Demostracion: Paran > 1, sean py, ..., p, los distintos primos que dividen
a n. Consideremos la identidad

(I=p1)-(A=p)=1=pr—-—prtppat-;

y substituyamos 1 en lugar de cada p; para obtener »_,, nu(d) = 0. O
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En el conjunto de las funciones aritméticas definimos la convolucién

de Dirichlet asi:
(g =3 f(d)g<z>.

d|n

Es facil verificar que el conjunto de las funciones aritméticas provisto de las
operaciones suma de funciones y convolucién de Dirichlet forma un anillo
conmutativo con identidad multiplicativa e.

Con esta notacién, 1x1 = d; mientras que el Lema 2.4 afirma que 1xu = €.

Teorema 2.5 (Férmula de inversién de M&bius) Si g estd dada por
g(n) =3 g, f(d), entonces

fln) = §g<d>u(’;).

Demostraciéon: La hipétesis dice que g = f+1; pero sabiendo que 1xpu = €
es claro que las funciones 1 y u son inversas la una de la otra, por lo que
f =g=*pu, que es la conclusién. O

Proposicién 2.6 3, ¢(d) =n, es decir, o x 1 = id.

Demostracion: El grupo ciclico Z,, tiene un tnico subgrupo de orden d

isomorfo a Z; para cada d|n. Sea Ay = {a € Z,, | o (a) = d}. De manera

que A, es el conjunto de generadores de Zg; por tanto, o(A4) = ¢(d). Como

Zy = UginAq es una unién disjunta, se tiene que n = Zd‘n p(d). o
Ejercicios

1. Demuestre que en el anillo de las funciones aritméticas A con valores
en un campo, f € A* & f(1) #0.

2. Demuestre que

o) = zu(g) i

d|n

donde ¢ es la funcién de Euler y p es la funciéon de Mdobius.

3. Sea m un entero par. Demuestre que

S uld)p(d) = o.

d|n

4. Suponiendo que para todo 0 < n € N, se tiene que
fn) =" u(d)g( % );
d| d)’

demuestre que g(n) = >, f(d), también para todo 0 < n € N.
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2.3  Morfismos e Ideales

Un morfismo de anillos es una funcién ¢ : R — S tal que ¢(1) =1,
wla+b) = p(a) + o), plab) = p(a)p(b), para todas a,b € R.

El nicleo de ¢, escrito kerp, es {z € R | ¢(z) = 0}. Como ¢ es en
particular un morfismo de grupos abelianos aditivos, sabemos que ¢ es
inyectivo si y sélo si ker ¢ = 0. Ademds, tenemos que si p(a) = b, entonces
@ 1(b) = a+ker ¢.

Un ideal izquierdo de R es un subgrupo aditivo J tal que RJ C J,
donde RJ = {ab|a € R,b € J}. Un ideal derecho se define andlogamente.
Un ideal bilateral o simplemente ideal es simultaneamente un ideal dere-
cho e izquierdo de R. Excluimos entre los posibles ideales izquierdos, dere-
chos o bilaterales al propio R.

Un anillo es simple cuando su tnico ideal (bilateral) es {0}.

Es fécil ver que toda interseccién de ideales (resp. izquierdos, derechos o
bilaterales) es un ideal (resp. izq., der., o bilateral). Asi, dado un conjunto
A C R, si existe un ideal (resp. izq., der., o bilateral) que lo contiene,
entonces la interseccién de todos los ideales (resp. izq., der., o bilaterales)
que contienen a A es un ideal (resp. izq., der., o bilateral); este es el ideal
(resp. izq., der., o bilateral) generado por A, escrito (A) 6 bien (aq, ..., ay)
en caso de que A = {aq,...,a,}.

Un ideal que admite a un solo elemento como generador se llama prin-
cipal.

Teorema 2.7 En el anillo Z todo ideal es principal.

Demostracién: Sea I un ideal de Z. Podemos suponer que I # {0}.
Entonces I contiene elementos positivos. Sea a el minimo elemento positivo
de I.

Entonces es claro que (a) C I. Afirmamos que esta inclusién es una
igualdad. En efecto, si b € I, entonces el algoritmo euclideano garantiza
que existen q,r € Z talesque b=aq+rcon 0 <r < a;peror € [ = r =0,
de manera que b € (a). O

Observacién. Si ¢ : R — S es un morfismo de anillos, entonces ker ¢ es
un ideal de R.

Dado un anillo R, existe un tnico morfismo f : Z — R, pues f(1) = 1.
La caracteristica de R es aquel n € N tal que ker f = (n). De manera
que si n # 0, entonces n es el minimo entero positivo tal que toda suma
a+ -4 a con n términos vale cero para todo a € R.

Si a es un ideal del anillo R y r € R, entonces r + a es una clase lateral
de a. Estas clases laterales forman una particién de R. El conjunto de ellas
se escribe R/a.

En R/a definimos las operaciones de bloque

r+a)+(s+a)=(r+s)+a, (r+a)(s+a)=rs+a.
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Teorema 2.8 Si a es un ideal de R, entonces R/a es un anillo ante las
operaciones de bloque y es también una imagen homomorfa de R.

Demostracién: Para saber que R/a es un anillo, es suficiente verificar que
las operaciones de bloque estan bien definidas, es decir, que no dependen de
los representantes r y s elegidos de los bloques correspondientes. En efecto,
si en lugar de s usamos el representante s + a de s + a con a € a, vemos
quer+(s+a)+a=r+s+ayquer(s+a)ta=rs+ra+a=rs+a.

Entonces es claro que ¢ : R — R/a dado por ¢(r) = r+a es un morfismo
suprayectivo de anillos. O

El morfismo ¢ : R — R/a dado por ¢(r) = r + a se llama natural.

Definimos las siguientes operaciones para ideales a y b de un anillo:
e aNb, su interseccién como conjuntos.
ea+b={a+b|acabe b} Estees el ideal generado por aU b.

o ab={a1b1 +- -+anb, | a; € a,b; € b}. Este es el ideal generado por
{ab| a € a,b € b}.

El siguiente resultado es tan similar a su andlogo para grupos que dejamos
su demostracién al lector como ejercicio.

Teorema 2.9 Sea ¢ : R — S un morfismo suprayectivo de anillos con
nicleo I. Entonces S = R/I. Ademds, existe una biyeccion del conjunto de
los ideales de R que contienen a I al conjunto de los ideales de S, donde al
ideal b de S le corresponde el ideal a = ¢ ~1(b) de R. En estas condiciones,
R/a2= S/b.

Si Ry, ..., R, son anillos, podemos construir su producto directo asi:
n
HRi:Rlx"'XRn
i=1

es el producto directo de grupos abelianos con multiplicacién definida por
componentes:

(0,1, ceey an)(bl, seey bn) = (albl, cery anbn),

para (a1, ...,an), (b1,...;bn) € Ry X -++ X Ry,.
Observaciones. Las siguientes afirmaciones son claras:

1. La identidad aditiva del producto es (0, ...,0).

2. La identidad multiplicativa del producto es (1,...,1).
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3. Siay,...,a, son ideales de un anillo R, entonces tenemos el morfismo
n
f:R—[] R/a;
i=1
dado por f(r) = (r + ay,...,7 + a,), cuyo nicleo es N;a;.

Ejercicios

1. Sea R un anillo simple. Demuestre que la caracteristica de R es o
bien cero o bien un nimero primo.

2. Sean R un anillo simple y Z su centro. Demuestre que Z es un campo.

3. Sea R un anillo con p elementos donde p es un nimero primo. De-
muestre que R = Z/pZ.

4. Sea R un anillo tal que a? = a para toda a € R. (Tales anillos se
llaman Booleanos). Demuestre que a + a = 0 para toda a € R; y
que R es conmutativo.

5. Sean k un campo y M, (k) el anillo de las matrices n x n sobre k.
Demuestre que M, (k) es simple.

6. Sea f:H — M3(C) la funcién dada por

. . [ a+bi cHdi
fla+bi+cj+dk) = (—c—l—di a—bi) .
Demuestre que f es un morfismo inyectivo de anillos.
7. Sean R un anillo y eq,...,e, elementos del centro de R tales que

eiej = 0;€;, er + -+ + e, = 1. Demuestre que R es un producto
directo de n anillos.

2.4 Anillos Conmutativos

En esta seccion siempre suponemos que tratamos con anillos conmutativos.

Teorema 2.10 Un anillo conmutativo R es un campo si y sélo si su unico
ideal es (0).

Demostracién: Si R es un campo y 0 # a es un ideal, entonces existe
0#r caporloquel=rr—!ca, quees una contradiccién.

Reciprocamente, si (0) es el dnico ideal de R, entonces dado 0 # r € R,
el “ideal” (r) coincide con R, por lo que existe s € R tal que rs =1. O
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Se dice que un ideal p es primo cuando ab € p;a, b€ R=a €pdbep.
Esto es equivalente a decir que R/p es un dominio.

Se dice que un ideal m es maximo cuando para todo ideal J tal que
m C J, se tenga m = J. Esto es equivalente a decir que R/m es un campo.

Observacion. Es inmediato que todo ideal maximo es primo.

La terminologia anterior esta de acuerdo con la situacién general:

Si un conjunto X estd provisto de una relacién de orden parcial <, se
dice que a € X es maximo cuando a < b,b € X = a = b. Una cadena
es un subconjunto Y C X tal que ¢,d € Y = ¢ < d 6 d < ¢. Un elemento
k € X es una cota superior para un subconjunto A C X cuando a < k
para todo a € A.

Axioma 2.11 (Lema de Zorn) Si X es un conjunto no vacio ordenado
parcialmente, tal que toda cadena de X tieme una cota superior en X,
entonces existe un elemento mdximo en X.

Teorema 2.12 Todo anillo conmutativo R contiene al menos un ideal
marimo.

Demostracién: Aplicamos el Lema de Zorn al conjunto C de los ideales de
R ordenados ante C. Esto es posible porque si a; C as C --- es una cadena
de ideales, entonces U;a; es un ideal, pues 1 ¢ U;a;, (1 € U;a; = 1 € g4
para algin 4); y es también una cota superior de la cadena. Se concluye
que en C hay al menos un elemento maximo. O

Corolario 2.13 FEn todo anillo conmutativo, todo ideal estd contenido en
al menos un ideal mdxrimo. En particular, todo elemento que no es unidad
estd contenido en al menos un tdeal mdzimo.

Demostracion: La misma demostracién se aplica al conjunto de los ideales
que contienen al ideal dado o al elemento no unidad dado. O

Para un anillo R, su nilradical A es la interseccién de todos los ideales
primos. El radical de Jacobson J es la interseccién de todos los ideales
méximos. Es inmediato que A" C J.

Un elemento a € R es nilpotente cuado existe n € N tal que a™ = 0.
Usamos este concepto para formular una caracterizacién del nilradical de
un anillo. También ofrecemos una caracterizacién del radical de Jacobson.

Teorema 2.14 a) El nilradical N de un anillo R es el conjunto de los
elementos nilpotentes de R.
b) J ={a€ R | (1—ab) € R* para toda b € R}.

Demostracién: a) Si a es nilpotente y p es un ideal primo de R, entonces

0 = a™ € p, para algtin entero positivo n. Por tanto, a € p. Asi, a € N.
Reciprocamente, sean a € R no nilpotente y C la familia de los ideales I

de R tales que a™ ¢ I para todo n € N. Como (0) € C, es claro que C # &.
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Por el Lema de Zorn, C tiene un elemento méximo p. Para concluir la
demostracion, es suficiente ver que p es un ideal primo:

Sean r,s € R tales que r,s ¢ p. Entonces, gracias a la maximalidad de
p, existen m,n € N tales que a™ € (p,r) y a™ € (p,s). De manera que
podemos escribir a™ = p+rx y a® = g+ sy con p,q € p;z,y € R; y
entonces a™ 1" € (p,rs), lo que implica rs ¢ p, por lo que p es primo.

b) Si a € J mientras que (1 — ab) ¢ R* para algin elemento b € R,
entonces (1 — ab) € m para algtin ideal méximo m, de donde se obtiene la
contradicciéon 1 € m.

Reciprocamente, si a ¢ J, entonces existe un ideal maximo m tal que
a ¢ m; pero entonces (m,a) = Ry existen b € R,c € m con 1 = ¢+ ab. Asi,
c=1—ab¢ R*. O

A continuacién reenunciamos y redemostramos el Corolario 1.81.
Teorema 2.15 El grupo multiplicativo de todo campo finito es ciclico.

Demostracion: Sea G el grupo multiplicativo de un campo finito. Supon-
gamos que o(G) = n; y observemos que para todo d | n se tiene que la
ecuacién x¢ = 1 tiene cuando més d soluciones en G, ver §2.7.

Fijemos un divisor d del orden n. Si existe a € G de orden d, entonces
el grupo ciclico (a) es el conjunto de soluciones de % = 1, por lo que todo
elemento de G de orden d estd en {a). Ahora bien, en ese caso, (a) tiene
exactamente ¢(d) elementos de orden d.

Hemos demostrado que para cada d | n, el nimero de elementos de orden
d es cero 6 (d). Asi, o(G) es igual a la suma de ciertos nimeros de la forma
©(d) para los que existen elementos de orden d en G. Pero la Proposicién
2.6 dice que Y djn ©(d) = n. Esto garantiza que existen elementos de orden
d para todo divisor de n. En particular, hay elementos de orden n, por lo
que G es ciclico. O

Se dice que dos ideales a y b son primos relativos cuando a + b = R.

Teorema 2.16 Si ai,...,a, es una coleccion de ideales primos relativos
) )
por parejas, entonces

n—1
maiznai y an—i—ﬂai:R.
i=1

i=1 i=1

Demostracion: La inclusion HZ a; € M;a; es clara.

Veamos que N;a; C Hl a; por induccién en n:

Si n = 2, entonces existen a; € a1 y as € as tales que a; + as = 1, por
lo que b € a; Nag = b = bay + bas € ayas.

Supongamos que n > 2 y que

n—1 n—1
o= o= e
i=1 i=1
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Como existen z; € a;,y; € a, talesque z;+y; = I paral <i < n—1,seve
quexy - Zp—1=1—y1) - (1—yp—1) =1 (moda,) y que zy -+ 2,1 € b;
por tanto b+ a, = R y entonces N}_;a; = a, Nb =a,b = HZ‘L:1 a;. O

Teorema 2.17 (Chino del Residuo) Sean ay, ..., a,, ideales del anillo R,
o: R =TI (R/a;) el morfismo dado por ¢(r) = (r + ay,...,r + a,).
El morfismo ¢ es suprayectivo < los ideales ay, ..., a, son primos rela-

>~

tivos por parejas. En este caso, ¢ induce un isomorfismo (R | (i a;) =

[1ims (R/ai).

Demostracién: Suponiendo ¢ suprayectiva, existe b € R tal que p(b) =
(1,0,...,0), es decir, tal que b € as N ---Na, con b — 1 € a;, por lo que
a; + a; = R para toda ¢ > 1. De manera similar puede demostrarse que
a; + a; = R para toda 7 # j.

Reciprocamente, ¢ es suprayectiva si existen by,...,b, € R tales que
p(b;) = (0,...,0,1,0,...,0), donde el 1 estd en la posicién i. Veamos por
ejemplo que existe b,,:

Como a,+a;N---Na,_1 =R, existenu €a, yb, €Ea;N---Nda,_1 con
u + b, = 1. Entonces ¢(b,) = (0, ...,0,1).

Como ker ¢ = N;a;, se tiene el isomorfismo enunciado. O

Teorema 2.18 Sip > 2 es un numero primo y 1 < n € N, entonces el
grupo (Z/p"Z)* es ciclico.

Demostracién: Sia € Z, escribimos a’ para la clase de a (mod p), mientras
que @ es la clase de a (modp™). Sea ¢ : (Z/p"Z)* — (Z/pZ)* el morfismo
dado por (@) = o'. Claramente, ¢ es suprayectivo, con nicleo K de orden
pn—ll

Para demostrar el teorema, podemos suponer que n > 2. Afirmamos
que K es ciclico y que K = (14 p). Veremos por induccién en n, que

(14 p)pﬂ_2 # 1 (mod p™). Lo cual es cierto para n = 2. Asi, suponemos
que n > 3. A partir de (14 p)?" * # 1 (modp"1), tenemos que existe
s # 0 (modp) tal que (1 —|—p)pn_3 =14 sp™2; y por tanto

(L4p)" ™ =1+ @ sp" @ $p TP pP () = psp” "

De manera que (1 er)pn_2 # 1 (mod p™).

Sea ahora H = {a | a?~! = 1}. Tenemos que H < (Z/p"Z)* es tal
que HN K = {1}. Asi, H y K forman producto directo con o(H) <
e")/p" "t =p -1

Ahora bien, para todo @ € (Z/p"Z)*, se tiene que @' € H con los
elementos T° 1,§pn 1, . (zfl)pn_l todos diferentes, pues sus imdgenes

ante ¢ son: 1/,2', ..., (p — 1)/, por el Teorema de Fermat. Esto implica que
o(H)=p—1yque (Z/p"Z)" = H x K.
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El grupo H es ciclico porque su imagen homomorfa ¢ (H) = (Z/pZ)* es
un grupo ciclico de orden o(H). Siendo H y K ciclicos de érdenes primos
relativos, se deduce que H x K = (Z/p™Z)* también es ciclico. O

Teorema 2.19 a) Los grupos (Z/27)* y (Z/4Z)* son ciclicos.
b) Si3 < n €N, entonces (Z/2"7)* =2 Zy X Zayn-=.

Demostracién: Solamente b) requiere de una demostracion. Asi, supone-
mos que n > 3. Si a € Z, escribimos a/ para la clase de a(mod4); y @
para la clase de a(mod 2™). Sea v : (Z/2"Z)* — (Z/47Z)* el morfismo dado
por (@) = a’. Claramente, ¢ es suprayectivo, cuyo nicleo es el conjunto
K ={a| a=1(mod4)} de orden 2"~2. Resulta que K = (5), porque

271,73

5 = (1 + 4)27173 =14+4. 2”_3 ?—é 1(m0d 2n).
La funcion ¢ : (Z/2"Z)* — {£1} x K, dada por
&(a) = ((71)(%1)/2’ (*1)(“71)/26)

resulta ser un morfismo de grupos, pues (—1)(*~1/2 = 1 & a = 1(mod 4),
mientras que (—1)(¢~1/2 = —1 & ¢ = —1(mod4). El morfismo ¢ es clara-
mente inyectivo; y por tanto, biyectivo. O

Ejercicios

1. Sea X un conjunto provisto de una relaciéon de orden parcial <, tal
que X esté bien ordenado. Demuestre que la relacién es de orden
total, es decir, que dados a,b € X, se tiene a < b o bien b < a.

2. Demuestre que en todo anillo conmutativo R vale el Teorema del
Binomio para todos n € N; a,b € R:

n

n o n n!

a+b" = a7t con | ) = —r.

( ) Z <z> i il(n —1)!
1=0

3. Demuestre que en todo anillo conmutativo existen primos minimos.

4. Sean A un anillo conmutativo y @ € A un elemento nilpotente. De-
muestre que 1+ a es invertible.

5. Sean a, b, p ideales de un anillo conmutativo con p primo y tales que
ab C p. Demuestre que a Cp 6 b C p.

6. Sea A un anillo conmutativo tal que para todo a € A, exista un
entero n > 1 tal que a" = a. Demuestre que todo ideal primo de A
es maximo.
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7. Sean A un anillo conmutativo y p un ideal méximo entre los de forma
an(a) = {b € A | ba = 0} para 0 # a € A. Demuestre que p es primo.

8. Exprese R[X]/(X3 + X) como producto directo de campos.

9. a) Demuestre que hay un ntmero infinito de primos en Z.

b) Sea n un entero positivo. Demuestre que hay n enteros consecutivos
tales que cada uno de ellos es divisible por el cuadrado de un entero
mayor que uno.

10. Demuestre que (Z/nZ)* es ciclico siy sélo si n = 2,4, p™, 2p™; donde
p es un primo impar y m > 1.

2.5 Localizacion

En esta seccién seguimos tratando con anillos conmutativos.

Se dice que un anillo R es local cuando tiene un tnico ideal méximo m.
En esta situacion, los elementos de R que no estan en m son unidades.

Reciprocamente, si R es un anillo con un ideal I tal que R~ I = R*,
entonces R es local con ideal maximo 1.

Se dice que S C R es un conjunto multiplicativo cuando se cumplen
las condiciones:

e lcs.
e 0¢S.
e abeS=abes.

El propésito principal de considerar un conjunto multiplicativo S es crear
un nuevo anillo de fracciones S™'R a partir de R, donde S es el conjunto
de denominadores del nuevo anillo.

Dado un conjunto multiplicativo S de un anillo R, definimos al conjunto
S~'R como {(a,s) | a € R,s € S} médulo una relacién de equivalencia ~
definida asi:

(a,s) ~ (a',s') & existe s; € S tal que s1(s'a —sa’) = 0. (2.1)

La clase de equivalencia de (a, s) se escribe a/s.
El conjunto S~!R adquiere estructura de anillo ante las operaciones

a+a’ sa+sa’ ad ad (2.2)

s & s’ 7 ss  ss '
No es dificil ver que estas operaciones estdn bien definidas y que cumplen
las condiciones para formar un anillo. A continuacién verificamos que las

operaciones estan bien definidas:
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Sia'/s' =a"/s", es porque existe s; € S tal que s1(s”a’ — s'a”)

entonces s1(s”saa’ — s'saa’) = 0, por lo que

aa’  aad”

ss’

ss!’ ?

y la multiplicacién esté bien definida.
La suma también est4 bien definida, puessia’/s’ = a”/s”, y existe s1 € S
tal que s1(s”a’ — s'a’”) = 0, entonces se tiene 0 = s1(s"ssa’ — s'ssa”) =

s1[ss” (sa’ + s'a) — ss'(sa” + s"a)], lo que garantiza que

sa' +s'a  sa’+s"a
/ 1!

SS SS

Un ejemplo muy importante de todo lo anterior se da cuando se tienen
un anillo conmutativo R y un ideal primo p, pues entonces S = R\ p es
un conjunto multiplicativo; en ese caso S™'R se escribe Ry y se llama el
anillo localizado de R en p.

Si S es un conjunto multiplicativo de R, entonces ¢ : R — S~'R dado por
p(a) = a/1 para toda a € R es un morfismo de anillos, llamado natural.
Este morfismo satisface ¢(S) C (S71R)*.

Ademés, kerp = {a € R | existe s € S tal que sa = 0}. De manera que
si R es un dominio, entonces ¢ es inyectivo.

Cuando R es un dominio y S = R~ (0), entonces S™'R es un campo,
llamado campo de fracciones de R. De esta manera, todo dominio puede
ser extendido a un campo. Més generalmente, si R es un anillo conmutativo
y S es el conjunto de los no divisores de cero de R, entonces S™'R es el
anillo total de fracciones de R con ¢ : R — S~!R inyectivo.

Ejemplo. Cuando R=7Zy S =Z~ (0), entonces ST'R=Qy p:Z — Q
es la inclusién usual.

Dados un anillo R, un ideal I y un subconjunto A de R, definimos el
transportador (I : A) = {r € R | rA C I}, esto es un ideal de R que
contiene a I.

Si I es un ideal de R, S es un conjunto multiplicativoy ¢ : R — S™'R
es el morfismo natural, entonces S~'I denota al ideal de S™'R generado

por ().

Proposicién 2.20 Si f : R — R’ es un morfismo de anillos y q es un
ideal primo de R', entonces p = f~1(q) es un ideal primo de R.

Demostracion: Todo es consecuencia de que el morfismo f induce un
morfismo inyectivo f: R/p — R'/q. O

Observacion. El resultado anterior es falso para ideales maximos, como
puede verse para el caso de (0) en la inclusién Z C Q.

Teorema 2.21 Sean S un conjunto multiplicativo del anillo conmutativo
Ry yp:R— S'R el morfismo natural. Entonces:
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a) Todo ideal b de S™'R es de la forma S~'a, donde a = ¢~1(b) es un
tdeal de R.
b) Para todo ideal a de R, se tiene que

e (S a) = U (a:s).

seS

En particular, STla = ST'R & SNa# 2.
c) Los ideales primos S~'p de ST R estdn en correspondencia biunivoca
p < S™1p con los ideales primos p de R que son disjuntos de S.

Demostracién: a) Sean b un ideal de S'R y a = ¢~ !(b). Entonces es
claro que a es un ideal de Ry que S~'a C b. Reciprocamente, si z/s € b,
entonces z/1 € b y por tanto z € a. Asf, z/s € S~ta, por lo que b C S~ 1a.

b) La segunda afirmacién es consecuencia inmediata de la primera, que
es la que demostramos en seguida.

Siz € Uges(a : s), es porque existen s € S,a € a tales que zs = a,
por lo que (a/s) = (x/1), de manera que = € p~1(S~a). Reciprocamente,
suponiendo que x € ¢~ 1(S~a), se tiene (x/1) = (a/s) con s € S,a € a,
por lo que existe ¢t € S tal que t(sz — a) = 0, de manera que (ts)r € a; y
asi ¢ € Useg(a:s).

¢) Ya sabemos, Proposicién 2.20, que si q es un ideal primo de S™!'R,
entonces p = p~1(q) es un ideal primo de R. Acabamos de ver en el inciso
a), que q = S~1p, por lo que pN S = &, debido al inciso b).

Reciprocamente, sea p un ideal primo de R tal que p NS = &. Entonces
@ 1(S7tp) = p, pues (p: s) = p para todo s € S.

Si (a/s),(b/t) € STIR son tales que (ab/st) € S™1p, es porque existen
elementos ¢ € p, ' € S con (ab/st) = (¢/s'), de manera que existe t' € S
con t'(s'ab— stc) = 0, lo que implica que ab € p. Finalmente, (a/s) € S~1p
6 bien (b/t) € S~1p. Asi, S~p es primo. O

Como aplicacion inmediata de lo anterior, tenemos que si p es un ideal
primo de un anillo R, entonces R es un anillo local con ideal méximo pR,.

Los conjuntos multiplicativos también pueden ser utilizados para pro-
ducir ideales primos, como veremos a continuacion.

Decimos que un ideal J de un anillo R es maximo respecto a exclusién
de un conjunto C' C R cuando J es maximo entre los ideales I de R tales
que INC =2.

Proposicion 2.22 Sea S un conjunto multiplicativo del anillo R. Entonces
todo ideal p mdzimo con respecto a exclusion de S es primo.

Demostracién: El Lema de Zorn garantiza la existencia de tales ideales.

Si a,b € R satisfacen a,b ¢ p, entonces la maximalidad de p implica
que (p,a) NS # @y que (p,b) NS # &, por lo que existen elementos
p,q € p;s1,52 € S;x,y € R tales que s1 = p+zay so = g+ yb, de manera
que $152 € (p,ab), y por tanto ab ¢ p. O
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Corolario 2.23 FEn todo anillo conmutativo, el conjunto de los divisores
de cero es una unién de ideales primos.

Demostracion: Sean C' el conjunto de los divisores de ceroy S = R~ C
el conjunto de los no divisores de cero.

Entonces S es un conjunto multiplicativo y Up C C, al tomar la unién
de los ideales maximos respecto a exclusion de S, que son primos.

Sia € C, entonces el ideal (a) contiene solamente a cero y a divisores de
cero y estd contenido en algiin ideal p de la unién, por el Lema de Zorn,
por lo que C C Up. O

Ejercicios
1. Describa los subanillos de Q.

2. Sea R un anillo conmutativo con un tnico ideal primo p.
a) Demuestre que todo divisor de cero de R es nilpotente.
b) Demuestre que la caracteristica de R es cero o bien una potencia

de un primo.

3. Demuestre que toda imagen homomorfa de un anillo local es un anillo
local.

4. Lema de Nakayama. Sean R un anillo local con ideal maximo m
y sea a = (ai,...,a,) un ideal tal que ma = a. Entonces a = 0.
Demuestre este resultado completando los siguientes pasos:

a) Proceda por induccién en el minimo nimero n de generadores
a1, ..., an de a.

b) Escriba a,, = c1a1 + -+ - + ¢pap, con ¢, ..., ¢, € M.

¢) Concluya que a,, es redundante.

2.6 Anillos Euclideanos, Principales y de
Factorizacion Unica

Se dice que un dominio R es un anillo euclideano cuando existe una
funcién 6 : R~ {0} — N que satisface las siguientes condiciones:

1. a|b=d(a) <o(b).

2. Dados a,b € R~ {0}, existen ¢,r € R tales que a = bg+r con r =0
6 bien d(r) < 4(b).

Un dominio R se llama principal cuando todos sus ideales I son prin-
cipales, es decir, de la forma I = (a) para algin a € R.
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Teorema 2.24 Todo anillo euclideano es principal.

Demostracién: Sean I # (0) un ideal y 0 # a € I tal que d(a) =
min{d(b) | b € I}. Se afirma que I = (a). Para ¢ € I arbitrario, exis-
ten ¢, € R tales que ¢ = aq + r, donde r = 0 6 bien 6(r) < d(a). Como
r=c—aq €I, se tiene que r =0; y asi ¢ € (a). Asi, I = (a). O

Observacion. Si b no es una unidad en el anillo euclideano D, entonces
para toda a € D, se tiene que d(a) < §(ab), pues §(a) = d(ab) = (a) = (ab)
por un argumento similar al de esta tltima demostracion.

Dos elementos a, b de un anillo conmutativo son asociados cuando existe
una unidad u tal que @ = ub. En un dominio, un elemento p es irreducible
cuando no es unidad; pero p = ab implica que a es unidad 6 b es unidad.

En un dominio, d es un maximo comun divisor de r y s cuando

ed|r d]s.
o (c|r c|s)=c|d.

Es inmediato que si d y d’ son méximos comunes divisores de r y s,
entonces d y d’ son asociados, por lo que se tiene la igualdad de ideales
(d) = (d’). Convenimos que el méximo comun divisor de r y s es cualquier
generador de este ideal; y esto lo escribimos asi: (r,s) = d. Los elementos
r y s son primos relativos cuando (r,s) = 1.

Observacién. En un anillo principal R, dos elementos dados a y b siempre
tienen un maximo comun divisor: Existe d € R tal que vale la igualdad de
ideales (d) = (a,b), de manera que claramente d | a, d | b; ademé&s existen
A\ 1 € R tales que d = Aa + pb, por lo que (¢ | a, ¢ | b) = ¢ d.

Lema 2.25 Sea R principal. Sip | ab y (p,a) =1, entonces p | b.

Demostracion: Como existen \,u € R con 1 = Ap + pa, se tiene que
b= Apb—+ pab. Asi,p | b. O

Un dominio D es de factorizacion tnica cuando todo elemento a € D
que no es unidad, se puede escribir como a = p; - --p,, con todo p; irre-
ducible; y ademds si a = q; - - - ¢s es otra expresién con todo g; irreducible,
entonces r = s y existen uq, ..., u, unidades y una permutacién o € S, tales
que ¢; = u;py(;y para toda 1 <i <r. Aqui, uy ---u, = 1.

Lema 2.26 Sea R un dominio principal. Si p es irreducible con p | ab,
entoncesp | a dp | b.

Demostracion: Supongamos que p t a. Por el lema anterior, es suficiente
ver que (p,a) = 1; pero (p,a) es un divisor de p no asociado de p. Asi, (p, a)
es una unidad. O

Teorema 2.27 Todo dominio principal R es de factorizacion unica.
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Demostracién: Veamos primero que toda no unidad de R ~\ {0} admite
una factorizacion como producto de irreducibles.

Sea X el conjunto de ideales I = (a) # (0) de R tales que a no es un
producto de irreducibles. Supongamos que ¥ # @. Si (a1) C (az) C ---
es una cadena de ideales en 3, entonces U(a;) es un ideal; y existe b € R
con U(a;) = (b). También existe n € N tal que b € (ap), y por tanto,
U(a;) = (an) = (ant1) = - --. Asi, (a,) es una cota superior de la cadena.

Aplicando el Lema de Zorn, se obtiene un elemento (r) maximo de 3.
En estas condiciones r no es irreducible y existen s,¢ € R no unidades con
r = st. El ideal (r) estd contenido propiamente en cada uno de los ideales
(s) v (t), que por ello, no estan en 3. Esto implica que s y ¢ son productos
de irreducibles y entonces r también lo es. Esta contradiccién demuestra la
existencia de factorizaciones.

Para ver la unicidad, supongamos que p1 - - - p = q1 - - - ¢s con todos p;, g;
irreducibles. Usando varias veces el lema anterior, se ve que p; divide a g;
para alguna j. Digamos que p; | ¢1, para obtener ¢; = uip1, p2- - pr =
(u1g2) - - - gs, donde uy es una unidad. La demostracién concluye por in-
duccién (en r 6 en s). O

Corolario 2.28 Todo anillo euclideano es un dominio de factorizacion
unica.

Proposicién 2.29 En un dominio principal R, un ideal (a) es mdzimo si
y solo si el elemento a es irreducible.

Demostracion: Si a es irreducible, y (a) C (b) # R, entonces a = bc con
¢ € R. Por tanto, ¢ es una unidad y (a) = (b).

Reciprocamente, si (a) es un ideal méximo, entonces (a) es primo. Si
a = be, queremos ver que b 6 ¢ es unidad. Como (a) es primo, b € (a) 6
bien ¢ € (a). En el primer caso, b = as y también a = a(sc), por lo que ¢
es unidad. El otro caso es analogo. O

Ejemplos.
1. Z es un anillo euclideano con é(n) = |n|, el valor absoluto de n.

2. El anillo de polinomios k[X] en una variable, con coeficientes en un
campo k, es un anillo euclideano con §(f(X)) = grado de f.

3. El anillo de polinomios Q[X, Y] es un dominio de factorizacién tnica,
como veremos en la siguiente seccién; pero no es principal: El ideal
(X,Y) no es principal, pues si existiera f € Q[X,Y] con (X,Y) = (f),
entonces tendrfamos f|X, f|Y y as{ f = £1, que implica la absurda
igualdad (X,Y) = Q[X,Y].
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4. Sea R =Z[V/-5] ={a+b/-5€ C| a,b € Z}. Claramente, R es un

dominio. Aqui mismo veremos que R no es de factorizacién unica.

5. Los enteros Gaussianos Z[i] C C, donde i?> = —1, forman un anillo
euclideano con d(a + bi) = a® + b2 para a + bi € Z[i] con a,b € Z, lo
que veremos en esta misma seccion.

6. El anillo R = {a + b(1 + v/—19)/2 | a,b € Z} es principal sin ser

euclideano, como veremos aqui mismo.

Proposicién 2.30 El anillo R del Ejemplo 4 no es de factorizacion unica.

Demostracién: Para z = a + by/—5 € R, definimos T = a — bv/—5 y la
norma de z como N(z) = 27 = a® + 5b® € Z.

Es facil ver que N(zy) = N(x)N(y) para todos z,y € R.

Afirmamos que R* = {z € R | N(z) = 1} = {£1}, las unidades de R.

Si N(z) = 2T =1, es claro que z~! =T € R; y entonces x € R*.

Reciprocamente, si zz = 1, entonces N(x)N(z) = N(xz) = N(1) = 1.
Esto implica que N(x) = #1; pero —1 no se puede escribir como a? + 5b2
con a,b € Z. Asi, N(z) = 1.

Ahora bien, a? +5b> =1 =a = £1,b = 0.

En R, el ntimero 3 es irreducible, pues 3 = ab con a,b € R implica que
9= N(3) = N(a)N(b); y entonces N(a) =1,3 6 9; pero también tenemos
que N(a) =1 = a € R*, mientras que N(a) =9 = N(b) =1=b € R*.
Por otra parte, 3 no se puede escribir como ¢? + 5d? con ¢,d € Z.

De manera similar puede verse que 24 /=5 es irreducible; y claramente
no es asociado de 3.

La igualdad 9 = 3% = (2 + /=5)(2 — /=5) pone de manifiesto la falta
de unicidad de factorizaciones en R. O
Observaciéon. En todo anillo conmutativo es vélida la identidad

(a® +b*)(c* + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?;

que puede verificarse directamente. En el caso de los enteros, es natural
considerar a los enteros Gaussianos Z[i]:

Escribiendo @ = a + bi con a,b € Z; tenemos la conjugacién compleja
@ = a—bi, de manera que §(a) = aa = a®+b% y si 8 = c+di con ¢,d € Z,
entonces §(3) = ¢ + d?. Resulta que a8 = (ac — bd) + (ad + be)i; mientras
que nuestra identidad dice que §(af) = d6(a)d(B).

Lema 2.31 Z[i]* = {£1, +i}.

Demostracién: Como (a + bi)~! = (a? + b*)"(a — bi) € C, el elemento
a + bi € Z][i] es unidad si y s6lo si §(a + bi) = a* + b? = 1; y esto ocurre si
y s6lo si a4+ bi € {£1,+i}. O
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Un anillo relacionado con los enteros Gaussianos y que usaremos, es
Qi) ={a+bi € C| a,be Q}, el cual es un campo, pues si x = a + bi # 0,
entonces 71 = (a? + b?) " (a — bi) € QJi].

Teorema 2.32 Z[i] es un anillo euclideano con §(a + bi) = a® + b2.

Demostracién: Dados o, 3 € Z[i] con 3 # 0, se tiene que a3~! = m + ni
con m,n € Q.
Tenemos que existen u,v € Z tales que

N |

1
lm—ul <=, |n—v| <
2

Sean c=m —uy d=n—wv. Siescribimos ¢ = u+vi y r = B(c+ di),
tendremos que o = Sq+r, de manera que r = o — Bq € Zli]. Por otro lado,

1 1 1

o(r) = 6(8)8(c +di) < 6(B)(7 + 7) = 58(B)-

Ast, §(r) < 8(B). o

Lema 2.33 Sea p un ndmero primo tal que existan enteros x,y,z satis-
faciendo 2% + y* = zp y también (z,p) = 1. Entonces existen enteros a,b
tales que a® + b = p.

Demostracién: Primero afirmamos que p no es irreducible en Z[é]: Si
suponemos p primo en Z[i], se tiene que p | (22 +y?) = (x +yi)(z — yi), lo
cual implica que p | (x4 yi) 6 bien que p | (z — yi); por lo que en todo caso
p divide a ambos. Entonces p? | (22 + y?) = 2p, que es una contradiccion.
Asf, p = (a + bi)(c + di) con a,b,c,d € Z, a®> +b* # 1y 2 +d* # 1.
Entonces p? = §(p) = (a® + b*)(c? + d?), por lo que p = a® + b%. O

Lema 2.34 Sea p un ndmero primo tal que p = 1 (mod 4). Entonces existe
un entero a tal que a®> = —1 (mod p).

Demostracion: Sea

p—1 p—1
a:102'3~~T:(71)'(72)~(73)~~(fT), entonces

a’ = 1'2~3~~%-(—7%1)--(—3)-(—2)'(—1) = (p—1)! = —1 (mod p).

Esta ultima congruencia es el Teorema de Wilson. O

Teorema 2.35 Sea p un nidmero primo.
a) Sip=1 (mod4), entonces existen enteros a,b tales que p = a® + b?.
b) Sip=3 (mod4), no existen enteros a,b con p = a® + b>.
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Demostracién: a) Por el Lema 2.34, existen a, z tales que a>+1 = zp; pero
si suponemos que |a| < (p/2), tendremos (z,p) = 1, pues (p?/4) + 1 < p*.
La conclusién se obtiene aplicando el Lema 2.33.

b) Para todo entero n, se tiene que (2n)? = 0 (mod4); mientras que
(2n + 1)2 = 1 (mod4). De manera que si a,b € Z, es claro que se tiene
a?+1v>=0,1,2 (mod4). Asi, p # a® +b>. O

Si a es un entero y p es un nimero primo, decimos que a es un residuo
cuadratico (mod p) cuando la congruencia 2 = a(mod p) tiene solucién.
En caso contrario, a es un residuo no cuadratico.

Definimos el simbolo de Legendre como sigue:

(a) { 1, cuando a es un residuo cuadratico,

P —1, cuando a es un residuo no cuadratico.

Lo anterior para p{ a; mientras que (%) =0,sip]|a.
Teorema 2.36 (Criterio de Euler) Sean a,b € Z y p # 2 un nidmero

primo. Entonces

£)-0)) » ()0 o

Demostracién: (Z/pZ)* es ciclico por el Teorema 2.15. Supongamos que
el entero r representa a un generador de este grupo. Entonces existe un
entero t tal que a = r* (modp); y a es un residuo cuadratico si y sélo si ¢
es par. De aqui se obtiene la igualdad

-6

Por otro lado, (Z/pZ)* tiene un tnico subgrupo de orden 2 y por tanto un
Unico elemento de orden 2, que es —1; de manera que tenemos la igualdad
r(P=1/2 = _1 (modp).

Como r es un residuo no cuadrético, se tiene (1) = —1 (mod p).

La otra identidad deseada se obtiene de los siguientes calculos:

(Z) _ (7;) = (—1)t = (r=D/2)t = (1Y ED/2 = o=D/2 (modp). o

Teorema 2.37 (Fermat) Un entero positivo n es la suma de dos cuadra-
dos enteros si y sélo si para todo primo p tal que p | n y que p =3 (mod 4),
el exponente de la mdzima potencia de p que divida a n sea par.

Demostracién: La implicaciéon < es debida a 2 = 12 + 12, a la identidad
(a® 4+ b*)(c® + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?; y al Teorema 2.35 a).
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Reciprocamente, suponiendo que n = a? + b% con a,b € Z; y que p es
un primo tal que p = 3 (mod4), n = p***lm y p  m, exhibiremos una
contradiccién.

Sean (a,b) =d, a =da; y b= dby, de manera que (a,b;) = 1. Escribi-
mos n = d?ny, para tener n; = a? + b? con p | n; sin que p divida a los
dos ndmeros aq, b1. Si es el caso de que p { a;, entonces existe ¢ tal que
ajc = by (modp) y se tiene n; = a3(1 + ¢?) = 0 (mod p). Esto implica la
contradiccién ¢? = —1 (mod p). El caso p{ by es similar. O
Proposicién 2.38 a) Todo factor primo de un entero de la forma 4m?+1
es de la forma 4n + 1.

b) El nimero de primos p con p =1 (mod4) es infinito.

Demostracién: a) 21 (4m?+1). Sip =3 (mod4) y p | (4m?+1), entonces
(_?1) =1, que es falso.

b) Supongamos que {p1, ..., p, } es la lista completa de los primos p; tales
que p; = 1 (mod4), entonces p; t (4p? -+ p2 +1) para 1 < i < n, por lo que
el inciso anterior garantiza la existencia de otro primo ¢ = 1 (mod4) tal
que g | (4p%---p? +1). Esta contradiccién concluye la demostracién. o

Definiciones. (Motzkin) En un dominio D, definimos:
a) Un subconjunto P es un ideal producto cuando P(D ~ {0}) C P.
b) Dado un subconjunto S de D, definimos su conjunto derivado total
como B ={be D | existe a € D con a+bD C S}.
¢) Dado un subconjunto S de D, su conjunto derivado es S’ = BN S.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son claras:
a) Si S es un ideal producto, entonces S’ también lo es.
b) (51 C )= (S, C ).

Teorema 2.39 (Motzkin) a) Si (D,0) es un anillo euclideano y P; =
{a € D | é§(a) > i} para i € N, entonces cada P; es un ideal producto,
NP, = &; y se satisfacen las relaciones P C P;11 para todo i € N.

b) Reciprocamente, dados un dominio D y una sucesion

D {0} =R 2P 2 (2.3)

de ideales producto con interseccion vacia tales que P! C P;y1 para todo
i € N, entonces la funcion § dada por §(b) =i sib € (P;\ Pi+1) transforma
a D en un anillo euclideano.

Demostracién: a) Si D es euclideano, claramente todo P; es un ideal
producto y NFP; = @.

Sea b € P]. Esto es debido a que existe a € D tal que para todo ¢ € D
se tiene que (a — bq) € P;, es decir, §(a — bg) > i. Como D es euclideano,
esto implica que §(b) > i + 1. Asi, P/ C P,y;.

b) Esto es claro. O
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Corolario 2.40 Dado un dominio D, hay una equivalencia entre algorit-
mos euclideanos en D y sucesiones (2.3) de ideales producto P; con inter-
seccidn vacia tales que P! C Piyq para todo i € N.

Si para un dominio D, tenemos dos algoritmos euclideanos dados por
sucesiones P; y P; tales que P; C P; para todo ¢, decimos que el algoritmo
correspondiente a P; es mas rapido.

Corolario 2.41 Dado un anillo euclideano D, siempre existe un algoritmo
mds rapido, que corresponde a la sucesion D\ {0} = Py 2 P{ 2 P 2

Corolario 2.42 Un dominio D admite un algoritmo euclideano si y sélo
si la sucesion D\ {0} = Py D P{ 2 P} D --- tiene interseccion vacia.

Por el resto de la seccién adoptamos la notacién Py = D ~ {0}.

Proposicién 2.43 Sea D = {a+b(1++/—19)/2 | a,b € Z}.
a) D" = {*1}.

b) Py = Py~ D*.

¢) Pé’ = F}.

d) D no es un anillo euclideano.

Demostracién: a) Usando la norma N(a+ (1 ++/=19)) = a* + ab+ 5b°
de D, se ve que N(a+ 2(1++/=19)) =1=a==£1, b=0.

b) Siu € D* con uv =1y b€ D, entonces b + u(—wvb) = 0; que no estd
en Py, por lo que u ¢ Pj.

Si b ¢ D*, escribimos a = 1 para tener a + bz # 0 para todo = € D; lo
cual demuestra que si b ¢ D*, entonces b € P).

¢) A partir de la definicién de “conjunto derivado total”, vemos que al
pasar de P} a P[/, solamente se excluyen aquellos elementos b € P tales
que para todo a € D se tenga que b | a é bien b | (a +u) con u € D*; pero
no hay tales elementos:

Tomamos a = 2, (14++/—19)/2 y buscamos b que divida simultdneamente
aunode {1,2,3} yaunode {(£14++—19)/2, (3++/—19)/2}; pero entonces
N(b) tiene que dividir a uno de {1,4,9} y también a uno de {5, 7}, que son
los conjuntos de las normas permitidas. Esto implica que N(b) = 1, es
decir, que b es una unidad, fuera de P;.

d) Acabamos de ver que la cadena D~ {0} = Py 2 P} D Py 2 -+, se
detiene en P # @&. La conclusién se obtiene del Corolario 2.42. O

Un anillo euclideano generalizado es un dominio R provisto de una
funcién 6 : R~ {0} — N que satisface la siguiente condicién:

Dados a,b € R~ {0}, tales que b1 a, existen ¢,d € R con ca —db# 0y
d(ca — db) < 6(b).

Proposicién 2.44 Sea R un anillo euclideano generalizado, entonces R
es principal.
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Demostracién: Sean I # (0) un ideal de R y a € I un elemento con 6(a)
minimo. Veamos que I = (a):

Sib € I, entonces a | b 6 bien existen ¢, d € R tales que 6(ca—db) < 6(a);
esto ultimo es imposible porque ca —db € I. Asi, a | b. O

Si en un anillo euclideano generalizado R se cumple §(ab) = d(a)d(b) para
todos a,b € R~ {0}, entonces podemos extender ¢ al campo de fracciones
Q@ de R; y la condicién que define a los anillos euclideanos generalizados
puede ser reemplazada por la siguiente:

Para todo e € @ \ R, existen ¢,d € R tales que ce—d # 0, d(ce—d) < 1.

Observacién. Si D = {a + b(1 ++/—19)/2 | a,b € Z}, entonces
Q=Q[V-19] (={a+b/=19 | a,b € Q}).

Esto es porque claramente se tiene la inclusién D; y porque Q[v/—19] es
un campo:

a®> +b*# 0= (a+bv/—19)7* (a —bv/~19).

1
©a? + 192
Proposicién 2.45 D = {a + b(1 +v/—19)/2 | a,b € Z} es un anillo
euclideano generalizado.

Demostracién: Dado e € Q ~\ D, escribimos e = (a + bv/—19)/f con
a,b, f € Zy (a,b, f) = 1. Supongamos que f > 5.

Existen enteros z,y, z,q,r tales que za + yb + zf = 1, ay — 19bz =
fa+r |r[ < f/2.

Escribimos ¢ = y + zv/—19, d = q¢ — 2/—19, para tener
(y + z/ 19;(a +bov=19) (¢ — 2v/=T9) T+ \f/ 19.

Este nimero tiene norma 0 # (r? +19)/f% < 1, porque |r| < f/2y f > 5.
Dejamos como ejercicio verificar los casos f = 2,3,4. O

Corolario 2.46 D = {a+b(14++/—19)/2 | a,b € Z} es un dominio prin-
cipal que no admite estructura de anillo euclideano.

ce —d=

Demostracion: Esto es debido a las Proposiciones 2.43, 2.44 y 2.45. O
Ejercicios

1. Sea m > 1 un entero. Demuestre que todo entero positivo n se puede
expresar de manera unica como n = csm® + --- + ¢cym + ¢, donde
0<c¢i<mparatoda0<i<sycs>0.

2. Determine los elementos irreducibles de Z[i].

3. Demuestre que existe un nimero infinito de primos p € Z tales que
p =3 (mod4).
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4. Sea R un dominio principal. Demuestre que todo ideal primo de R
distinto de (0) es maximo.

5. Sean R un dominio principal y a # (0) un ideal. Demuestre que R/a
tiene un nudmero finito de ideales.

6. Sean a y b enteros positivos tales que a? = b* + b3 + b2 + b + 1.
Demuestre que b = 3.

7. Verifique los casos f = 2,3,4 de la Proposicion 2.45.

2.7 Polinomios

Sean A un anillo conmutativo y 7' un simbolo nuevo, el anillo de poli-
nomios en una variable T, escrito A[T], consiste de todas las expresiones
de la forma ag + a1T + --- + a,T™, donde n € N, a; € A para todo 1.
Cuando a, # 0, se dice que el polinomio es de grado n.

Las operaciones que le dan estructura de anillo conmutativo a A[T] son:

(ag+ -+ a,T")+ (bg+ -+ b,T") = (ap + bo) + - + (an + b,)T™.

(ag+--4a,T")(bo+- - - +bpT™) = co++ - -+ Cnpm T ™ con ¢, = Z a;b;
1+j=r
Una consecuencia inmediata de la definicién de multiplicacién de poli-
nomios es que si A es un dominio, entonces A[T"] también lo es:

Uy b 0 = Cpgm = anbm 0= (ag+-- -+ a,T™)(bo+ -+ b, T™) # 0.

Sig(T) = b,T" + -+ by con b, # 0, se dice que b, es el coeficiente
lider de ¢(T). Si b, = 1, se dice que g(T") es ménico.

Dados f(T) = ap, 7"+ -+ aoy g(T) = b, 7™ + -+ + bg con g(T)
monico; si m < n, entonces f — a, T ™g es un polinomio de grado menor
al de f. Este proceso puede continuar hasta obtener polinomios ¢, r tales
que f —qg = r, donde r = 0 6 bien (grado r) < (grado g). Este es el
algoritmo euclideano.

Cuando k es un campo, el anillo £[T'] es euclideano con funcién § = grado,
pues b,, # 0 = b, es unidad, por lo que el primer paso del algoritmo es
f = b, a,T" ™g; y los pasos sucesivos también son posibles. Asi, k[T] es
un dominio principal y de factorizacién unica.

Definimos inductivamente A[X7,...., X, ] = A[X1, ..., Xpn—1][ X0 ].

El grado del monomio X{**--- X" es my + --- + m,. El grado de
un polinomio f € A[Xq,....,X,] es el mdximo grado de sus monomios.
Un polinomio es homogéneo cuando todos sus monomios son del mismo
grado.
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Si A[ X7, ...., X, ]a es el conjunto de los polinomios homogéneos de grado
d junto con cero, entonces

A[Xl, 7Xn] = @dzoA[Xl, ....,Xn]d

es una suma directa de grupos abelianos aditivos.

Inductivamente, es claro que si A es un dominio, entonces A[X7, ...., X,,]
también lo es; y que gr(fg) = gr(f) + gr(g) para f,g € A[Xy,...., Xy].
De ahi se desprende que A[Xj,...., X,;]* = A*. De manera que f y g son
asociados si y sélo si existe u € A* tal que g = uf.

Cada f € A[X;,...., X,] da origen a una funcién f : A” — A dada por
(a1, ...,apn) — f(ag,...,ay), resultado de substituir a; en lugar de Xj;.

Lema 2.47 Sean k un campo, a € k y f(X) € k[X]. Entonces
(X =a) | f(X) = fla) =0.

Demostracién: Por el algoritmo euclideano, existen ¢(X),r(X) € k[X]
tales que f(X)— (X —a)q(X) =r(X), donde r(X) es cero o de grado cero.
Como f(a) =r(a) = r(X), se tiene la conclusién. O

Decimos que a € k es raiz de f(X) de multiplicidad m cuando

(X —a)™ | f(X), (X —a)™ " f f(X).

Observacién. Como k[X] es de factorizacién tnica, es claro que f(X) de
grado n tiene cuando mas n raices, aiin contando multiplicidades.

Teorema 2.48 (Férmula de Interpolacién de Lagrange) Siay, ..., a,
son n elementos distintos de un campo k mientras que by, ..., b, € k son ar-
bitrarios, entonces existe exactamente un polinomio f(X) € k[X] de grado
no mayor que n — 1 tal que f(a;) = b; para 1 <i <n.

Demostracion: El polinomio

- oyl
j=1 i (aj = ai)
satisface los requisitos pedidos. Si g(X) es otro polinomio que también los
satisface, entonces f(X) — g(X) es un polinomio de grado no mayor que
n — 1 con n raices. Por tanto, f(X) =¢(X). o
Sea f(X) =an X"+ -+ a1 X + ap € A[X], donde A es un dominio de
factorizacién tnica. Definimos el contenido de f(X) como

o(f) = m.c.d{ag,a,...,an}.

Claramente, c(f) € A/A*; pero normalmente elegimos un representante en
A. Decimos que f(X) es primitivo cuando ¢(f) = 1.
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Lema 2.49 (Gauss) Sea A un dominio de factorizacidn inica. Dos poli-
nomios f(X) y g(X) son primitivos < f(X)g(X) es primitivo.

Demostracién: Si f(X) = a, X" + -+ a0y 9(X) = b, X™ + -+ - + by,
se tiene f(X)g(X) = >, ¢ X" con ¢, = Y a;b;, de donde se ve que
tanto ¢(f) como ¢(g) dividen a c¢(fg).

Reciprocamente, si f(X)g(X) no es primitivo, entonces existe un ele-
mento irreducible p € A que divide a todos los coeficientes de f(X)g(X).
En el dominio (A/(p))[X] se tiene fg = fg = 0. Esto implica que f = 0
o que g = 0. Asi, p divide a todos los coeficientes de f(X) o a todos los
coeficientes de ¢g(X). O

1+j=r

Lema 2.50 Sean A un dominio de factorizacion unica, k su campo de
fracciones y 0 # f(X) € k[X]. Entonces podemos escribir f(X) = cg(X)
conc €k yg(X) € A[X] primitivo. Ademds, si f(X)=c'h(X) conc €k y
h(X) € A[X] primitivo, entonces existen unidades u,v € A* satisfaciendo
c=ud, g(X)=vh(X) yuv = 1.

Demostracién: Supongamos que f(X) = e, X" + -+ + 1 X 4 ¢9. Como
todo e; € k, existen a;,b; € A para 0 < ¢ < n tales que b; #0y e¢; = a;/b;.

Sea b=bg- by, entonces bf(X) € A[X] y existe a € A tal que bf(X) =
ag(X) con g(X) € A[X] primitivo; de manera que f(X) = ¢g(X) con
c=a/bek.

Si ademds, f(X) = dh(X) con ¢ =d'/b € ky h(X) € A[X] primitivo,
entonces (a/b)g(X) = (a//b)h(X); y por tanto, b'ag(X) = ba’h(X); pero
entonces ¢(b'ag(X)) = c¢(ba’h(X)). Esto significa que existe u € A* tal que
b'a = uba’, es decir, ¢ = uc’.

La igualdad (a/b)g(X) = (a’/b')h(X) implica que también existe v € A*
tal que g(X) =vh(X)yuv=1. O
Observacién. En las condiciones del lema, si f(X),g(X) € A[X] son
primitivos y existe 0 # a € k tal que f(X) = ag(X), entonces la unicidad
demostrada implica que a € A*.

Proposicién 2.51 Sea A un dominio de factorizacion unica con campo
de fracciones k y sea p(X) € A[X] primitivo. Entonces p(X) se factoriza
de manera tUnica como producto de elementos irreducibles de A[X], cuyos
grados son los mismos que los provenientes de una factorizacion en k[X].

Demostracion: Sea k el campo de fracciones de A. Entonces podemos
escribir p(X) = f1(X)--- f(X) con cada f;(X) irreducible en k[X].
El lema afirma que para cada i existen a;,b; € A; p;(X) € A[X] tales
que a;b; # 0, con p;(X) primitivo y con
a;

fi(X) = bj—pi(X)'

Claramente, cada p;(X) es irreducible en A[X].
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De la igualdad

By (X pe(X),

P(X) = fu(X) - fo(X) = P

obtenemos by - - - b.p(X) = ay - - app1(X) - p-(X). Por el Lema de Gauss
se concluye que a1 ---a, = c(ay - ap1---pr) y by -b. =c¢(by---b.p) son
asociados; y de ahi que

p(X) =p1(X) - pr(X),

tal vez modificando un factor p;(X) multiplicativamente con una unidad
de A, lo que demuestra la existencia de la factorizacién enunciada.

Para ver la unicidad, supongamos que p(X) = h1(X) - hs(X) con cada
h;(X) irreducible en A[X], entonces el Lema de Gauss garantiza que todo
h;(X) es primitivo; y después el razonamiento que acabamos de ver demues-
tra que todo h;(X) es irreducible en k[X]. La unicidad de la factorizacién
en A[X] es consecuencia de la unicidad en k[X] y del Lema 2.50. O

Corolario 2.52 Si A es un dominio de factorizacion tunica, k su campo
de fracciones y f(X) € A[X] es primitivo e irreducible, entonces también
es irreducible en k[X].

Corolario 2.53 Si f(X) € Z[X] es ménico y admite factores de grado
positivo en Q[X], entonces también los admite en Z[X].

Teorema 2.54 Si A es un dominio de factorizacion inica, entonces A[X]
también lo es.

Demostracion: Dado f(X) € A[X], escribimos f(X) = cg(X) con ¢ =
o(f) € Ay g(X) € A[X] primitivo. La existencia y unicidad de la factori-
zacién de f(X) en A[X] se obtienen de las de cen Ay g(X) en A[X]. O

Corolario 2.55 Sea A es un dominio de factorizacion unica; entonces
AlX1, ..., Xp] también lo es. En particular, para todo campo k y todon € N,
se tiene que k[ X1, ..., X,] es un dominio de factorizacion inica.

Lema 2.56 Si f(X)=a, X"+ - +a1 X +ag € Z[X] ym,n € Z son tales
que (X — () | f(X) en Q[X] con (m,n) =1, entonces m | ag y n | ay.

Demostracion: Multiplicamos la igualdad f (%) = (0 por n” para tener
arm” + ar_am" " tn4 -+ amn” " +agn” =0,

de donde se obtiene la conclusiéon. O

Usando el resultado anterior, se ve que los polinomios X? — 2, X2 — 3
y X3 — 2 son irreducibles en Z[X] y en Q[X]. Esto implica que v2, v/3 y
¥/2 son irracionales.
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Teorema 2.57 (Criterio de Irreducibilidad de Eisenstein) Dado un
polinomio f(X) = apX"+---+ a1 X +ag € Z[X] tal que existe un nimero
primo p que satisface

eplag, plai.., plan,
* pfan,
o p° fao,
se tiene que f(X) es irreducible en Q[X].

Demostracién: Dividiendo entre ¢(f), se ve que es suficiente considerar
el caso en que f(X) es primitivo, lo que desde ahora suponemos.
Supongamos que f(X) = g(X)h(X) con factores g(X),h(X) € Z[X] no
constantes. Si obtenemos una contradiccién, habremos terminado en vista
del Corolario 2.53.
Sea ¢ : Z[X] — (Z/pZ)[X] el morfismo natural, resultado de considerar
los coeficientes de los polinomios (mod p). Aplicdndolo a f(X) tenemos que

P(F(X)) = F(X) = @, X" = G(X)A(X). il

Como (Z/pZ)[X] es de factorizacién tnica, se ve que g(X) = b, X™ y
que h(X) =¢,X*, conm+s=ny con by, cs € Z.

Si alguno de los niimeros m 6 s es cero, ya terminamos; si no, p divide
a los términos constantes de g y h; pero entonces p? | agp, que es una
contradiccién. O

Corolario 2.58 Si p es un nimero primo, entonces XP~1 4+ ... + X +1
es irreducible en Q[X].

Demostracion: Con la substitucién X =Y + 1 se tiene que

XP—1 (Y 4+1)P—1
X-1 Y

YP1+<p>YT’2+~~+< P >
1 p—1

es irreducible por el teorema, ya que p | (I;) para 1 < i < p— 1, mientras
que p*{ (,7)) =p. O
Ejemplo. El polinomio f(X) = X% +8X3 + X2 4+ 2X + 5 es irreducible
en Q[X].
1. Como f(X) es primitivo, es suficiente demostrar su irreducibilidad
en Z[X].

XPly 4 X+1=

2. f=X*+ X? + 1(mod 2), que no tiene raices en Z/2Z; y por tanto
no admite factores lineales en (Z/2Z)[X].

3. f=X(X?+3X?%+ X +2)(mod5). El polinomio X3 +3X2 + X +2
es irreducible en (Z/5Z)[X] al no tener raices en Z/57Z.
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4. De la incompatibilidad de las factorizaciones anteriores se obtiene la
irreducibilidad de f(X) en Z[X].

Si A es un anillo conmutativo y A[X] es un anillo de polinomios en una
variable, entonces existe una unica funcién A-lineal D : A[X] — A[X] tal
que D(X") = nX"~! para todo n € N. Decimos que D(f) = f’ es la
derivada de f.

Como se verifica inmediatamente que (X"X®) = (r + s)X"t71 =
(X™Y X5+ X"(X*®), tenemos que (fg)' = f'g+ f¢’ para todos f,g € A[X].

Proposicién 2.59 Sean k un campo, f(X) € k[X], a € k. Entonces a es
raiz multiple de f(X) si y sélo si f(a) = f'(a) =0.
Demostracién: Si f(X) = (X — a)?g(X), entonces

F1(X) = (X = a)g'(X) +2(X — a)g(X),

por lo que f’(a) = 0.
Reciprocamente, si f(X) = (X —a)g(X) con g(a) # 0, entonces f'(X) =
(X —a)g'(X) + g(X), por lo que f'(a) = g(a) # 0. O

Ejercicios

1. Sea D un dominio tal que D[X] es principal. Demuestre que D es un
campo.

2. Encuentre el nimero de monomios en n variables de grado d.

3. Sean R un anillo conmutativo y f(X) € R[X] un divisor de cero.
Demuestre que existe 0 # a € R tal que af(X) = 0.

4. Demuestre que X* + 1, X% — X2 4+ 1 son irreducibles en Q[X].

5. Sean R un anillo conmutativoy f(X) = a, X"+ - -+a1 X +ag € R[X].
Demuestre que f(X) € R[X|* < (ap € R* y a; es nilpotente para
1<i<n).

6. Sean k un campo y A el subanillo de k[X] de los polinomios de la
forma ag + as X% + -+ + a, X", es decir, sin término lineal. Exhiba

un ideal no principal de A y demuestre que A no es de factorizacién
Unica.
7. Sea f(X) = agn 1 X + -+ + a1 X + ap € Z[X] primitivo tal que
existe un niimero primo p con
o P’ fao,
d p2 | agp, p2 | ALy eeny P2 | Qn,

D | Ap41y -5 P | a2n,
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® pfazny1,
Demuestre que f(X) es irreducible.

8. Sean F,, el campo de los enteros médulo p y f : F,, = F, una funcién.
Demuestre que f es polinomial.

9. Demuestre que para 0 # p(Xy,..,X,) € k[Xi,...,X,], con k un
campo infinito, siempre existen aq, ..., a, € k con p(ay, ...,an) # 0.

2.8 Polinomios Simétricos, Resultante y
Discriminante

Sea R un anillo conmutativo. Escribimos Autg(R[X1, ..., X,]) para repre-
sentar al grupo de automorfismos o del anillo de polinomios R[X7, ..., X,]
tales que o(a) = a para todo a € R.

Sea S, el grupo simétrico. Este grupo actia de manera natural en el
anillo R[X7, ..., X,,], es decir, existe un morfismo de grupos

b Sn — Autp(R[X1, ..., X))

tal que ¥(a)(X;) = Xq) para todos 1 < i < n, a € S,. Por brevedad,
escribiremos « en lugar de ¥(«).

Consistentemente con la notacién usada en Teoria de Grupos, escribi-
mos R[X1,...,X,]° = {f € R[X1,....X.] | a(f) = f, V a € S, }. Este
es un subanillo de R[X7, ..., X,], cuyos elementos se llaman polinomios
simétricos.

Los polinomios simétricos elementales son los siguientes:

g1 = ZXi’ g9 = ZXin,..., Op = X1 . Xn
i i<j
Observemos que cada o; es homogéneo de grado .
Sean A un subanillo de B y {b1,...,b,} C B. Entonces:

e Al anillo generado por AU {b1,...,b,} lo escribimos A[b1, ..., b,].

e El conjunto {b1,...,b,} es algebraicamente independiente sobre
A cuando no existe 0 # f € A[X7,..., X,,] tal que f(b1,...,b,) =0.

e Existe un morfismo de anillos 6 : A[X7, ..., X,;] = Alby, ..., b,] tal que
f(a) = a paratodo a € Ay 6(X;) = b; paratodo 1 < i < n. Decir que
{b1,...,bn} es algebraicamente independiente sobre A es equivalente
a decir que ker 6 = (0).



82 2. Anillos

Teorema 2.60 Sean A un anillo conmutativo y o1, ...,0n € A[X71, ..., X;]
los polinomios simétricos elementales. Entonces:

a) Aoy, ...,0,] = A[X1, ..., X,]%", es decir, todo polinomio simétrico se
puede expresar como un polinomio en los polinomios simétricos elemen-
tales.

b) {o1,...,0n} es algebraicamente independiente sobre A, es decir, toda
expresion en a) es unica.

Demostracién: La inclusién Aoy, ...,0,] € A[X1, ..., X,,]°" es clara. Para
ver la reciproca procedemos como sigue.

Ordenamos los monomios de A[X7y, ..., X,,] lexicogrdficamente, es decir,
escribimos X{“ s X > Xfl -~-Xg“ cuando exista 1 < ¢ < n tal que
a1 =by,...,a;_1 =b;_1, a; > b;.

Si f(X) es un polinomio simétrico, entonces cada una de sus componentes
homogéneas también lo es; por lo que suponemos que f(X) es homogéneo
de grado d.

Junto con cada monomio M = aX("'--- X" que aparezca en f(X),
aparecen también todos los monomios en su érbita, es decir, los que se
obtienen a partir de M al permutar los exponentes, por lo que podemos
suponer que tenemos un monomio que satisface m; > --- > m,. Esto
significa que M es méaximo entre los que pertenecen a su 6rbita.

Supongamos que aX;*--- X/ es el monomio méximo de f. Acabamos
de ver que r; > --- > r,. Observemos que aoy'” 2052 " ... 0o/ es un
monomio en las o, cuyo grado en las X; es (ry —r3)+2(re—r3)+- - +nr, =
r14ro+- - -+ry,; ¥y que ademds es homogéneo en las X;. Més atn, el monomio

méximo en las X; de ao]' 052 " ot es a Xyt - X
i6 —aoyt 027" ..ol es simétrico; y si no es
La conclusién es que aoy! 5 - ;

cero, es homogéneo de grado d con monomio méximo menor que el de f.

Obtenemos a) por induccién en el orden lexicografico al observar que el
nimero de monomios en n variables de grado d es finito.

b) Sea 0 # p(T1,...,T,) € A[Ty,...,T,)] un polinomio, entonces dado un
monomio M; de p(T1,...,T},), siempre es posible escribirlo como M; =
al* 7Ty T conr €Ny g > -0 >y

Consideremos al conjunto de los vectores (71, ...,7,) € N asf obtenidos;
y tomemos al maximo de ellos en el orden lexicogréfico: (s1, ..., $,). Resulta
que el monomio méximo de p(oy,...,04,) en las X; es aXj* -+ X" que no
se cancela con ningdn otro. Se tiene pues que p(o1,...,0,) # 0. O

Consideremos ahora el siguiente problema natural: Dados dos polinomios
/'y genk[X] con k un campo, jexiste algiin criterio para determinar si estos
polinomios tienen un factor comun no constante? El siguiente resultado es
una respuesta positiva.

Teorema 2.61 (Sylvester) Sean k un campo, f(X) =aoX™ + -+ + am
y g(X) =boX"™ + - -+ by, polinomios en k[X] con ag # 0 # by y R(f,g) el
siguiente determinante (m +n) x (m+n):



2.8 Polinomios Simétricos, Resultante y Discriminante 83

ao a1 “e. Um
ag a1 .. Am
a a1 ce. Um
bO bl A bn
bO by - bn
bO bl A bn

Entonces f y g tienen un factor comin no constante si y sélo st R(f,g) = 0.

Demostracién: Primero afirmamos que f y g tienen un factor comin no
constante p si y sélo si existen polinomios h y ¢ tales que fh = gq, con
h#0#¢q, grh<grg=mn, grq<grf=m.

Si f = pa,g =pB con grp > 1, entonces ff = paf = ga, por lo que
h =By q = a funcionan. El reciproco es claro porque k[X] es un dominio
de factorizacién unica.

Escribimos los polinomios hA(X) = coX" ! + 1 X" 2+ -+ ¢y 1y
—q(X) =doX™ 1 +d; X™ 2+ +d,,_1; y tratamos de resolver fh = gq
para c;,d; € k.

Comparando los coeficientes de las distintas X? en fh y en gq, tenemos
que nuestro problema se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones
lineales en las incégnitas c¢; y d;:

apCo = — bo do

a1Co + apcy = — b1 do — b0d1

asCo + ajcy + ag Co = — bg d() — b1d1 — b0d2
AmCp—1 = _bndm—l

Este sistema puede escribirse como

Co

Cn—1 .
M do =0,

dmfl

donde M es una matriz (m + n) x (m + n) tal que al determinante de su
transpuesta le llamamos R(f,g). O
En las condiciones del teorema, el determinante R(f, g) es el resultante

de fyg.
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Sean k un campo y A = k[X1,..., X;n, Y1, ..., ¥;,] el anillo de polinomios
en las m + n variables indicadas. Consideremos los polinomios en A[T:

f(T) =ao H(T — Xz) =agT™ + ale_l + -+ am,
i=1

g(T) =bo [[(T = ¥3) = boT™ + brT" " + -+ + by;

i=1

donde ag, by € k*. Escribimos

o; = Z X Xy, Tj = Z Ysl...ysj;

r1<---<r; §1<--- <85
de manera que a;,bj,04, 7 € Apara0<i<m y 0<j<ncon
a; = (=1)'agoi, b;j = (—1)7by7j, paral1 <i<m, 1 <j<n. (2.4)

El resultante genérico R(f,g) de f y g es el siguiente determinante
(m+mn)x (m+n):

a/O al ... am
ao a’l .. am
a/O al ... am
bO bl A bn
bO bl o bn
bO bl - bn

mientras que el discriminante genérico de f es el polinomio

D =] - x;)%

i<j

Aplicando dos veces el Teorema 2.60 a) para la accién natural del grupo
G = 5,, x Sp; y considerando la ecuacién (2.4), tenemos que

AG = k[Jl, ey Omyy T, ...,Tn] = k[al, ...,am,bl, ,bn]

Observacién. Notemos que R(f,g) € A%; y que A% es un anillo de poli-
nomios en las variables o;, 7;.

Teorema 2.62 R(f,g) = agby' []; ;(Xi —Yj).
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Demostracién: Usando las expresiones 2.4, vemos que R(f,g) es el pro-
ducto de agbg® por un polinomio en oy, 7;.

Fijamos 7,j y llamamos K al campo de fracciones de A. Aplicando el
Teorema de Sylvester a f(T),9(T) € K[T], obtenemos lo siguiente: Al
considerar a R(f,g) como polinomio en X; y evaluarlo en Yj, el resultado
es cero, ya que en esas condiciones f y g tienen un factor comun no trivial.

Como X; —Y; es monico, existen ¢,r € A tales que X; no aparece en r
y R(f,g9) = (X; — Y;)q + r. El parrafo anterior garantiza que r = 0, por lo
que obtenemos (X; —Y;) | R(f,g) en A.

Escribiendo S = agby' [[; ;(Xi — Yj), tenemos que S | R(f,g) en A,
porque todo X; —Y; es irreducible; pero S, R(f, g) € A®. Esto implica que
S| R(f,g) en A°.

Por un lado, el término de grado maximo en 7,, que aparece en R(f,g)
es (—1)™™agbirr). Por el otro lado, observando que

[Tox) =05 [[(x:i—Y)),
i=1 Y

se tiene que

9(Xi) = af [J (0o X + b1 X7 + -+ bn); (2.5)

1=

—_— N
S = ag

f=F

7

donde se ve que el término de grado maximo en 7, que aparece en S es
(=)™ albg . Concluimos que R(f,g) =S. O

El caso g(T') = f(T) con f(T) = ao[[;—,(T — X;) da lugar al siguiente
resultado:

Teorema 2.63 R(f, ') = (—1)"("_1)/2(1%"’1D,

Demostracién: A partir de f(T') = ao [, (T — X;), tenemos que
n —_—
F(T)=a0) (T —X1)---(T = X;)--- (T — X,,); y también
i=1

F(Xi) = ao(Xs — X1) -+ (Xi = Xi1)(Xi — Xiga) - (Xi — Xp).
De la proposicién anterior y de (2.5) se obtiene

n

R(f, ) =ag ' T F/(X0) =

i=1

(_1)n(n—1)/2agn—1 H(Xz _ Xj)2 — (_1>n(n—1)/2a%n—lD. O
i<j
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Sikesuncampoy f(T) =[], (T—r;) € k[X] con todo r; € k, entonces
el discriminante de f es
[I(ri =i

i<j
Observacién. Un polinomio f(7T) € k[X] tiene raices multiples si y sélo

si su discriminante se anula; y esto ocurre si y sélo si f(T') y f'(T) tienen
un factor comun de grado positivo.

Ejercicios
1. Exprese X7+ X3+ X3 y X7+ X3+ X3 como polinomios en o1, 02, 03.

2. Demuestre que el resultante de apX?2 4+ a1 X + as y bo X2 + b1 X + by
es a%bg - alagbobl + aoagb% + a%bobg — QGQGQbon — a0a1b1b2 + a%b%

3. Calcule los discriminantes de los siguientes polinomios:

(a) aX?+bX + c. Resp: b? — dac.

(b) X3+ pX + q. Resp: —4p> — 27¢°.

(c) X°+pX + q. Resp: 28p® + 55¢*.

(d) X7+ pX +q. Resp: —2636p7 — 7745,

(e) X3—a1X?+asX—az. Resp: —4a3az+ata3+18aiaza3—4a3—27a3.
4. Sean k un campo, f(X) = agX™ +a; X™ ' +---+a,, un polinomio

sobre k de grado menor o igual a m; y g(X) = bo X" +b X"~ 1+ -+b,

otro polinomio sobre k de grado menor o igual a n. Considere su

resultante Ry, . (f,g), dado por el determinante (m + n) x (m + n)
del Teorema 2.61.

Identificamos el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o
igual a m con k™*1! a través del isomorfismo

apX™ +ar X" 4+t agy, ¢ (ag, a1, ..., ).

Demuestre que Ry, : k™! x k"1 — k es la tnica funcién que
satisface:

b) m n(/\f, ng) = A" mRm n(f,g) para todos A\, u € k.
¢) Ron(ag,g) = af, independientemente de g(X), para m = 0.

d) Cuando m =1y n =1 se tiene que

Ri1(aX +b,cX +d) = det(a Z)zad—bc.

e) Cuando m =1 se tiene que Ry (X — p,g9) = g(p).
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f) Se tiene bimultiplicatividad:

Rm1+m2,n(flf2,g) = le,n(flag)ng,n(f2ag)'

Rm,n1+n2 (fa 9192) = Rm,nl (.fa gl)Rm,nz (fa 92)-

Moédulos y Anillos Noetherianos

Dado un anillo R, se dice que M es un R-médulo (izquierdo) cuando M
es un grupo abeliano ante una operacion + que posee ademas una multi-
plicacién R x M — M dada por (r,m) — rm tal que

e 1m = m para todo m € M.

e (a+b)m = am + bm para todos a,b € R, m € M.

e (ab)m = a(bm) para todos a,b € R, m € M.

e a(m+n) =am + an para todos a € R, m,n € M.

Proponemos como ejercicio informal, definir los conceptos de submoddulo
y de morfismo de R-médulos; asi como el de R-mddulo derecho.

Ejemplos. Algunos R-médulos importantes son:

1.

Cuando R es un campo, un R-mdédulo es lo mismo que un espacio
vectorial.

Todo grupo abeliano A es un Z-moédulo de manera natural: na sig-
nifica a 4+ -+ 4+ a, con n sumandos para n € Ny a € A. También
(=1a = —a.

Todo ideal izquierdo de R es un R-médulo izquierdo.

Si a es un ideal izquierdo de R, entonces R/a también es un R-mdédulo
izquierdo ante r(x + a) = rz + a, para r,x € R.

Si M es un R-médulo izquierdo y N es un submddulo, entonces M /N
también es un R-mddulo izquierdo ante r(xz + N) = rz + N, para
reR, xe M.

Por brevedad, diremos R-moédulo en lugar de R-moédulo izquierdo.

Un R-médulo M es irreducible cuando sus tnicos submdédulos son (0)
y M. Para todo R-médulo M, el conjunto Endr M de endomorfismos de
M admite una estructura de anillo ante la suma de funciones y la multi-
plicaciéon dada por composicién de funciones.

Teorema 2.64 (Lema de Schur) Sea M un R-mddulo irreducible. En-
tonces Endg M es un anillo de division.
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Demostracion: Sea ¢ : M — M un morfismo no trivial. Entonces su
imagen es M por tener que ser un submédulo de M. Por otro lado, su
niicleo es (0), por la misma razén. Sabemos que la funcién inversa 1 ~! es
un morfismo de grupos abelianos; y es facil ver que también es un morfismo
de R-médulos. O

Proposicion 2.65 Sea M un R-mddulo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Todo submddulo es finitamente generado.
2. Toda cadena de submddulos estrictamente ascendente es finita.
3. Toda coleccion no vacia de submodulos tiene un mdzximo.

Demostracion: 1) = 2): Si M; C My C --- ; escribimos N = U; M;, que
estd finitamente generado, por lo que existe n tal que M, contiene a esos
generadores; y entonces la cadena termina en n.

2) = 3): Si ¥ # @ es una coleccién no vacia de submédulos en la que no
existen maximos, entonces cualquier N1 € ¥ no es maximo y existe No € ¥
con N7 C Ns. Procedemos inductivamente a partir de Ny C Ny C --- C N;,
va que N; no es maximo, existe N;41 € 3 con N; C N;y1. Asi, es posible
construir una cadena ascendente infinita.

3) = 1): Dado N submdédulo de M, sea ¥ la coleccién de los submédulos
de N que son finitamente generados. Si (my, ..., m,.) es un elemento maximo
de X, entonces claramente N = (my,...,m;). O

Un médulo es Noetheriano cuando satisface las condiciones de la propo-
sicion anterior. Un anillo R es Noetheriano cuando lo es como R-médulo.

Proposicion 2.66 Sea M un R-mddulo Noetheriano. Entonces toda ima-
gen homomorfa y todo submddulo de M son Noetherianos.

Demostracion: La afirmacion sobre submédulos es clara. Para ver la otra,
supongamos que M1 C My C --- es una cadena ascendente de submédulos
de M/N;y que M; = f~*(M;) para cada i, donde f : M — M/N es el
morfismo natural. Entonces la cadena ascendente My C My C - - - es finita,
por lo que M; C My C --- también lo es. O

Proposicién 2.67 Sean M un R-mddulo y N un submdodulo tales que N
y M/N son Noetherianos. Entonces M es Noetheriano.

Demostracién: Observemos que si Ly C Lo son submédulos de M tales
que (L1 NN) = (LaNN)y (L1 +N)/N = (La+ N)/N, entonces Ly = Lo:
Pues m € Ly = existen u,v € N, m’ € Ly tales que m’ +u = m + v,
de manera que m —m’ = u—v € (LsNN) = (Ly N N); y por tanto
m=m'+ (u—v) € L.
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Si ahora M; C M, C --- es una cadena ascendente de submodulos de
M, entonces las cadenas ascendentes (M; N N) C (Mo NN) C -y (M; +
N)/N C (Ms+ N)/N C --- se estabilizan en algin punto. La observacién
previa implica que la cadena M; C My C --- también se estabiliza en ese
punto. O

Si My, ..., M,, son R-médulos, definimos la suma directa de médulos
M =M ®---& M, como la suma directa de grupos abelianos con multi-
plicacién r(myq, ..., my) = (rmq, ...,rmy,) para todos r € R, m; € M;.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son inmediatas:

1. Si My, ..., M,, son submédulos de M, entonces M = My & --- & M,
siysélosi M = My +---+ M, y para todo 1 < i < n se tiene que
(My+ -+ M;_1) N M; = (0).

2. Un R-médulo M es finitamente generado si y sélo si existe un mor-
fismo suprayectivo de R-médulos ¢y : R®---® R — M.

Proposicién 2.68 a) Toda suma directa finita de mddulos Noetherianos
es Noetheriana.

b) Toda suma finita de mddulos Noetherianos es Noetheriana.

¢) Sean R un anillo Noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado,
entonces M es Noetheriano.

Demostracién: a) Sea M = M; @ --- ® M,, con todo M; Noetheriano.
Procedemos por induccién en n: Tenemos que M /M, = My & --- & M, _4
con M, y My @ ---® M, _1 Noetherianos. La conclusién se obtiene de la
proposicién anterior.

b) Si ahora M = M; + -+ 4+ M,, con todo M; Noetheriano, entonces M
es imagen homomorfa de My & --- & M,.

¢) Aqui, M es imagen homomorfa de R®---® R. O

Proposicion 2.69 Sea f : A — B un morfismo suprayectivo de anillos
con A Noetheriano. Entonces B es Noetheriano.

Demostracién: Si b; C by C - - - es una sucesién estrictamente ascendente
de ideales de By a3 C as C --- es la sucesion también estrictamente
ascendente de ideales de A dada por a; = f~1(b;) para toda i, entonces
a; C ag C --- es finita, por lo que by C by C -+ - también lo es. O

Teorema 2.70 (de la base de Hilbert) Sea A un anillo Noetheriano.
Entonces A[X] también lo es.

Demostracién: Sea I un ideal de A[X]. Veremos que I es finitamente
generado. Para cada ¢ € N, sea

a; ={a € A|existe f(X)=aX'+---+a1 X +ag €I}
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Es claro que cada a; es un ideal de A y que a; C as C - - -, por lo que existe
n € N tal que a,, = a,41 = - --. Como cada ideal a; es finitamente generado,
podemos escribir a; = (a;1, ..., @im(;)), de manera que exista f;; € I de grado
i con coeficiente lider a;;. Se afirmaque I = (f;; |1 <i<n, 1 <j<m(i)).
Veremos por induccién en d = gr f, que f € I = f € (fij).

Si d > n, entonces existen ci,...,Cpn) € A tales que el grado de f es

mayor que el grado de f — i X4 " fpg — -+ — cm(n)denfnm(n) e l.Si
d < n, entonces existen ¢}, ..., c;n(d) € A tales que el grado de f es mayor
que el grado de f — ¢ fg1 — - — c’m(d)fdm(d) el. o

Un ideal a es irreducible cuando (a =bN¢) = (a=b6a=r¢). Un
ideal q de un anillo conmutativo R es primario cuando todo divisor de cero
de R/q es nilpotente. Supondremos que nuestros anillos son conmutativos.

Proposicion 2.71 Sea R un anillo Noetheriano. Entonces todo ideal se
puede expresar como una interseccion finita de ideales irreducibles.

Demostracién: Supongamos que ¥ # & es el conjunto de ideales que
no admiten tal descomposicién. Entonces ¥ tiene un elemento méximo a,
para el que existen ideales b y ¢ tales que a = bNccona C byaCec
Pero entonces tanto b como ¢ admiten tal descomposicién, implicando que
a también se descompone asi. O

Proposicion 2.72 Todo ideal irreducible de un anillo Noetheriano es pri-
mario.

Demostracion: Es suficiente ver que si el ideal (0) es irreducible, entonces
es primario: Supongamos que ab = 0 con b # 0. Consideremos la cadena
de ideales an(a) C an(a?) C ---, que se estabiliza, digamos que an(a") =
an(a").

Afirmamos que (a™) N (b) = (0): Esto es porque x € (b) = za = 0, por
lo que si ademés = € (a™), entonces x = ya™, de manera que ya"t! =0, y
asi y € an(a™*1) = an(a™). Entonces ya" = 0, teniéndose z = 0.

Como (0) es irreducible y (b) # 0, se obtiene (a™) = 0, que demuestra
que (0) es primario. O

Corolario 2.73 Sea R un anillo Noetheriano. Entonces todo ideal se puede
expresar como una interseccion finita de ideales primarios.

Ejercicios
1. Dé un ejemplo de un anillo Noetheriano que no sea principal.

2. Determine si el Z-mdédulo Q es Noetheriano.

3. Demuestre que el anillo M,,(R) de las matrices n X n sobre un anillo
Noetheriano R es Noetheriano.

4. Dé un ejemplo de un anillo conmutativo que no sea Noetheriano.
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5. Sean A un anillo Noetherianoy f : A — A un morfismo suprayectivo
de anillos. Demuestre que f es inyectivo. (Sugerencia: Considere la
cadena ker f Cker f2C --- ).

2.10 Series Formales de Potencias

Sea A un anillo conmutativo con 1. El anillo de series formales de po-
tencias R = A[[X]] es el conjunto de las sucesiones (ag, a1, ag, ...), donde
a; € A para todo i € N, con operaciones suma y multiplicacién dadas por

(CLQ, ceey gy ) + (bo, ceey bn, ) = (ao + bo, ceey Uy + bn, )

(agy ooy Apyy o) X (Doy oy by o) = (€0, vevy Cry on), CON €y = Z aib;.
i+j=n

Se verifica inmediatamente que R es un anillo conmutativo; en el que 1 =
(1,0,0,...). Escribimos X = (0,1,0,0,...), de manera que tenemos X2 =
(0,0,1,0,0,...), etc. Se dice que o = (ag, a1, as,...) es de orden i cuando
ag=---=a;—1 =0, a; # 0, escrito o(a) = i. No definimos el orden de 0.

Observaciones. Es inmediato que:

a) o(a+ ) > min{o(a),o(B)}, siempre que a, 8, + 8 # 0.

b) o (aB) > o(a) + o(B), siempre que a, B, aff 0.

¢) Si A es un dominio, entonces o(af) = o(a) + o(f).

d) Si A es un dominio, entonces R también lo es.

Convenimos escribir .., a; X" en lugar de (ag,a1,as, ...), entendiendo
que esta no es una suma, aunque A[X] es un subanillo de A[[X]].

Teorema 2.74 Si A es un anillo Noetheriano, entonces el anillo de series
formales R = A[[X]] también es Noetheriano.

Demostracién: Sea I un ideal de R. Para cada i € N, definimos
a; = {a € A|existe a € I,a = aX"'+ (términos de orden mayor)} U {0}.

Como A es Noetheriano, la cadena de ideales de A: ag Ca; Cay C ---
se estabiliza en algin punto, digamos que a, = a,41, supongamos que
a; = (@it oy Qim(s)) Para 1 <i < n;y que

fij = a;; X" + (términos de orden mayor) € I.

Afirmamos que I = (f;; |1 <i<mn, 1 <j<m@) Sid<ny
f = bX? + (términos de orden mayor) € I con b # 0, entonces existen
Cdls -+ Cam(d) € A tales que f —cq1fa1 — = Cam(a)fam(a) € I es de orden
mayor a d.

Si d > n, entonces también podemos encontrar cgy, ..., Camn) € A tales
que f—cqi X fg — - — cdm(n)Xd_”fnm(n) € I es de orden mayor a d.
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En todo caso, podemos suponer que d > n para escribir

f = fnl Z clek—n + -+ fnm(n) Z Ckm(n)Xk_n € (fzg)

k>n k>n

Como todo ideal de R es finitamente generado, se tiene que el anillo R
es Noetheriano. O

Teorema 2.75 Sean k un campo y R = k[[X]]. Entonces:

a) Yis0@iX' € R* & ag #0.

b) Si 0 # a € R, entonces existe u € R* nico tal que o = uX @,

¢) R es un dominio local con ideal mdximo m = (X) y campo cociente
R/m k.

d) R es un dominio principal.

e) El campo de fracciones de R, escrito k((X)), consiste de los elementos
de la forma uX7 conu € R* y j € Z. Ademds, sus operaciones son:

S aX 30X = (ai + b)) X,

i>r i>r P>r
E aiXZ X E ij] = E CtXt7
>r j>s t>r+s

donde ¢ =3, ,_,abj y r,s€L.

Demostracién: a) Si Y., a;X* € R*, entonces existe Y, b; X" tal que

O axHO_bhiXY) =1;

i>0 i>0

pero entonces apbg = 1 = ag # 0.

Reciprocamente, supongamos que o = » .~ @; X i con ag # 0. Buscamos
B =>50biX" tal que o = 1. Esta tltima igualdad es equivalente a la
coleccién de ecuaciones:

(lobo = 1
apb1  + aibg = 0
aobn + albn_l + - + anbo = 0

Este es un sistema de ecuaciones en las incégnitas b;, que admite una
solucion tinica, pues by se determina de la primera ecuacion, by de la segunda
ecuacion, etc. Todo esto gracias a que ag # 0.

b) Esta es una consecuencia inmediata de a).

¢) Esta también es una consecuencia inmediata de a).

d) Si 0 # o € R, entonces tenemos la igualdad de ideales (o) = (X°(®)).
Como R es Noetheriano, es suficiente observar que (ay,..,a.) = (X%),
donde s = min{o(«;) | «; # 0}, suponiendo que algin «; # 0.
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e)Sia= uX°@ y0#£B=vX°P) con u,v € R*, entonces

& upmlxe@—o®),

B

de donde se obtiene la primera afirmacién de e). Es facil verificar que las
operaciones de k((X)) son las enunciadas. O

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son generalizaciones sencillas
de lo anterior:

e k[[X]] es un dominio de factorizacién tnica cuyo dnico irreducible es
X junto con sus asociados:

(Z a; X" es irreducible) < (ap = 0,a; # 0).
i>0

e Si A es un anillo conmutativo, entonces

> ;X' € A[[X]]* & ap € A%,
i>0

Sean k un campo y K = k(X3, ..., X;,) el campo de funciones racionales
sobre k en n variables. Para cada i € N~ {0}, definimos el polinomio
simétrico p; = Xi +--- 4+ X..

Sean o1, ...,0, los polinomios simétricos elementales. Consideremos al
polinomio

n

O =J[T-x)=T" -~ T" '+ + (-0, (26)

i=1

como elemento de K((T~1)). Esto es posible, porque siendo un polinomio
en T involucra solamente un nimero finito de potencias positivas de T

Lema 2.76 Sean k un campo y a € k, entonces en k((T~1)) tenemos que
(T—a) ' =T +al?+a*T3+ -
Demostracién: Es suficiente observar que
(T—a)(T ' +al 2 +a*T 3+ ) =1
en k((T71)), segin la multiplicacién del Teorema 2.75 ). O
Teorema 2.77 (Newton) Las siguientes identidades son vdlidas:
pr—pro101+ -+ (=) pio,_ 1+ (=1)"ro, =0, sir<n. (2.7)

pr—pr_101+H(=D)"" o pi10m 1+ (=1)"pr_pon =0, sir >n. (2.8)
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Demostracién: A partir de la ecuacién (2.6), se tiene que

’ T n 1 n
J;((T)) =2 T—-X, S (T X T 24 ) = 0T ey T2 4p T4
i=1 v i=1

Para obtener la segunda igualdad usamos el lema precedente. Multipli-
camos la identidad obtenida por

fOT " =T - T+ + (=), T7™),
para obtener
T " =0 - T 4+ ()"0, T ) (n+p T +--1). (2.9)
Un célculo directo, desde la ecuacién (2.6), produce
FOT " " =n—n-DoT 4+ (=1)" o, 7D (2.10)

Comparando los coeficientes de las distintas potencias de T en (2.9) y
(2.10), obtenemos las identidades (2.7) y (2.8) deseadas. O

Ejercicios

1. Sean k un campo y R = k[[X]]. Demuestre que R es un dominio
Euclideano.

2. Sean k un campo, A = k[[X]] y B el subconjunto de A formado por
las series de forma 143 ., a,X". Demuestre que dados un entero
positivo r tal que caractk {1 ry a € B, existe un tnico 8 € B tal
que 8" = a.

3. Sea k un campo. Defina al anillo de series R = k[[X1,..., X,]]; ¥
demuestre que R es un dominio Noetheriano local.

2.11 Ejercicios Generales

1. Sea R un anillo conmutativo y sea Spec R el conjunto de los ideales
primos de R. Para C C R, definimos Z(C) = {p € SpecR | p 2 C}.
Demuestre que

a) Z(0) =SpecRy Z(1) = @.
b) Z(aNb) = Z(ab) = Z(a) U Z(b), para ideales a y b.
¢) Z(U;C;) =N Z(C;) , para subconjuntos C;.
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2. Sean k un campo y f(X) =[]\, (X — a;) € k[X].

a) Evalde el determinante de Vandermonde:

1 1 . 1
aq (&) ce Qp

: = H(ai ;)
n—1 n'—l n—1 >J
1 ) ay,

n bl . bn—l
bl b2 . bn
. . . - H(al Oéj)Q =D
i>]
bn—l bn e b2n—2

¢) Use el resultado anterior para demostrar que el discriminante de
X3 —a1X?+asX —as es —4a:15a3 + a%a% + 18ajasas — 4(1% — 27@%.

3. Sean k un campo, R = k[X1, ..., X,,] y Sq el espacio vectorial de los
polinomios simétricos en R de grado d. Demuestre que

a) Los monomios Jf‘l ---o)n, de grado d en las X; forman una base
de S, donde los o; son los polinomios simétricos elementales.

b) Suponiendo que caract k # 0, los monomios pi\l - ppn, de grado
d en las X; forman una base de Sy, donde p; = X§ + -+ + X}.

¢) Calcule la dimensién de Sg.

4. Sean B = Z[X;, ..., X,], G = S, el grupo simétricoy H = A,, el grupo
alternante. Asi, Bf es el Z-médulo de los polinomios simétricos en
B de grado d, mientras que Bf es el Z-médulo de los polinomios
alternantes en B de grado d.

Una particién de m es una sucesién finita A = (Aq, ..., As) de nimeros
naturales \;, tales que Ay > -+ > Ay > 0 con |\| = m, donde

A la particién A se le asocia un diagrama de Young, por ejemplo, si
A=(4,3,3,2,1), entonces el diagrama es
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Dada una particién A = (A1, ..., A,,) de m, con n partes, definimos

I S | B r
=1

oES,

que claramente es un polinomio alternante, siendo el determinante de
la matriz (a; ;), donde a; ; = X;‘ﬁ"ﬂ. Demuestre que

a) Para cada pareja de indices i < j, este polinomio se anula al
substituir X; en lugar de X;. El discriminante genérico A divide a vy
en A.

b) El grado de vy es |A| + (3).

¢) El cociente oy = vx/A es un polinomio simétrico. Esto es un
polinomio de Schur.

d) v(O,...,O) =A.

e) Oy = (X1 Xy)"

b))
g) El médulo BY tiene base {0y | |\ = d}.
h) El médulo BY tiene base {vy | [\[=d — (5)}.

El monomio lider de o(;1_p41,72 o, ) €8 X' X0

. Demuestre la férmula de Pieri, vélida en Z[[ X1, ... X,]]:

1
UAHl—Xi :Zam
“w

donde la suma es sobre las particiones p tales que gy > Ay > -+ >
ln > An, obtenidas a partir de A agregando cuando més un cuadro a
cada columna. Sugerencia: Observe los monomios lideres pertinentes.

. Demuestre la identidad de Cauchy, védlida en Z[[ X1, ... X,,, Y1, ..., Y2 ]]:

1 [Tic;(Xi = X5) ILic;(Yi = Y5)
() T a s

Sugerencias:
a) Use la siguiente identidad para actuar en los renglones de la matriz:

1 1 XX Y;
1-X,Y, 1-X1v; 1-X1Y; 1-X.Y;

b) Use la siguiente identidad para actuar en las columnas de la matriz
obtenida:

Y; i o Y-vio1

1-X,Y, 1-Xv7 1-XY; 1-X,Y;




Capitulo 3

Campos y Teoria de Galois

3.1 Extensiones de Campos

Para un campo k, existe un tnico morfismo de anillos f : Z — k con
f(1) = 1. Si ker f = (n), entonces la caracteristica de k es n.

Como Z/nZ — k, vemos que n es cero o bien es un nimero primo p. En
el primer caso, k contiene una copia de Z y una copia de Q. En el segundo
caso, k contiene una copia de Z/pZ.

El campo primo de k es el subcampo generado por 1. Esto es, Q cuando
caract k = 0, 6 bien Z/pZ cuando caract k = p.

Cuando k es un subcampo de K, se dice que K es una extensién de k;
y se escribe K /k. En estas condiciones, K es un espacio vectorial sobre k.
El grado de la extensién, escrito [K : k|, es la dimensién de este espacio
vectorial. Se dice que la extensién es finita o infinita, segin lo sea su
grado.

Sea f(X) € k[X] irreducible y de grado positivo. Entonces, existe una
raiz de f(X) en k si y sélo si gr f = 1. Para cualquier grado positivo de
f(X), se tiene que k[X]/(f(X)) es un campo K que contiene una copia de
k y que estd generado por la imagen o de X en el cociente. Esto se escribe
asi: K = k(«a); y se dice que K se obtiene a partir de k adjuntdndole «,
raiz del polinomio f(X).

Dada una extensién F'/k, se dice que un elemento a € F es algebraico
sobre k cuando existen elementos bg, b1, ..., b, € k no todos cero tales que

bnOLn—i-"'—FblOé—i-bo:O.

Esto equivale a decir que el morfismo de anillos ¢ : k[X] — F tal que
¥(X) = a y que coincide con la identidad en k, tiene nicleo I # (0). En
esta situacién, el nicleo tiene que ser de la forma I = (p(X)) con p(X)
irreducible. Si ademds p(X) es ménico, decimos que p(X) es el polinomio
minimo de « sobre k, escrito Polmin(a, k). Cuando I = (0), se dice que
a € F es trascendente sobre k; esto es equivalente a tener k[X] = k[a].

La extension F'/k es algebraica cuando todo elemento o € F es alge-
braico sobre k. En caso contrario, la extensién es trascendente.
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Dados una extensién F/k y un subconjunto S C F, el anillo generado
por k y S se escribe k[S], mientras que el campo generado por k y S se
escribe k(S). Cuando S consiste de un solo elemento, la situacién es la
siguiente:

Proposicién 3.1 Sean F/k una extension de campos y « € F, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a) « es algebraico sobre k.

b) kla] = k(«).

¢) k(a)/k es finita.

Cuando se satisfacen estas condiciones, se tiene la igualdad

[k(«) : k] = gr Polmin(c, k).

>~

Demostracién: a) = b) : Si « es algebraico sobre k, entonces k[a]
E[X]/I con (0) # I = (p(X)) ideal primo de k[X]. Esto implica que I es
méximo, que k[a] es un campo; y que kla] = k(a).

b) = ¢) : Si k[a] = k(«), entonces el anillo k[a] no es un anillo de
polinomios, por lo que « es algebraico sobre k. Supongamos que n es el
grado de p(X) = Polmin(a, k). Afirmamos que A = {1,a,a?,...,a" "'} es
una base sobre k del espacio vectorial ko] = k(«):

Una relacién de dependencia lineal de A es una ecuacién polinomial de
grado menor a n que « satisface, por lo que no existe.

Si f(a) es un polinomio en « con coeficientes en k, entonces por el
algoritmo Euclideano, existen polinomios ¢(X),r(X) € k[X] tales que
f(X) = ¢X)p(X) +r(X) con 7(X) = 06 con grr < n = grp. Asi,
como p(a) = 0, se tiene que f(a) = r(a) € espacio generado por A.

¢) = a) : Si k(«)/k es finita, entonces {1,,a?,...} es linealmente de-
pendiente sobre k; y « es algebraico. D

La implicacién ¢) = a) tiene como consecuencia inmediata el siguiente
resultado:

Corolario 3.2 Toda extension finita es algebraica.
Observacion. Pronto veremos que el reciproco de este corolario es falso.

Teorema 3.3 Sean k C F C K campos, {a;}ticr una base de F/k y
{Bj}jes una base de K/F, entonces {cf3;} i j)erxs €s una base de K/k.
En particular, [K : k] = [K : F|[F : k].

Demostracién: Esta tltima igualdad la entendemos asi: La extensién K /k
es finita si y sélo si K/F y F/k son finitas, en cuyo caso vale la igualdad
escrita. Todo esto es consecuencia inmediata de la primera afirmacién, que
demostramos a continuacion.

Dado v € K, existen ¢; € F casi todos cero (= todos cero con un nimero
finito de excepciones) tales que v = > ¢;3;. Para cada c;, existen b;; € k
casi todos cero tales que ¢; = )" b;joy;. Asi se tiene que v = Z” bijoufB;y
que {a;53;} genera a K sobre k.
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Finalmente, si Z” ajjoi3; = 0, con a;; € k casi todos cero, entonces
para cada j se tiene que ZZ jGijoy = 0, pues las 3; son linealmente inde-
pendientes sobre F'. Esto implica que todo a;; es cero; y que {a;3;} es una
base de K/k. o

Los dos resultados siguientes proveen de ejemplos pertinentes.

Proposicién 3.4 Sean {p1, ..., Pn,q1, -, Gm } un conjunto con n+m primos

distintos y K = Q(/P1, ..., /Pn). Entonces \/q1 -~ qm ¢ K.

Demostracion: Procedemos por induccién en n. Cuando n = 0, se tiene
que K = Q; y entonces X2 —gq; - - - ¢, es irreducible en Q[X] por Eisenstein.
Estoes, /g1 qm ¢ K.

Si F' = Q(\/p1, .., /Pn—1), entonces /p, ¢ F por la hipétesis inductiva;
y asf [K : F] = 2. Si suponemos que /g1 - ¢m € K, entonces existen
a,b e Fcon /g1 qm = a+bypn; y asi q1 -+ g = a* + 2ab\/p, + b*py.
Pero
“dm —a? —bQPn c

2ab

ab# 0= /p, = L F,

que es una contradiccién. Los casos b = 0 y a = 0 implican respectivamente
que \/q1 qm = a € F' 6 que \/q1 - Gm = b\/Pn-

En el dltimo caso, se tiene \/q1 - - ¢mpn = bp, € F. Estas contradicciones
terminan la demostracién. O

De lo anterior, obtenemos inmediatamente

Corolario 3.5 Si {p1,...,pn} es una lista de n primos distintos, entonces

[Q(\/P1s s \/Pn) : Q] =2™. La extension Q(v2,v3,V5,V7,V/11,...)/Q es

infinita.

Teorema 3.6 Sea F = k(aq,...,an) con cada «; algebraico sobre k. En-
tonces F/k es una extension finita. Toda extension generada por elementos
algebraicos es algebraica.

Demostracion: k C k(a1) C k(ag,a2) C -+ C k(ag,...,an) = F es una
cadena de extensiones finitas. El Teorema 3.3 garantiza que F/k es una
extension finita; mientras que el Corolario 3.2 garantiza que es algebraica.

Si E/k es una extensién generada por elementos algebraicos y a € E,
entonces existen aq,...,a, € F algebraicos tales que o € k(ay, ..., ay).
Concluimos que « es algebraico sobre k. O

Corolario 3.7 Si o y 8 son elementos algebraicos sobre el campo k, en-
tonces también son algebraicos o £ 5 y af; asi como /B cuando 5 # 0.

Ejemplo. Sea K = Q(v/2,v/3,V/5,...). Aplicando los resultados previos,
vemos que K/Q es una extension algebraica infinita. Asi, el reciproco del
Corolario 3.2 es falso.
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Una extensién F'/k es finitamente generada cuando existen elementos
a1,...,an € F tales que F = k(aq,...,a,). En el caso en que n = 1, la
extension es simple y a3 es un elemento primitivo.

Si una extension es finita, entonces es finitamente generada, porque una
base es un conjunto de generadores. El reciproco es falso, pues si X es
trascendente, entonces k(X)/k es una extensién simple infinita.

Si E/k y F/k son extensiones para las que existe un campo K conte-
niendo tanto a F como a F', entonces el subcampo de K generado por EUF
se escribe EF. La extensién EF/F es la translacién de E/k a F/k:

K

EF\
E \/ I\ F
N, /

Sea A una familia de extesiones de campos. Diremos que A satisface la
condicién T, por translacién, cuando para E y F' contenidos en un campo
se tenga E/k € A= EF/F € A.

Similarmente, A satisface la condicién C, por cadena, cuando para toda
cadena k C E C F se tenga que F/k e A< (F/E€ Ay E/k € A).

Si A es una familia de extensiones que satisface 7 y C, entonces dadas dos
extesiones F/k, F/k € A tales que E y F estén contenidos en un campo,
se tendrd EF/k € A.

Proposicion 3.8 Las extensiones finitas, asi como las extensiones alge-
braicas satisfacen T y C.

Demostraciéon: En el caso de las extensiones finitas, C se cumple por el
Teorema 3.3.

Si E/k es una extension finita y F'/k es una extensién tal que E' y F estan
contenidos en un campo, entonces existen as,...,a, € F tales que F =
k(ai,...,ap) con todo o algebraico sobre k. Las cadenas de extensiones
simples y finitas k¥ C k(o) C k(ag,a2) C -+ C k(ag,...,an) = E y
F C Flay) C Flag,a2) € -+ C F(aq,...,an) = EF demuestran que es
suficiente considerar el caso simple y finito: Aqui, [F(a) : F] < [k(«) : K]
porque « es raiz de Polmin(a, k) € F[X].

En cuanto a las extensiones algebraicas, es obvio que 7 se cumple. Dada
una cadena k C F C F, la implicacién F/k algebraica = (F/E algebraica
y E/k algebraica) es clara. Reciprocamente, sean F/E, FE/k extensiones
algebraicas y a € F, entonces existen by, ..., b1, by € E algebraicos sobre k



3.1 Extensiones de Campos 101

no todos cero tales que b,,a™ +---+bja+by = 0, por lo que « es algebraico
sobre k(bg, b1, ..., by ). Asi, [k(bg, b1, ..., bm, @) : k] es finito, por lo que « es
algebraico sobre k y C se cumple. O

Como consecuencia inmediata tenemos:

Corolario 3.9 Si E/k es una extensidn finita y F/k es una extension tal
que E y F estdn contenidos en un campo, entonces [EF : F| < [E : k].

Observaciones.

1. Para la familia de las extensiones finitamente generadas, es claro que
T se satisface. Aunque la condicién C también se cumple; este resul-
tado no lo demostramos ni lo utilizamos.

2. Si F y K son campos y ¢ : F — K es un morfismo (de anillos),
entonces p(1) = 1 y kerp es un ideal de F, por tanto ker ¢ = (0).
Asi, todos los morfismos de campos son inyectivos.

3. El estudio de morfismos de campos se reduce al estudio de inclusiones
de un campo dentro de otro campo.

Si F'y K son extensiones de un campo k y ¢ : F — K es un morfismo
tal que restringido a k es la identidad, decimos que ¢ es un k-morfismo.

Proposicién 3.10 Sean F/k extension algebraica y ¢ : F — F un k-
morfismo, entonces ¢ es biyectivo.

Demostracion: Ya sabemos que ¢ es inyectivo. Sean o € F' arbitrario,
p(X) = Polmin(a, k) y sea E el subcampo de F' generado por las raices de
p(X). Es suficiente ver que « € Im ¢.

La extension E/k es finitay ¢(E) C E. Como ¢|g es una transformacién
k-lineal e inyectiva del espacio vectorial E sobre s{ mismo, se tiene que ¢|g
es suprayectivo; y que o € Imp. O

Ejercicios
1. Demuestre que los campos Q(v/2) y Q(¥/3) no son isomorfos.

2. Sean a,b € K algebraicos sobre k, de grados m y n respectivamente,
con (m,n) = 1. Demuestre que [k(a,b) : k] = mn.

3. Encuentre un elemento 3 € Q(v/2, v/3) tal que Q(3) = Q(v/2, V/3).

4. Sean F/k una extensién algebraica y D un dominio con k C D C F.
Demuestre que D es un campo.

5. Sea K/k una extensién finita de campos tal que si E y F' son campos
intermedios, se tiene E C F 6 bien F' C E. Demuestre que K/k es
simple.
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6. Sea k(a)/k una extensién de grado 5. Demuestre que k(o) = k(a?).

7. Sea k un campo de caracteristica cero. Demuestre que el niimero de
polinomios ménicos irreducibles de grado 2 en k[X] es cero o infinito.

8. Sean f(X) un polinomio irreducible sobre un campo k y a € k. De-
muestre que f(X) permanece irreducible sobre k(y/a) 6 bien se des-
compone como el producto de dos factores del mismo grado.

3.2 Cerradura Algebraica

Proposicion 3.11 Las siguientes condiciones en un campo k son equiva-
lentes:

a) Si F/k es una extension algebraica, entonces F = k.

b) Si F/k es una extensidn finita, entonces F = k.

¢) Todo polinomio irreducible en k[X] es de grado uno.

d) Todo polinomio de k[ X] de grado positivo es un producto de polinomios
lineales en k[X].

e) Todo polinomio de k[X] de grado positivo tiene una raiz en k.

La demostracion de este resultado se deja como ejercicio. Se dice que un
campo k es algebraicamente cerrado cuando satisface las condiciones
de la proposicién.

Proposicion 3.12 Todo campo algebraicamente cerrado es infinito.

Demostracion: Si k£ es un campo cuyos elementos son aq, ..., a,, entonces
(X —ay1) - (X —ap) + 1 no tiene raices en k. O

Pronto veremos que C es algebraicamente cerrado. A continuacién nos
proponemos construir campos algebraicamente cerrados a partir de un
campo dado.

Teorema 3.13 Dado un campo k, eziste una extensién F/k con F alge-
braicamente cerrado.

Demostracién: Primero construiremos una extensién Fy /k tal que todo
polinomio en k[X] de grado positivo tenga una raiz en Fj.

A cada f(X) € k[X] de grado positivo le asociamos una variable X; y
llamamos S al conjunto de dichas variables.

Afirmamos que en el anillo de polinomios k[S], el conjunto {f(Xy)} ge-
nera un ideal a, es decir, que a # k[S]. De no ser asf, existirfan elementos
J1s - gn € E[S] tales que g1 f1 + -+ + gnfn = 1, donde cada f; = fi(X;)
es uno de nuestros generadores, cambiando ligeramente la notacién. Ahora
bien, cada g; involucra un nuimero finito de variables, asi existe N tal que

1= Zgi(Xl, oy XN fi(X). (3.1)
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Esto es absurdo: Si K es una extensién de k conteniendo «; raiz de f;
para cada i, procedemos a evaluar (3.1) en K para llegar a 1 = 0.

Dado que a # k[S], existe un ideal méximo m de k[S] tal que a C m.
Escribimos Fy = k[S]/m, para tener que Fij/k es una extensién de k tal
que todo polinomio f(Xyf) € k[X] de grado positivo tiene una raiz en Fi:
la imagen de X en el cociente.

Continuamos de la misma manera con F}, etc. para obtener una cadena
de campos F} C F5 C --- Definimos F' = U, F;. Es facil ver que F' es un
campo algebraicamente cerrado. O

Se dice que K es una cerradura algebraica de k cuando K/k es una
extension algebraica tal que K es algebraicamente cerrado.

Corolario 3.14 Todo campo k, admite una cerradura algebraica.

Demostracién: Sabemos que existe F//k con F algebraicamente cerrado.
Definimos K = {a € F' | o es algebraico sobre k}. Entonces K es un campo
por el Corolario 3.7, la extensién K/k es algebraica por el Teorema 3.6; y
K es algebraicamente cerrado también por el Teorema 3.6. O

A continuacién iniciamos un estudio del siguiente problema: Dados un
morfismo de campos ¢ : k — K con K algebraicamente cerrado y una
extension algebraica F'/k, jes posible extender ¢ a F'? jcudntas extensiones
existen?

Proposicién 3.15 Sean ¢ : k — K un morfismo de campos con K alge-
braicamente cerrado, F' = k(a) una extension simple algebraica y f(X) =
Polmin(«, k). Entonces las extensiones de ¢ a F corresponden a las distin-
tas raices de pf(X) en K. Siempre existe al menos una extension; y hay
cuando mas gr f(X) extensiones.

Demostracién: En primer lugar, f(a) = 0 = @f(«) = 0 para cualquier
extension p de ¢, por lo que « tiene que ir a alguna raiz en K del polinomio
@ f(X) = resultado de aplicar ¢ a los coeficientes de f(X).

Reciprocamente, el morfismo ¢ puede extenderse a un morfismo de anillos
¢’ k[X] = K al escribir ¢/(X) =  para cualquier 8 € K.

Si B es raiz del polinomio ¢f(X) € K[X], entonces ¢’ se factoriza a
través de ® como en el diagrama. Las demas conclusiones son claras. O
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Teorema 3.16 Sean ¢ : k — K un morfismo de campos con K alge-
braicamente cerrado y F/k una extension algebraica. Entonces ¢ se puede
extender a F'. Si ademds, F y K son cerraduras algebraicas de k, entonces
F y K son isomorfos ante cualquiera de estas extensiones.

Demostracién: Sea C la clase de las parejas (F,1) tales que E es un
campo con k C E C F y1: E — K es una extensiéon de ¢. Definimos un
orden parcial en C asi: (E,¢) < (E',¢’) cuando E C E' y ¢'|g = .

Por el Lema de Zorn, existe una pareja méxima (F,v¢). Si E # F, en-
tonces existe o € F con a ¢ F, de manera que 1) se puede extender a E(«).
Esta contradiccion demuestra que £ = F'.

Cuando ademds F' y K son cerraduras algebraicas de k, se tiene que K
es algebraico sobre el campo algebraicamente cerrado ¢(F'). Se concluye
que K = p(F). O

Escribimos k para expresar la cerradura algebraica del campo k. El
campo de los niimeros algebraicos es Q.

Ejercicio

1. Demuestre que Q es numerable, que Q # C; y que Q/Q es una ex-
tensién algebraica infinita.

3.3 Normalidad

Sean k un campo y f(X) € k[X] de grado positivo. Se dice que F' es un
campo de descomposicién de f(X) sobre k cuando existe una factori-
zacion f(X) =c[[i_,(X — a;) en F[X] y ademés F = k(az, ..., an).

Teorema 3.17 Si K y F son dos campos de descomposicion de f(X) sobre
k, entonces existe un k-isomorfismo ¢ : F — K.

Demostracién: La inclusién k& — K admite una extensién al morfismo
¢ : F — K. Es suficiente ver que Imp = K.

Podemos suponer que f(X) es monico, que K = k(ay,...,ay), que F =
B(B1s o Bu), aue £(X) = [L(X — ;) en K[X]; y que f(X) = [L,(X — 5)
en F[X].

El resultado de aplicar ¢ a f(X) es

n n

[IIX = e8] = o (X) = f(X) = [T(X = a).

i=1 =1

La factorizacién tinica del anillo K[X] implica la igualdad de conjuntos
{a1,..,an} ={9(B1), .., ©(Bn)}, por lo que p(F) =K. O
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Si {fi(X)}ier C k[X] es una coleccién de polinomios de grado positivo,
se dice que F' es un campo de descomposicion de esta coleccién sobre k
cuando existe una factorizacién de cada f;(X) como producto de polinomios
lineales en F[X]; y ademds F estd generado sobre k por las raices de los

fi(X).

Corolario 3.18 Si K y F son campos de descomposicion sobre k de una
misma coleccion de polinomios, entonces hay un k-isomorfismo ¢ : F' — K.

Demostracion: Para cada i hay un tinico campo de descomposicién F; de
fien F'yotro K; en K.

Como F/k es una extensién algebraica, existe un k-morfismo ¢ : FF — K
que satisface ¢(F;) = K; para toda i. Observando que F' estd generado por
U, F;, mientras que K lo estd por U; K, tenemos que o(F) =K. O

Teorema 3.19 Para una extension algebraica F/k, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

a) Todo elemento irreducible de k[X] con una raiz en F, se factoriza
como producto de polinomios lineales en F[X].

b) F es el campo de descomposicion de una coleccion de polinomios de
k[ X].
c) Si suponemos que F C k, entonces todo k-morfismo ¢ : F — k, se
restringe a un automorfismo de F.

Demostracion: a) = b): F es el campo de descomposicién de la coleccién
de los polinomios minimos sobre k de todos los elementos de F'.

b) = ¢): Si F es el campo de descomposicién de {f;(X)}ies sobre k,
entonces F' contiene un tnico subcampo de descomposicién F; de f;(X);
y F esta generado por U;erF;. Si ¢ es un k-morfismo de F en k, entonces
o(F;) = F; para toda i; y as{ p(F) = F.

¢) = a): Sea g(X) € k[X] irreducible, con una raiz « € F. Para otra raiz
B €k de g(X), existe un k-morfismo ¢ : k(a) — k, tal que (o) = 3. Este
morfismo admite una extension a F'. La hipétesis implica que 5 € F. D

Una extension algebraica F/k es normal cuando satisface las condiciones
del teorema anterior.

Ejemplo. Sean X2 -2, X* -2 € Q[X], a una raiz de X2 — 2y /3 una raiz
de X*—2con B2 =a.

Los polinomios son irreducibles en Q[X] por el criterio de Eisenstein.
Escribimos K = Q(a) y F = Q(8), para tener [K : Q] =2, [F: Q] =4;y
por tanto, [F : K] = 2.
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F=Q(p)
2

K =Q(a)
Q

K es un campo de descomposicién de X2 —2 sobre Q, por lo que K/Q es
una extensiéon normal. Andlogamente, F//K es normal porque F' es campo
de descomposicién de X2 — « sobre K. Sin embargo, la extensién F/Q no
es normal, como veremos a continuacién.

Supongamos que F/Q es normal. El polinomio f(X) = X% —2 tiene una
raiz en F', por tanto se factoriza totalmente en F[X]. Como f/(X) = 4X3
no tiene raices comunes con f(X), concluimos que X* — 2 tiene cuatro
raices distintas 8 = (1, 82, 83,84 en F.

Sea (; = 3;/51 para 1 < i < 4. Es inmediato que ¢} = 1 para cada i. Por
esto, (1, (a2, (3, C4 son cuatro raices distintas de X4 —1 = (X2 +1)(X2-1).

Ahora afirmamos que X2 + 1 es irreducible en F[X]. Esta contradiccién
demostrara que F/Q no es normal. En efecto, si ¢; + co/3 es raiz de X2 + 1
con ¢, ¢y € K, entonces (¢1 + c23)? = (2 + c28%) + 2c1¢03 = —1, y de ahi

que C% + c%a = —1y 2c1co = 0. Por tanto, ¢y = 0 6 bien c¢3 = 0.

Por un lado, ¢; = 0 = c3a = —1, mientras que c; = 0 = ¢ = —1.
Veamos que ambas conclusiones son imposibles.

Escribiendo ¢; = ay 4+ asa con aj,ae € Q, la ecuacién cf = —1 se
transforma en (a? + 2a2) + 2aia2a = —1, por lo que (a? + 2a3) = —1, que
no tiene soluciones en Q.

Escribiendo ¢y = by + b con by, by € Q, obtenemos de c%a = —11la

ecuacion 4b1by + (b3 + 203)a = —1, y de ahi, b3 + 23 = 0 y 4b1by = —1,
que no admiten soluciones en Q.

Este ejemplo demuestra que la familia de extensiones normales no satis-
face C, los siguientes resultados nos dan propiedades de esta familia.

Proposicion 3.20 La familia de las extensiones normales satisface T . Si
k C K C F con F/k normal, entonces F/K es normal. Si By y Ey son
extensiones normales de k contenidas en algin campo, entonces Fy1Es/k y
(E1 N Ey)/k también son normales.

Demostracion: Supongamos que F} y F5 son extensiones de k contenidas
en un campo; y que Fy/k es normal. Entonces F; es campo de descom-
posicién sobre k£ de una coleccién de polinomios; y Fy F, también es campo
de descomposicién sobre F5 de la misma coleccién de polinomios. Asi,
FyF5/F5 es normal y 7 se cumple.
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Si ahora F/k es normal y k C K C F, entonces F es campo de descom-
posicién sobre k y también sobre K de una coleccién de polinomios en
k[X] C K[X].

Si E; y E5 son extensiones normales de k contenidas en un campo,
entonces F; es campo de descomposicién de {f;} C k[X], E2 lo es de
{g;} € k[X], por lo que E1E5 es campo de descomposicién de {f;,g;}.
Asi, F1FE5/k es normal. Si h(X) € k[X] es irreducible y tiene una raiz en
FE4 N Es, entonces se factoriza totalmente en F; y en Es, y por ello, en
E; N Es. Se concluye que (E7 N Ey)/k es normal. O

Proposicién 3.21 Sean F/k una extension normal y f(X) un elemento
irreducible de k[X] con factores ménicos irreducibles g(X),h(X) € F[X].
Entonces existe un k-automorfismo ¢ de F tal que p(g(X)) = h(X).

Demostracién: Podemos suponer que F' C k. Sean o una raiz de g(X) y 8
una raiz de h(X). Entonces ¢g(X) = Polmin(a, F'), h(X) = Polmin(g, F).

Como « y 3 son raices de f(X) que es irreducible sobre k, existe un
k-morfismo ¢ : k(a) — k(5) tal que p(a) = .

Este morfismo puede extenderse a ¢ : F — k, que a su vez admite una
restriccién a un automorfismo de F' por ser F/k normal; y que al actuar en
los coeficientes de g(X), se tiene que p(g(X)) = h(X), pues ¢(a) = 8. D

Dada una extensién algebraica F/k con F' C k, definimos la cerradura
normal de F/k en k, como la extension K de F que satisface las siguientes
condiciones claramente equivalentes:

a) K es la interseccién de todas las extensiones E C k de F con E/k
normal.

b) K es el campo generado por U,o(F'), donde o varfa sobre la coleccién
de todos los k-morfismos de F en k.

¢) K es el campo de descomposicién de los polinomios minimos de un
conjunto de generadores de F/k.

Observemos que si F/k es finita, entonces la cerradura normal K/k
también lo es, gracias a la condicién c).

Ejercicios

1. Construya un campo de descomposicién K para X° — 2 sobre Q.
Calcule [K : Q).

2. Construya un campo de descomposicién F para X® — 1 sobre Q.
Calcule [F': Q].

3. Construya una extensiéon normal K/Q con [K : Q] = 3.

4. Sea a una rafz de 13X* —29X2 413 € Q[X]. Demuestre que Q(a)/Q

es normal.
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3.4 Separabilidad

Dada una extensién finita de campos F/k, definimos el grado de se-
parabilidad de F/k, escrito [F' : k]s, como el nimero de k-morfismos
¢ : F — k, donde k es una cerradura algebraica de k. Este niimero no
depende de la cerradura algebraica elegida, pues si k' fuera otra, entonces
existirfa un k-isomorfismo v : k — k' que nos permitirfa construir una
biyeccién ¥ : Homy(F, k) — Homy(F,k’) del conjunto Homy(F, k) de k-

morfismos de F' en k al conjunto Homy (F, k') de k-morfismos de F en k'
asi: U(p) =0 =1 o.

Proposicién 3.22 Sea F/k una extensidn finita de campos. Entonces:
a) [F: ks >1.
b) Si F = k(«), entonces [F : k|s < gr Polmin(«, k). Ademds, [F : k]s es
el nimero de raices distintas de Polmin(a, k) en k.
¢) [F:k]s =[F: K|;[K : k]s para cualquier campo intermedio K.
d) [F:k]s <[F:kK|.

Demostracion: a) y b) son reenunciados de la Proposicién 3.15.
c) resulta de observar que todo k-morfismo ¢ : F — k admite una
restriccién a K.
Sabemos que d) vale para el caso de extensiones simples. Como F'/k
es una extension finita, existen aq, ..., ay, tales que F' = k(aq,..., ). La
conclusién se obtiene de observar que [k(aq,...,q;41) @ k(ag, ..., ;)]s <

[k(a1, .., aip1) : k(aq, ..., a;)]; y que ambos grados son multiplicativos. D

La extensién finita F/k se dice separable cuando [F : k]; = [F : k.
Dados una extensién arbitraria de campos K/k y un elemento o € K alge-
braico sobre k, decimos que « es separable sobre k cuando la extensién
(finita) k() /k lo es.

Un polinomio en k[X] se llama separable cuando no tiene raices multi-
ples en k. Por tanto, un elemento «, algebraico sobre k, es separable sobre
k si y sélo si su polinomio minimo lo es.

Proposicién 3.23 Sea F/k una extension finita. Entonces F/k es sepa-
rable si y solo si todo elemento de F' es separable sobre k.

Demostracién: Si F/k es separable y a € F, consideramos la cadena
k C k(a) C F. La multiplicatividad de los grados implica que [k(a) : ks =
[k(a) : k], esto es, que « es separable sobre k.
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Reciprocamente, existen ay,...,a, € F tales que F = k(ai,...,a,),
con cada «; separable sobre k. Por esto, todo Polmin(a;, k) y su factor
Polmin(a;, k(aq, ..., a;—1)) son separables. Asi,

[k(ar, .., ;) k(ag, ey aim1)]s = [k(aq, ..y ;) : k(aq, ..., a;—1)] para toda 1,
obteniéndose [F': k], = [F' : k] de la multiplicatividad de los grados. O

Este resultado nos permite definir “separabilidad” con mayor generali-
dad: Una extensién algebraica (no necesariamente finita) K /k es separable
si y sélo si todo elemento de K es separable sobre k. La nueva definicién
generaliza a la anterior. Esta es la mayor generalidad para la que definimos
“separabilidad”.

Proposicién 3.24 Sea k un campo de caracteristica cero. Todo polinomio
irreducible en k[X] es separable. En particular, toda extension algebraica
de k es separable.

Demostracién: Sean 0 # f(X) € k[X] irreducible de grado positivo y
a € k rafz de f(X). Sabemos que (« es raiz miltiple) < f’(a) = 0.

Como f/(X) es de grado menor que el de f(X), tenemos que (a rafz
multiple) = f/(o) =0 = f/(X) = 0, lo cual es absurdo porque la carac-
teristica es cero. O

El resultado anterior dice claramente que los problemas de falta de sepa-
rabilidad se dan solamente en caracteristica positiva. Esta es la razoén por
la que muchos autores consideran solamente campos de caracteristica cero.
Por el contrario, supondremos hasta nuevo aviso, que la caracteristica de
los campos que se mencionen es p > 0.

Proposicién 3.25 Si el polinomio irreducible f(X) € k[X] no es separa-
ble, entonces f(X) es un polinomio en XP (con coeficientes en k).

Demostracion: En la demostracion anterior vimos que la hipétesis implica
que f/(X) = 0. Como (aX™) = naX""! = 0cona # 0 es posible solamente
con p | n, se obtiene la conclusién. O

Sea k un campo de caracteristica p. Recordemos que
p .
pl || paral<i<p-—1.
i

De manera que (a + b)? = a? + b? para todos a,b € k. Como (ab)? = aPb?
también vale para todos a,b € k, tenemos que la funcién o : £k — k dada
por o(a) = aP para todo a € k, es un morfismo de anillos, el llamado
morfismo de Frobenius. Escribimos k7 = Imo.

Decimos que una extensién algebraica F'/k, no necesariamente finita,
es inseparable pura cuando [F : k]s = 1, es decir, cuando para toda
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cerradura algebraica k de k, existe un tinico k-morfismo ¢ : F' — k. Un
elemento o € F es inseparable puro sobre k cuando [k(«) : k]; = 1. Es
claro que una extensién algebraica F'/k es inseparable pura si y sélo si todo
elemento a € F' es inseparable puro sobre k.

Proposicién 3.26 Dada F/k una extension algebraica, escribimos A =
{a € F | a separable sobre k} y B={p € F | 8 inseparable puro sobre k}.
Entonces A y B son campos y AN B = k.

Demostracién: Sean a,b € A con b # 0. Entonces b es separable sobre
k(a); y en la cadena k C k(a) C k(a,b) se tiene que [k(a) : k]; = [k(a) : k]
y que [k(a,b) : k(a)]s = [k(a,d) : k(a)]. Asi, k(a,b)/k es separable. En
particular, a + b, ab, a/b son todos separables sobre k; y A es un campo.
De manera analoga se ve que B es un campo.
Finalmente, c€ AN B = [k(c) : k] = [k(c) 1 k]s=1=c€k. D

En las condiciones de la proposicién anterior, decimos que A es la cerra-
dura separable de k en F'; y que B es la cerradura inseparable pura
de k en F. Es claro que todo elemento de F' separable sobre A estd en A;
y que todo elemento de F' inseparable puro sobre B esta en B.

Proposicion 3.27 Sea a un elemento algebraico sobre k. Las siguientes
condiciones en o son equivalentes:

a) « inseparable puro sobre k.

b) El polinomio minimo de « sobre k es de la forma XP" —p.

¢) a es raiz de un polinomio de la forma X?' — ¢ € k[X].

Demostracién: La implicacién b) = ¢) es clara.

Veamos que ¢) = a): Si « es raiz de X?' — ¢, entonces of = ¢ y asi
(X — a)pt =Xxr —o? = XxP — ¢, por lo que « es raiz de un polinomio en
k[X] con una sola rafz. Asi, k() : k]s = 1.

Para ver a) = b), digamos que f(X) = Polmin(«, k). Si gr f(X) > 1,
entonces f(X) no es separable y la Proposicién 3.25 garantiza que existe
g(Y) € k[Y] tal que f(X) = ¢g(XP). Claramente, g(Y) es irreducible y
podemos repetir el proceso si g(Y) no es separable. En algiin momento
llegamos a obtener un polinomio h(Y) € k[Y] separable e irreducible tal
que f(X) = h(XP"). Sea 8 = o, de manera que (3 es separable sobre k
al ser rafz de h(Y'). De la cadena k C k(8) C k(«) y de [k(a) : k]s = 1, se
obtiene que § € k, es decir, que h(Y) es lineal; y que f(X) = X?" —b. O

Teorema 3.28 Las extensiones algebraicas separables y las inseparables
puras satisfacen T y C.

Demostracién: Supongamos que k C F' C K y que K/k es una extensién
algebraica separable, entonces todo elemento de K es separable sobre F' y
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todo elemento de F' es separable sobre k, de manera que K/F y F/k son
separables.

Reciprocamente, si K/F y F/k son separables, sea F la cerradura sepa-
rable de k£ en K. Es claro que F' C F; y que K es separable sobre E. Por
tanto, K = E. Por otra parte, [K : k], =1 < [K : F|, = [F : k], =1, por
lo que C se satisface en ambos casos.

Para verificar la condicién 7T, supongamos que Fy/k y F5/k son exten-
siones tales que F} C F y Fy, C F para algun campo F.

Supongamos primero que Fy /k es separable y que K es la cerradura sepa-
rable de F5 en Fi F5. Entonces Fp C K y todo elemento de F} es separable
sobre k y sobre Fy, por lo que F} C K. Asi, K = F\ F5.

Ahora supongamos que [F} : k], = 1. Si ¢ : FiFy — k = I, es un
F>-morfismo, entonces ¢ es también un k-morfismo cuya restriccién a F}
es tnica. Se concluye que ¢ es el tinico Fr-morfismo de F}Fy a Fy. Asi,
[FlFQ : FQ]S =1. O

Corolario 3.29 Una extension algebraica generada por elementos separa-
bles (inseparables puros) es separable (inseparable pura).

Proposicion 3.30 Para un campo k de caracteristica p las siguientes con-
diciones son equivalentes:
a) k=kP.
b) El morfismo de Frobenius es suprayectivo.
¢) Toda extension algebraica de k es separable.
d) Todo elemento algebraico sobre k es separable.

Demostracién: Claramente tenemos que a) < b) y que ¢) < d). Veamos
que a) = d): Sea « algebraico sobre k con polinomio minimo f(X), que es
entonces ménico e irreducible en k[X]. Si f(X) no es separable, entonces la
Proposicién 3.25 garantiza que f(X) = ag + a1 X? + aa X?? + -+ +a, X"P.
Como k = kP, para cada i existe b; € k con a; = b’; y entonces el polinomio
f(X) = (bo+b1 X +by X%+ -+b,X")P no es irreducible. Esta contradiccién
demuestra que « es separable.

Finalmente, veamos que d) = a): Si a € k es tal que a ¢ kP, entonces
existe b € k tal que b ¢ k y b = a; pero la Proposicién 3.27 dice que
entonces b es inseparable puro sobre k. Esta es una contradiccién. O

Decimos que un campo k es perfecto cuando la caracteristica de k es
cero, o bien k satisface las condiciones de la proposiciéon anterior. Dejamos
de suponer que la caracteristica de k es p.

Corolario 3.31 Toda extension algebraica de un campo perfecto es per-
fecta.

Demostracién: Si F'/k es una extensién algebraica y k es un campo per-
fecto, entonces tendremos para toda extensién algebraica K/F, que K/k
es algebraica y separable. Se concluye que K/F' es separable. O
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Teorema 3.32 Sea F/k una extension algebraica con cerradura separable
A y cerradura inseparable pura B. Entonces:

a) F/A es inseparable pura.

b) F/B es separable si F/k es normal.

¢) F = AB si F/k es normal.

Demostracién: a): Sean o € F'y f(X) = Polmin(a, k). Gracias a la
Proposicién 3.25, existe un polinomio separable e irreducible h(Y) € k[Y]
tal que f(X) = h(X?"). Esto implica que o? € A, es decir, que a es
inseparable puro sobre A. Por tanto, F'/A es inseparable pura.

b): Sean o € F, f(X) = Polmin(a,k) y C = {o(a) | 0 esun k —
automorfismo de F'}. Como C C {raices de f(X)}, vemos que C es finito.
Ademis, a € C.

Si g : F' — k es un k-morfismo, entonces ¢ se restringe a un automorfismo
de F porque F/k es normal. Ademds, p(C) C C. Como ¢|c es inyectivo,
tenemos que ¢|c es una biyeccion.

Sea g(X) = [[zec(X — B). Entonces g(a) = 0y 9(g) = g para todo
k-morfismo v : F — k. Esto significa que los coeficientes de g quedan fijos
ante todo 1, por lo que g(X) € B[X]. Esto demuestra que « es separable
sobre B. Por tanto, F'/B es separable.

¢): Con F/k es normal y v € F', tenemos que -y es separable e inseparable
puro sobre AB. Asi, vy € AB. D

Ejercicios

1. Sean k un campo de caracteristica p > 0 y F/k una extensién finita.
Definimos el grado de inseparabilidad de F/k como [F : k]; =
[F : k]/[F : k]s. Demuestre que:

a) kCFCK=|[K:kl;=[K:F|;[F:k
b) [F : k]; es una potencia de p.
¢) Si a es algebraico sobre k, entonces [k(a) : k]; es la multiplicidad

de « en su polinomio minimo.

2. Sean F'/k una extensién finita y F un campo perfecto. Demuestre
que k es perfecto.

3. Sea « algebraico sobre un campo k de caracteristica p > 0. Demuestre
que « es separable sobre k si y sélo si k(a) = k(aP).

4. Dé un ejemplo de una extension finita de campos que no sea separable
ni inseparable pura.
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3.5 Teoria de Galois

Se dice que una extensién de campos F/k es de Galois cuando es normal
y separable. Como F'/k es normal, esto implica que F'/k es algebraica.
Dada una extensién arbitraria de campos F'/k, definimos su grupo de
Galois, escrito Gal(F/k), como el grupo de los k-automorfismos de F'. Si
suponemos que F/k es de Galois y que F' C k, entonces podremos identificar
Gal(F/k) con {p: F — k | ¢ es un k — morfismo}.
Iniciamos con un lema importante:

Lema 3.33 (Artin) Sea G un grupo finito de automorfismos de un campo
Fyseak=F ={a € F|ola) =a paratodo o € G}. Entonces
[F: k] <o(G).

Demostracién: Digamos que G = {01 = 1,09, ...,0,} y supongamos que
A={p1,..., Bnt1} C F. Veamos que A es linealmente dependiente sobre k.

Consideremos el sistema de n ecuaciones lineales en n + 1 incdgnitas
L1y eeey Tpn41-

or(B)xr+ -+ 01(Bnt1)Tne1 =0
o2(f1)x1+ -+ 02(Brt1)Tnt1 =0

O—n(ﬁl)xl +-+ Un(ﬁn+1)xn+1 =0 (32)

Este sistema admite una solucién (0, ...,0) # (a1, ...,ant1) € F*"T1 Des-
pués de reordenar los indices podemos suponer que

ay = 17CL2 7é 07 ey Qe 7é Oaar—i-l = 07 N 07

y que T es minimo con esta propiedad.
La primera ecuacién puede escribirse como a131 + -+ - + a5, = 0.
Afirmamos que a; € k para todo i, lo que demostrara que A es linealmen-
te dependiente sobre k. Supongamos que esto es falso; y que por ejemplo
as ¢ k. Entonces existe 7 € G tal que 7(a2) # az. Aplicamos 7 al sistema
(3.2) para obtener

n+1
Z 70;(B;)7(a;) =0 para 1<i<n. (3.3)
j=1

Esto dice que 1 = a1 = 7(a1), ..., 7(ar), 0, ...,0 es otra solucién de (3.2),
pues {70;} = {0;}. De ambas soluciones obtenemos por diferencia la solu-
cién 0,as — 7(ag) # 0,...,a, — 7(a,),0,...,0 con menos términos distintos
de cero. Esta contradiccién demuestra que [F': k] < o(G). O

Decimos que E es un campo intermedio de la extensién F'/k cuando
kCECEF.
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Teorema 3.34 (Fundamental de la Teoria de Galois) Sea F/k una
extension finita de Galois con G = Gal(F/k). Entonces:

a) La funcidon que a un campo intermedio E le asocia el grupo H de
los E-automorfismos de F, es una biyeccion del conjunto de los campos
intermedios al conjunto de los subgrupos de G, cuyo inverso envia cada
subgrupo de G al conjunto de sus puntos fijos.

b) La extension F/E es de Galois para todo campo intermedio E.

¢) La extension E/k es de Galois si y sdlo si el subgrupo asociado a E es
normal en G. Cuando esto sucede, p : G — Gal(E/k) dado por (o) = o|g
es un morfismo suprayectivo de grupos con nicleo Gal(F/E), de manera
que Gal(E/k) = G/ Gal(F/E).

d) Si el campo intermedio E estd asociado al subgrupo H de G y o € G,
entonces oFE es un campo intermedio asociado al subgrupo cHo™! de G.

e) [F: k] = o(G).

Demostracion: e¢) Como F/k es separable, [F': k] = [F' : k],. Este tltimo
niimero es el orden de {k — morfismos v : F' — k}, que a su vez coincide
con o(G) porque F/k es normal y todo k-morfismo v se restringe a un
k-automorfismo de F'.

b) F/E es normal por la Proposicién 3.20; y es separable por el Teorema
3.28.

a) Sean E un campo intermedio y H = {E — automorfismos de F'}. Es
claro que H < G. Digamos que

E'=F" ={ac F|o(a) =a, para todo o € H}.

Entonces es inmediato que E’ es un campo y que E C E' C F.

[E': E], =1 porque si ¢ : E' = E =k es un E-morfismo, entonces 9 se
extiende a un F-automorfismo de F', que entonces fija a los elementos de
E’; y es por tanto unico. Como E’/FE es separable, se tiene que E' = F.

Hemos demostrado que la funcién de campos intermedios a subgrupos
de G es inyectiva. Veamos ahora que es suprayectiva.

Si G es un grupo finito de automorfismos de F, entonces FY es un campo.
Si ademds G C G, entonces k C F9. Ahora es suficiente ver que G =
Gal(F/F9).

Ahora bien, G C Gal(F/F9) es una tautologfa, de manera que se tiene
o(G) < o(Gal F/F9) = [F : F9], esto tltimo en vista de e). La desigualdad
[F : F9) < o(G) del Lema 3.33 completa la demostracién de a).

d) Si FE es un campo intermedio y ¢ € G, entonces es claro que oF es
otro campo intermedio y que

(H = estabilizador de F) = (¢cHo ™' C estabilizador de oF).

La igualdad se obtiene por simetria.

¢) En vista de d), tenemos que H < G < oF = E para todo o € G. Pero
esto ultimo es equivalente a decir que la extensiéon E/k es normal, que a su
vez es equivalente con E/k de Galois, dado que E/k es separable.
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En estas condiciones, todo ¢ se puede restringir a E, de manera que
© — ©|g es un morfismo de grupos G — Gal(E/k), cuyo ntcleo es clara-
mente Gal(F/FE). Este morfismo es suprayectivo porque todo elemento de
Gal(E/k) se puede extender a un automorfismo de F. O
Observaciones. Las siguientes afirmaciones son méas o menos inmediatas,
en ellas usamos la notacién del teorema.

1. La correspondencia del teorema voltea inclusiones. Al campo F' le
corresponde el subgrupo {1}; mientras que al campo k le corresponde
el subgrupo G.

2. Si en la correspondencia del teorema, Fy; +— Hy, y Ey +— Hs,
entonces E1Ey +— Hy N Hy y By N Ey +— (Hy, Hs). Esto se puede
verificar directamente o deducir de la observacién anterior.

3. Una extension finita de Galois admite un nidmero finito de campos
intermedios. Esto es porque un grupo finito tiene un ndmero finito
de subgrupos.

4. Una extensién separable finita E/k admite un nimero finito de cam-
pos intermedios. Esto es porque al tomar una cerradura normal F,
obtenemos la extensién finita de Galois F'/k, que admite un nimero
finito de campos intermedios.

Teorema 3.35 (Steinitz) Una extension finita F/k es simple si y sélo si
el numero de campos intermedios es finito.

Demostracién: Supongamos que F = k(a) es simple y que f(X) =
Polmin(e, k). Si E' es un campo intermedio, entonces consideramos a g(X) =
Polmin(a, F) y llamamos K al campo generado por los coeficientes de g(X)
sobre k.

o

&

>— = =

Tenemos que F = K(«a) y que [F : K| < grg(X) = [F : E]. De aquf
se obtiene que E = K estd determinado por los coeficientes de g(X). El
nimero de posibilidades para campos intermedios es finito, debido a que
9(X) | F(X).

Reciprocamente, supongamos que el nimero de campos intermedios es
finito y consideremos dos casos:

Cuando k es finito, F' también lo es; y entonces F'* es ciclico. Todo ge-
nerador de F* genera a F' sobre k .
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Cuando k es infinito, consideramos solamente el caso F = k(u,v), al
cual llegamos por induccidn, al ser F' finitamente generado sobre k. Como
k es infinito mientras que la coleccién de campos intermedios es finita, se
obtienen elementos distintos b, ¢ € k tales que k(u + bv) = k(u + cv); vy
entonces

(u+bw) — (u+ cv)

v = — € k(u+ bv) y también u € k(u + bv).

Esto implica que k(u,v) = k(u + bv). O

Teorema 3.36 (del Elemento Primitivo) Toda extensidn separable y
finita es simple.

Demostraciéon: Se sigue del Teorema 3.35 y de la Observacién 4. O

Teorema 3.37 (Artin) Sea G un grupo finito de automorfismos de un
campo F y sea k = FY9. Entonces F/k es una extension finita de Galois
con Gal(F/k) =G.

Demostracién: Dado a € F, existe un subconjunto méximo {o1,...,0,}
de G tal que o;(a) # oj(a) si # j. Escribimos o;(a) = oy, con o = ay.

El polinomio f(X) = (X —aj)--- (X — «a,) es separable, se anula en «,
se factoriza totalmente en F[X] y es de grado n < o(G).

Debido a la maximalidad de {o1,...,0,}, el polinomio f(X) queda fijo
ante la accién de G: Para v € G, el conjunto {yo;(a)} no puede contener
nada nuevo. Asi, f(X) € k[X] y F/k es una extensién algebraica separable.
Vemos que F' es el campo de descomposicién de los polinomios minimos
sobre k de todos sus elementos. Asi, F'//k es normal y de Galois.

Por el Lema 3.33, tenemos que [F' : k] < o(G); pero [F : k] = o(Gal(F/k))
y G C Gal(F/k) implican que G = Gal(F/k) y que F/k es una extensién
finita. O

Teorema 3.38 Sean E y F extensiones de k contenidas en un campo con
E/k finita de Galois. Entonces EF/F y E/(ENF) también son finitas de
Galois, con grupos de Galois isomorfos.

Demostracion: Las extensiones EF/F y E/(E N F) son finitas y de
Galois gracias a las Proposiciones 3.8 y 3.20; y al Teorema 3.28. Dado
o € Gal(EF/F), tenemos que ol = 1 y que E/k normal = o(F) = E.
Esto nos permite definir una funcién f : Gal(EF/F) — Gal(E/ENF) ast:
flo) =o0lE.

Es claro que f es un morfismo de grupos. Supongamos que o € ker f.
Entonces o|g = 1. Como o|r = 1, tenemos que o = 1 en EF, de manera
que f es inyectivo.

Sea G = Im f, entonces a € EY9 < a € EN F. Por tanto, el campo
intermedio de EY es E N F. Del Teorema Fundamental se obtiene que
G =Gal(E/ENF), por lo que f es suprayectivo. D
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Teorema 3.39 a) Si F' es una extension finita de Galois de k con grupo
de Galois G = Gy x G, entonces los campos Ey = FC1 y Ey = F&2
satisfacen F = E1Ey y k = E1 N Ey. Ademds, las extensiones E1/k y Es/k
son finitas de Galois.

b) Reciprocamente, si E1/k y Es/k son extensiones finitas de Galois
con E1 y Es contenidos en un campo, k = Eq1 N Ey, H = Gal(E1/k) y
K = Gal(Ey/k), entonces la extension Ey1Es/k es finita de Galois con
grupo G = H x K.

Demostracion: a) Como G1,G2 < G, tenemos que las extensiones Ej/k
y Es/k son normales; y por tanto, finitas y de Galois.
El subgrupo de G asociado a E1FEy es G1 NGy = {1}, asi E1E; = F.
Similarmente, E1NFEs corresponde a G1G2 = Gy por tanto, F1NEy = k.

F

I
ELEy

N A

E; N Ey
I
k

b) El Teorema 3.38 implica que Gal(E1E2/Es) =2 Gal(E1/E1NEy) = H
y que Gal(E1E2/Ey) = Gal(Es/Ey N Ey) = K. Ademés, las extensiones
E; y E3 de k son normales. Por tanto, E1FEs/k es una extension finita de
Galois; y también H, K < G = Gal(E1E»/k) .

Ahora bien, HK corresponde a Fy N FEy = k y por eso, HK = G.
Finalmente, H N K estd asociado con Fj Es, por lo que HN K = {1}, que
termina la demostraciéon. O

Sean k un campo y f(X) € k[X] un polinomio separable de grado posi-
tivo. Existe un campo de descomposicién F' de f(X) sobre k, de manera
que la extensién F/k es finita de Galois.

Definimos el grupo de Galois de f(X) sobre k, escrito Gal(f/k) como
Gal(F/k). Observamos que el isomorfismo de campos de descomposicién de
un polinomio dado, implica que la definiciéon es correcta, al no depender
del campo F.

Cada elemento de Gal(f/k) queda determinado por su accién en el con-
junto de las raices de f(X). Si gr f(X) = n, entonces obtenemos un mor-
fismo inyectivo ¢ : Gal(f/k) — S,.
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Ejemplos.

1. Sean k un campo con caractk # 2y f(X) = aX? +bX + ¢ € k[X].
Aqui, F = k(v/b? — 4ac) es un campo de descomposicién para f(X)
sobre k. Tenemos que f(X) es irreducible en k[X] & F # k &
VBT —dac¢ k& [F k| =2 & Gal(F/k) = Sy = Zs.

2. Sean k un campo con caractk # 2y f(X) € k[X] un polinomio
separable de grado n con raices r1,....,7, € k, F = k(r1,...,10) y
G = Gal(F/k), de manera que G < S,.

Definimos A = [, _;(r; —r;), para tener
GNA,={ceG|ao(A)=A}, (3.4)
donde A,, es el grupo alternante.

3. Sean k un campo con caractk # 2,3y f(X) = X3+ pX + ¢ € k[X]
un polinomio separable e irreducible en k[X] con raices r1,r2,73; de
manera que F' = k(ry,ra,73) es un campo de descomposicién de f(X)
sobre k.

Entonces G = Gal(f/k) = Gal(F/k) — S3 actia transitivamente
en {ry,ra,7r3}, por lo que 3 | o (G); y una de dos : G = A3 6 bien
G = S3. Es facil decidir cual de las dos alternativas ocurre usando el
ejemplo anterior y escribiendo D = A2%: En el Ejercicio 2.8.1 se pidi6
demostrar que D = —4p® — 27¢?, por lo que G = Az & GN Az =
G & o(A)=Aparatodooc € G Acke Dek?

El Ejercicio 2.8.5 permite resolver el mismo problema para el caso en
que f(X)=X3—a1X?+ aX — as.

4. Sean k un campo, R = k[T1,...,T,] el anillo de polinomios en n
variables sobre k y F' = k(T1,...,T,) el campo de fracciones de R.
Escribimos los polinomios simétricos elementales asi:

81=T’1—|—'~'—|—T’n7 82:T1T2—|—~'-,..., SnZTlTn

Sea K = k(s1,...,8,). Aqui, F' es un campo de descomposicién sobre
K del polinomio separable

f(X) = H(X —T) =X"— 51 X" "+ 4 (=1)"sp.

i=1

La extensién finita de Galois F/K tiene un grupo de Galois G que
deseamos calcular. Sabemos que G < 5,,.

Dada una permutaciéon o € S,, tenemos una accién natural de o
como k-automorfismo de F' asi:

Q(Tl,-~~,Tn) g(Ta(l)a“'vTa(n))

o =
W, Tn)  W(Tp(1ys oo To(m))

, donde g(T),h(T) € R.
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Como o]k es la identidad, obtenemos un morfismo S, — G que nos
da G =65,.

Consideremos la cadena K = Ko C K; C --- C K,,_1 = F, donde
K; = K;_1(T;), de manera que K;/K;_; es simple con elemento pri-
mitivo T;, que es raiz del polinomio

f(X)

T ==y -1y ©

que es de grado n — i 4+ 1. Esto implica que [K; : K;—1] <n —1i+1,
para 1 <i <n — 1. Observe que f;(X) € k[s1, ..., $n, T1, ... Ti—1][X]-
Como

n—1

[[n—i+1)=nmn-1)--2=nl=0(S,) = [F: K],

i=1

se ve que [K; : K;_1] =n—i+ 1, paral < i < n-—1;y que
fz(X) = Polmin(ThKl-,l).

Dado un polinomio arbitrario p(71,...,7,) € R, podemos usar la
relacién T,, = s1 — 1Ty — --- — T,,_1, para eliminar T, en favor de
las otras T; y de s;. Después usamos f,,—1(X), que es de grado dos,
para eliminar a T2_,, expresandolo como polinomio en T;,_; de grado
< 1 con coeficientes en k[s1, ..., Sy, 11, ..., T_2]. Continuamos este
proceso hasta expresar a p(71,...,T,) como combinacién lineal de
los n! monomios Ty'T5% -1/~ con r; < n —i, para 1 < i < n,
con coeficientes en k[si, ..., sp]. Ademds, para cada i, el conjunto
{1,Ti,...,TZ-"_i} es una base de K; sobre K;_1, por lo que los n!
monomios mencionados forman una base de F sobre K. Esto im-
plica que la expresion de p(7T1, ..., T;,) indicada, es inica. Observe que
en ninguno de estos monomios aparece T),, por lo que si p(11, ..., T,)
es simétrico, entonces solamente aparece el término constante.

Como consecuencia: Todo polinomio simétrico con coeficientes
en un campo, es un polinomio Gnico en los polinomios simé-
tricos elementales. Compare este resultado con el Teorema 2.60.

. Sea G un grupo finito arbitrario. Sabemos que G C S, para algin
entero n. Usando la notacién del ejemplo anterior, sea E = F. Te-
nemos la cadena de campos K C E C F, donde G = Gal(F/E). Asi,
vemos que todo grupo finito es el grupo de Galois de una extensién
finita de campos. Un caso particular es el del grupo alternante, donde
E=K(A), con A =][, ,;(T; — T;), suponiendo que caract # 2.
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6. Sean k un campo con caractk = 0y k(7T') el campo de las funciones

racionales en una variable sobre k. Supongamos que existe 1 # w € k
tal que w® = 1. Consideremos dos k-automorfismos o y 3 de k(T)
definidos asi: a(T) = wT y B(T) = T~!. Sea G = («, ). Nos pro-
ponemos estudiar G y k(T)¢.

Observamos que « es de orden tres, mientras que (3 es de orden
dos; y que BaB~! = a2. De manera que G admite la presentacién
(a,B ] a® = 3% =1, BaB~! = a?), en la que reconocemos a Sz, 0
bien descubrimos que existe un isomorfismo de grupos f : G — S3
tal que f(a) = (123) y £(8) = (12).

Una inspeccién del escenario nos permite descubrir al elemento u =
T34+T73 € k(T)%. La ecuacién T3u = T +1 implica que la extensién
kE(T)/k(u) es algebraica con [k(T) : k(u)] < 6.

El Teorema de Artin afirma que k(T)/k(T)¢ es una extensién de
Galois de grado 6 con grupo de Galois G, por lo que tenemos el
siguiente diagrama:

De lo anterior se concluye que k(T)% = k(u) y que [k(T) : k(u)] = 6.

Sean p un ntmero primo y f(X) € Q[X] un polinomio irreducible
con p — 2 raices reales y dos raices complejas conjugadas. Afirmamos

que G = Gal(f/Q) = S,.

Sabemos que G — Sp; ¥ que G actia transitivamente en el conjunto
de las p raices de f(X). Esto implica que p | o (G) y que G contiene
un p-ciclo.

Conjugacién compleja estabiliza al conjunto de las raices de f(X); y
por tanto, al campo de descomposicién de f(X). Asi obtenemos una
transposicion en GG. Como una transposicién y un p-ciclo generan a
Sp, Ejercicio 1.7.2, se concluye que G = S,.

Calcularemos Gal(f/Q) con f(X) = (X2 —3)(X?—-7)(X2—-17). Sean
F el campo de descomposicién de f(X) sobre Q; y sean Eq, Fs, E3 los
campos de descomposicién de X?—3, X2 -7, X217 respectivamente,
también sobre Q.
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A partir de la Proposicién 3.4, tenemos que F1 N Ey = Q y que
Ei1E;NEs = Q. Como para 1 < i < 3, tenemos que Gal(E;/Q) & Zs,
el Teorema 3.39 nos permite concluir que Gal(f/Q) = Zy X Zs X Zs.

Ejercicios

1. Describa al grupo Aut Q(+/3).

2. Calcule el grupo Gal(X?® —4X +2/Q).

3. Calcule el grupo Gal(X® —2/Q).

4. Dada la cadena de campos k C F' C k(X ), demuestre que la extension
k(X)/F es algebraica.

5. Sean p un numero primo y «, 8,7 € C tales que
a+B+v=aB+ay+ py=afy=p.
Demuestre que Q(«, 8,~) tiene un automorfismo o tal que
ola) =4, o(B) =, o(y) =
6. Sean F'/k una extensién finita de Galois con G = Gal(F/k) y
K={ueF|or(u)=710(u), Vo,meqG}

Demuestre K es un campo, que la extensién K/k es normal y que
Gal(K/k) es abeliano.

3.6 Campos Reales
Se dice que un campo K es un campo ordenado cuando esta provisto de
un subconjunto K tal que:

1. Dado a € K, se tiene exactamente una de las tres posibilidades:
CLGK+, (l:O, *GEK.;..

2. a,be Ky =a+babe K.

Los elementos de K se llaman positivos.
En todo campo ordenado K, se tiene que 1 € K, pues

-le Ki = (-1)(-1) € Ky4.

Ademaés, 1+ ---+ 1 € K4 para cualquier nimero de sumandos, por lo que
caract K = 0.
En un campo ordenado K, se tiene una relacién de orden definida asi:

a<b & b-ackK,.

Se dice que un campo ordenado R es real cerrado cuando cumple:
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1. a € K, = existe b € R tal que b = a.

2. Todo polinomio en R[X] de grado impar tiene una raiz en R.

Ejemplos. Como prototipos de campos reales cerrados tenemos a R y a
la cerradura algebraica de @Q en R. Un punto de vista a veces conveniente,
consiste en pensar que los resultados demostrados en esta seccién son para
R; y que el enfoque es algebraico, por lo que las propiedades de R que se
usan son las que definen a un campo real cerrado.

Teorema 3.40 Sean R un campo real cerrado y C = R(v/—1), entonces
C' es algebraicamente cerrado.

Demostracién:(Gauss-Artin) Como —1 no es un cuadrado en R, el
campo C = R(y/—1) = R[X]/(X? + 1) es una extensién de R de grado
dos. Escribiendo i = y/—1, tenemos que {1,i} es una base de C' como
espacio vectorial sobre R.

Afirmamos que todo elemento de C' admite una raiz cuadrada en C. Si
a+bi € C con a,b € R, entonces

Va2 +b2+a Va2 +b2—a >0
2 ’ 2 -

garantizan la existencia de ¢,d € R tales que

9 \/a2+b2+ad2 Va2 +b? —a
= =

2 ’ 2

En estas condiciones, (¢ + di)? = a + bi, al escoger los signos de ¢, d ade-
cuadamente.

El Ejemplo 1 de la seccién anterior garantiza que C' no admite extensiones
de grado dos. Veremos ahora que C no admite extensiones finitas propias.

Supongamos que E/C' es una extensién finita, entonces también lo son
E/R, F/C y F/R, al tomar una cerradura normal F de E/R.

La extensién F/R es entonces finita de Galois. Sean G = Gal(F/R), H
un 2-subgrupo de Sylow de G y K = F.

Por el Teorema 3.34, tenemos que [K : R] = o(G) /o (H) es un nimero
impar. Como la extensién K/R es separable; y por tanto, simple, existe
a € K, raiz de un polinomio en R[X] irreducible de grado impar, tal que
K = R(«). La hipdtesis de que R es real cerrado implica que R = K.
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F
E \*"
C/K

R

De lo anterior, concluimos que G es un 2-grupo; y lo mismo es cierto
de su subgrupo Gal(F/C), que de no ser trivial, admitiria un subgrupo de
indice dos, cuyo campo de puntos fijos vendria a ser una extensiéon de C' de
grado dos. Asi, F=C. O

Corolario 3.41 (Teorema Fundamental del Algebra) El campo C es
algebraicamente cerrado.

Teorema 3.42 (del Valor Intermedio) Sean R un campo real cerrado
y f(X) € RIX]. Si o < B € R son tales que f(a)f(8) <0, entonces existe
YyERcona<y<Byf(y)=0.

Demostracién: Supongamos que f(X) es ménico. El Teorema 3.40 nos
permite saber que la factorizacién irreducible del polinomio es

FX) = TI&X =r)(X* + b, X +¢),

0,J
donde b? —4c; < 0 para todo 7, por lo que para cualesquiera v y j se tiene

b b2
(’72+bj’}/+6j) = (’Y+§J)2+(Cj —Zj) > 0.

Asi, 8 > a > r; para toda ¢ implica que

F@)f(B) = [](e = r)(B = ri)(@® + bja + ¢;)(B% + b; 8 + ¢;) > 0.

%]

Similarmente, & < 8 < r; para toda ¢, implica que f(a)f(8) > 0. Se
concluye que para algun i, se cumple a <r; < 8. O

Ejemplo. Sean p un nimero primo, f(X) = X* —p € QX] y G =
Gal(f/Q). El polinomio f(X) es irreducible sobre @ por el Criterio de
Eisenstein. Sea o una raiz de f(X), entonces [Q(«) : Q] = 4.

El conjunto de las raices de f(X) es {£«,+ia}, por ser {£1,+i} el
conjunto de las raices de X* — 1, donde i> = —1. Como X? + 1 es irre-
ducible, tenemos que [Q(7) : Q] = 2. La extensién Q(7)/Q es de Galois con
Cal(Q()/Q) = Z».
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Vemos que Q(a, %) es un campo de descomposicién de f(X). Podemos
suponer que « es real, de manera que i ¢ Q(«), por lo que Q(a)NQ(7) = Q.
Asi, el Teorema 3.38 nos permite saber que Gal(Q(«,7)/Q(a)) = Zs.
Ademsds, este grupo estd generado por o, restriccién a Q(«,4) de conju-
gacion compleja.

Tenemos que o(G) = [Q(«, i) : Q] = 8; y que G actiia transitivamente en
el conjunto de las raices de f(X), por lo que existe 7 € G tal que 7(a) = ia.

- ;Como actia 7 en 7

- Siendo 7 un Q-automorfismo, 7(X?+1) = X2+1; y entonces 7(i) = =+i.
En todo caso, 7 6 bien o7 fija al elemento 3.

Existe pues u € {r,07} C G tal que u(i) =14, p(a) = Lic.

El orden de p es cuatro, G = (u,0); y G queda descrito por la pre-
sentacion (u,o | ut = 02 = 1,0p0~ I 1Y, por lo que G = Dy. Ver el
Ejercicio 1.12.1.

Si ai,ao,...,a, es una sucesién de elementos distintos de cero en un
campo ordenado R, definimos el niimero de cambios de signo de la
sucesion como el nimero de indices 4 tales que a;a;+1 < 0. El nimero de
cambios de signo de una sucesion arbitraria es el de la subsucesiéon obtenida
al omitir toda ocurrencia de 0.

Existe otra posibilidad para contar el nimero de cambios de signo de una
sucesion aq, asg, ..., G, que contiene ceros, que es diametralmente opuesta a
la anterior, le llamaremos el nimero aumentado de cambios de signo
de la sucesion, para definirlo supongamos que ax+1 = -+ = ag4r—1 = 0;
pero que ay, axt, # 0. Nuestro valor serd el nimero de cambios de signo
de la sucesién obtenida de la sucesion original al reemplazar cada ay; por
(—1)7ay para 1 < j < r — 1. Notemos que este proceso produce el maximo
nimero de cambios de signo posible, para sucesiones obtenidas a partir de la
sucesion original, reemplazando las ocurrencias de cero por otros nimeros.

Teorema 3.43 (Budan) Sean R un campo real cerrado y f(X) € R[X]
con gr f(X) = n. Escribimos V. el nimero de cambios de signo de la
sucesion f(c), f'(c), ..., f™(c); y V! el nimero aumentado de cambios de
signo de la misma sucesion. Si a,b € R son tales que a < b, f(a)f(b) #0
y A es el nimero de raices de f(X) en el intervalo abierto (a,b), entonces
Vo — V) — A es un entero par no negativo.
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Demostraciéon: Por simplicidad, razonaremos como si R = R.
Estudiaremos el comportamiento de V,, para la sucesién

F@), f(@), s f () (3.5)

a medida que z crece. Este valor permanece constante en cualquier intervalo
que no incluya raices de los polinomios en (3.5).

Estudiemos primero el caso en que « es raiz de f(X) de multiplicidad k,
es decir, f(a) = f'(a) = --- = f#"(a) = 0; pero fU)(a) # 0 para j > k.
Existe € > 0 tal que el intervalo (o — 2¢, & 4+ 2¢) no contiene més raices de
polinomios en (3.5) que a.

Afirmamos que en la sucesién f(a — ¢€), f'(a — €), ..., f#)(a — €), dos
nimeros consecutivos siempre tienen signos opuestos. Esto es asi porque
si alguno de ellos (exceptuando al ultimo) es positivo, el polinomio corres-
pondiente decrece; mientras que si es negativo, el polinomio crece.

Por otra parte, en la sucesién f(a + €), f'(a + €),..., f®)(a + €), dos
ndmeros consecutivos siempre tienen signos iguales, pues si alguno de ellos
(exceptuando al dltimo) es positivo, el polinomio correspondiente crece;
mientras que si es negativo, el polinomio decrece.

Se concluye que el paso de x por a produce una pérdida de k cambios
de signo en (3.5).

Consideremos ahora el caso en que « es raiz de f (T)(X ) de multiplicidad
k, con r > 1, es decir, f)(a) = f0+t)(a) = --- = fOU+E=D(q) = 0; pero
fUt)(a) # 0 para j > k.

Aqui, el paso de = por a produce una pérdida de k cambios de signo en
fO) (), fFrD(2), ..., R (z); pero tal vez se recupere un cambio de signo
en fO=D(z), f()(z). El efecto total es una pérdida de un nimero par de
cambios de signo en (3.5), pues f~V(z) y f"+*)(z) preservan su signo.

Tenemos demostrado el teorema si a y b no son raices de f(X), ni de sus
derivadas, pues los casos anteriores cubren todas las posibilidades.

Cuando alguno de los nimeros a y b es raiz de alguna derivada de f(X);
pero f(a)f(b) # 0, existe € > 0 tal que el intervalo (a—2e, a+2¢) no contiene
més raices de f(X) 6 sus derivadas que a; y el intervalo (b — 2¢,b + 2¢)
tampoco contiene mas raices de f(X) o sus derivadas que b. Aqui, V,, =
Vate ¥y V] = Vi—; mientras que las raices de f(X) en (a,b) son las mismas
que las contenidas en (a 4 €,b —€). O

Corolario 3.44 (Regla de los Signos de Descartes) Sean R un campo
real cerrado y f(X) = apnX™ + a1 X" 1+ +a,_sX""° € R[X] con
anan—s # 0. Sean A el nimero de raices positivas de f(X) y B el nimero
de cambios de signo en {an,an_1,...,an_s}. Entonces B — A es un entero
par no negativo.

Demostracién: Dividiendo f(X) entre X", excluimos las raices iguales
a cero, por lo que podemos suponer que n — s = 0.

Tomamos ¢ = 0 y un nimero 0 < b € R lo suficientemenete grande,
mayor que todas las raices tanto de f(X) como de sus derivadas, hasta
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garantizar que V;, = V}/ = 0, donde V] es el nimero aumentado de cambios
de signo en f(b), f'(b), ..., f("(b). Por otro lado, V,, que es el niimero de
cambios de signo en ag, a1, ..., a,, también lo es para ay,a,_1,...,a9. La
conclusién es inmediata, usando el Teorema de Budan. O

Estudiaremos a continuacién el nimero de raices contenidas en un in-
tervalo (a,b) de un campo real cerrado R, para el caso de un polinomio
separable f(X) € R[X] .

Sea f(X) € R[X] un polinomio separable. Diremos que una sucesién
finita f(X) = fo(X), ..., fs(X) de polinomios distintos de cero en R[X] es
una sucesion de Sturm cuando se cumplan las siguientes condiciones:

1. Dos polinomios consecutivos cualesquiera de la sucesién, no tienen
raices comunes.

2. fs(X) no tiene raices en R.

3. Si f(a) = 0, entonces el producto f(x)fi(z) cambia de signo: de
negativo a positivo, al paso ascendente de x por «.

4. Si fj(a) =0, con 1 < j < s, entonces f;_i(a)fjt1(a) <O.

Proposicién 3.45 Dado un polinomio separable f(X) € R[X], con R real
cerrado, la siguiente es una sucesion de Sturm: fo(X) = f(X), f1(X) =
J(X), .., fo(X), donde fj11(X) = —r(X) para j > 1, en caso de que
[i—1(X) = q(X) f;(X) +7(X) exprese el algoritmo euclideano y r(X) # 0.

Demostracion: De la igualdad de ideales

(fo(X), f1(X)) = (f1(X), f2(X)) = - - = (fs(X)),

se obtiene que fs(X) = m.c.d.{f(X), f'(X)} # 0 es constante; y que la
sucesiéon cumple las condiciones 1 y 2.

A partir de la definicién f;_1(X) = ¢(X) f;(X) — fj+1(X), se tiene para
cualquier rafz o de f;(X), que fj_i(a) = —fj+1(a); y la condicién 4 se
cumple.

Finalmente, si f(a) = 0 con f’(a) > 0, entonces f(X) = (X — a)g(X),
donde g(a) # 0 y ademés f'(X) = (X —a)d'(X) + g(X), por lo que
f'(a) = g(a) > 0. De manera que existe € > 0 tal que f/(X)g(X) # 0 en
(a—e,a+e€)yentonces f(X)f'(X) = (X —a)g(X)f(X) cambia de signo:
de negativo a positivo, al paso ascendente de x por a.. O

La sucesion de la proposicion se llama sucesion de Sturm standard.

Teorema 3.46 (Sturm) Sean f(X) € R[X] separable de grado positivo,
R real cerrado y

una sucesion de Sturm. Para dos elementos a,b € R tales que f(a)f(b) # 0,

el nimero de raices de f(X) en el intervalo (a,b) es V, — Vi, donde V. es
el nimero de cambios de signo en fo(c), fi(c), ..., fs(c).
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Demostracion: Estudiemos el comportamiento de V, a medida que x
crece: El valor de V,, es constante en cualquier intervalo que no contenga
raices de polinomios en la sucesién de Sturm.

Supongamos que f;(r) =0, con 1 < j < s. Entonces f;_1(r)fj+1(r) <0;
y ademds existe € > 0 tal que el intervalo (r — 2¢, 7 + 2¢) no contiene raices
de fj—1(X) ni de f;11(X), ni tampoco més raices de f;(X) que r. De esta
manera, tanto f;_1(X) como f;11(X) preservan sus signos (opuestos) en
(r — 2¢,7 + 2¢), por lo que las sucesiones

fici(r =€), fi(r—e), fixai(r—e) v fi—1(r+e), fi(r+e), fir1(r+e)

tienen el mismo numero de cambios de signo. Asi, V,, permanece constante
al paso ascendente de x por r.

Supongamos ahora que r es raiz del mismisimo f(X), entonces f1(r) # 0;
y existe € > 0 tal que el intervalo (r —2¢,r+2¢) no contiene raices de f; (X),
que por tanto mantiene su signo. Si fi(r) > 0, entonces la condicién 3
implica que f(r—e€) <0, f(r+¢€) > 0. Asi, las sucesiones f(r—e), f1(r —e)
y f(r+e), fi(r + €) tienen signos —+ y ++ respectivamente, perdiéndose
un cambio de signo al paso ascendente de x por r.

Un estudio similar cuando f;(r) < 0, también conduce a la pérdida de
un cambio de signo al paso ascendente de x por r.

La conclusién es que V, solamenta cambia al paso ascendente de x por
cada raiz de f(X), descendiendo cada vez en una unidad. O

Ejemplo. Si definimos los siguientes polinomios:

fO(X) :X3+pX+qa
f1(X) =3X?+p,
f3(X) = —4p® — 2747, (3.7)

con p,q € Ry p# 0, entonces tendremos que

FolX) = 3 XA(X) = 3 (%),
1
3 X 1Y) = 5 (X, (3.8)
por lo que fo(X), f1(X), f2(X), f3(X) es una sucesién de Sturm.

A partir de un nimero suficientemenete grande, los signos de la sucesién
de Sturm se estabilizan, también son estables estos signos para valores
menores a cierto nimero. Supongamos que —4p>—27¢% > 0. Entonces p < 0
v “fo(—=00), f1(—00), fa(—00), f3(—00)” tiene signos — + —+, mientras que
“fo(00), f1(o0), fa(00), f3(00)” tiene signos + + ++. Asi, X3 +pX + ¢ tiene
sus tres raices en R.

Si —4p3 —27¢% < 0, entonces “fo(—00), f1(—00), fa(—00), f3(—00)” tiene
signos — + +—, mientras que “fy(00), f1(00), f2(00), f3(00)” tiene signos
+ 4+ +—. Asi, X3 + pX + ¢ tiene exactamente una raiz en R.

Hi(X) = (
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Supongamos ahora que —4p® — 27¢> > 0y que R =R. Aqui, p <0y la
substitucién X = y/—4p/3 Y produce

8 _ _
X*4pX +q=5(-p) ?py3+2p,/?p Y +q=A@4Y® - 3Y —¢),

con Affg - Cffgf?’iq
3PV 3 Y A o /p/3

Nos concentramos en resolver la ecuacién 4Y2 —3Y = ¢. Como se tiene que

2 27¢° 2 3 3 2
c:—43<1<:>—27q > 4p° & —4p° — 27q¢° > 0,
P

existe un angulo 3 tal que cos 8 = ¢; y la identidad 4cos® a — 3cosa =
cos 3, nos permite resolver trigonométricamente nuestra ecuacién cubica:

4
),cos(ﬂg 7T), para cualquier 8 con cos /3 = c.

Y = cos(g), cos(ﬁ EQW

Ejercicios
1. Describa al grupo AutR.
2. Sea K un campo ordenado. Demuestre que K no esta bien ordenado.

3. Sean f(X)=X"+a,1X" '+ .- +ap € K[X], con K un campo
ordenado; y a una raiz de f(X) en K. Demuestre que « estd en el
intervalo (—M, M), donde M =1+ |ap—1| + -+ |ag|.

4. Un campo ordenado k es completo cuando todo subconjunto de k
acotado superiormente admita una minima cota superior. Demuestre
que todo campo ordenado y completo es real cerrado.

5. Dé una demostracién directa, por induccién, de la Regla de los Signos
de Descartes. (Sugerencia: Partiendo de f(X) € R[X], suponga que
aq, ..., @ son las raices positivas de f(X). Entonces

fX) = (X =) (X = as)g(X),

donde g(X) € R[X] no tiene raices positivas en R. El Teorema del
Valor Intermedio garantiza que los coeficientes extremos de g(X)
tienen el mismo signo. Esto implica que el ntimero de cambios de
signo en la sucesién de coeficientes de g(X) es par. Use este razona-
miento para reducir el problema al caso en que f(X) = (X —a)h(X),
donde o € Ry y h(X) € R[X] satisface la Regla)
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3.7 Campos Finitos

Sea K un campo finito. Entonces sabemos que caract K = p es un nimero
primo; y que el campo primo de K es Z/pZ.

Proposicion 3.47 El orden de todo campo finito es una potencia de su
caracteristica.

Demostracién: Si K es un campo con o(K) = ¢q y caract K = p, entonces
la dimensién de K como espacio vectorial sobre Z/pZ es un entero n. Por
tanto, ¢ = p™. O

Si F' es un campo con caract F' = p, entonces la funcién o : F — F
dada por o(x) = zP, es un morfismo de anillos, el llamado morfismo de
Frobenius. Como o(1) = 1 y kero es un ideal de F', se tiene que o es
inyectivo; y por tanto, biyectivo en los importantes casos en que F’ es finito
o F' es algebraicamente cerrado. En resumen, ¢ € Aut F' en esos casos.

Observacién. Como consecuencia inmediata de que el morfismo de Frobe-
nius es un automorfismo, se tiene que todo campo finito es perfecto.

Teorema 3.48 Sean p un numero primo y n un entero positivo. Escri-
biendo q = p™, existe un unico subcampo K de Z/pZ de orden q, que es
el campo de descomposicion de X7 — X sobre Z/pZ y que es también el
conjgunto de las raices de este polinomio. Todo campo con q elementos es
isomorfo a K.

Demostracién: Sea f(X) = X7 — X, entonces f/(X) =¢X971 —1= -1,
por lo que f(X) y f/(X) no tienen factores comunes; y f(X) es separable.

El morfismo de Frobenius ¢ es un automorfismo del campo Z/pZ. Sea K
el campo de los puntos fijos de ¢™. Asi tenemos que

a€ K& ad =a & aesraiz de f(X).

Si B C m es otro campo con ¢ elementos, entonces el Teorema de
Lagrange aplicado al grupo E* implica que para todo 0 # b € E, se tiene
b?~1 = 1. Como 0 también es raiz de X7 — X, vemos que E = K.

Finalmente, todo campo F' con ¢ elementos, es una extensién finita de
Z/pZ, por lo que existe una copia isomorfa de F' dentro de Z/pZ. Esa copia
es K. O

En base a este teorema, I, representara al campo con ¢ elementos.

Teorema 3.49 Sea ¢ = p™, con p primo y n un entero positivo. Entonces:

a) La extension Fq/F, es finita de Galois.
b) G = Gal(F,/F,) es ciclico, generado por el morfismo de Frobenius.
¢) G = Aut(Fy).
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Demostracion: a) La extensién es separable porque F, es perfecto; y es
normal porque F, es un campo de descomposicién.
¢) Todo automorfismo de F, fija a los elementos del campo primo F,.
b) Aqui, o(G) = n, porque [Fy : F,] = n. Claramente, 0 € G;y 0" =1 <
todo elemento de F, es raiz de X?" — X. Asi, el orden de o en G es n. O
Se dice que una extensién de Galois es ciclica, resp. Abeliana, segin
lo sea su grupo de Galois.

Teorema 3.50 a) Toda extension de campos finitos es ciclica de Galois.

b) Si E/k y F/k son extensiones de campos finitos con [E : k] = a y
[F:k] =0, entonces ECF < a | b.

¢) Sean k un campo finito y f(X) € k[X] un polinomio separable con
factorizacion f(X) = f1(X)--- f-(X), donde cada f;(X) es irreducible de
grado n;. Entonces Gal(f(X)/k) es ciclico de orden m.c.m.{n1,...,n,} ge-
nerado por (1,2,...,n1) - (ni 4+ 4+n,—1+1,..n1+-+n,_1+n,), al
ordenar las raices de f(X) adecuadamente.

Demostracién: a) Si F' O k son campos finitos de caracteristica p, en-
tonces F), C k, mientras que F/F, es una extension ciclica de Galois, por
el Teorema 3.49. Como Gal(F/k) < Gal(F/F)), tenemos que la extensién
F/k es ciclica, ademds de ser claramente de Galois.

b) Tenemos que E C F = a | b, por el Teorema 3.3. Reciprocamente,
E,F C k y escribimos o(k) = ¢; si a | b, entonces (¢* — 1) | (¢* — 1), por
lo que (X491 —1) | (qu_l — 1) y entonces (X9" — X) | (qu — X). Esto
ultimo garantiza que E C F, en vista del Teorema 3.48.

¢) Como Gal(f(X)/k) es ciclico, podemos elegir un generador 7. Las
6rbitas de 7 son los conjuntos de las raices de los distintos f;(X), por lo
que ordenandolas adecuadamente, podemos representar a 7 como la per-
mutacién (1,2,...,n1) - (n1+---+n,—1+1,...n1+ - +n,_1+n,), cuyo
orden es claramente m.c.m.{ny,...,n,}. O

Teorema 3.51 Sea ¢ = p™, con p primo y n un entero positivo.

a) Sip =2, entonces todo elemento de F, es un cuadrado.
b) Sip > 2, entonces los cuadrados de Fy forman un subgrupo de indice
dos, que es el micleo del morfismo de grupos A : ¥, — {£1}, dado por

Ma) = ala=1/2,
c) Sip > 2, entonces a € Z es un cuadrado mddulo p si y sélo si
a?=1/2 =1 (mod p).

Demostracion: a) Esto es claro, porque el automorfismo de Frobenius
estd dado por o(a) = a?.
b) Dado a € F}, existe b € F, tal que b* = a. Como ald=1/2 = pa-l y
(al9=D/2)2 = 1, vemos que a9~ 1/2 = p9=1 = +1. Por otra parte, tenemos
quebeF, & b?~! = 1. La funcién A es claramente un morfismo de grupos,
\ es suprayectivo porque X(9=1/2 — 1 no tiene ¢ — 1 raices; por tanto, el

ntcleo de A consiste de los cuadrados de F;.
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¢) es consecuencia inmediata de b), al tomar n =1. O

Observacion. El teorema anterior generaliza y simplifica lo estudiado en
la Seccién 2.6. En particular, la parte ¢) es el Criterio de Euler (Teorema
2.36).

Teorema 3.52 Sea q = p™, con p primo y m un entero positivo.
a) En F,[X] se tiene la factorizacion

X = X =] fa(x),
d|n

donde cada fq(X) es monico de grado d, irreducible en Fo[X]; y el producto
se toma sobre todos esos polinomios.
b) Sea uqy(d) el nimero de polinomios mdonicos e irreducibles de grado d
en F,[X]. Entonces
q" = Z dug(d).
d|n

¢) Sip es la funcion de Mébius, se tiene que

nug(n) =Y p(d)g"®.

d|n

Demostracion: a) Fijemos un polinomio f4(X) ménico de grado d e irre-
ducible en F,[X]. Tenemos que d | n < Fpa C Fyn < toda raiz de fy(X)
pertenece a Fgn, porque toda extensién de campos finitos es normal. Asi,
fa(X) | (X" — X) < d | n. Como X9 — X es separable, se obtiene la
conclusion.

b) Se obtiene comparando los grados de los polinomios en la igualdad a).

c) La igualdad b) afirma que exp, = (id x ug) * 1, donde exp, es la
funcién exponencial con base ¢, id es la funcién identidad; y 1 es la funcién
constante con valor 1. Como 1% 1 = €; y € actia como identidad para
el producto convolucién, se tiene que exp,*u = id X ug, que es nuestra
conclusién. O

Ejercicios

1. Sean p un ndmero primo, a y b enteros positivos con a | b, E y
F campos con o(E) = p® y o(F) = p’. Exhiba explicitamente un
generador de Gal(F/E).

2. Demuestre que en cualquier campo finito, todo elemento es una suma
de dos cuadrados.

3. Sean {a1,...,aq} los elementos de F,, con ¢ > 3. Demuestre que

q
Zaiaj =0; yque Za? =0.
1

1<J =
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4. Sea p un numero primo. Demuestre que 3 es un cuadrado en todo
campo con p? elementos.

5. Demuestre que las raices de a, X?" + an,lXp"f1 +--FapX € Fy[X]
forman un espacio vectorial sobre F,,, donde p es primo.

6. Sean K = F,(X), el campo de funciones racionales sobre F, y G
el grupo de F,-automorfismos de K generado por 1, donde n(X) =
X + 1. Encuentre K¢ y [K : K©].

3.8  Extensiones Ciclotomicas

En esta seccién, estudiaremos al polinomio f(X) = X" — 1 € k[X], sobre
un campo k. Como f/(X) =nX""1 vemos que X" — 1 es separable en los
importantes casos de caracteristica cero o caracteristica p con p{ n.

Las soluciones de X™ = 1 forman un subgrupo multiplicativo finito de
k" , que es por tanto, ciclico. Se dice que ( es una raiz n-ésima primitiva
de la unidad cuando ¢ es un generador de este grupo. Las extensiones de
la forma k(¢)/k se llaman ciclotémicas.

Teorema 3.53 Sea K un campo de caracteristica cero 6 p con pfn; y sea
¢ una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces:

a) La extension K(C)/K es finita de Galois.

b) ¢ es raiz del polinomio

o,(x)= [ x-2.

z2Mn=1
z primitiva

¢) ©,(X) € k[X], donde k es el campo primo; y es monico.

d) [K(¢) : K] < ¢(n), donde ¢ es la funcidon de Euler.

e) Erxiste un morfismo inyectivo de grupos v : Gal(K(¢)/K) — (Z/nZ)*.
f) Gal(K(¢)/K) es Abeliano.

Demostracion: a) Claramente esta extension es finita y separable. Como
las raices de X™ — 1 son potencias de ¢, vemos que K(¢) es el campo de
descomposicién de X™ — 1, de manera que K (¢)/K es normal y de Galois.

b) es claro.

¢) Escribiendo G = Gal(K (¢)/K), vemos que z primitiva = o(z) es una
raiz primitiva, para todo o € G. Asi, es claro que 0®,(X) = ®,(X) para
todo o € G; y que ®,(X) € K[X].

Procediendo inductivamente, a partir de ®1(X) =X — 1 € k[X] y de

(X" -1
[T, ®a(X)’

d#n

0, (X) =
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efectuamos la divisién. El algoritmo Euclideano produce un cociente y un
residuo tnicos; el cociente es @,,(X); y el residuo es cero. Como el divisor
es ménico y estd en k[X], obtenemos nuestra conclusion.

d) Toda raiz primitiva es de la forma (™ con (m,n) = 1, por lo que
gr &, (X) = ¢(n).

e) Definimos 1 como sigue: (o) = m, si 0({) = ¢™. Este es claramente
un morfismo inyectivo.

f) es inmediato. O

Teorema 3.54 Sea k = Q, entonces:
a) O, (X) € Z[X].
b) El polinomio ®,(X) es irreducible en Q[X].
¢) [Q(¢) : Q] = ¢(n), donde ¢ es la funcion de Euler.

d) Gal(Q(¢)/Q) = (Z/nZ)*.

Demostracion: a) El razonamiento para c) del teorema anterior también
se aplica aqui.

b) Supongamos que ®,(X) = g(X)h(X) en Z[X]; con ¢g(X) mdnico,
irreducible y de grado positivo.

Para todo primo p tal que p 1 n, se tiene que si z es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad, entonces zP también lo es. Toda raiz primitiva se
puede obtener a partir de z, después de un nimero finito de pasos de esta
forma. De manera que g(z) = 0 = g¢(2P) = 0 para todo p con p t n
implicarfa ®,,(X) = g(X).

Supongamos ahora que g(z?) # 0 para algin p, entonces h(zP) = 0.
Siendo g(X) = Polmin(z, Q), se infiere que g(X) | h(X?). Reduccién mod p,
conduce a h(XP) = h(X)P; y a g(X) | h(X)P, en contradiccién a la sepa-
rabilidad de ®,(X) en F,[X].

¢) Es consecuencia inmediata de b).

d) El morfismo inyectivo 1 de e) en el teorema anterior es un isomorfismo,
porque los grupos son del mismo orden. O

Teorema 3.55 (Wedderburn) Todo anillo de division finito es un campo.

Demostracién: Sean F' un anillo de division finito y k su centro. Entonces
k es un campo finito de orden ¢; y F es un espacio vectorial sobre k£ de
dimensién n. Tenemos que o(k*) = ¢ —1; y que o F*) = ¢" — 1.

Nos proponemos escribir la ecuaciéon de clase del grupo F™*, para lo
cual observamos que el centralizador Z(a) de un elemento a € F* es un
subalgebra de F', que es también un subanillo de divisiéon de F'. Por tanto,
o(Z(a)*) = q¢°—1, donde d = dimy, Z(a). Ademss, I es un espacio vectorial
sobre Z(a) de dimensién d’; por lo que n = dd’.

La ecuacién de clase es entonces

—1—q—1+zq_1 (3.9)

d|n
d<n
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donde la suma se toma sobre las clases de conjugacién no triviales de F™*.

Lo que estamos tratando de demostrar es que n = 1. Supongamos lo
contrario, y obtendremos una contradiccién usando (3.9).

En primer lugar, [(X™ — 1)/(X9 — 1)] € Z[X] siempre que d | n y que
d < n. Ademss, ®,(X) | [(X" —1)/(X4 —1)].

Esto implica que ®,,(q) | (¢" —1)/(¢* — 1) en Z, parad | n con d < n,

por lo que ®,(q) | (¢ —1).
Esto es absurdo, pues

Pn(e)l = [ la—<I>la—1l,
¢ primitiva

¢n=1

wl a

lg = ¢| > |g — 1,1 para toda ¢

como se ilustra en la figura. o

Sea p > 2 un nimero primo. Recordemos que existe un morfismo de
grupos A : F) — {#£1} que define al simbolo de Legendre para todo a € F7,
o bien para todo entero a (mod p):

M@ = (£) = an

Definimos la suma de Gauss como S = Zz;i (%) (*, donde ( es una raiz
primitiva p-ésima de la unidad. Esta suma tiene sentido sobre Q, o bien
sobre un campo finito F, tal que p 1 q.

Teorema 3.56 La suma de Gauss S definida sobre Q o sobre un campo
finito By con ptq satisface:
-1
5% = <>p
p

Demostracion: Procedemos a calcular:
P2l b Pl ra2e
512 _ Z () Ca+b _ Z () Ca(l-‘y-c)7
a,b=1 p a,c=1 p
al substituir b = ac. También tenemos que

p—1 p—1 p—1 p—1
G2 — Z (C) an(1+c) _ Z (C) an(l—i-c)’

c=1 p a=1 c=1 p a=0
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porque Y 7_ (7) = 0, ya que exactamente la mitad de los elementos de Fy
son cuadrados Flnalmente llegamos a

*- (gL (TG

Para el caso p = 2, tenemos que (Z/8Z)* = {+1, £3}; y el homomorfismo
A:(Z/8Z)* — {£1} dado por A\(£1) =1y A(£3) = —1, que nos permite
definir la suma de Gauss modificada Sy = ¢ — (2 — ¢° + (7, donde ( es
una raiz primitiva octava de la unidad. Como

X5 -1 X851
(X -DX +1)(X2+1) X4-1

pues (P =1. O

Pg(X) = =X*+1,

tenemos que 1 + ¢* = 0 = ¢ + ¢5; y entonces

CHE =+ =¢-¢-)=-¢-(".
Por tanto, Sy = 2(¢ +¢7), que implica S2 = 4(¢% + 2+ (%) = 8.
Teorema 3.57 Toda extension cuadrdtica de Q es subciclotomica.

Demostracién: Si K/Q es una extensién de grado dos, entonces K =

Q(y/€p1 -~ pr), donde € = £1 y los p; son primos distintos.
Aqui, 4 = i, con i? = —1, mientras que SZ = 8, por lo que tenemos

K C Q(4,Cs,Cqrs -+ Cq. )» donde los ¢; son los p; distintos de dos. O
A continuacion, tenemos la Ley de la Reciprocidad Cuadrética:

Teorema 3.58 (Gauss) Sip y q son primos impares distintos, entonces

L

Demostracion: Sea ¢ es una raiz primitiva p-ésima de la unidad sobre F,.
Tenemos que

S = Z (a>< satisface S% = (fl)(pfl)/zp7

por lo que calculando en Fg, se tiene que

—1)/2
a1 Z [(—1)r-D/2p)a-1/2 ((—1)(’”)/17) _ (—1)r-Da-D/a (p>’
q q

por el Criterio de Euler. Por otro lado,

=50 ()o--0)

a=1
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Comparando las dos expresiones para S?~!, obtenemos

(-

Ejercicios
1. Calcule Gal(X% + X3 +1/Q).

2. Sean m y n enteros primos relativos, (,,, una raiz m-ésima primitiva
de la unidad y (,, una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Demuestre

que (Q(Cm) N Q(Cn)) = Q; y que Q(Cma Cn) = Q(Cmn)

3. a) Sea p la funcién de Mobius. Demuestre que

O, (X) =[x/ —1)m.
d|n
b) Encuentre ®190(X), P360(X) € Q[X].

4. Demuestre que para todo primo impar p, se tiene

(;) — (_1)(102—1)/8 .

Sugerencia: Considere 8 = ¢ + (™!, donde ¢ € F, es una raiz pri-
(Sug P p
mitiva octava de la unidad).

3.9 Extensiones Ciclicas

Sean G un monoide y K un campo. Un cardcter x de G en K es un
morfismo de monoides x : G — K*. Las funciones de G en K forman un
espacio vectorial sobre K que incluye a los caracteres.

Teorema 3.59 (Dedekind-Artin) Toda coleccion de caracteres distintos
de un monoide G en un campo K es linealmente independiente sobre K.

Demostracién: Sea A una coleccién de caracteres distintos. Supondremos
que A es linealmente dependiente y encontraremos una contradiccién. Sea

c1x1+coxa+ - +cxr =0 (3.10)

una relacién de dependencia con un ntimero minimo de sumandos, donde
X € A, para todo indice. Aqui, todo ¢; € K*; y claramente r > 1.
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Como x1 # X2, existe h € G tal que x1(h) # x2(h). De la ecuacién (3.10)
obtenemos
cix1(hg) + cax2(hg) + - - - + crxr(hg) = 0;

para todo g € G y de ahi

cixi(h)x1(g) + caxa(h)x2(g) + - + erxr (R)xr(9) = 0,

para todo g € G. Por lo que

cix1(h)x1 + caxa(h)x2 + -+ crxr (R)xr = 0, (3.11)

Multiplicando (3.10) por x1(h), se tiene

cix1(h)x1 + caxi(h)x2 + - + e x1(h)x, = 0. (3.12)

Restando (3.12) de (3.11), llegamos a

calx2(h) — x1(R)Ix2 + -+ + e [xr () — x1(R)]xr = 0,

que es una relacién de dependencia no trivial pues ca[x2(h) — x1(h)] # 0;
y de longitud menor que la minima. Esta contradiccién nos da el resultado
deseado. O

Sea F'/k una extensién separable finita, donde {o71, ..., 0, } es el conjunto
de k-morfismos de F en k, de manera que [F : k] = [F : k]s = n. Definimos
dos funciones, la norma N} : F — k y la traza Trf : F — k asf:

Ni () = Hai(a) y Tri(a)= Zm(a)

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son claras:

1. Como cada o; deja fijos a los elementos Nf (a), Trf (), tenemos
que [NF(a) : kls = [Trf(a) : k]ls = 1 = Nf'(a), Trf(a) € k. De
manera que las funciones norma y traza estan bien definidas.

2. Si se tiene una cadena de extensiones separables finitas K O F D k;y
{o1,...,0,} es el conjunto de k-morfismos de F' en k, los extendemos
a morfismos de K en k e identificamos o1 F C k. Sea {71,..., 7 } el
conjunto de morfismos de K en k que extienden a ¢;. Dado un k-
morfismo p : K — k, existe 4 tal que oi_lp|p = o1. Entonces oi_lp =
7; para algin j, por lo que {o;7;} es el conjunto de k-morfismos de
K en k. Asi, NF o NK = NK y también Trf o TrE = TrK.

3. En el caso de una extension finita de Galois F'/k con G' = Gal(F/k),
identificamos a G con el conjunto de k-morfismos de F' en k. Aqui,
NE(a), Trf(a) € FC = k.

4. a € k= N'(a) =™, Trf(a) = na.
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5. N(aB) = N(a)N(B), para todos «, 3 € F, por lo que NI : F* — k*
es un morfismo de grupos.

6. Tr(a+ B) = Tr(a) + Tr(B), para todos a, B € Fy y TrE : Fy — ky
es un morfismo de grupos aditivos.

Sean A un grupo abeliano con operacién +; y G un grupo multiplicativo
que actia en A. Un 1-cociclo z es una funcién = : G — A, o — z, tal que
Tyr = Ty + 0x,, para todos o, 7 € G. Esto es casi un morfismo de grupos.

Una 1-cofrontera y es una funcién y : G — A,0 — y, tal que existe
a € Acony, =a—o(a) para todo o € G.

Proposicién 3.60 a) Los I-cociclos forman un grupo abeliano Z'(G, A)
ante la suma de funciones.
b) Toda I1-cofrontera es un 1-cociclo.

¢) Las 1-cofronteras son un subgrupo BY(G, A) de Z'(G, A).

Demostracion: a) Si x,y son 1-cociclos, entonces (£ +9)or = Tor +Yor =
To+0Lr +Yo+0Yyr = (+y)s +0o[(x+y):], es decir, x +y es un 1-cociclo.

b) Si x es una 1-cofrontera con z, = a — o(a) para todo o € G, entonces
To + 02 =a—o(a)+ola—71(a)] =a—o7(a) = z,r, por lo que z es un
1-cociclo.

¢)Siz, =a—o(a)y y, = b—o(b) para todo o € G, entonces (z+y), =
To+Ys =a—0c(a)+b—0c(b) = (a+b) —o(a+b), por lo que z + y es una
1-cofrontera. O

El cociente H'(G,A) = Z'(G,A)/B' (G, A) es el primer grupo de
cohomologia de G en A.

Teorema 3.61 Sea F/k una extension finita de Galois con grupo de Galois
G. Para la accion de G en F* y en Fy, se tiene que

a) HY(G, F*) = {1}.

b) H'(G.F) = (0).
Demostracién: a) Sea z un l-cociclo (multiplicativo). Tenemos que la

funcién )~ _ <@ T T no es cero por la independencia lineal de caracteres 7.
Sea b € F tal que a =) . x,7(b) # 0. Entonces

o(a) = Z o(x:)or(b) = Z v e 0r(b) = 2, a.
TG TEG

Por esto, 2, = ac(a)™!, es decir, x es una 1-cofrontera.
b) Debido a la independencia lineal de caracteres, existe b € F' tal que

a=Y_ ob)#0.
ceG

Reemplazando a b por b/a, obtenemos

Tr(b) = Z o(b) = 1.
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Sean x un l-cociclo (aditivo) y ¢ = > ., #,7(b) con b como arriba,
entonces para todo o € GG se tiene

0(0) = Y olar)or(b) = 3 (o + 20r)or(b) = —2, +c.

T€G T€G
Esto dice que z, = ¢ — o(c), es decir, que x es una l-cofrontera. O

Observacién. Este es buen momento para notar que si F'/k es una ex-
tension finita de Galois, entonces todo elemento de k estd en la imagen de
Tr:SicekyacF estal que Tr(a) =1, entonces Tr(ca) = c.

Teorema 3.62 (Teorema 90 de Hilbert) Sea F/k una extension finita
de Galois con grupo de Galois G = (o) de orden n. Entonces

a) f € F* tiene norma 1 < = a/o(a) para algin o € F*.

b) B € F tiene traza 0 < 8 = a — o(«) para algin o € F.

Demostracién: a) Iniciamos con el célculo

N< o >_ a ol@) 0" He)

ala))  ola)o?(a) o™ ()

Reciprocamente, supongamos que N(3) = 1, es decir, que
Ba(B)o?(B)---a""H(B) = 1.

Esto nos permite definir un 1-cociclo asi:
To = B7x02 = 50—(5)7 vy gt = 60(5) T O—iil(ﬂ)a )
Ton = Po(B)a*(B)---a" " (B) = 1.

Para ver que = es realmente un 1-cociclo, supongamos que 7 = ¢* y que
p = o/, entonces

Erp = fo(B) oI (B) =
Bo(8)-+ o' (B)o" (B (B) -9 (B)] = wer(y).

Como HY(G, F*) = {1}, sabemos que existe o € F* tal que z, = ar(a)™!
para todo 7 € G. En particular,

B=1s=ac(a)”l

b) Trla—o(a)] = [a—o(a)]+[o(a) —o?(@)]+ - -+[0" ! (a) —"(a)] = 0.
Reciprocamente, si Tr(3) = 0, definimos un 1-cociclo y : G — F ast:

Y1 = 07?-/0 = 57902 = /B+U(B)a s Yor—1 = ﬁ"—a(ﬁ) +ee +Un72(ﬂ)'

Ahora bien, H'(G, F;) = (0) = existe a € F con y, = a — ¢'(a). En
particular,
B=ys=a—oc(a).D
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Teorema 3.63 Sean k un campo y p # caract k un ndmero primo. Supon-
gamos que k contiene una raiz p-ésima primitiva de la unidad C.

a) Si F/k es una extension finita y ciclica de Galois de grado p, entonces
F = k(«) con a raiz de un polinomio XP — a € k[X].

b) Sia € k, entonces o bien XP — a tiene una raiz en k, en cuyo caso se
descompone totalmente en k[X], o bien XP — a es irreducible en k[X]; y si
« es una raiz, entonces k(o) es un campo de descomposicion y Gal(k(«)/k)
es ciclico de orden p.

Demostracion: a) Sea G = (o). Como N({) = 1, existe a € F* tal que
¢ = ao(a)™1; pero entonces a, o(a) = ("la,0%(a) = (2a,...,0P "1 (a) =
¢~P*lason p conjugados distintos de a. Por tanto, [k(a) : k] = p; y también
F =k(a).

Sea a = aP, entonces o(a) = o(a?) = o(a)? = ((~ta)? = a? = a, por lo
que a € k.

b) Si @ € k es una raiz de X? — a € k[X], entonces el conjunto completo
de las raices es {a, Ca, ...,(P7ta} C k.

Si XP — a no tiene raices en k y « es una raiz en alguna extensién de k,
entonces « tiene al menos un conjugado que escribimos na con n # 1. Es
claro que n? = 1, por lo que 1 es una raiz primitiva p-ésima de la unidad;
y entonces 1 € k. Esto implica que k(«) es un campo de descomposicién
de XP — a sobre k.

Sea G = Gal(k(«a)/k). Existe 0 € G tal que o(a) = na; y es inmediato
que o es de orden p, de manera que G = (o) y XP — a es irreducible. O

Para estudiar el caso en que p = caract k, consideramos al polinomio
XP — X. En virtud de la igualdad (X —1)? — (X — 1) = XP — X, se tiene
que si « es una raiz, entonces también lo es . — 1. Asi, el conjunto de raices
de este polinomio es de la forma a,a + 1,4+ 2,...,ac + (p — 1).

Teorema 3.64 (Artin-Schreier) Sean k un campo y p = caract k.

a) Si F/k es una extension finita y ciclica de Galois de grado p, entonces
F = k(a) con a raiz de un polinomio XP — X —a € k[X].

b) Si a € k, entonces o bien XP — X — a tiene una raiz en k, en cuyo
caso se descompone totalmente en k[X], o bien XP — X — a es irreducible

en k[X]; y st « es una raiz, entonces k(a) es un campo de descomposicion
y Gal(k(a)/k) es ciclico de orden p.

Demostracion: a) Sea G = (o). Como Tr(1) = 0, el Teorema 90 de
Hilbert produce un elemento o € F tal que 1 = a — o(«a); y entonces
{o(a) =a—1,0%(a) = a—2,..,0°(a) = a} tiene p elementos. Por tanto,
[k(a) : k] = p; y también F = k(«). Ademés,

a=afla—1)---[a—(p—1)] € F7 =k.

Como af — a = a, vemos que « es raiz de X? — X —a € k[X].
b) se puede demostrar como en el teorema anterior. O
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Se usa la notacién p(a) = a? — «; de manera que en el caso del teorema,
~1(,) —
P~ (a) = a.

Ejercicios

1.

Sea F/k una extensién finita y separable, tal que F = k(«) con
Polmin(a, k) = X™ + ¢, 1 X" ' + - + ;X + ¢p. Demuestre que
NF(a) = (=1)"co y que Try (@) = —¢p_1.

Sea F'/k una extensién de campos finitos. Demuestre que la norma
N ,f : F* — k* es suprayectiva.

Demuestre que 0 # a € Q con a = b/c, (b,c) =1 estd en la imagen

de la norma Ng(\/j) < (si la méxima potencia de p que divide 6
bien a b 6 bien a c¢ es impar, entonces p =1 (mod4)).

Un grupo G es de exponente d cuando todo elemento a € G satisface
a® = 1. Sea F el campo de descomposicién del conjunto de polinomios
{X"—a1,X"—ag,..., X" —an} sobre k, donde k contiene a las raices
n-ésimas de la unidad y caract k 1 n. Demuestre que Gal(F/k) es un
grupo abeliano de exponente n.

Sea F'/k una extensién finita de Galois tal que k contiene a las raices
n-ésimas de la unidad, caract k1 n y Gal(F/k) es un grupo abeliano
de exponente n. Demuestre que F' es el campo de descomposicién de
un conjunto de polinomios {X™ — a1, X™ — ag, ..., X"™ — a,, } sobre k.

3.10 Solubilidad con Radicales

Se dice que una extensién separable finita de campos F/k es soluble con
radicales cuando existe una extensién finita de Galois E/k tal que F' C E;
y E se obtiene a partir de k por medio de una sucesion finita de extensiones
de los siguientes tipos:

1. Adjuntando raices de ecuaciones de la forma X™ —1 con p { n, donde

p = caract k.

2. Adjuntando raices de ecuaciones de la forma X? — a con p primo,

donde p # caract k, cuando ya se tienen las raices p-ésimas de la
unidad.

3. Adjuntando raices de ecuaciones de la forma XP — X — a, donde

p = caract k.

Teorema 3.65 Sean F/k una extensidn finita de Galois y G = Gal(F/k).
Entonces F/k es soluble con radicales si y sdlo si G es soluble.
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Demostracion: Las extensiones de los tipos 2) 6 3), son ciclicas de orden
p por los Teoremas 3.63 y 3.64, en presencia de las raices de la unidad
adecuadas. Toda extensién de tipo 1) tiene grupo de Galois abeliano por
el Teorema 3.53 f). Esto implica que si H = Gal(E/k) con E obtenido a
partir de k a través de extensiones de estos tipos, entonces H admite una
sucesién de subgrupos subnormales H = Hy 2 Hy 2 --- 2 H, = {1}, tal
que todo cociente H;/H,; 1 es abeliano. Asi, H es soluble. Supongamos que
F/k es soluble con radicales, con E'y H como en la definicién de solubilidad
con radicales. Entonces G es soluble al ser imagen homomorfa de H.

Reciprocamente, si G es soluble (y finito), existe una sucesién de sub-
grupos subnormales G = Gg 2 G1 2 --- 2 G5 = {1}, tal que cada cociente
G;/G;11 es ciclico de orden primo p;.

La cadena de campos correspondiente: k = Fy C Fy C --- C Fy, =F, es
tal que cada extensién Fj.1/F; es de Galois con grupo ciclico de orden p;,
por lo que Fy/k es de tipo 1), 2) 6 3). El tipo 2) s6lo puede ocurrir cuando
k contenga a las raices pi-ésimas de la unidad; y la demostracién concluye
por inducciéon. En caso contrario, adjuntamos una raiz m-ésima primitiva
de la unidad ¢ al campo k, donde m = Hpi#aract ;.

Esta situacién estd representada en el diagrama

Aqui , k(¢)/k es una extensién abeliana por el Teorema 3.53 f), mientras
que H = Gal(F(¢)/k(¢)) < G, gracias al Teorema 3.38 , por lo que H
es soluble. En la cadena k C k() C F({) se ve que F(¢) es soluble con
radicales, por lo que F' también lo es. O

Se dice que el polinomio separable f(X) con coeficientes en el campo k,
es soluble con radicales cuando el campo de descomposicién de f(X) es
una extensién de k soluble con radicales.

Corolario 3.66 (Abel) La ecuacidn general de grado m es soluble con
radicales si y solo sin < 4.

Demostracion: En el Ejemplo 4 de la Seccién 3.5, vimos que el grupo
de Galois de un polinomio genérico de grado n es S,,, que es soluble exac-
tamenete paran < 4. O

La ecuacién cuadratica general. Si aX2+bX +c € k[X], caract k # 2,
entonces la substitucién

b 9 b?
X=Y - — produce aY* - |— —c¢ |,
2a 4
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de donde se obtienen las soluciones
—b+ Vb?% — 4ac
2a ’

Si Y24 bY + ¢ € k[Y] y caract k = 2, entonces la substitucién Y = bX
produce

T1,2 =

C C
b2X2+b2X+c:b2(X2+X+b7):bQ(XQ_X_be),

que se resuelve asi: x1 = p~(c/b?), T2 = x1 + 1.

La ecuacion cubica general. Segun el Ejemplo 3 de la Seccién 3.5, el
polinomio f(Y) =Y3 +aY? +bY + ¢ € k(a,b,c)[Y] tiene grupo de Galois
Sz, donde k(a,b,c) es el campo de funciones racionales en las variables
a,b, ¢ sobre el campo k. Por tanto, la ecuacién f(Y) = 0 es soluble con
radicales. Esto implica que sus raices pertenecen a un campo que proviene
de k(a,b,c) por medio de extensiones de tipos 1), 2) y 3).

Suponemos que caract k # 2,3 y adjuntamos a k una raiz cibica primi-
tiva de la unidad w para tener que las raices de f(Y) estdn en un campo
que proviene de k(a, b, c,w) por medio de extensiones de tipo 2).

Es conveniente efectuar la substitucién ¥ = X — %a para simplificar:
Y2 +aY?2+bY +c = X?+ pX + ¢, donde p = —%GQ + b y también
q= 2—27a3 — %ab + c. Escribimos K = k(p, ¢, w).

A la cadena de grupos S3 D As D {1} le corresponde la cadena de
campos K C K(A) C K(A,a), donde A = /D, con D = —4p* — 2742,
que es el discriminante de X® + pX + ¢; y donde o € K(A).

Resolver la ecuacién X? + pX + ¢ = 0 significa expresar concretamente
sus rafces x1, 2,23 como elementos de K(A,«), donde o también debe
escribirse como elemento de K(A).

Como existe un generador o de Gal(K (A, a)/K(A)) = As, que satisface
o(x1) = x2,0(x3) = x3,0(2x3) = 71, proponemos a = z; + wry + w?x3, la
resolvente de Lagrange, basados en que o(a) = w™la; y calculamos:

o = a3 + a3 + a3 + 3w(aizy + xixs + 237)
+3w2(x1mg + $2$§ + $3£L‘%) + 6£L'1£C2$3. (313)
Por otra parte, 1 + x2 + 3 = 0 implica

0=a3 + a3+ 23+ 3(zey + 2des + 2ixy)
+3((E1£L’§ + l’gxg + "E3ZL'%) + 61’1.%2%3. (314)

Restando (3.14) de (3.13), se tiene
o® = (3w — 3)(2Fxe + 323 + 2321) + (Bw? — 3)(v123 + w223 + 2327).
Para simplificar estas expresiones usamos las igualdades

(m%xz + .T%l‘?, + x%xl) — (mlmg + 332305 + .Tgﬂ?%) =
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(1 — z2) (w2 — x3) (1 — x3) = A = /—4p3 — 2742,

(.’L‘%l’g + x%mg, + x%xl) + (sclxg + xgxg + LL’g(E%) =
(21 + z2 + x3) (2122 + T2w3 + T123) — 3T12275 = 3.

Asi, llegamos a ver que

3w—3 302 — 3
o = w2 3¢+ VD) + w2 (3¢ —\/D):
27
L \/

para lo que usamos las igualdades w? +w+1 = 0y w—w? = /—3. También
decidimos desplazar a w en favor de v/—3.

Ahora definimos 8 = 1 +w?xs+wxs, que es otra resolvente de Lagrange;
y que proviene de « al intercambiar w con w?, por lo que es inmediato que

27 3
63 = —3(] — 5\/ —-3D.

En resumen, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

1+ x93 + x3=0

27

T, + wry + Wiy = i’/—q+ v—=3D
27 3

r1 + wiry + was = f/—q — -v—=3D

2 2

Este sistema se resuelve, pues el determinante de los coeficientes no es
cero, donde la extraccién de una raiz cibica introduce cierta ambigiiedad
menor; pero la presencia de dos raices cibicas simultdneas presenta una
ambigliedad mayor, que para desaparecer requiere de la condicién: aff =

(r1+x2+23)? —3(2122 + 2203 +2173) = —3p, que también puede escribirse
27 3 27 3
§/—2q+2\/—3D §/—2q— SV=3D = —3p. (3.15)

En cuanto a las raices de X + pX + ¢ = 0, estas vienen dadas por las
férmulas de Tartaglia-Cardano:

xllh/ z er\/ 2 3@}

3 2773
Ll 25 o 27 3
Ty = g |w f—q+f\/—3D+w f?qfivfiiD
1 2 2
T3 = 3[w§/—7q+ v—=3D +w \/ 27q — 2\/—3D] (3.16)

sujetas a la condicién (3.15).
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La ecuacién cudrtica general. El polinomio Y4 +aY3 4+bY2 +cY +
d tiene grupo de Galois Sy, sobre el campo de funciones racionales en
las variables a, b, ¢, d sobre el campo k, con caract k # 2,3. Por tanto, la
ecuacién Y4 +aY 3 +bY2+¢cY +d = 0 es soluble con radicales. Efectuamos
la substitucion ¥ = X — %a para simplificar. Asi, Y4 +aY3+bY24cY +d =
X+ pX? +gX + 7.

Sea F el campo de descomposicién de f(X) = X%+ pX? +¢X + 7 sobre
K = k(p,q,r). Asi, también Gal(F/K) = S,. La serie normal pertinente
para aprovechar es

Sy DV D {1},

donde V' = {(12)(34),(13)(24), (14)(23)} es el Vierergruppe (grupo de 4),
un subrupo normal. Ademéds, S;/V = S3. De manera que si £ = FV,
entonces E/K es de Galois con grupo S3 y [F : E] = 4.

Los siguientes elementos de F' claramente pertenecen a E:

a = (21 + x2)(x3 + x4),
B = (x1 4 x3) (22 + 4),
v = (21 + 24) (22 + 23),

donde x1, %3, x3, x4 son las raices de f(X). Resulta que F = K(«,8,7) y
que estos generadores son las raices de un polinomio ctbico irreducible en
K|[T], que ya sabemos resolver:

Efectuando célculos sencillos, podremos ver que

9(T) = (T = a)(T = BT —~) =T° = 2pT* + (p* — 4)T + ¢* € K[T].

En particular, afy = —¢?. Ademds, vemos que [K(a,3,7) : K] < 6. Por
otra parte, como a = (x1 +22)(x3 +x4) y (1 +22) + (23 +x4) = 0, vemos
que a + (71 + 22)2 =0y que a + (z3 + 24)* = 0. Procediendo de manera
similar con 3, v, llegamos a ver que (z1+22), (£3+x4), ..., (T2 +2x3) estdn en
K(\/jav \/_767 \/_77)? es decir que T1,x2,T3,T4 € K(\/ja7 \/jﬁ7 \/_7,}/)
Dado que podemos lograr que /—ay/—B/—7 = g, resulta que F =
K(v=a,v/=B); y asi, [F : K(a, B,7)] < 4. Se concluye que E — K (a, 5,7)
y que g(T') es irreducible. Esta es la resolvente cibica de f(7T).
Finalmente, con la informacién presente, llegamos a las soluciones

20 = +V—a+ V=B +V—,
2 = +v/=a — V=B~ V7,
2t3 = —V—a+ /=B -V,
24 = —v/—a — /=B + /.
Proposicién 3.67 Sea f(X) € Q[X] un polinomio cibico e irreducible

con tres raices reales. Entonces la ecuacion f(X) =0 no se puede resolver
por medio de una sucesion de extensiones reales simples.
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Demostracion: Supongamos que la afirmacién es falsa, que F es el campo
de descomposicién de f(X), que Q = Ko € K; € ---K,_; C K, CR
es una cadena de extensiones reales simples con todo [K;y1 : K;] primo,
FCK,, que K1 = Ko(\/ﬁ); yque F ¢ K,_;.

En estas condiciones, Gal(f(X)/K,_1) = As, por lo que f(X) es irre-
ducible en K,._1; pero se factoriza totalmente en K,.. Asi, K, = K,_1(¥/a)
con p primo; pero 3 | p = p = 3. Ademds, K, es un campo de descom-
posicién de f(X) sobre K,_1; pero entonces /a,w/a € K, = w € K,, en
contradiccién con w ¢ R. O

Un ejemplo de Teoria de Grupos. Aqui demostraremos para p primo,
que un subgrupo transitivo G' de .S}, es soluble si y sélo si todo elemento de
G ~ {1} tiene cuando més un punto fijo.

Sea G' un subgrupo transitivo de S,, donde p es un nimero primo.

Paso 1 Todo subgrupo normal N no trivial de G es transitivo.

Demostracién: Consideremos la accién de N en P = {1,2,...,p}. La
6rbita de go tiene [N : S(qo)] elementos, donde S(qo) es el estabilizador en
N de qg. Para cualquier otro punto q; € P, existe x € G tal que zqg = q1,
por lo que S(q1) = 2S(qo)z ' NN = 25(go)z ™!, dada la normalidad de N.
Asi, todas las 6rbitas de N tienen el mismo nimero de elementos, ntimero
que divide a p; y por tanto coincide con p, al no ser N trivial. O

Identifiquemos al conjunto P con ), y digamos que o € S, es afin cuando
existan b € F), y a € Fj tales que o(z) = az + b para todo z € P. Las
translaciones son las transformaciones afines con a = 1.

Paso 2 Las translaciones # 1 no tienen puntos fijos. Las transformaciones
afines restantes tienen exactamente un punto fijo.

Demostracién: La ecuacién ax + b = z tiene cuando mas la soluciéon
r = —(a — 1)7'b, para lo que se requiere que a # 1; exceptuando el caso
en que a =1y b= 0, que corresponde a la funcién identidad. D

Paso 3 Si ademas, G es soluble, existe una sucesiéon de subgrupos

G=GyDG1 D DG, DGry1 ={1}, (3.17)

donde cada subrupo es normal en el que le precede, cada cociente es
abeliano no trivial y G, es ciclico de orden p.

Demostracién: Tal sucesién subnormal existe por la solubilidad de G, con
G, abeliano; pero se puede conseguir G, ciclico de orden p, porque todos
los subgrupos en ella son transitivos; y por tanto de orden divisible por p,
gracias al Paso 1. D

Reordenamos los elementos de P para poder escribir G, = (o), con
o= (12---p).
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Paso 4 Para G soluble, todo p-ciclo de G estd en G.; y todo elemento de
G fuera de G, tiene exactamente un punto fijo.

Demostracion: Veremos por induccion, al ascender en la sucesién 3.17
desde {1}, que todo elemento de G es afin y que todo p-ciclo de G estd en
G,

Supongamos que ambas afirmaciones son ciertas para Gy_,.

Sea T € Gy_pm_1,7 ¢ G,. Entonces To7~! € G,_,, es un p-ciclo, por lo
que To7! € G, y asi To77! = 0% para algtin 1 # a € F7, pues cualquier
p-ciclo en S, conmuta solamente con sus potencias.

Supongamos que 7(i) = j; y calculemos:

ror  (j)=0"(j)=j+a=1(G+1)=70() =7(i) + a.
Escribiendo 7(0) = b, obtenemos
7(1)=a+b,7(2) =2a+0b,..,7(i) =ia+b,...

por lo que 7 es afin. Finalmente, todo p-ciclo de G,_,,,_1, siendo afin y sin
puntos fijos, es una translacion, que estd en G,.. O

Paso 5 Si G es soluble y transitivo, entonces cada elemento de G \ {1}
tiene cuando més un punto fijo.

Paso 6 Si G es transitivo y todo elemento de G ~\ {1} tiene cuando mds
un punto fijo, entonces G tiene un subgrupo normal de orden p.

Demostracién: Claramente, p | o (G). Sea T' un subgrupo de G de orden
p. La transitividad también implica que al calcular el nimero de 6rbitas de
G segun Burnside, se tiene

o(G)=>_F, (3.18)

geG

donde Fj es el nimero de puntos fijos de g. En la ecuacién (3.18), Fy = p,
mientras que Fy; = 0 para todo 1 # g € T'. Como Fj; < 1 para todo g € G,
se infiere que Fy, = 1 para todo g ¢ T. Asi, g ¢ T = g no es un p-ciclo; y
T contiene a todos los p-ciclos de G. Esto garantiza que 1" es normal. O

Paso 7 Si G es transitivo y todo elemento de G ~\ {1} tiene cuando mds
un punto fijo, entonces G es soluble.

Demostracién: Sea T' = (0) < G de orden p. La accién obtenida por
conjugacién de T' con los elementos de G da origen a un morfismo ¢ : G —
[y definido asf: Si roxr~! = o, escribimos ¥(x) = n. Aqui, kery) = T,
pues los p-ciclos conmutan solamente con sus potencias.



148 3. Campos y Teorfa de Galois

El morfismo 1 induce otro morfismo inyectivo G/T — [F7, que implica
la solubilidad de G/T', de manera que G también es soluble. O

Ejercicios

1. Sea k un campo con caracteristica distinta de 2 y de 3. Demuestre
que el polinomio X3 +pX +q € k(p, q)[X] con rafces x1, z2, 3 admite

como campo de descomposicién a k(y/—4p® — 27¢2, x1).

2. Sea XP — q € Q[X] irreducible con p primo. Demuestre que entonces
Gal(X? — a/Q) es isomorfo con el grupo Ay (F,) de transformaciones
de F,, de la forma y — ay + 3, donde o, B € F, y av # 0.

3. (Galois) Sean k un campo de caracteristica cero, f(X) € k[X] irre-
ducible de grado primo p, F un campo de descomposicién de f(X)
sobre k y G = Gal(f(X)/k). Demuestre que G es soluble si y sélo
si F estd generado sobre k por cualquier pareja de raices de f(X).
(Sugerencia: Use el Ejemplo de Grupos).

4. Sean k un subcampo de R, f(X) € k[X] irreducible y soluble de
grado primo. Demuestre que o bien f(X) tiene exactamente una raiz
real, o bien todas sus raices son reales.

3.11 Constructibilidad con Regla y Compas

Hay toda una serie de problemas geométricos clasicos que tratan de deter-
minar las construcciones que pueden lograrse con una regla y un compas.
Aqui suponemos que una regla no tiene marcadas subdivisiones; y que so-
lamente sirve para trazar la recta que pase por dos puntos distintos dados.

El punto de partida es una longitud unidad. Las longitudes que se pueden
lograr se llaman constructibles, las cuales forman un campo:

Es claro como obtener o + f y @ — 8 a partir de a y de 8. Recordemos
como encontrar «f, y también 1/8 para 8 # 0.

Dados a y 3, construimos un tridngulo (rectdngulo) AOAB, en el que
OA = oy OB = 1. Prolongamos OB hasta OC = j3; y trazamos CD
paralela a AB. Por la similaridad de los tridngulos, se tiene

OAxO0C

::O—D, es decir OD = af.
ocC
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0] A D

Repetimos la construccién a partir de OA =1 = OC y de OB = f3 para
tener OD = 1/8.

Es posible construir v/d para d > 0 dado. Esto se hace asi:

Trazamos la recta AB de longitud d+ 1 con AE = d v EB = 1, después
construimos un circulo de didmetro AB.

C

Trazamos CE | AB, entonces £ ACB es recto, por lo que L{FAC =
AECB. De esta manera, AEAC y AECB son similares; y tenemos que

AE EC
EC EB
Hemos visto que las longitudes o niimeros reales constructibles forman un
subcampo de R que contiene al campo primo Q y a todos aquellos niimeros

B € R para los que exista una sucesion a, ..., a, de ntimeros reales tales
que a? € Q,a3 € Q(ay),...,a% € Qay,...,an_1) con B € Q(ay, ..., an).

Teorema 3.68 Una longitud B € R es constructible si y solo si existe una
sucesion ai,...,an, € R con a? € Q,a3 € Q(ay),...,a% € Q(a1,...,an_1) tal
que ﬁ € @(al, "',an)'

Demostracion: Ya tenemos demostrada la implicacién <. Para ver el
reciproco, adaptemos un sistema cartesiano de coordenadas al plano R? de
manera que la longitud unitaria quede dada por los puntos (0,0) y (1,0).

Digamos ahora que un punto (a,b) es constructible si y sélo si sus coor-
denadas lo son. Esto es razonable, pues con regla y compés se puede trazar
una perpendicular a una recta dada desde un punto también dado, en la
recta o fuera de ella.

El procedimiento para obtener nuevos puntos a partir de los ya cons-
truidos, consiste en intersectar rectas que pasen por puntos construidos,

. es decir, EC = AE x EB = d, 6 bien, EC = Vd.
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intersectar circunferencias con centros y radios construidos entre si o bien
con rectas construidas. Algebraicamente, esto equivale a resolver sistemas
de dos ecuaciones, donde cada ecuacién es de una de las formas

Az +By+C=0 (1)

2+ far+by+c=0 (2)

Cuando se resuelve un sistema de dos ecuaciones de tipo (1), se hace
dentro del campo de los coeficientes del sistema. Es facil ver que un sistema
de dos ecuaciones de tipo (2) es equivalente a otro sistema con una ecuacién
de cada tipo.

Si en la ecuacién lineal, B # 0, despejamos y para usarlo en la ecuacién
cuadrética, obtenemos

2%+ C+Ax 2+ax b C+A:v +c=0
B B B B o
De manera que de existir soluciones reales, éstas perteneceran al campo de
los coeficientes o a una extension cuadratica del mismo. O

Corolario 3.69 Un nudmero real o es constructible si y sélo si [Q(a) : Q]
es una potencia de dos.

Identificamos geométricamente a R? con C de la manera usual y con-
sideramos a 3 = a + bi € C con a,b € R. Decimos que (3 es constructible
cuando a y b lo son.

Teorema 3.70 Las siguientes condiciones en € C son equivalentes:
a) f es constructible.
b) Existe una sucesion ay, ...,a, € C tal que

a% €Q, a% € Q(ay), ...,afl € Q(ay, ...,an—1) con B € Q(ay,...,an).

¢) B es algebraico; y la cerradura normal de Q(B) tiene grado sobre Q
que es una potencia de dos.

Demostracién: a) = b) Si § = a + bi es constructible, con a,b € R, es
porque existen sucesiones ay, ..., a, y by, ...,bs como en el enunciado con

a € Qa,...,ar) v beQ(by,...,bs);

pero entonces la sucesién aq, ..., a,, by, ..., bs, 7 también es como en el enun-
ciado; y satisface
ﬂ € Q(a’lv ooy Ay bla (X3} bS7 7’)

b) = ¢) Sean F la cerradura normal de Q(38)/Q y G = Gal(F'/Q). Para
cada o € G, existe una sucesién o(ay), ...,o(a,) como en el enunciado, con

o(B) € Q(o(ar),...,o(ar)). Aqui vemos que

o1(a1),...,o1(ar),09(a1), ...,o2(ar), ..., on(ar), ...,on(ar)
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es como en el enunciado con S y todos sus conjugados contenidos en
Q(oi(aj))s,;- Esto implica que J es algebraico y que [F' : Q] es una po-
tencia de dos.

¢) = a) Si la cerradura normal F de Q(3)/Q es de grado 2!, entonces
G = Gal(F/Q) es un 2-grupo, por tanto nilpotente; y existe una cadena
finita de subgrupos de G asf:

G=Gy>G D DG ={1},

donde G;41 < G; para todo i, con cada cociente G;/G;+1 de orden dos.
Por el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, existe una cadena
de campos correspondiente:

Q=KyCK,C---CK;=F,

con [K;1 : K;] = 2 para todo i.

Como € F, para saber que [ es constructible, es suficiente ver por
induccién en ¢, que todo elemento de K; lo es. Esto es cierto para Ko = Q. Si
K1 = K;(n), con n = by +bai,n? = ¢1 +c2i € K, donde by, ba, c1,co € R,
entonces suponiendo que c¢; y ¢o son constructibles, se tiene que by y by

satisfacen
povadtdta o _ Vdtdg-a
1= Yy by = .
2 2
Asi, es claro que 7 es constructible, como lo es todo elemento de K; 1. O

La duplicacién del cubo. Aqui el problema es construir un cubo de
volumen 2, es decir, la arista de tal cubo. Esto es imposible porque X3 — 2
es irreducible en Q[X].

Triseccién de angulos Dado un dngulo 6, jes posible construir 6/3 ?
La respuesta es negativa, por ejemplo en el caso de § = 60°. En efecto,
cos60° = 1/2 y sen60° = v/3/2, por lo que un dngulo de 60° es construc-
tible. Sin embargo, la constructibilidad de un angulo de 20° es equivalente
a la de cos 20°.

La identidad trigonométrica cos3yp = 4cos® ¢ — 3cosp, produce para
@ = 20° y cosp = a, la igualdad 4a® — 3a — 1/2 = 0; pero el polinomio
4X3 —3X —1/2 es irreducible en Q[X], como se ve al substituir X = Y2
y obtener (1/2)(Y3 —3Y — 1). Asi, cos20° es de grado tres sobre Q; y no
es constructible.

La cuadratura del circulo. ;Es posible construir un circulo de éarea
uno? Como el drea de un circulo de radio r es 772, la respuesta es negativa
porque 7 es trascendente.

Poligonos regulares constructibles. Un poligono regular de n lados
es constructible si sélo si lo es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. El
siguiente resultado nos da la respuesta a este problema:
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Teorema 3.71 Una raiz n-ésima primitiva de la unidad  es constructible
si s6lo sin =2"py---ps conr € N y con p1, ..., ps primos de la forma 2t +1
distintos entre si.

Demostracién: Para n = 2"p{' ---pls con pi,...,ps primos impares dis-
tintos y 7 > 0;71,...,7s > 1, el Teorema 3.54 ¢) afirma que el grado de ¢
sobre Q es

{2’"1(191 =Py (s = pl T sir > 1
7'1—1

p(n) = reel
(plfl)p1 —(ps — 1)pg° 1, sir=0

Como Q(¢)/Q es normal y ¢(n) es una potencia de 2 exactamente cuando
n es como en el enunciado, obtenemos nuestra conclusiéon. O

Los ntmeros primos de la forma 2¢ + 1 se llaman primos de Fermat.
Como ejemplos tenemos a 3,5,17,257,65537. No se sabe si el nimero de
estos primos es finito.

Ejercicios
1. Demuestre que Polmin(cos(27/5),Q) = X2 + 1X — 1.
2. Demuestre que el polinomio minimo de cos(27/17) sobre Q es

1 7 3 15 5 5 1 1
X8 X7 - X0 —ZX5 4 =X+ X3 - X2 X+ —.
t3 4 1 T T 32 327 256

3.12  Grupos de Galois sobre QQ

Sean k un campo, f(T') un polinomio separable de grado n sobre k, F su
campo de descomposicién y G = Gal(F'/k). Consideramos un conjunto de
variables X1, ..., X,,; y los campos de funciones racionales F = F(Xq, ..., X;,)
vk =k(Xy,...,X,).

Claramente, F'/k es una extensién finita de Galois. Como normalidad y
separabilidad se preservan ante translacién, IF/k también es finita de Galois;
y F es campo de descomposicién de f(X) sobre k. Sea G = Gal(F/k).

F/Fyk
N

Proposicién 3.72 El morfismo de grupos : G — G dado por (o) = o|p
es un isomorfismo.
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Demostracién: Como o, = 1j, tenemos que o envia cada raiz de f(T) a
otra raiz de f(T). Asi, ¢ estd bien definido.

La biyectividad de ¥ es consecuencia de que todo k-automorfismo de F’
se extiende de manera unica a un k-automorfismo de F. O

Supongamos que f(T') tiene raices ri,...,7,; de manera que tengamos
morfismos G — S,, y G — S,,. Para ¢ € S,,, definimos

n n

Us = Zra(i)Xi = ZTiXofl(i}

=1 i=1

Observacién. Si o # 7, entonces Uy 7# Ur.

Proposicién 3.73 a) F = k(u,), para cualquier o € S,,.
b) Polmin(uy,k) = g-(T'), donde

9o(T) = [[(T =D rropy Xa)-
1=1

TEG

Demostracién: Aqui, 79,(T) = g-(T), para todos 7 € G, o € S, por lo
que g,(T) € k[T] para todo o € S,,. Ademas, g,(T) tiene como raiz a u,;
y es de grado o(G). Para obtener a) y b), es suficiente saber que todo u,
es de grado > o(G) sobre k; pero esto es consecuencia inmediata de que la
6rbita de u, ante la accién de G tiene o(G) elementos, gracias a la tltima
observacién. O

Proposicién 3.74 G ={7€ S, | 79,(T) = g,(T) para todo o € S, }.

Demostracion: Si escribimos

g =[] T-uw)= [] (),

cESy, €S, /G

entonces tendremos que g, (T) € k[X1, ..., Xpn, T], para todo o € S,; y cada
9o (T) es irreducible en k[X7, ..., X,,, T].

El grupo S,, actiia de manera natural en k[X, ..., X,,, T| permutando las
variables X;. Esta da origen a una coleccién de k[T]-automorfismos. Ante
esta accién, el subgrupo G fija a cada factor g, (7).

Reciprocamente, si 7 € S, fija a ¢1(T), entonces 7 € G. O

Sean ahora k = Qy f(T') € Z[T] ménico y separable. Estamos en posicién
de obtener informacién valiosa acerca del grupo de Galois de f(T"), usando
los resultados anteriores, al reducir al polinomio (modp) para primos p
convenientes: Extendemos el morfismo natural 7 : Z — F, a los anillos de
polinomios 7' : Z[X1, ..., Xpn, T] = Fp[X1,..., X,,, T]; y escribimos f(T) en
lugar de n' f(T).



154 3. Campos y Teorfa de Galois

Proposicién 3.75 Si f(T) es separable y tiene raices z1, ..., z,, entonces

g(T) € Z[Xy,... Xp,T] y g(T) = H (T — Zza(i)Xi)'
o€ES, i=1

Demostracién: Aqui, g(T') € Z[Xy, ..., Xy, T] por el Teorema 2.60. Como
f(T) es separable, podemos extender 1" a Z[rq,...,rn, X1, ..., Xpn, T]; y asi
obtener la segunda expresién, definiendo 7/(r;) = z; para toda i. O

Teorema 3.76 (Dedekind) Si f(T) € Z|T)] es ménico y f(T) € Fp[T] es
separable, entonces

Gal(f(T)/Fp) < G = Gal(f(T)/Q).

Demostracién: Como G es el estabilizador de los factores irreducibles de
g(T) en el anillo Z[X7, ..., X, T], mientras que el grupo Gal(f(T)/F,) lo
es para los factores irreducibles de g(7") en F,[ X1, ..., X,,, T, la conclusién
es clara. O

Ejemplo. El Teorema 3.50 ¢) nos permite calcular el grupo de Galois G
de f(X)=X*+2X2%+ X + 3 sobre Q:

f(X) = X*+ X +1 (mod2), que es irreducible, pues no tiene raices y
X4+ X +1# (X?+X +1)2, sabiendo que X2+ X +1 es el tinico polinomio
cuadratico irreducible (mod 2). Asi, G contiene un 4-ciclo.

f(X) = X(X34+2X +1) (mod3), con X+ 2X + 1 irreducible (mod 3).
Asi, G contiene un 3-ciclo.

Tenemos que G es un grupo tal que contiene un 3-ciclo y un 4-ciclo,
ademds 12 | o (G). Entonces G es un subgrupo normal de S4 de orden 12
6 24; al contener un 3-ciclo, los contiene a todos y a A4. Al contener a un
4-ciclo, que es impar, G # A4 implica que G = Sy.

A continuacién consideraremos el problema inverso de la teoria de Galois:
dado un grupo G, exhibir una extensién de Galois de Q, o bien un polinomio
en Q[X] cuyo grupo de Galois sea G. Obtendremos soluciones para los casos
del grupo simétrico S,, y de grupos abelianos finitos arbitrarios.

Lema 3.77 Sea G un subgrupo transitivo de S, que contiene una trans-
posicion y un (n — 1)-ciclo, entonces G = Sy,.

Demostracién: Digamos que o = (23---n) € G; y que G también con-
tiene la transposicién (ab). Sabiendo que G es transitivo, existe o € G tal
que o(a) = 1; pero entonces también existe m tal que 1 < m < n con
o(ab)o~! = (1m).

Al conjugar (1m) con las distintas potencias de «, tenemos que (1m) € G
para todo m con 1 < m < n; pero { (Im) | 1 < m < n) = S,, por la
Proposicién 1.36. Concluimos que G = S,,. O
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Teorema 3.78 Para todo entero positivo n, existe un polinomio separable
f(X) € Q[X], de grado n, tal que G = Gal(f(X)/Q) = S,,.

Demostracién: Podemos suponer que n > 3. Gracias a los Teoremas
3.48 y 3.36 que afirman que existen extensiones de I, de cualquier grado
para cualquier primo p; y que estas son simples, puede verse que existen
f1(X) € F3[X] mdnico, irreducible de grado n, g2(X) € F3[X] mdnico,
irreducible de grado n — 1; as{ como f3(X) € F5[X] ménico, de grado n,
con factorizacion irreducible consistente en un polinomio cuadrético, junto
con uno o dos factores de grado impar. Definimos fo(X) = Xgo(X) v
observamos que es posible tener todo f;(X) separable.
Por el Teorema Chino del Residuo, existe f(X) € Z[X] tal que

J(X) = [1(X) (mod2), f(X) = f2(X) (mod3), f(X) = fs(X) (mod5).

El Teorema 3.76 garantiza que G contiene un n-ciclo, un (n — 1)-ciclo y
una permutacién § con descomposicién ciclica (2,n—2) 6 bien (2, a,b), con
n — 2 impar 6 bien a y b impares. De esta manera, 472 é bien 3% es una
transposicion en G. El lema implica que G = S,,. O

Lema 3.79 Sean p,n,a enteros con p primo, p{n y tales que p | ®,(a),
donde @,,(X) es el n-ésimo polinomio ciclotdmico. Entoncesp = 1 (mod n).

Demostracién: Aqui, a es una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre
F,. Como a?~! =1, es inmediato que n | (p —1). O

El siguiente resultado es un caso sencillo de un teorema de Dirichlet.

Proposicion 3.80 Sea n un entero positivo. Existe un numero infinito de
primos de la forma mn + 1, con m € N.

Demostracion: El término constante de ®,,(X) € Z[X] tiene valor abso-
luto que es el de la norma de una raiz de la unidad, por lo que se tiene
®,(X) = X¢M 4 ... 4 (1) € Z[X]. Supongamos que pi, ..., p, es la lista
completa de primos p =1 (modn). Para todo entero positivo i, tenemos

®,(n'py---p,) = %1 (modn,py,..., pr).

Escogiendo i adecuadamente, podemos asegurar que
m = ®,(n'py---p,) # £l

Sea p un primo que divida a m, entonces p { n. Por el lema, p =1 (modn),
en contradiccién con p # p;, para todo j. O

Teorema 3.81 Todo grupo abeliano finito G es el grupo de Galois sobre
Q de una extension subciclotémica.
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Demostracion: G es el producto directo de grupos ciclicos de érdenes
N1y .oy Np. Se€aN P1, ..., pr primos distintos tales que p; = 1 (modn;), para
todo i. Escribamos m = py - - - p,.

Sea ¢ una rafz m-ésima primitiva de la unidad sobre Q. Entonces Q(¢)/Q
es una extension finita de Galois con grupo isomorfo a Z,, 1 x -+ x Zp, _;.
Existen subgrupos H; < Zp,_1 de indice n;, para todo i.

Sea H = Hy x - x H, < Gal(Q(¢)/Q). Tenemos que Q(¢)¥ /Q es una
extensién finita de Galois de QQ, cuyo grupo es isomorfo con G. D

Ejercicio

1. Encuentre un polinomio cuyo grupo de Galois sobre QQ sea Sj.

3.13 Ejercicios Generales

1. Sean p > 2 un numero primo y ¢ una raiz p-ésima primitiva de la
unidad. Demuestre que existe un inico campo F tal que

QCcECQQ) v [E:Q =2
Ademds, ECR < p=1 (mod4).

2. Sea p numero primo impar.

a) Si w es una raiz p-ésima primitiva de la unidad, demuestre que

p—1

[[a-w)=p

i=1

b) Demuestre que el discriminante de X? — 1 es (—1)®=1/2pp,
¢) Demuestre que el discriminante de ®,(X) es (—1)P~1/2pr=2,
3. Demuestre que el discriminante de X™ — 1 es (—1)"~1/2n" sin es
impar; o bien (—1)"/2)=1n" sin es par.
4. Sean p nimero primo impar y 1 <r € N.
a) Demuestre que

1 r—1

D (X) =X P X X L

b) Demuestre que

H (1—-w)=np.

w primitiva
p
wP' =1
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. , r—1
¢) Demuestre que si ¢ es raiz de XP  — 1, entonces

I[I ¢-w=0r

w primitiva
T
wP’ =1

d) Demuestre que

11 (C—w?=p* .

R Pl o
wP’ =1, w primitiva

e) Demuestre que el discriminante de ®,-(X) es

(71)(P*l)/Qp(pT_l)(prfrfl)'

5. Escribiendo d, = discr(X” — 1), demuestre que

o\ 2ri(n/m)
diser(®,, (X)) = [[ a7 [] <> .
;

r|n r|n
r#l



Capitulo 4
Algebra Lineal

4.1 Mobdulos Libres

En esta seccion suponemos que k es un anillo conmutativo con 1 y que M
es un k-moédulo izquierdo. En estas condiciones, tenemos que:

1. Toda interseccién de submdédulos de M es otro submdédulo.

2. Dado un subconjunto A de M, el submédulo generado por A, es-
crito (A), es la interseccién de los submédulos de M que contienen al
conjunto A.

3. Si My,..., M, son submdédulos de M, entonces (M U ---U M,) =
My + -+ M,.

Se dice que M es finitamente generado cuando admite a un conjunto
finito como generador. Se dice que M es suma directa de sus submoddulos
Ml, ...,M,- cuando M1 +-- +M'r =M y también (M1—|— . +Mz—1)mMz =
(0) para todo 1 < ¢ < r. Esto se escribe asi: M = M; & --- @& M,..

Un morfismo de k-médulos f : M — N, o funcién lineal, es una
funcién tal que f(am+bn) = af(m)+bf(n) siempre que a,b € k; m,n € M.
Una funcién f : My x --- X M,, — N es multilineal cuando todas las
funciones f; : M; — N dadas por fi(x) = f(mq,...,mi—1,2,Mit1,..., M)
son lineales para todos m; € M;, 1 <i,j <7, j#i.

Se dice que un k-mdédulo finitamente generado M es libre cuando M es
la suma directa de (un ndmero finito de) copias de k; si el niimero de copias
de k es n, escribimos M = k(™).

Un conjunto {ui,...,u,} C M es linealmente independiente cuando
Sy au; =0=a; =0, para todos a; € k, 1 <i <r.

Un subconjunto A = {uy,...,u.} € M es una base de M cuando es
linealmente independiente y genera a M. Esto es equivalente a exigir que
todo elemento v € M se pueda expresar de manera tinica como combinacién
lineal de A, es decir, que existan ¢; € k tnicos tales que v =Y _\_; ¢;u;.
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Observacion. En el caso en que k es un campo, todo médulo es libre, al
ser un espacio vectorial. También todo mdédulo sobre un anillo de divisién
es libre.

Teorema 4.1 a) Un k-mddulo M es libre si y sélo si tiene una base.
b) Dos bases de un mismo mddulo (libre) tienen el mismo nimero de
elementos.

Demostracién: a) k™ admite como base al conjunto {ey, ..., ¢, }, donde
e = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0), etc.

Si M admite a {u1, ..., u,} como base, entonces la funcién f : k(™ — M
dada por f(a1,...,an) = a1us +- - -+ anu, es un isomorfismo de k-médulos.

b) Aqui podemos adaptar una versién del Teorema de Jordan-Hdlder, o
bien reducimos el problema al caso ya conocido para campos:

Existe un ideal mdximo m de k, de manera que F = k/m es un campo.
Escribimos @ la imagen de w € M en M/mM. Dada una base {u1, ..., u,}
de M, tenemos que B = {@y, ..., @, } genera a M/mM como k/m-médulo, es
decir, como espacio vectorial. Veamos que B es linealmente independiente:

r s
Zam,;:(), cona; € Fya; Gk::&ZaiuiEmM:S
i=1 i=1

a; € m para todo 1 < i <7, es decir, a; = 0 para todo 1 <i < r.

Asi, M/mM es un espacio vectorial sobre F' de dimensién r, de donde se
obtiene la unicidad de r. O

Decimos que un moédulo libre tiene rango n cuando admite una base con
n elementos. Acabamos de ver que esto ocurre si y sélo si M 2 k(™).

Observacion. El objeto de estudio del Algebra Lineal son los mddulos
libres y sus morfismos, comunmente restringidos al caso en que k es un
campo. El rango de un médulo libre sobre un campo es su dimensién como
espacio vectorial.

Sea f : M — N un morfismo de mddulos libres con rangoM = m y
rango N = n. Elegimos una base {u1, ..., u,} de M y una base {vy,...,v,}
de N. Esta eleccién de bases nos permite asociarle una matriz A de tamano
m X n al morfismo f asi:

n
A = (a;), donde f(u;) = Zaijvj, para 1 < i< m.
j=1

o . . m n
En estas condiciones, si z = 3,7, zyu; con y = f(z) = > i, y;v5; de
manera que x € M tiene coordenadas 1, ..., T,,, mientras que las de y € N
SON Y1, ..., Yn, se cumple la identidad matricial (z1,...,2m)A = (Y1, Yn),
como puede verificarse en los casos x = u;.
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Obtenemos el morfismo ¥ : Homy (M, N) — M, (k), donde M, xn (k)
es el conjunto de matrices m x n con coeficientes en k y Homg (M, N) es el
k-moédulo de funciones lineales M — N.

Aqui, U(f) = A enlasituacién anterior; y vemos que ¥ es un isomorfismo
de k-mddulos, pues se puede obtener toda matriz A € M,,x,(k) como
imagen de algin morfismo f : M — N, mientras que ker ¥ = (0).

Cuando M = N, elegimos solamente una base de M, entonces resulta
que ¥ : Endy(M) = Homg(M, M) — M,(k) es un antiisomorfismo de
anillos:

U(go f)=T(f)¥(g), para f,g € Endy(M).

Proposicién 4.2 Si f € Endg(M) es tal que envia una base de M a otra
base de M, entonces f es un automorfismo de M.

Demostracién: Sean {uq,...,u,} y {v1,...,v,} dos bases de M tales que
f(u;) = v; para todo 1 < i < n, entonces Im f = (vq, ..., v,) = M, mientras
que ker f = {30 aiu; | Oy aus) = D> av; = 0} = (0). Asi, f es
biyectivo. Es facil ver que f~! es lineal. O

Teorema 4.3 Si al morfismo de k-mddulos libres f : M — N, donde
rangoM = m y rangoN = n, le corresponde la matriz A = (a;5) con
respecto a las bases {uy, ..., um} de M y {vy,...,v,} de N, entonces también
le corresponde la matriz PAQ™!, con respecto a las bases {u},...,ul,} de
M y{vi,...,v,} de N dadas por u; = Z;’L:lpijuj yuL =" qrsvs, donde
P = (pi;) es de tamano m x m y Q = (grs) es de tamanio n x n.

Demostracion: Como las matrices P y @ estan asociadas a cambios de
base, el resultado anterior garantiza que son invertibles. Asi podemos es-
cribir @' = (t,5); y también v, = >t para 1 < r < n. La
demostracion concluye con el calculo siguiente:

m m
F) = O pyuwy) = > piif(wy) =D piazevy =Y pijaztysvs. O
i=1 j=1 i

1,78

Se dice que dos matrices A, B € M,,xn(k) son equivalentes cuando
existen matrices invertibles P € M,, (k) y @Q € M, (k) tales que B = PAQ.
Acabamos de ver que esto sucede exactamente cuando A y B representan
a un mismo morfismo de k-médulos libres k(™) — k(") donde los cambios
de base estan dados por P y Q™! respectivamente.

Dualidad

Cuando V es un k-moédulo libre y & es un anillo conmutativo, el k-moédulo

Homy,(V, k) es el médulo dual de V, escrito V*.

Teorema 4.4 a) Si V es un k-mddulo libre con base {e1,...,€,}, entonces
V* admite como base a {€}, ..., €}, donde €] (e;) = d;; para 1 < i,j < n.
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b) La funcion h : V. — V** dada por h(u)(v*) = v*(u) € k para todos
u € V,v* € V* es un isomorfismo de k-mddulos.

¢) SeaT :V — V lineal tal que T(¢;) = Z?Zl a;j€;, para todo 1 < i <n.
Definimos T* : V* — V* lineal asi: T*(f)(v) = f(T(v)), para f € V* y
v € V. Entonces la matriz asociada a T* con respecto a la base {¢7, ..., €} }
de V* es A, la transpuesta de A = (aij).

Demostracién: a) Sea f € V* tal que f(¢;) = a; € k para 1 < i < n,
entonces (f — Y. a;ef)(e;) = 0, para todo 1 < j < n. Asi, tenemos que
f=>"ael, por lo que (€, ...,e5) = V*.
Por otra parte, > i, cief = 0 = ¢; = > cief(e;) = 0 para todo
1<j<n. Asi {€f, ..., } es linealmente independiente.
b) h es claramente lineal: h(au; + bug)(v*) = v*(au; + bug) = av*(uy) +
bv*(ug) = (ah(uy) + bh(uy))(v*), para todos a,b € k,uy,ug € V,v* € V*.
Ahora bien, u = Y71, cie; € kerh = 0= h(u)(e}) = €; (31, ciei) = ¢,
para todo 1 < j <n. Asi, u =0y h es inyectiva.
Finalmente, (e1*,...,e2*) = V** y h(e;) = € para todo 1 < i < n. Asi,
h es suprayectiva.
¢) Sea B = (b;;) la matriz tal que T*(¢f) = Z?zl bijej, calculamos b,
para 1 < 1,7 < n:
n n
b = S (g€l (e) = (TN er) = €6 (Tler) = €6(3 ange;) = ars. ©
j=1

j=1

Ejercicios
1. Sea k un anillo conmutativo con 1. Demuestre que Homy (k™) k(™))
es un médulo libre de rango mn.

2. SiM = M;+---+ M,. Demuestre que M = M1 &---® M, siy sélo si
(My+-- -+ M1+ M1 +---+M.)NM; = (0) para todo 1 <i <.

3. Exhiba un conjunto {vy, ...,v,} C k(™) linealmente independiente que
no sea base de k()| para k un anillo conmutativo que no sea campo.

4. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita. Demuestre que
dimV +dim W = dim(V + W) + dim(V N W).

5. Sean M y L modulos libres de rango finito. Sea 7" : M — L una

funcién lineal. Definimos la transformacién dual 7% : L* — M*
asi: T*(f)(v) = f(T'(v)), para f € L* y v € M. Demuestre que
a) T es inyectivo si y sélo si T* es suprayectivo.
b) T(v) = w tiene al menos una solucién v para cada w € L si y sélo si
T*(w*) = v* tiene cuando més una solucién w* para cada v* € M*.
¢) Cuando M = L y T,S € End(M), entonces (ST)* = T*S* y
1* =1. Cuando M = L y T es invertible, entonces 1™ es invertible y
(T*)—l — (Tfl)*.
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4.2 Algebras

En esta seccién, suponemos que k es un anillo conmutativo con uno. Un
algebra sobre k, también llamado k-algebra es un morfismo de anillos
f ik — Atal que Imf C Z(A). Cuando el morfismo f estd entendido,
abusivamente se dice que el algebra es el anillo A, que en todo caso posee
una estructura adicional de k-mdédulo.

Ejemplos. Algunos de los objetos més importantes que se estudian en
Algebra son precisamente k-algebras:

1.

Si F/k es una extensién de campos, entonces la inclusién k& < F es
un k-algebra.

. El anillo de polinomios A = k[X1,..., X,] en n variables, donde el

morfismo estructural f : k — A envia los elementos de k a los poli-
nomios constantes.

El anillo EndV, donde V es un mdédulo libre sobre el anillo con-
mutativo k; y donde k¥ — EndV envia cada elemento a € k a la

multiplicacion izquierda por a.

El anillo de matrices cuadradas M, (k), donde el morfismo f: k — A
envia los elementos de k a las matrices escalares, esto es, f(c) = (¢d;;).

Sea G un grupo. El k-algebra de grupo k[G] se construye asi:

klG] = {Z cqg | ¢g € k,cq # 0 en un subconjunto finito de G},

geG
donde Z agg + Z byg = Z(ag +by)g ¥
geG geG geG
(Z ahh)(z bit) = Z Cgg, CON Cg = Z anbs.
helG teG geG ht=g

Aqui, f: k — K[G] estd dado por f(a) = al, para a € k, donde 1 es
la identidad del grupo.

En el ejemplo anterior, es suficiente que G sea un monoide para pro-
ducir un &lgebra, el k-dlgebra de monoide k[G]. Asi, cuando G es
el monoide libre abeliano generado por Xj, ..., X,;, escrito multiplica-
tivamente, resulta que k[G] es el anillo de polinomios k[X1, ..., X,].

El algebra de cuaternios reales R — H, donde el anillo H es el
del Ejemplo 9 de la Seccién 2.1; y donde el morfismo estructural es
¢ :R — H con p(a) = a+ 0i+ 0j + 0k para todo a € R.
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Un k-dlgebra f : k — A es asociativo, conmutativo, etc. segtin lo sea
el anillo A. Todos los ejemplos anteriores son asociativos.

Un morfismo de k-dlgebras f : k — Ay g : k — B es un morfismo de
anillos ¢ : A — B que hace conmutativo al diagrama

Dada una coleccién posiblemente infinita de conjuntos {A; | i € I}, se
define el producto cartesiano de esta coleccién: [ [, ; A; como el conjunto
de funciones f : I — U;crA; tales que f(i) € A; para todo i € I. También
definimos las proyecciones 7; : [[,.; Ai — A; asi: m;(f) = f(i).

Observemos que dado un conjunto C' y dada una coleccién de funciones
{9: : C — A; | i € I}, existe una tnica funcién g : C' — [],; 4; tal que
miog = g; para todo i € I. La funcién g estd dada por g(c) = fc € [[,c; As,
con f.(7) = gi(c) para todo i € I.

Dada una coleccién posiblemente infinita de k-médulos {M; | i € I},
se define el producto directo de esta coleccién: como el k-mdédulo con
operaciones definidas sobre el producto cartesiano [[,.; M; de los M; asf:
(f +9)() = F()) + 9() y (cf)(@) = cf (i), parai € Lic € k; f,g € [Tey My,
Al k-médulo asf obtenido también lo escribimos [],c; M;.

El producto directo de k-moédulos también satisface una propiedad uni-
versal: Dados un k-médulo C'y k-morfismos {g; : C — M, | i € I}, existe
un unico k-morfismo g : C' — HieI M; tal que m; o g = g; para todo i € I.

Para la misma coleccién {M; | i € I}, se define la suma directa [ [,.; M;
como el k-submédulo del producto directo, consistente de aquellas funciones
f I — UjerA; tales que f(i) # 0 para subconjuntos finitos de I. Cuando
el conjunto indice I es finito, también usamos (y preferimos) la notacién
@icrM; para la suma directa. Para cada ¢ € I, tenemos la inyeccién
canénica j; : M; — [[;c; M;, dada por ji(m) = f, donde f(i) = m y
f(t) =0 para t # i. Este k-morfismo es inyectivo, pues m; o j; = idyy, .

Se dice que M es libre cuando M = [],.; M;, con M; = k para todo
1 € I, para algin conjunto I. Esta definicién generaliza a la dada en la
seccion anterior para médulos finitamente generados.

Sean A y B dos k-mdédulos. El producto tensorial de A y B es un
k-médulo C para el que existe una funcién bilineal g : A x B — C tal que
dados un k-médulo P y una funcién bilineal h : A x B — P, siempre existe
un unico k-morfismo (funcién lineal de k-médulos) ¢ : C' — P tal que el
siguiente diagrama conmuta:

AxB—2-C

| <

P
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A partir de la definicién, el producto tensorial es inico hasta isomorfismo,
en caso de existir, por razones puramente filoséficas: Si C'y D son dos obje-
tos adecuados, en este caso k-mddulos, que cumplen la condicién universal
requerida, entonces existen k-morfismos C' % Dy D %o ,con o) =idp
y ¥ o =ide, de manera que C'y D son isomorfos. A continuacién cons-
truimos el producto tensorial de los k-mdédulos A y B.

Sea M el k-moédulo libre generado por el (conjunto) producto cartesiano
A x By sea N el submédulo de M generado por los elementos de la forma

T(man) - (rm, n)7 r(m, Tl) - (m,rn),

(my +mg,n) — (my,n) — (ma,n),

(manl + n2) - (mvnl) - (ma n2)7

parar € k; m,my,mo € A; n,ny,ng € B.

Sea C'= M/N y sea g la composicién de la inyeccién A x B < M con
la proyeccién M — M/N = C. Entonces g es una funcién bilineal de k-
modulos, que claramente cumple con la propiedad universal requerida. En
lugar de C, escribimos el producto tensorial de A y B asi: A®j B, omitiendo
el subidice k cuando quede entendido. Sia € Ay b € B, escribimos a ® b
en lugar de g(a,b).

Observaciones. De manera andloga, a partir de los k-médulos Ay, ..., A,,
es posible construir el producto 41 ® -+ ® A,.

Es muy importante notar que dados k-mdédulos A, B y P, existe una
biyeccién del conjunto Bil(A x B,P) = {A x B % P | h bilineal} al
conjunto {A® B % P | ¢ lineal} = Hom(A® B, P), donde g es el morfismo
usado para construir al producto tensorial y h = ¢ o g en el diagrama

AxB—2-A®B

| A

P

Dados k-moédulos A, B, en general, no es inmediata la estructura del
producto A® B. El parrafo anterior nos debe dar una idea de la complejidad
del problema, asi como de la posible estructura de A ® B.

Una sucesién de k-médulos y morfismos -+ — N v S P
es exacta en M cuando Im f = ker g. Tendremos una sucesién exacta
cuando lo sea en todos sus médulos. Por ejemplo, la exactitud de la sucesion

NL ML P oo,

significa que ademéas de Im f = ker g, se tiene que g es suprayectivo.
A continuacién reunimos algunas propiedades del producto tensorial.
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Proposicion 4.5 Si M, N, P y Q son k-mddulos, entonces
1. k@M =M.
2. M@ (N®P)2M@N®P=(M®N) P.
3 MON=N®M.
4 MR(NoP)2(M®N)® (M P).

5. Si N i> M % P =0 es una sucesion ezxacta, entonces también lo es
QoN Qe QP —o.

Demostracion:

1. El morfismo f : k x M — M, dado por f(a,m) = am es bilineal;
y es tal que para cualesquiera k-moédulo L y k-morfismo bilineal h :
k x M — L, existe un unico morfismo ¢ que hace conmutativo al
diagrama

Ex M—1s 0

2. Veamos que M @ (N ® P) 2 M ® N ® P. Existe una unica funcién
bilineal g : M x (N ® P) - M ® N ® P que cumple la condicién
gm,n®p) =menp, param € M,n € N,p € P. Dado un k-
médulo L, es suficiente observar que a cada h € Bil(M x (N® P), L),
le corresponde un morfismo 1nico ¢ € Hom(M ® N ® P, L) tal que
h=¢pog:

Mx(NoP)—2>M&N®P

|

L

Esto nos dice que M ® N ® P es (isomorfo con) el producto tensorial
M ® (N ® P). La otra afirmacién admite una demostracién andloga.

3. Aqui es suficiente identificar Bil(M x N, L) con Bil(N x M,L) y
con Hom(N ® M, L), observando que la identificacién se hace ante
g: M x N — N® M, donde g(m,n) =n®m param € M,n € N.

4. Seag: M x (N®P)— (M®N)® (M ® P) el k-morfismo dado por
g(m, (n,p)) = (M ®n,m Qp), param € M,n € N,p € P. Dado un
k-médulo L, es g la funcion bilineal usada para identificar

Bil(M x (N & P), L)
S Bil(M x N,L) @ Bil(M x P, L)
S Hom(M @ N, L) ® Hom(M ® P, L).
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5. Dado un generador ¢ ® p de Q ® P, existe m € M tal que g(m) = p,
de manera que (1®g)(¢g®m) = ¢®p, por lo que 1®g es suprayectivo.

Por otra parte, gof =0= (1®¢g)o(1® f) = 0, de donde obtenemos
que Im(1 ® f) C ker(1 ® g). Esta inclusién nos permite definir un
morfismo ¢ : (Q@M)/(Im(1® f)) — Q& P satisfaciendo ¢[(g®@m)+
Im(1 ® f)] = g ® g(m). Para concluir, veremos que ¢ es inyectivo:

Dados ¢ € Q y p € P, elegimos m € M tal que g(m) = p. Afirmamos
que la clase (g ® m) + Im(1 ® f) es independiente de la eleccién de
m, pues si m" € M cumple con g(m’) = p, entonces m — m’ € kerg,
por lo que existe z € N con f(z) =m —m/; y asl (¢ @ m) + Im(1 ®
f)=(g®m')+Im(1 ® f). Esto nos permite definir un k-morfismo
n:QxP — (QeM)/(Im(1®f)) tal que (g, p) = g@m+(Im(1® f)),
para cualquier m € M tal que g(m) = p; pero entonces existe otro
k-morfismo ¢ : Q @ P — (Q @ M)/(Im(1 ® f)) tal que (¢ ® p) =
g@m+ (Im(1® f)) con g(m) = p. Como 1 o = 1, tenemos nuestra
conclusién. O

Observaciones. La notaciéon 1 ® f usada en la proposicién, es abusiva,
pues no se refiere a ningiin producto tensorial de funciones; sino a la funcién
inducida por 1 y f en un producto tensorial de médulos.

El producto tensorial de dos mdédulos da origen a reestructuraciones.
Por ejemplo, Z,, ®z Z, = (0), si Z, es el grupo ciclico de orden n y
(m,n) = 1, pues cualquier a®b € Z,, ® Z,, es una Z-combinacién lineal de
m(a®b) =(ma®b) =0y den(a®b) = (a®@nb) =0.

No es cierto que para todo anillo conmutativo k, toda sucesién exacta

N % M 2 P de k-médulos y todo k-modulo L, siempre se tenga exactitud

de la sucesién L @ N 99 QR M oLy ® P. Por ejemplo, la sucesiéon

0-7Z2% 7 de Z-médulos, con f(z) = 2z para todo z € Z es exacta; pero
si L = Z /27, entonces

05 Loz ez

no es exacta, pues (1® f)(a®b) = a®2b =2a®b =0, por loque 1® f = 0,
mientras que L ® Z = L # 0.

Corolario 4.6 Si M y L son k-mddulos libres con bases {u1,...,um} y
{v1,...,vn} respectivamente, entonces M & L también es libre, de rango
mn; y admite como base al conjunto {u; @v; | 1 <i<m, 1<j<n}.

Demostracién: Tenemos que M = @;’;1 ku;y L = @?:1 kv;, por lo que
M®L=a)_ Mo (kv;) = &)%) k(u; ® v;), usando las afirmaciones 1,3
v 4 de la proposicién. O
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Corolario 4.7 Sean k un anillo conmutativo, a un ideal y M un k-mddulo,
entonces (k/a) @, M = M/aM.

Demostracién: Consideremos el producto tensorial con M de la sucesion
exacta 0 - a — k — k/a — 0. Obtenemos la siguiente sucesién exacta
a@M — k@M — (k/a)®@M — 0, donde k@ M = M y donde la imagen de
a® M ante este isomorfimo es aM. Asi, (k/a)@M = (k@ M)/Im(a@ M) =
(M/aM). O

Algebras tensorial, simétrico y alternante
Sea M un k-moédulo. Al producto tensorial M ® --- ® M con n factores
lo escribimos T}'M, omitiendo el subindice cuando quede entendido. Al
k-médulo
T(M) =[] "M (4.1)
n>0

le damos una estructura de k-algebra con una multiplicaciéon k-bilineal
T(M)xT(M)— T(M) tal que T"M x T*M — T" M, (4.2)

donde el producto de los generadores a1 ® - ® a, y by ® - - - ® by se define
como a1 ® - R a, @by ® -+ - ®bs. Aqui, el morfismo estructural del dlgebra
T (M) es la composicién de la identidad k — T°M con la inclusién canénica
T°M < 1,50 T"M = T(M). El resultado es el dlgebra tensorial T'(M).

Un &lgebra con una descomposicién como la de (4.1) que cumple con la
condicién (4.2) es un dlgebra graduado.

El dlgebra simétrico S(M) del k-médulo M es el k-dlgebra que resulta
del cociente de T'(M) entre el ideal bilateral s generado por las expresiones
a®b—b® a, para todos a,b € M. Escribimos S"M = T"M/(s N T"M)
para considerar el morfismo de médulos

@zHgﬁn:T(M)%HS"M

n>0 n>0

obtenido de aplicar los morfismos naturales ¢,, : T"M — S™M a las com-
ponentes de T'(M). Aqui, kero =[], ~,(s N T™M). El ideal s cumple con
la igualdad s = [],~(s N T™M), por lo que es un ideal homogéneo.
Esto nos permite considerar a ¢ como un morfismo de anillos, que le da
estructura de dlgebra graduado al dlgebra simétrico S(M):

S(M)=T(M)/s =[] 5" M.

Es fécil ver que si n > 2, 0 € S,, es una permutacién y ay,...,an, € M,
entonces s contiene a (a1 ® - -+ ® an) — (Ao(1) ® -+ @ Ag(n))-
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El dlgebra alternante A (M) del k-mddulo M es el k-dlgebra que se ob-
tiene al formar el cociente del dlgebra tensorial T'(M) entre el ideal bilateral
a generado por las expresiones a®a, para todoa € M. Sia,b € M, entonces
a contiene a las expresiones a®b+b®a = (a+b)®(a+b) —a®a—b®b. Para
ai,...,a, € M, laimagen de a1 ®---®a, en A\ (M) se escribe a; A- - - Aa,., de
manera que a Ab+bAa = 0, siempre que a,b € M. Como a es homogéneo,
tenemos que A\(M) =[1,,5o A" M, donde \" M =T"M/(anNT"M).

Una funcién f : M™ — k se llama alternante cuando f(mq,...,my) =0
si m; = m; para algunos ¢ # j.

Observaciones. Sean n un entero positivo fijo y M un k-mdédulo. Asi como
T™M satisface una propiedad universal, tenemos que

1. La composicion de los morfismos naturales g : M"™ — T"M — S™"M
es multilineal y simétrica; y cumple con la condicién universal de
que para todo k-médulo L y toda funcién multilineal y simétrica
h : M™ — L, existe un tnico morfismo ¢ : S"M — L que hace
conmutativo al diagrama

M 2 SN

|, A

L

2. La composicién de los morfismos naturales f : M™ — T"M — \" M
es multilineal y alternante; y cumple con la condicién universal de
que para todo k-médulo L y toda funcion multilineal y alternante
q : M™ — L, existe un tinico morfismo ¢ : A" M — L que hace
conmutativo al diagrama

Teorema 4.8 Sean k un anillo conmutativo, M y N k-mddulos. Entonces:

1. Cada T"(M & N) de la descomposicion de T(M & N), es la suma di-
recta de todos los productos tensoriales de k-mddulos, con n factores,
elegidos entre M y N.

2. S(M@® N)=S(M)®S(N) es un isomorfismo de dlgebras, siempre
que S(M) ® S(N) esté provisto de la multiplicacién conmutativa.

3 ANMeN) =2 AM) @ AN(N) es un isomorfismo de dlgebras si a
AM) @ A(N) se le provee de la multiplicacion bilineal que cumple
(a®b) A (c®d) = (—1)P(ac @ bd), para todos b€ \* N, ce \' M.
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Demostracion: La primera afirmacién es consecuencia de la Proposicién
4.5. Por ejemplo,

T*(M@N)=MeoM)® (Mo N)® (N®M)®(N®N).
Asi, podriamos escribir
TMeN)=T(M)QT(N)T(M)RT(N)® - -

A partir de aqui, las dos siguientes afirmaciones admiten demostraciones
analogas entre si. Veamos por ejemplo la ultima.

NA(M & N) es el resultado de dividir T(M @ N) entre el ideal a generado
por las expresiones a ® a, para todos a € M ® N. Sea b el subideal de a
generado por las expresiones a @b+ b®a para todosa € M, b€ N;yseaa
la imagen de a en T(M @ N)/b. Entonces, T(M @& N)/b 2 T(M) @ T(N),
mientras que

N & N) = [T(M) @ T(N)]/az \(M)® \(N).

Este 1ltimo objeto provisto de la multiplicacién indicada. O
Corolario 4.9 Sea M un k-mddulo libre con base {u, ..., unm }. Entonces:

1. T(M) y todos los T M también son libres. El rango de T"M es m";
y{u, @ - @u;, | 1 <1iy,...,in, < m} es una base de T"M, por lo
que T (M) se identifica con el dlgebra no comutativo de polinomios en
las variables {uy,...,um } con coeficientes en k.

2. S(M) y todos los S"M también son libres. El rango de S™M es
("H'f_l); y el conjunto de monomios de grado n en Ui, ...,U, €S
m—1

una base de S"M, por lo que S(M) se identifica con el dlgebra de
polinomios en esas variables con coeficientes en k.

3. N(M) y todos los N\" M también son libres. El rango de \" M es
(7:;), y{ug, Ao A, | 1<idp <+ <ip, <m} es una base de \" M.

Demostracién: Por el Corolario 4.6, tenemos que T (M) y todo T"M

también son libres, como en el enunciado. Asi, T (M) se identifica con el

algebra no comutativo de polinomios en las u; con coeficientes en k.
Después, induccién en m produce M = k™ = kuy & [ [\, ku;. Aqui,

S(M) = S(kuy) @ S(ﬁ k),

=2

donde S(kup) tiene como base a las potencias de up, mientras que la
hipétesis inductiva dice que S(]], ku;) es el anillo de polinomios en
U2, ..., Um. La conclusion se obtiene de ahi usando el Teorema 4.8.2.
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Finalmente, M = kuy @ [\~ ku; produce A M = Akus @ AT, ku;
con A(kup) = k[u1]/(u?) = k @ ku;. De manera que

NI = (k& kur) © A(J] kua),
=2
A" (k™) = A" (RN @ [kur @ A" (R,

de donde se obtiene la conclusién usando el Teorema 4.8.3. O

Transformaciones de rango uno

Supongamos que M y L son espacios vectoriales sobre un campo k, con
bases {u1,...,um} v {v1,...,v,} respectivamente. Sabemos que entonces el
dual M* = Homy (M, k) también es libre, con base {uj,...,u} }, donde
uf(uj) = 6;5. El Corolario 4.6, garantiza que L ® M* es libre, con base

{fv;ou; [1<j<n, 1<i<m}

Asi, L@ M* = Homy (M, L), al ser ambos médulos libres de rango mn; pero
este isomorfismo es “natural”, por lo que no le asignamos ningtin simbolo,
simplemente consideramos que v®u* pertenece a Homy (M, L); y que actiia
ast: (v @ u*)(x) = u*(x)v, para todos © € M, u* € M* y v € L.

Observando que (v; ® u})(up) = d;pv;, es claro que a T le corresponde
la matriz A = (a;;) € Myxn con respecto a las bases elegidas si y sélo si
T= Zij aij(vj @ uy).

El rango de una transformacién T : M — L es el de su imagen T'(M);
asi, cada v ® u* € Homy (M, L) es de rango uno. Aqui tenemos que

Im(v @ u*) = (v) y que ker(v ® u*) = keru™.

Observaciones. Si V' es un espacio vectorial de dimensién n, entonces se
tiene para todos v,z € V, u*,w* € V* y T € EndV que:

1. Twv®u*)=Tv®u*,

2. (W@u")T =vQ T*u*,

3. (veur)(zw*) = (u'z)(vew"),
4. (vRU)* =uF @V X u* Q.

Teorema 4.10 a) Si rangoT = r, entonces T es la suma de r transfor-
maciones de rango uno; pero no es suma de ningun numero menor de tales
transformaciones.

b) rangoT = rangoT™.
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Demostracién: a) Sean {ws, ..., w, } una base de T'(M) y v € M, entonces
existen escalares ¢; € k para 1 < ¢ < r tales que T'(v) = >.\_; cqw;; y
que definen funciones lineales f; € M* con f;(v) = ¢;. As{ resulta que
T=3_(0;®f)

Supongamos que T' = Zle B;, con rango B; = 1, para toda B;, entonces
T(M) C > 7 | Bi(M), por lo que r = rangoT'(M) < Y7_, rango B; = s.

b) Supongamos que rangoT = r, de manera que existe {v1, ..., v} lineal-
mente independiente con

T T s
T = Z(% Qu;)=T"= Z(% Qu;)" = Z(uf ® v;),
i=1 i=1 i=1

*

identificando a cada v}* con v;, por lo que rangoT™ < r.

Afirmamos que {uf,...,u’} es linealmente independiente. De no ser asi,
tal vez reordenando los indices, se tendrian expresiones u; = Z‘;:l a;juj
para 1 < ¢ < r, con escalares a;;, donde s < r. Pero entonces tendriamos

T 00 Y agup) = (3 an) )
i=1 j=1

j=1 i=1

una suma de s transformaciones de rango < 1; y una contradiccion.
Elegimos w} € L* tales que wj(v;) = d;j, para tener T*(w}) = uj. Asi,
u; € ImT™*, para todo 1 <4 <7r;yrangoT* =r. O

Dados un campo k y una matriz A € M,,x,(k), definimos el rango
renglén de A como la dimensién del subespacio de k(™) generado por los
renglones de A. El rango columna de A es la dimensién del subespacio
de k(™ generado por las columnas de A.

Corolario 4.11 rango rengléon A = rango columna A.

Demostracién: Supongamos que la matriz A estd asociada a la funcién T :
k(M) — k() entonces A? estd asociada a T* : k(") — k(™) La conclusién es
consecuencia de que rango renglén A = rangoT y que rango columna A =
rango ™. O

Teorema 4.12 Si T : V. — W es una transformacion lineal y V es de
dimension finita, entonces dimV = rangoT + dimker T'.

Demostracion: Sea {uy, ..., u, } una base de ker T' que se extiende a la base
{u1,..eytlr,v1,...,v5} de V. Aqui tenemos que dimkerT = r, que dimV =
r+syque B={T(v1),...,T(vs)} genera a T(V); pero B resulta ser una
base de T'(V) y s = o(B) = rango T, al ser B linealmente independiente:

S S

ZciT(vi) :OéT(Zcivi) :0:32011;14 ckerT =¢; =0, Vi.D

i=1 i=1 =1
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Ejercicios

1.

a) Sea G un grupo finito. Demuestre que o(G) es la dimensién como
espacio vectorial sobre un campo k del k-dlgebra de grupo k[G].

b) Sea H el grupo de cuaternios de la Seccién 1.3. Investigue si son
isomorfos R[H] y el dlgebra de cuaternios reales H.

. Sea f: k — A un k-élgebra, libre como k-mddulo, con rango, A = n.

Demuestre que A es isomorfo con un subdlgebra de Endy, k(™.

La multiplicacién de Arens. Sea V' un espacio vectorial sobre k de
dimension infinita, provisto de una multiplicacién bilineal V xV — V.
Definimos una serie de multiplicaciones como se indica.

VXV =V (u*-v)(w) =u"(vw),
V*x V=V (W 0")(w) =u™* (v* - w),
V** % V** N V**, (U;** . U**)(U}*) — U**(’U** . ’LU*)

Demuestre que h : V — V** dada por h(u)(v*) = v*(u) € k, para
u € V,v* € V* es inyectiva. Demuestre que V** x V** — V** extiende
a la multiplicacién original y que es asociativa, si la multiplicaciéon
original lo era.

. Verifique que la suma directa [[;.; M; de k-mddulos satisface la

siguiente propiedad universal: Dados un k-mdédulo C' y k-morfismos
{g: : M; — C'| i € I}; existe un tnico k-morfismo ¢ : [[,.; M; — C
tal que g o j; = g;, para todo i € I.

icl

Sean R un anillo local, m su ideal méximo, k = R/m y M un R-
modulo finitamente generado. Demuestre que k@ M =0 = M = 0.

Sean k un campo y V un espacio vectorial sobre k de dimensioén finita.
Demuestre que para 7,5 € End V| es cierto que

(a) rango(T + S) < rango(T) + rango(S).
(b) rango(T o S) < min{rango(7'),rango(S)}.
(¢) S invertible = rango(T o .S) = rango(T) = rango(SoT).

4.3 Determinantes

Sean k un anillo conmutativo y V un k-mdédulo libre con base {ey, ..., €, }. En
la descomposicion AV = A°VeA' VaA? Ve --a\" V, se tiene que cada
A"V es un médulo libre con base {e;; A+ Ae;, | 1 <ip < -+ <i, <n}.
En particular, A°V 2k, A'V 2V ydim A"V = 1. Ademss, A" V tiene
como base al conjunto con un sélo elemento {1 A --- A€, }.



4.3 Determinantes 173

Dados n vectores uq, ..., u, € V conu; = Z?Zl a;j€; paracadal <i <n,
calculamos su producto exterior, para obtener

n n
Uy N\ - Nuy :Zaljej/\~~/\2anjej =A 61/\"'/\€n,
J=1 Jj=1
para algin elemento A € k. Esto nos permite definir una funcién multi-
lineal y alternante det : V™ — k llamada determinante. De manera que
det(u,...,u,) = A.

Dada A = (a;;) € My(k), una matriz n x n; definimos el determi-
nante de A, escrito det A, como det(uq,...,u,), donde u; = 2?21 @i €;
son los vectores renglén de A. Asi, tenemos otra funcién, también llamada
determinante, det : M, (k) — k. También escribimos det A asf:

ailp 0 Qin

an1 o Ann

Observaciones. Obtenemos las siguientes propiedades de los determi-
nantes a partir de su definicién.

1. El caso 2 x 2.

ail a1z | _
= aiia2 — ai2a21, pues

a1  G22
(a11€1 + ar2€2) A (a21€1 + agzez) = (a11a22 — a12a21) (€1 A €2).

2. El determinante de una matriz diagonal es

ay, 0 - 0
0  ayp - 0

= Q11 Qpn,
0 0 - apn

pues (a11€1) A -+ A (@pn€n) = (@11 Apn) €1 A -+ - A €,. Casos par-
ticulares importantes son el determinante de la matriz identidad,
det(d;;) = 1; y el determinante de una matriz escalar, det(bd;;) = b".

3. Efectuando la multiplicacién exterior para una matriz A = (a;;),
vemos que

n

det A= " (1) [[ as.o(i)- (4.3)
o€Sn i=1

De manera que det : M,(k) — k es una funcién polinomial ho-

mogénea de grado n con n! términos, la mitad de los cuales tienen

coeficiente 1; y la otra mitad tienen coeficiente —1. Cada término de

(4.3) incluye exactamente un factor de cada renglén (columna) de A.
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4. El determinante de una matriz es igual al de su transpuesta.

Sean A = (a;;) y B = A' = (b;;), de manera que b;; = aj;, para
cualesquiera fndices 7, j. Escribimos 7 = ¢~ !, para obtener

n

det A = det B = Z (-1)° ﬁbi,o(i) = Z (—1)7 Hao(i)ﬂ'
i=1

ocES,, c€S, i=1
= > () [[aior =D )7 [ aire = det A.
o€Sy, i=1 TES, i=1

5. Dada A € M,(k), con vectores columna v, = >_1 | a;p€;, también
podemos considerar det(vy, ..., v,). Una consecuencia inmediata de la
observacién anterior es que det A = det(vy,...,v,). De manera que
podemos decir que el determinante de una matriz es una funcién
multilineal y alternante de sus renglones o de sus columnas.

Teorema 4.13 Si A, B € M, (k), entonces det(AB) = (det A)(det B).

Demostracién: Sean uq,...,u, los vectores renglén de B 'y A = (a;;),

entonces los renglones de AB son 2?21 aiUj, ..., 2?21 anjuj. El célculo

ialjuj /\~-~/\ianjuj = (det A) ug A+ Auy
= j:1: (det A)(det B) €1 A--- A€y
demuestra que det(AB) = (det A)(det B). O
Teorema 4.14 (Regla de Cramer) Si el sistema de ecuaciones lineales

ann X1 + -+ a1, Xp = a
: (4.4)
a1 X1+ - 4 apn Xy =

satisface la condicidon D = det(a;;) € k*, entonces existen soluciones unicas
dadas por: X; = D~ 1det(ay, ..., a;_1,¢, Qit1,-..,an), para 1 < i < n, donde
c es el vector con coordendas cy, ..., c,; mientras que a; es el j-ésimo vector
columna de la matriz A = (a;;).

Demostracién: El sistema de ecuaciones (4.4) puede expresarse como la
igualdad de matrices en M, «1(k[X1, ..., Xp]):

X ailr -+ Qip X1 1
(a1 - an)| * | = R : =

Xn Gnl crr Gpn Xn Cn
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7’ . n ., .
Asf, (4.4) dice que } 7, Xja; = c. La conclusién es consecuencia del
célculo siguiente

det(ay, ..oy @i—1,€,Qig1y ey Q)

n
= det(al, ceey A1, E Xjaj,ai_H, ceey an)
j=1

= det(al, ...,ai,l,Xiai,aiJrl, vy an) = XiD. O

Teorema 4.15 Dado un anillo conmutativo k, una matriz A € M, (k) es

invertible si y solo si su determinante lo es; en cuyo caso, det(A~') =
(det A)~1L.

Demostracién: Veamos primero que A invertible = det A € k*:
AAT =1 = (det A)(det A™') =1 = det(A™ ') = (det A) .

Reciprocamente, si det A € k*, entonces cada sistema de ecuaciones li-
neales Z?:l Xja; =€ con 1 <i<n, formado usando las columnas a; de
A, tiene como solucién tinica al vector columna (by;, ..., by )t. Entonces la
matriz B = (b;;) satisface AB =1. Asf, B=A"'. o

Observacioén. Si k es un campo, entonces el Teorema 4.15 afirma que A es
invertible si y sélo si det A # 0. La Proposicién 4.2 implica que los renglones
de A forman un conjunto linealmente independiente si y s6lo si det A # 0.

Dados un anillo conmutativo k y una matriz A = (a;;) € M, (k), escribi-
mos N = {1,...,n}; y consideramos los renglones de A:

n
a; = E a;j€j, paral <i < n.
Jj=1

La definicién de det A = A(A) fue a través de la igualdad
a1 AN Nap =A(A) 1A Ney.

Elijamos ahora un subconjunto P = {i1,...,i,} € N, donde i1 < --- < ip.
Obtenemos una expresién unica

ail/\---/\aip: Z Ag(A) 6j1/\"'/\€jp7 (45)
QCN,0(Q)=p

donde Ag(A) € k, para cada Q = {j1,...,Jp} € N con o(Q) = p. Aqui
suponemos que j1 < -+ < Jjp.
Jp

Los elementos A%(A), también escritos Aj 7 (A), son los menores

p x p de A. El nimero de tales menores con P fijo es (Z)
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Para calcular cada Ag(A), consideramos las proyecciones fg : V — Vg
en los distintos submédulos Vi = (¢; | j € @), de manera que
folai) = aij €5, + -+ + aij, €5y,
Falan) A+ A folas,) = AZ(A) & A+ Nes,. (46)
La ecuacién (4.6) nos aclara que AIQD (A) es el determinante de la subma-

triz de A formada por los renglones en P y las columnas en ). Observamos
que AN(A) = A(A), convenimos que AZ(A) = 1y escribimos P/ = N\ P.

Teorema 4.16 (Expansién de Laplace) Dada A = (a;j) € My(k),

elegimos un conjunto de renglones P = {i1,...,4p} con iy < --- <1p.
Entonces
detA= Y (~)OTE Gt AL(A)AE, (A), (4.7)
QCEN,o(Q)=p

donde Q = {j1,.... Jjp} con j1 <--- < jp.

Demostraciéon: Efectuamos el calculo

(_1)(i1—1)+“'+(ip—17)(a1 A Aay)

(@ A= Nagy) Aag,,, N+ Nag,)

S A%A) e, A Neg, Aai,, A Nag,)

QCN,0(Q)=p
Yo ARA) e A A, AAR(A) 6,0 A Ae,) =
QCN,0(Q)=p

> ()OI EGAG(A) AB(A) @A A,

QCN,o(Q)=p

donde P’ = {ipj1,...;in} con ippq < --- < ip y Q = {Jpt1,.-,Jn} con
Jp+1 < -+ < jpn, de manera que a1 A--- A a, =

Z (—1) it + G tin) AQ(A) A%(A) LA A en,
QCN,0(Q)=p
de donde se obtiene la conclusiéon. O

Es posible enunciar un resultado analogo partiendo de un conjunto fijo
de columnas. En vista de (4.7), se dice que

(—1)Zier it eq ) AjQJ:(A)

es el cofactor de Ag (4).

En el caso en que P = {i} y Q = {j}, se tiene que Ag(A) = a;; y que
su cofactor, escrito A;; es (—1)"*J por el determinante de la submatriz de
A obtenida eliminando el renglén i y la columna j.
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La expresion
det A =aj 141+ -+ aindin

es la expansién a lo largo del renglén i.
La matriz cof A = (A;;) es la matriz de cofactores de A. La matriz
adj A = (A;;)" es la matriz adjunta de A.

Teorema 4.17 Para A = (a;5) € M, (k), se tiene que
A(adj A) = (adj A)A = (det A)1,
donde 1 es la matriz identidad n X n.
Demostracion: El elemento en la posicién ij de A(adj A) es
an A+ + ainAjn;

pero tenemos que a;1 A1 + - + a;p A = det A, mientras que si i # j, se
tiene que a;1 A1+ - -+ainAj, = 0, al ser la expansion a lo largo del renglén
j de la matriz con dos renglones iguales, obtenida de A reemplazando al
renglén j por el rengléon ¢. O

Corolario 4.18 Si A € M, (k) y det A € k*, entonces

A7l = (det A)"*(adj A).

Ejemplo. En el caso 2 x 2, se tiene que

(“ b><d _b):ad—bc:A,
c d —c a

de manera que si existe A~!, entonces

(i Z)l = (ad — be) ™! (_dc _ab> .

Supongamos que k es un campo y que A = (a;5) € Myxn(k). Decimos
que A tiene rango determinantal r en caso de que exista un menor r X r
de A distinto de cero; pero con todos los menores (r + 1) x (r+1) de A
iguales a cero.

Teorema 4.19 Si k es un campo y A = (a;;) € Mpyxn(k), entonces
rango A = rango determinantal A.

Demostracién: Sea r = rango A. Aqui existe un conjunto linealmente
independiente de r renglones de A; y todo conjunto que contenga mas de
r renglones de A es linealmente dependiente.
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Todo menor de A de tamafio s X s con s > r vale cero, pues la subma-
triz asociada consiste de las coordenadas de una proyeccién de s vectores
renglén de A, que forman un conjunto linealmente dependiente.

Supongamos que los primeros r renglones de A son linealmente indepen-
dientes. Sea B la submatriz de A formada por estos renglones. La matriz
B tiene r columnas linealmente independientes. Supongamos que son las
primeras, con ellas se obtiene un menor de B distinto de cero de tamano
rXxr. O

Teorema 4.20 Sean k un dominio de factorizacion unica, R = k[X;;] el
anillo de polinomios en las n? variables Xij, para 1 < 4,5 < n; y sea
A= (X;;) € M,(R). Entonces det A es irreducible en R.

Demostraciéon: El Teorema 2.54 garantiza que R también es de factoriza-
cién unica. Procedemos por induccién en n. Supongamos que det A admite
una factorizacién no trivial.

Sea @ el anillo de polinomios sobre k en las variables X;; # X1, de
manera que R = Q[X11]. La expansién a lo largo del renglén 1 de det A es

det A = ZXliAli = X11411 +p, conp € Q.

i=1

Aqui podemos suponer que A1 es irreducible en @, por lo que A7 también
es irreducible en R; y det A sélo puede factorizarse asi en Q[X11]:

det A = (aX11 + b)e, con a,b,c € Q.

Esto implica que ac = Ai1, por lo que podemos suponer que a = 1 6
bien que ¢ = 1. Veamos qué sucede en cada caso. Si ¢ = 1, entonces la
factorizacién es trivial; y terminamos.

La factorizacién no trivial de det A implica que a = 1; pero entonces
c=Ajy;y ast Ayq | (det A). Andlogamente, (A1 -+ Apy) | (det A), que es
absurdo para n = 2 porque X2s { (X11X22 — X12X51); vy que también es
absurdo para n > 2 porque el grado de (Ay1 -+ Ann) es n(n — 1), mayor
que el grado n de det A. O

Teorema 4.21 Sean k un campo infinito, R = k[X;;]| el anillo de poli-
nomios en las n* wvariables X;j, para 1 < i,5 < n; y sea f(X;j) € R
homogéneo tal que al evaluarlo en elementos de M, (k) se tengan f(1) =1
y f(AB) = f(A)f(B). Entonces f(Xi;) es una potencia del polinomio
det(X”)

Demostracién: Supongamos que el grado de f(X;;) es . Como
(adj A)A = (det A)1 = f(adj A)f(A) = f[(det A)1] = (det A)";

y dado que k es infinito, tenemos que f(adjX)f(X) = (det X)", por el
Ejercicio 2.7.9, al escribir X = (X;;) € M, (R). Asi, f(X;;) | det(X;;)". El

]
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teorema anterior garantiza que f(X;;) es una potencia de det(X;;), porque

f)y=1. o

Ejemplo. Sea k un campo tal que p 1 n, donde p = caract k. Dados
ag, a1, ...,an—1 € k, el circulante C(ap,aq,...,a,—1) es el siguiente deter-
minante:

ao ai az -t Qp—1
Qp—1 ago ai o Gp—2
Qp—2 Ap—1 ag o Gp—3

ai a2 ag - ag

Supongamos que k contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad
¢ = (¢ yque ¢ = ¢ paral < i < n. Consideremos un k-dlgebra A
con base {1,u,u?,...,u" '} y con la multiplicacién indicada, sujeta a la
condicion u” = 1.

Sea a = ag+ajut+asu’+- - -+a,_1u" "t € A. La multiplicacién izquierda
por a tiene asociada la matriz

ao ay az -+ Qp-1
an-1 ag ay -+ An-2
B=| -2 Gp-1 Qo -°* Gp-3 ,
ay a2 as - ao

que satisface det B = C(ag, a1, ..., an_1).
Sean v; los vectores dados por

v 1 1 ... 1 1
Vo 1 G .. ?*1
Un 1 Cn—l ce C:zl:ll un !

El conjunto {v,...,v,} es una base de A porque la matriz de coefi-
cientes tiene determinante :i:HKj(Q < ;) # 0. La matriz asociada a
la multiplicacion izquierda por w con respecto a la nueva base es diago-
nal, dado que wv; = w(l + §_qju + -+ + Cf:llu”_l) = (!'7%y;, para todo
1 < i < n. Por tanto, multiplicacién izquierda por a tiene matriz diagonal
con ag 4+ a1Ct 4+ ao 2D 4o g, 1 (DA en la posicién ii.

Concluimos que

n

C(ag, a1, ... an—1) = [ [(ao + a1Gi + a2 + -+ + an_1(P ).

i=1

Numeros duales y derivacién de determinantes
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Dado un anillo conmutativo k, definimos el algebra de nimeros duales
sobre k como k[e] = k[T]/(T?), de manera que los elementos de k[e] son de
la forma a + be, con a, b € k. La relacién €2 = 0 tiene el propésito de crear
una extension natural en k[e][X] para cada f(X) € k[X]:

f(X +€e) = f(X) + DIf(X)]e,

donde D[f(X)] es la derivada de f, igualdad que puede verificarse ficil-
mente para monomios y extenderse linealmente al caso general.

Si consideramos una matriz B = (b;;(X)) € M, (k[X]), con renglones b;,
para 1 <14 < n, tendremos que

det B + D(det B)G = det[bij(X + 6)] == det[bij(X) + D(b”)d
= det(by + D(by)e, ..., by, + D(by,)e)

=det B+ > det(br,...;bi1,D(b), bit1, ..., bn)e,

i=1

por lo que D(det B) = Z;L:l det(bl, veey bi—h D(lh), bi+1, ceny bn)
Ejercicios
1. Demuestre que el determinante de una matriz con una particién y
submatrices cuadradas en la diagonal es

All * e *
0 A e * n
det . .22 . . - H(det A”)
. . . . i—1

2. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo k y sea
p € Endg V.

(a) Defina una funcién lineal A% : AV — A*V para 0 < d < n,
inducida naturalmente por ¢.

(b) Demuestre que

n

det(A-1—¢) = (1) tr(AY @)

d=0

(¢) Suponga que p(e;) = \je; para una base {ey, ..., €, } de k™), con
todo A; € k. Demuestre que tr(A%¢) es el d-ésimo polinomio
simétrico elemental en las ;.

3. Dado un anillo conmutativo k con 1, sea {e1, ..., €, } una base de k()
y sean u; = Z?Zl ajje; € k(™) para 1 < i < n. Demuestre que todo
v € k™ /(uy,...,u,) satisface (det A)v = 0, donde A = (a;;).
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4. Sean k un campo y A € M, (k). Demuestre que

(a) det(adj A) = (det A)"~ 1.

(b) adj(adj A) = (det A)"~2A.

(¢) rango(A) = n = rango(adj A) = n.

(d) rango(A) = (n — 1) = rango(adj A) = 1.
(e) rango(A) < (n — 1) = rango(adj A) = 0.

5. Para los siguientes determinantes n X n, demuestre que

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 O 1|_ (_1)n71(n_1).
1 1 1 0
a+b a a a
a a+b a a
o a atb o a |_pina o).
a a a -~ a+b

6. Sea A = (a;j) € M, (k). Demuestre que

det A =an Ay — Y (-1)° +Ja11a1jA}1’g§, (A).

i,j=2

181

7. (a) Demuestre que el édlgebra de ntimeros duales es isomorfo con

AV, cuando dimV = 1.

(b) Defina el dlgebra de cuaternios generalizados H(a, b) como el k-
médulo libre con base {1,4,j,k} provisto de la multiplicacién
bilineal que satisface ij = k,jk = i,ki = j; ji = —k,kj =
—i,ik = —j con i2 = a,j2 = b,k? = —ba. Demuestre que
cuando dimV = 2, el dlgebra AV es isomorfo con el dlgebra
de cuaternios generalizados H(0, 0).

4.4 Matrices sobre Dominios Principales

Suponemos que k es un anillo conmutativo. En el anillo de las matrices
cuadradas M,, (k) definimos la matriz E;; como aquella que tiene al nimero



182 4. Algebra Lineal

1 en la posicién 5 y ceros en las otras posiciones. Esto lo hacemos para
cualquier pareja de indices 7j.

Para i # j y t € k, definimos a la matriz elemental de primer
tipo z;;(t) = 1 + tE;;, también llamada transveccién. El producto y el
conmutador de estas matrices se comportan asi:

x”(t) (Eij(T’) = Tgj (t + T). (48)
o )y = [ Tia(tr) sii=p, i F g
N S A (49)

Recordemos que el conmutador de a,b es (a,b) = aba~'b~!; y observemos
que x;;(0) = 1, mientras que [x;;(¢)]™' = z;;(—t), para todos t € k, i #
j. De esta manera, las expresiones (4.9) calculan conmutadores donde el
conjunto {4, j,p, q} tiene al menos tres elementos.

Una matriz elemental de segundo tipo D;(t) es aquella con ¢t € k*
en la posicion ii; y con las demds coordenadas iguales a las de la matriz
identidad.

Para i # j, definimos a la matriz elemental de tercer tipo F;; como
aquella obtenida a partir de la matriz identidad al intercambiar sus ren-
glones 7 y j.

Observaciones. Las siguientes propiedades de las matrices elementales
son inmediatas:

1. Toda matriz elemental es invertible.

2. Multiplicacién izquierda por x;;(t) tiene el efecto de agregar t veces
el renglén j al renglén .

3. Multiplicacién derecha por z;;(t) tiene el efecto de agregar t veces la
columna ¢ a la columna j.

4. Multiplicacién izquierda (derecha) por D;(t) tiene el efecto de multi-
plicar por t al renglén i (a la columna ).

5. Multiplicacién izquierda (derecha) por P;; tiene el efecto de inter-
cambiar a los renglones (columnas) i y j.

Definimos tres tipos de operaciones rengléon elementales: las cau-
sadas por multiplicacién izquierda con matrices elementales del tipo corres-
pondiente. De manera semejante, las operaciones columna elementales
son causadas por multiplicacién derecha con matrices elementales del tipo
correspondiente.

Dados un anillo conmutativo k£ y un k-moédulo libre N de rango r, tene-
mos un antiisomorfismo de anillos ¥ : Endy(N) — M, (k). El subconjunto
de automorfismos de N es un grupo ante composicién de funciones, que lla-
mamos grupo general lineal, lo escribimos asi: Aut,(N), o bien GL(N);
y a su imagen ¥(Autg(N)) la escribimos asi: GL, (k).
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El grupo especial lineal SL, (k) es {A € GL,(k) | det A = 1}, un
subgrupo normal de GL,(k), pues es el niicleo del morfismo det.

A continuacién enfrentamos el problema de encontrar formas candnicas
ante equivalencia para matrices sobre anillos Euclideanos o principales. El
siguiente teorema es un gran paso en esta direcciéon.

Teorema 4.22 Sea (k,d) un anillo Euclideano, entonces:

a) Las matrices elementales de 1" tipo generan a SLy, (k).

b) Las matrices elementales de 1° y 2° tipos generan a GLy, (k).

¢) Toda matriz A € Mpyxn(k) puede llevarse a través de operaciones
elementales de 1° y 2° tipos, a una de la forma

dy
diag(dy, ..., d,,0,...) = d, ,

0

condy---d.#0; y cond; | diy1 paral <i<r.
d) Dada A € Mp,xn(k), existen matrices P € GLp, (k) y @ € GL, (k)
con PAQ = diag(dy, ..., d,,0,...).

Demostracion: a) Dada una matriz A € SLy,(k), consideramos al conjunto
A de las matrices en M,, (k) que se pueden obtener a partir de A por medio
de una serie de operaciones elementales renglén o columna de 1°" tipo.
Observemos que todo elemento de A es invertible.

Sea B = (b;;) € A tal que b;; # 0 exhiba un valor §(b;1) minimo en-
tre todos los valores de § evaluada en coordenadas no cero de la primera
columna de matrices en A.

En estas condiciones, b;; | bj1 para todo 1 < j < n, pues de no ser asi,
el algoritmo euclideano produciria 0 # r € k tal que bj;1 = gb;1 + 7 con
0(r) < §(bi1); pero r estarfa en la primera columna de alguna matriz en A.

Asi, podemos suponer que bj; = 0 Vj # i; y vemos que b;; € k*, para
conseguir una nueva B = (b;;) € A con b1 =1y con bj; =0 Vj # 1.

Por induccién en n, transformando a la submatriz de B obtenida al
eliminar el primer renglén y la primera columna, podemos exhibir una
matriz en A triangular superior

1 *
0 1

para finalmente encontrar a la matriz identidad en A.
b) Partiendo de A € M,, (k) con det A = ¢ € k*, podemos escribir

A = diag(c, 1, ..., 1)[diag(c 1, 1, ..., 1) A] = diag(c, 1,...,1) B,
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con B = diag(c™1,1,...,1) A € SL, (k).

¢) El inciso b) implica que las matrices elementales de 3°” tipo se pueden
expresar en términos de las de 1° y 2° tipos. Por tanto, aqui podemos
utilizar todo tipo de operaciones elementales.

Dada A € M, (k), consideramos al conjunto A de las matrices que se
pueden obtener a partir de A por medio de operaciones de 1° y 2° tipos.
Elegimos B = (b;;) € A con b;; # 0y con 6(b;;) minimo entre los valores
posibles para coordenadas de matrices en A. Suponemos que i = j = 1,
para poder también suponer que by; = b;; =0, V4,5 > 1. Asi,

by O - 0
0 ba ban
B = . ,

donde ademsds b1 | b;; para todos 4, j > 1. Concluimos por induccién, pues

b22 o b2n

bn2 e bnn

llega a la forma indicada con coordenadas que son multiplos de by;.

d) Esto es claro. O
Observaciones. Para saber que las matrices de la forma dada en ¢) son
canonicas, falta establecer la unicidad de los elementos d;. Esto lo hacemos
en el siguiente teorema, para el caso més general de dominios principales,
donde primero vemos la existencia de esas matrices “diagonales”. Las afir-
maciones a) y b) anteriores no son vélidas para todo dominio principal.

Teorema 4.23 a) Toda matriz A € Mp,xn(k) con k principal es equiva-
lente a una de la forma

dq

diag(ds, ..., d,,0,...) = d, ,

condy---d. #0; ycond; | digq paral <i<r.
b) Cada d; es unico mddulo asociados; y si AA; es el m.c.d. de los menores
1 X1 de A, entonces A; =dy -+ d;, para 1 <i<r.

Demostracién: a) Para a # 0, definimos la longitud de a, escrita (a),
como el nimero de primos (con sus multiplicidades) que aparecen en la
factorizacién de a, de manera que ¢(a) =0 < a € k*.
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Dada A € My, xn(k), elegimos una matriz B = (b;;) con una coordenada
bpq tal que £(b,,) sea minimo entre las coordenadas de matrices equivalentes
con A. Podemos suponer que p = ¢ = 1 para tener ¢(b11) minimo.

Afirmamos que bi1 | b1; ¥ que b1y | bi1 para todos ¢,j > 1. Veamos
qué pasaria si by 1 bia: Sea d = (b11,b12), de manera que ¢(d) < £(b11) y
existirian x,y € k con d = xby1 + ybis.

Sean u = bya/d, v = —by1/d € k, por lo que

(56

Asi, tendriamos que

0 1
con £(d) < £(b11), que es una contradiccién.
Establecida la afirmacién, podemos suponer que bi; = b;; = 0 para
todos 4,7 > 1. Entonces tenemos que biy | b;; para todos i, j; pues de lo

contrario, al sumar el renglén ¢ al renglén 1 contradiriamos al paso anterior.
Concluimos por induccién en n 6 en m, ya que la submatriz

b22 e an

me e bmn

se puede “diagonalizar” preservandose la condicién byy | b;;.

b) Si multiplicamos a la matriz A por la izquierda o por la derecha por
una matriz cuadrada invertible P del tamano adecuado, tendremos que
todo menor ¢ x i del resultado estard en el ideal (4A;). Al ser P invertible,
esto implica que el m.c.d. de los menores ¢ X 7 es el mismo en ambos casos.
Asi, los A; son invariantes ante equivalencia. Cuando A es diagonal como
en a), con d; | d; para todo i < j, se tienen las igualdades A; = d; - - - d;,
para todo 1 < ¢ < r, de donde se obtiene la unicidad de los factores d;. O

Decimos que una matriz “diagonal” como en a) estd en forma candnica
v que los nimeros d; son los factores invariantes de A. Observemos que
r es el rango determinantal de A y que también es un invariante de A ante
equivalencia.

Existen paquetes de computacién como Macaulay2, CoCoA y Singular,
que efectian el calculo directo de los ideales A;, por lo que no es nece-
sario realizar operaciones elementales para encontrar la forma candnica de
una matriz dada. Sin embargo, en muchos casos es deseable encontrar las
matrices P 6 (Q que llevan una matriz dada a su forma candnica.
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Ejemplo. Podemos llevar la matriz A € M3(Z) a su forma candnica B:

12 —12 240 1 0 0
A=1 4 9 81 | — 10 12 0 =B,
0 480 O 0 0 480

pues A; =1, Ay =12 y Az = (12)(480).
Ejercicios

1. Encuentre un conjunto completo de invariantes ante equivalencia para
matrices m X n sobre un campo.

2. Sean k un dominio principal y d, a1, ..., a,, € k tales que valga la igual-
dad de ideales (d) = (ay, ..., a,). Demuestre que existe A € GL, (k)
tal que (a1, as,...,a,)A = (d,0,...,0).

3. Sean k un dominio principal y A,B € M, (k) con det AB # 0. Si
diag(ay, ..., a,), diag(by,...,b,) vy diag(ci,...,c,) son formas candni-
cas para A, B y C' = AB respectivamente, demuestre que a; | ¢; y
b; | ¢; para todo 1 < i < n. (Sugerencias: Considere el caso en que A y
B son diagonales, suponga que k contiene un tinico elemento primo).

4.5 Mobdulos sobre Dominios Principales

En esta seccién, suponemos que nuestros médulos son finitamente genera-
dos sobre un dominio principal k. El médulo generado por {ai,...,an} lo
escribimos asi: (aq, ...,am), o bien asi: ka; + -+ + ka,.

Teorema 4.24 a) Todo submddulo N de un mddulo libre M, es libre con
rango N < rango M.

b) Existen bases {uy,...,um}t de M y {vy,...,v,} de N tales que v; = a;u;
paral <i<n, conay|as| - | an.

Demostracién: a) Procedemos por induccién en m = rango M, siendo
claro el resultado para m = 1. Sea {u1, ..., u, } una base de M.

Si N C (aiy ..., am—1), entonces concluimos por la hipétesis inductiva. Si
no, existe u = ciu; + -+ + cpum € N con ¢, # 0. El conjunto de tales
coeficientes ¢, forma un ideal (b) de k, para el que existe

w=cuy +--+c,_Un_1+bu, €N.

La hip6tesis inductiva nos permite encontrar una base {vy, ..., v,—1} para
NN (uy,...,um—1), con n < m; pero entonces A = {vy,...,v,}, con v, = w,
es una base de N: Claramente, A genera a N; y es facil ver que A es
linealmente independiente.
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b) Si ¥ : N — M es la inclusién, entonces existen bases de M y de N
tales que con respecto a ellas, la matriz de ¥ esté en la forma candnica del
Teorema 4.23. D

Se dice que un k-médulo M es ciclico cuando admite a un conjunto {a}
con un unico elemento como generador. El anulador de un elemento
a € M es el ideal de k, escrito an(a), definido como {r € k | ra = 0}. El
anulador de un médulo M es el ideal {r € k | M = 0}, escrito an(M).

Un k-médulo ciclico M = (a) queda completamente descrito por el a-
nulador de su generador, pues M 2 k/an(a). Observemos que si b € (a),
entonces an(a) C an(b), de manera que si b es otro generador de (a), en-
tonces an(a) = an(b). En particular, si an(a) = 0, tendremos el isomorfismo
de k-médulos (a) = k.

Teorema 4.25 Sea M # (0) un k-mddulo finitamente generado. Entonces
M es una suma directa de modulo ciclicos:

M =ka, @ ®kas, donde (d1) 2 -+ D (ds), an(a;) = (d;) # k,V 1.

Demostracién: Como M es finitamente generado, existen un k-modulo
libre &™) y un morfismo suprayectivo ¢ : k(™ — M. Sean ker ¢ = k(™) y
¥ k™ — k() la inclusién.

Elegimos bases adecuadamente, para tener a {uj,...,u,} como base de
k(™ y como matriz asociada a 1 a una de forma diag(dy, ...,d.,0,...) con
d; # 0 para todo i, con d | dj | parai=1,...,r—1.

Sidj,...,d, =1 (6 bien son unidades), vemos que M estd generado por
las imdgenes a1 = ©(utt1), ..., as = p(uy,), al escribir s = n — ¢. Ademds,
sidy =djy,....ds = dj,, tendremos que M = ka; @ --- @ kas, con ideales
an(a;) = d; como en el enunciado. O

Al submdédulo de torsién de M, escrito tor M, lo definimos como
torM = {a € M | existe 0 # r € k con ra = 0}. Se dice que M es
de torsiéon cuando M = tor M; o que M es libre de torsién cuando
tor M = 0.

Teorema 4.26 Todo mddulo finitamente generado sobre un dominio prin-
cipal, es la suma directa de su submddulo de torsion y de un mddulo libre.

Demostracién: Si M = ka; @ - -- @ kas con an(a;) 2 --- 2 an(as), donde
an(a,) # 0; pero an(a,4+1) = 0, entonces ka; & - -+ @ ka, C tor M.
Reciprocamente, si m = cja; + -+ + csas € tor M, entonces existe 0 #
c € k tal que 0 = ecm = ccia1 + -+ - + ccsas, por lo que para ¢ > r se tiene
que cc; =0y que ¢; =0. Asi, ka; @ --- @ ka, = tor M.
Por otra parte, ka,41 @ --- @ kas = k(=) es libre, por lo que finalmente
M = (tor M) @k~ o

Sabemos que todo dominio principal es de factorizacion tnica. Dado un
elemento primo p € k, definimos la p-componente primaria M, de un
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k-médulo M como el conjunto {z € M | p'z = 0 para algtin i € N}. Es
inmediato que M), es un submédulo de tor M; y que si py, ..., pr son distintos
primos, entonces My, , ..., M, forman suma directa.

Lema 4.27 Sea M = ka un mddulo ciclico con an(a) = (r), donde r =
r17T9 para T1 Y T2 elementos primos relativos en k; entonces M = kb ® kc,
con an(b) = (r1) y an(c) = (r2). Reciprocamente, si M = kb @ ke, con
an(b) = (r1) y an(c) = (rq), donde r1 y ro son primos relativos; entonces
M = ka con an(a) = (rir2).

Demostraciéon: A partir de a, definimos b = rsa y ¢ = ria, para tener
que an(b) = (r1) y que an(c) = (rz). Ademds, existen s,t € k tales que
1 = sry +tre, por lo que a = la = (sr1 +tr2)a € kb+ ke; pero kbNke = 0,
pues m € kbNkc = rym =0 = rom = 1lm = (sr1 + tro)m = 0. Asi,
M = kb ® kc.

Reciprocamente, dado que M = kb & k¢, definimos a = b + ¢. Aqui,
ra = 0 implica 7b = 0 = r¢, porque kb N ke = 0; y entonces r € (rira).
Como rirea = 0, vemos que an(a) = (r172). Ahora bien, existen s,t € k
con 1 = sry + trg, por lo que b = 1b = (sr1 + tra)b = trab = tra(b+¢) =
troa € ka. Andlogamente, ¢ € ka; y asi ka = M. O

Teorema 4.28 Si M es un mddulo de torsion finitamente generado, en-
tonces My, = 0 para todo primo p € k, con un numero finito de excepciones:
Diy -y Dr; Y entonces M = My, @ --- © M, . También existe una descom-
posicion M = kay @ - - @ kag, donde cada an(a;) es de forma (p'), con p
primo yt > 1.

Demostracion: Si {by,...,b,} genera a M con an(b;) = (s;) para cada i,
hacemos la lista pq, ..., p, de los primos en k que dividen a los s;, para tener
que cada kb; C M, @ ---® M, ; y una descomposicién de M como suma
directa de mdédulos ciclicos primarios, gracias al lema.

Si ¢ es un primo distinto de todo p;, entonces

Mq:MqﬂM:Mqﬁ(Mpl@u-@Mr):O.

Por el Lema 4.27, cada submédulo ciclico ka; 6 kb; puede descomponerse
como suma directa de moédulos ciclicos primarios, es decir, con anuladores
de forma (p?) con p primo. O

Para M finitamente generado, tenemos M = (tor M) @ M’, con M’ libre.
El rango de M es rango(M/ tor M), que no depende del médulo M’.

Teorema 4.29 a) Si tenemos M = ka1 ®---®ka, = kby®---®kbs, donde
k # an(ay) 2 -+ D an(a,) y también k # an(by) O --- D an(bs). Entonces
r=s y también an(a;) = an(b;), para 1 < i <r.

b) Si M es de torsion y M = kcy @ -+ D ke, = kdy @ -+ - D kds con cada
an(c;) y cada an(d;) de forma (p'), entonces r = s y an(c;) = an(d;), para
1<e<r.
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Demostracién: Las hipétesis an(a;) # k # an(by) nos garantizan que
ka; # 0 # kb;, para todos 4, j. El nimero de indices i tales que an(a;) =0
es el rango de (M/tor M); y coincide con el nimero de {ndices j tales
que an(b;) = 0, por la observacién previa. Esto nos permite suponer que
M = tor M.

Los anuladores de los elementos a; ¢ b; pueden recuperarse a partir de
los anuladores primarios asi: an(ap) es el m.c.m. de todos ellos, an(as) es
el m.c.m. de los anuladores primarios que queden al eliminar aquellos cuyo
producto es an(ay), etc.

Asi, la unicidad de los anuladores primarios implica la unicidad de nues-
tros an(a;). Por tanto, ahora suponemos que M = M, es primario. Escri-
bamos pues an(c;) = (p®) y an(d;) = (p”), para tener

< <oy, fr <o < B

Para cada t € N definimos p'M = {p'm | m € M}, un submédulo de M.
También definimos M; = p'M/p*1 M, que es un espacio vectorial sobre
k/(p) de manera natural, y de dimensién finita, independiente de cualquier
descomposicién de M.

Observando que dim M; es el nimero de sumandos ciclicos primarios kz
con an(z) = (pv), donde w > ¢, concluimos que los nimeros a; (6 G;)
quedan determinados por esas dimensiones. Asi, r = s y también an(¢;) =
an(d;), para 1 <i<r. O

Los ideales an(ay),...,an(a,) se llaman ideales factores invariantes
de M. Los ideales an(z) = (p*), con p primo, de una descomposicién en
sumandos ciclicos primarios de un médulo de torsion, se llaman ideales
divisores elementales.

Cuando k = Z, los ideales anteriores admiten generadores positivos; y
cuando k = K|[T], con K un campo y T una variable, admiten generadores
monicos. Estos nuevos generadores se llaman factores invariantes 6 di-
visores elementales, respectivamente.

Aplicacion a Grupos Abelianos

Cuando k = Z, un k-médulo es lo mismo que un grupo Abeliano. Decimos
que un conjunto dado de invariantes ante cierta relacién de equivalencia es
completo cuando dos objetos estdn en la misma clase de equivalencia si y
sélo si tienen iguales los invariantes del conjunto dado.

El siguiente teorema, que es inmediato, sintetiza todo lo obtenido en la
Seccion 1.13.

Teorema 4.30 a) Todo grupo Abeliano finitamente generado es la suma
directa de un grupo finito unico (su torsion) y de un grupo libre Abeliano.
El rango de la componente libre es un invariante.

b) Todo grupo Abeliano finito es la suma directa de grupos ciclicos de
ordenes potencias de primos. Estos drdenes con sus multiplicidades son
unicos y constituyen un conjunto completo de invariantes del grupo.
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¢) Todo grupo Abeliano finito es la suma directa de grupos ciclicos de
ordenes dy, ...,d,, donde d; | diy1 para 1 < i < n. Estos drdenes con sus
multiplicidades son unicos y constituyen un conjunto completo de invarian-
tes del grupo.

Ejercicios
Aqui, Z, es el grupo ciclico de orden n.

1. Dados un niimero primo p y un entero positivo n, demuestre que Z,»
no es la suma directa de dos subgrupos propios.

2. Demuestre que el ideal (2, X) de Z[X] no es suma directa de dos o
més Z[X]-médulos ciclicos no triviales.

3. Sean k un dominio principal y M un k-mdédulo finitamente generado
de torsién, con ideales factores invariantes (d1) 2 --- 2 (dy). De-
muestre que todo submédulo y toda imagen homomorfa de M son de
torsién con factores invariantes (e;) 2 --- D (es) tales que s < n; y
ademds e | dp, es—1 | dp—1,.-, €1 | dp_st1-

4. Encuentre a los grupos Abelianos G no isomorfos entre si, tales que
exista una sucesién exacta 0 — Z4 — G — Z16 — 0.

5. Sea G = (a1,az2,a3 | 30a; + 10as + 16as = 0,4a; + 2as + 2a3 =
0,24a; + 8ay + 14az = 0) un grupo abeliano. Expréselo como suma
directa de grupos ciclicos de 6rdenes potencias de primos.

4.6 Similaridad de Matrices sobre Campos

Sean k un campo, V un espacio vectorial de dimension finitay T : V — V
una transformacion lineal. Al elegir una base {u1,...,u,} de V, obtenemos
la matriz A = (a;;) € M, (k) como sigue:

n
T(u;) =Y aju;, para 1 <i<n.
Jj=1

Si elegimos una nueva base {v1,...,v,} de V relacionada con la base
original por medio de la matriz P = (p;;) € M, (k), donde

n
v; = Zpijuj, para 1 <1 < n;
j=1

la Proposicién 4.2 garantiza que P es invertible y el Teorema 4.3 implica que
la matriz que le corresponde a T con respecto a la nueva base es PAP L.
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Decimos que dos matrices A, B € M, (k) son similares cuando existe
P € M, (k) invertible tal que B = PAP~!. Claramente, similaridad es una
relacion de equivalencia.

Supongamos fija la transformacion T, y consideremos el anillo de poli-
nomios R = k[X] en la variable X con coeficientes en k. Hacemos de V
un R-médulo declarando que la variable X actia precisamente como la
transformacién lineal T'.

Nos proponemos utilizar los resultados de la seccién anterior para enten-
der al R-mdédulo V, el cual es finitamente generado como R-mddulo por
cualquier base del espacio vectorial. Ademas, V' es de torsién, pues dado
0 # u € V, tendremos que el conjunto {u, T'(u), T?(u), ...} serd linealmente
dependiente, por lo que un polinomio no trivial en T" anularé a wu.

Proposicién 4.31 Se tiene la sucesion exacta R™ 5 R™ Ly oo 0,
donde ¥ (e;) = u; para todo 1 <i < n; y donde ¢ tiene como matriz a

X —an —a12 ce —Aa1n
—a X —a e —a
X A= 21 22 2n :
—Aan1 —Aan2 o X —app

con respecto a {e, ...,en}, base natural de R™.

Demostracién: Claramente, 1 es suprayectivo. Como

n n
v(Xe; — Zaijej) =Tu; — Zaijuj =0, para todo 1 <1 < n,
j=1 j=1

se tiene que Im ¢ C ker .
Para ver la inclusién reciproca, supongamos que N = Imp; y que = =
Yo pi(X)e; € kere, con cada p;(X) € R. Debido a que para todo i vale

Xe; — Z;;l aije; € N, tenemos que existen c¢; € k tales que

T = chej (mod N);

j=1
pero entonces
n
w(x) = ZC]'UJ‘ =0= Cj = 0, V]
j=1

Asi, € N; y la sucesion es exacta. O

Cuando se tiene una sucesién es exacta M i> N&Lpo 0, se dice que
P es el conticleo de f. Asi, V = coker ¢ = coker(X — A).

La sucesién exacta R 5 R i) V — 0, 6 bien la matriz X — A
constituyen una presentacion del R-médulo V.
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Gracias al Teorema 4.23, sabemos que al morfismo ¢ le corresponde
una matriz de forma diag(1,...,1,ds,...,d;) con dy | do | --- | d,, donde
grd; > 1 para todo 4; y donde dj - - - d, = det P(X — A)Q es asociado en R
del polinomio caracteristico de A:

det(X — A) = X"+ a,n_anfl + - +ag,

donde —a,,—1 =trA =Y., a;; y donde (—1)"ag = det A.

Corolario 4.32 Si P(X — A)Q = diag(1,...,1,dy, ...,d,) con P,Q inverti-
bles, (d1) # R y Q' = (gi;), entonces V.= Rv,_p 41 @ -+ ® Rvp, donde

n
Vi = ZQijuj y an(vp—ri1) = (d1) 2 -+ 2 (dr) = an(vy).

j=1
Demostracién: El Teorema 4.3 nos da V = Rvy & --- ® Rv,, para

v; = Zqijuj, donde an(v1) =--- = an(v,—,) = R,

j=1

mientras que R # an (vp—r11) = (d1) 2 -+ 2 (dy) = an(v,). O

Sea J = {p(X) € R | p(T) = 0}, un ideal propio de R, pues al ser V un
R-médulo de torsidn, existen 0 # p;(X) € R tales que p;(T)u; = 0 para
1 < i < n;y entonces p1(X) - pp(X) € J. Si J = (m(X)) con m(X)
moénico, decimos que m(X) es el polinomio minimo de 7'

Teorema 4.33 (Cayley-Hamilton-Frobenius) Con esta notacion,
det(X — A) = m(X)Ap_1,

donde A1 es el m.c.d. en R de los menores (n—1) x (n—1) de la matriz
X — A. En particular, T es raiz del polinomio det(X — A) = 0.

Demostracion: En el corolario se ve que (m(X)) = (d,); pero sabemos
que A, = d,.A,_1, con A, =det(X — A), por el Teorema 4.23. O
Cuando V = Ruv, decimos que V es ciclico, o bien que v es ciclico.

Teorema 4.34 (Forma Candnica Racional) Sean k un campo arbi-
trario y A € M, (k) una matriz cuadrada. Entonces existe una matriz in-
vertible P € M, (k) tal que PAP~' es de forma

Cy
Cs 0
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donde cada bloque C; es la matriz companera

0 1 o .- 0
0 0 1 0
C; = . .
0 0 o .- 1
—C¢ —C€ —C - —Cmp-1

de un polinomio d;(X) = X™ + Cm_1 X™ L+ ... 4 ¢y. Esta expresion es
dnica st di(X) | do(X) | -++ | dr(X) y cada d;(X) es mdnico. Alternati-
vamente, la expresion es unica hasta reacomodo de los bloques centrales si
cada d;(X) es mdnico y es potencia de un polinomio irreducible.

Demostracién: Es suficiente considerar el caso ciclico Rv con an(v) =

X" 4+ 1 X™ 1 + oo + ¢g. Aqui, Rv admite como base al conjunto
{v, Xv, X?v,..., X v}, donde la accién de T es como sigue:
Tv =  Xvw
TXv = X%
TX™ by = X™ = —cv—c Xv—-—cmaX™ o

Asi, V es suma directa de subespacios ciclicos, en cada uno de los cuales
T tiene asociada una matriz C; con respecto a una base adecuada. O
Ejemplo. Encontraremos P € M3(Q) invertible tal que PAP~! esté en su
forma candnica racional para

00 -1
A=10 1 0 | e MsQ).
10 -1
X 0 1 0 0 X2+X+1
X-A=0 Xx-1 o0 ol o x-1 0
-1 0 X+1 1 0 X +1
1 0 X1 1 0 0
lo x-1 0 Slo x-1 0
0 0 X2+ X+1 0 0 X2+ X+1

Asi, tenemos que existen B,C € M5(Q[X]) invertibles tales que

1 0 0
B(X-AC=[0 X—-1 0
0 0 X2+ X +1

Como solamente hubo una operacién columna, vemos que

1 0 X+1 10 —X-1
c=(01 o yque C1=[0 1 0
00 1 0 0 1



194 4. Algebra Lineal

La forma candnica racional de A es:

Si la base original era {u1, ug, us}, la nueva base se obtiene ast:

V9 = Uy — (X + I)U,g = 0

U1 = U

V2 = us

V3 = X'LL3 = Uy — us

Matriz que produce el cambio de base:

Teorema 4.35 (Forma Candnica de Jordan) Sean k un campo alge-
braicamente cerrado y A € My (k) una matriz cuadrada. Entonces existe
una matriz invertible P € M, (k) tal que PAP~! es de forma

J1 0
Jo
0 Jr

donde cada bloque J; es de Jordan

Al 0
A1
Ji = .
A1
0 A

Esta expresion es unica hasta reacomodo de los bloques de Jordan.

Demostracion: Es suficiente ver el caso ciclico Rv con an(v) = (X — )™,
con A € k. Aqui, el conjunto {v, (X — Nv, (X — A)?v,..., (X — A\)" v} es
una base de Rv; y la accién de T es como sigue:
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Tv = Xv = W+ X -
TX Mo = X(X=Mv = AX=No+ (X N2
TX =)™y = X(X=N"ly = AX—A\)" v
+(X =)™
— AKX =A™

Asi, V es suma directa de subespacios ciclicos, en cada uno de los cuales
T tiene asociada la matriz J; con respecto a una base adecuada. O
Ejemplo. Buscamos P € Mj3(C) invertible tal que PAP~! esté en su forma
canodnica de Jordan para

00
A=[0 1 0 | ems).
10 -1

En el ejemplo anterior, partimos de la base {u,us,u3} y encontramos que
V = Rvy ® Ruvs, con v1 = ug y an(v1) = (X —1) y con ve = ug satisfaciendo
an(vg) = (X2 + X —1).

Sea w es una raiz cibica primitiva de la unidad. Tenemos que

X2+ X -1=(X-w)(X—uw?).

Como an[(X — w?)vg] = (X — w) y como an[(X — w)vg] = (X — w?),
podemos considerar la base de V:

{ug, (X — w)vg = ug — uz — w?usz, (X —w)vy = ug — uz — wus}

para tener que

0 1 0 1 0 0
P=[10 -1-w?|=PAP'=[0 w ©
1 0 —-1—-w 0 0 w?

Teorema 4.36 (Forma Candnica Real) Sea A € M,(R) una matriz
cuadrada. Entonces existe una matriz invertible P € M, (R) tal que PAP™?
es de forma

Ay 0

0 A,
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1 0

b —-a| 1

donde cada bloque A; es de Jordan J;(\) como en el teorema anterior con
A € R ¢ bien es de forma

0
—b

0
0
1

—a

0
1

0
0
1

0
—b

—a

con a® < 4b. Esta expresion es tnica hasta reacomodo de los bloques A;.

Demostracién: Los polinomios irreducibles de R[X] son de forma X — A
6 bien X2 + aX + b con a? — 4b < 0. Conocemos el caso ciclico Rv, donde
an(v) = (X — A)™ con A € R. Para el dltimo caso, supongamos que Rv
satisface an(v) = (X2 4+ aX + b)™ con a? < 4b. Aqui, el conjunto

{v, Xv, (X? 4+ aX 4+ b)v, X (X% + aX + b)v, (X% +aX +b)?0, ...
ey (X2 aX +0)" o, X(X2 +aX +0)™ o}

es una base de Rv; y la accién de T' es como sigue:

Tv=Xv
T(Xv) = X0 = —bv — a(Xv) + (X* +aX +b)v
T(X?+aX +b)v] = X (X% +aX + b

T(X*+aX +b)™ ] = X(X?+aX +b)™ 1o
TIX(X?+aX +b)" 1] = X3(X?+aX +b)™ 1
= bX?+aX +0)" v —aX(X?*+aX +0)" v

Asi, V es suma directa de subespacios ciclicos, en cada uno de los cuales T'
tiene asociada una matriz A; con respecto a una base adecuada. O

Ejercicios
1. a) Demuestre que 0 — R % R(n) ¥ V — 0, con ¢ y ¥ como en la
Proposicién 4.31, es una sucesién exacta.
b) Demuestre que {Xe; — Y7, ajje; | 1 <i < n} es una base para
ker 1.
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. Sik esun campoy A, B € M, (k), demuestre que X — Ay X — B son
equivalentes en M, (k[X]) si y sélo si A y B son similares en M, (k).

. Sean A, B € M, (C). Demuestre que A y B son similares en M, (C)
siy sélo si (¢ — A)™ y (¢ — B)™ tienen el mismo rango para todos
ceCymeNlN.

. Sean k un campo y A € M, (k) tal que A?2 = A. Demuestre que A es
similar con

1

0
1
0 | 0

. Demuestre que toda matriz A € M, (k), con k un campo, es similar
con su transpuesta.

. Si p es primo, demuestre que A, B € M,(Z/pZ) son similares si

0 1 1 1

0o 1 0 0 o0 0
0 0 1 0 0 0
g | =119 -1 0 o0
N 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 o0 1
0 0 0 | -1 19 -23
. Demuestre que si A € M3(R) y A% = —1, entonces A es similar con

(5 0)

. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k y
T € End V. Hacemos de V un k[X]-mddulo decretando que X actie
como T'. Demuestre que este modulo es ciclico si y sélo si el polinomio
minimo de T coincide con el polinomio caracteristico de T.



198 4. Algebra Lineal
4.7 La Descomposicion de Jordan-Chevalley

En esta seccién continuamos estudiando la estructura de un espacio vec-
torial con respecto a su interacciéon con una transformacién lineal dada.
Los métodos aqui usados no involucran la estructura de moédulos sobre
dominios principales. Hasta nuevo aviso, suponemos lo siguiente: V es un
espacio vectorial de dimensién n sobre un campo algebraicamente cerrado
k;y T :V — V es una transformacién lineal.

Se dice que T es diagonalizable o semisimple cuando existe una base
de V con respecto a la cual a T le corresponde una matriz diagonal.

Decimos que A € k'y v € V son respectivamente un valor caracteristico
y un vector caracteristico de T' cuando T'(v) = Av.

Teorema 4.37 Las siguientes condiciones en T son equivalentes:
a) T es diagonalizable.
b) V tiene una base que consiste de vectores caracteristicos de T'.
¢) V es suma directa de subespacios en los que T actia como escalar.
d) T satisface algin polinomio en k[X| con raices distintas.
e) El polinomio minimo de T es separable.

Demostracion: Las equivalencias a) < b) < ¢) y d) < e) son inmediatas.
Veamos que a) = d). Si T estd asociada a la matriz

A1

At

As

con respecto a alguna base y \; # A; siempre que 7 # j, entonces f(X) =
(X = A1) (X — Xs) es separable y f(T') = 0.

d) =c): Si f(X)= (X —a1) - (X —as) con a; # a; siempre que i # j
y f(T) =0, escribimos f;(X) = f(X)/(X —a;) € k[X] para 1 <i < s. Es
inmediato que se tiene la igualdad de “ideales” k[X] = (f1(X),..., fs(X)),
por lo que existen polinomios g1, ..., gs tales que g1 f1 + -+ gsfs = 1.

Los subespacios V; = ker(T' — a;) forman suma directa. Dado v € V,
podemos escribir v = [g1(T) f1(T) + -+ 9s(T) fs(T)]Jv € V1 @ - - & Vs, por
loque V=V ®---@ Vs y T actiia como el escalar a; en V;. 0O

Una transformacién lineal T € End(V) es nilpotente cuando existe
r € N tal que 7" = 0.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son claras:
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1. Si T es simultdneamente semisimple y nilpotente, entonces 7" = 0.

2. El polinomio caracteristico det(A — T') de T' es un polinomio en A
con coeficientes que a su vez son polinomios en las coordenadas de
cualquier matriz A = (a;;) asociada a T

3. El discriminante g(a;;) del polinomio caracteristico de T' es un poli-
nomio en a;; tal que la inecuacién g(a;;) # 0 define un conjunto de
matrices semisimples en M, (k).

Una bandera en V es una cadena de subespacios:
o=WycCcWycCc---cW, =1V, talque dim W; =i Vi.

Dada una base ordenada {uy, ..., u,} de V, le asociamos una bandera de
manera natural asi: W; = kuy + - - - + ku,;. Decimos que T estabiliza a la
bandera Wy C --- C W,, cuando T'(W;) C W, para todo i. Esto sucede si y
sélo si la matriz de T' con respecto a {uy, ..., u,} es triangular:

* 0

* ' %
Teorema 4.38 Toda T es triangulable, es decir, existe una bandera de V
estable ante T'.

Demostracion: Procedemos por induccién en n = dim V', siendo claro el
resultado para n = 1.

Como k es algebraicamente cerrado, el polinomio caracteristico f(X) =
det(X — T) se factoriza asf:

,
H(X —a;)™ con todo a; € k.
i=1
Esto implica que f(a;) = det(a; —T) = 0 y que la transformacién lineal
a; — T es singular, por lo que existe 0 # v € V tal que (a; — T)v = 0, es
decir, T'(v) = a;v. Hemos exhibido un vector caracteristico de T'.
Asi, T estabiliza la linea W; = (v) y actia en V/W;. Concluimos por la
hipétesis inductiva. O

Teorema 4.39 Sean A un conjunto de transformaciones lineales que con-
mutan entre si y B un subconjunto de A consistente de elementos semisim-
ples. Entonces existe una base de V' con respecto a la cual los elementos de
A son triangulares y los de B son diagonales.

Demostracion: Procedemos por inducciéon en n = dim V, siendo claro el
resultado para n = 1.
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Si todos los elementos de A son escalares, entonces no hay nada que
hacer. Suponemos esto falso y consideramos los dos casos siguientes:

Caso 1: No todos los elementos de B son escalares. Sea T" € B no escalar
ysean V; = {v eV | T(v) = \jv} #0 talesque V=V, ®--- ® V,.. Aqui
tenemos que todo S € A estabiliza a todo V;, pues

v €V; = T(Sv) = S(Tv) = S(A\w) = X\(Sv) = Sv eV,

Por la hipétesis inductiva, existen bases de los V; tales que con respecto
a ellas, los elementos de A son triangulares y los de B (incluyendo a T') son
diagonales. Entonces, la unién es una base de V' como en el enunciado.

Caso 2: Todos los elementos de B son escalares. Por tanto, ya son dia-
gonales y es suficiente triangular simultdneamente los elementos de A.

Sean T' € A no escalar y Vy = {v € V | T(v) = Av} # 0; este tltimo
espacio existe por el teorema anterior. Cada elemento de A estabiliza a V),
y actia en V/V). Por la induccién, existe una base de V/V) con respecto
a la cual A es triangular. Esta base se levanta a V' para formar junto con
una base de V), una base de V como en el enunciado. O

Teorema 4.40 (Descomposicién de Jordan-Chevalley) Supongamos
dada una transformacion lineal T .

a) Ezisten S, N € End(V) 4dnicos, tales que S es semisimple, N es nilpo-
tente, T =S+ N y SN =NS.

b) Existen polinomios p(X),q(X) € k[X] sin término constante, tales
que S = p(T) y N = ¢(T). En particular, S y N conmutan con toda
transformacion lineal de V que conmute con T.

¢) SiU C W C V son subespacios vectoriales tales que T(W) C U,
entonces S(W) CU y N(W) CU.

d) Si T1,T> € End(V) conmutan entre si, entonces la parte semisimple
(nilpotente) de Th + T es la suma de las partes semisimples (nilpotentes)
de Ty y de Ts.

En las condiciones del teorema, S es la parte semisimple de T, mientras
que N es la parte nilpotente de T
Demostracién: Supongamos que det(X — T) = [['_;(X — a;)™. Sean
Vi = ker((T — a;)™?). Asi, los subespacios V; forman suma directa.

Escribimos f;(X) = det(X —T)/(X —a;)™ € k[X] paral < i <r. Es
inmediato que se tiene la igualdad de “ideales” k[X] = (f1(X),..., fr(X)),
por lo que existen polinomios g1, ..., g, tales que g1 f1 +- - -+ g, f = 1. Dado
v € V, podemos escribir v = [g1(T) f1(T)+- - -+ (T) fr(T)|]v € V1&-- -V,
porloque V=V @®---®V,. Ademds, T estabiliza a cada V;; y ahi satisface
(T — a;)™ = 0.

Por el Teorema Chino del Residuo, existe p(X) € k[X] tal que

p(X) = a;(mod(X — a;)™), Vi
p(X) = 0(mod X)
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Sean ¢(X) = X —p(X), S =p(T) y N = ¢(T). Entonces S es semisimple,
porque estabiliza a cada V; y ahi actiia como multiplicacion escalar por a;.
Como N =T — S también estabiliza a cada V; y actia como T — a;, se ve
que N es nilpotente.

Hemos demostrado b) y la existencia de a). Veamos la unicidad de a):
Las igualdades T = S+ N =8+ N',SN = NS,S'N' = N'S" con S, 5’
semisimples y N, N’ nilpotentes implican que S—5’" = N’ — N es nilpotente
por ser simultaneamente triangulables N y N’ por una parte y semisimple
por ser simultaneamente diagonalizables S y S’ por la otra. Por tanto,
S—8 =N -N=0.

Las afirmaciones de ¢) son inmediatas.

Veamos d): Si Ty = S1 + Ny y To = S + N son descomposiciones de
Jordan, entonces Ty + T = (S1 4+ S2) + (N1 + Na) con S; + Ss semisimple,
que conmuta con N+ Ny nilpotente, por lo que esta es una descomposicion
de Jordan. O
Algunos Grupos Lineales

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimensién n sobre un
campo arbitrario k. Presentaremos algunos importantes grupos multiplica-
tivos de matrices en M, (k).

Sea B = {A = (a;5) € My(k) | detA # 0, a;;j = 0V i < j}. Este
es el conjunto de las transformaciones lineales L € AutV que estabilizan
la bandera W7 C --- C W, obtenida de una base {vi,...,v,} de V asi:
W; = (v1,...,v;). La representacién matricial de L es con respecto a esta
base. Claramente, B < GL(V'). Decimos que B es un subgrupo de Borel
de GL(V).

Sea U = {A = (a;5) € B | a;; = 1 Vi}. Cada L € B actda en cada
cociente W;1/W; de manera natural; U consiste de los elementos de B
para los que todas estas acciones inducidas son la identidad.

Decimos que una transformacién lineal es unipotente cuando todos sus
valores caracteristicos estan en el campo k y son iguales a 1. Como los
valores caracteristicos de una matriz triangular son los elementos de la
diagonal principal, vemos que U consiste de los elementos unipotentes de
B. Decimos que U es el grupo unipotente de B.

La funcién ¢ : B — (k*)", dada por ¢(L) = (ai,...,a,) cuando la
accién de L en W11 /W), es multiplicacién escalar por a;y1, es un morfismo
suprayectivo de grupos, cuyo ntcleo es U. Por eso, U < B.

Asi, tenemos la sucesién exacta

1-5U< B3 (E)" 1.
Existe otro morfismo ¢ : (k*)" — B, dado por
w(a‘h ey an) = dia‘g(ah ey (ln),

que satisface ¢ o) = 1, la identidad en (k*)™. La imagen T = ¢[(k*)"] es
un toro maximo de B.
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Recordemos que E;; tiene al niimero 1 en la posicién ij y ceros en las
otras posiciones; y que x;;(t) =1+ tE;;, parai # jy t € k.

Definimos a los grupos unipotentes de un parametro U;; como
Imz,;; = {z;;(t) | t € k}, para cada i # j.

Teorema 4.41 Los grupos T, U,U;; y B tienen las siguientes propiedades:
a) B es un grupo soluble.

B=UxT.

U estd generado por {U;; | i > j}.

f) Uij =2 ky, el grupo aditivo de k.

g) Sin>2yo(k) >4, entonces U = (B, B), el grupo derivado de B.

)

c) Uij <U < B para i > j; y T normaliza a cada Uy;.
)
)

Demostracién: f) es consecuencia de la ecuacién (4.10): x;;(t) x;;(r) =
l‘ij(t + T’),V t,r € k.

¢) Claramente, U;; < U, para ¢ > j. Se tiene que U es normal en B
porque U = ker¢. Se infiere que T' normaliza a cada U;; de la relacién
diag(ay, ..., an)z;j(t)[diag(as, ...,an)| 7' = xij(aiaj*lt).

d) Claramente, T'y U generan a B. Como U <« By TNU =1, se tiene
que B es el producto semidirecto indicado.

e) Procedemos por induccién en n, siendo claro el resultado para n = 1.
Suponemos que n > 2y que A = (a;;) € U. Entonces

1

0 1 0
xnl(_anl) ce 3321(—(121)A = C ok
0 1
que nos permite concluir por la hipdtesis inductiva.

g) Como U < B es tal que B/U 2 T es Abeliano, se tiene que (B, B) C
U. Reciprocamente, debido a e), es suficiente ver que U;; C (B, B) para
todo ¢ > j: Cuando ¢ > j + 1, existe un entero ¢ tal que ¢ > ¢ > j, por lo
que z;;(t) = (zie(t), z¢;(1)) para todo t € k.

Cuando 7 = j + 1, concentramos nuestra atencién en las submatrices de
las columnas y renglones j,j + 1. Esto nos reduce al caso n = 2, donde

o(k) > 4 = existe ¢ € k* tal que ¢* # 1. El célculo siguiente demuestra
que U21 g (B,B)

(o DG A D=l 1)

b) Para cada r € N, definimos U, = (U;; | i > j + r), de manera que
U, < U con U, = 1 para r lo suficientemente grande; por ejemplo, tan
grande que no haya indices i > j + r. Asi, tenemos la cadena de subgrupos

U=Ug2U1 22U, 2---2U, =1
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para la que las inclusiones L; U = (U, L;U) C (U,U;) C U141 se pueden
obtener inductivamente, demostrando que U es un grupo nilpotente.

a) Como U es soluble y normal en B con B/U Abeliano, se tiene que B
es soluble. D

Ejercicios

1.

Sea G un grupo multiplicativo finito de matrices en M, (C). De-
muestre que toda matriz en G es diagonalizable.

Sea D : V. — V la derivada, donde V es el espacio vectorial de
polinomios de grado < n sobre un campo, para n > 1. Demuestre que
no existe ninguna base de V' con respecto a la cual D sea diagonal.

Sea A € M5(R) con det A < 0. Demuestre que A es similar con una
matriz diagonal.

Sea T': V — V una transformacién lineal de un espacio vectorial de
dimensién finita V' sobre un campo k. Demuestre que el polinomio
minimo y el polinomio caracteristico de T tienen los mismos factores
irreducibles, aunque tal vez no con la misma multiplicidad.

Encuentre la descomposiciéon de Jordan de

11 -+ 1
1 1 --- 1

A= . € M, (C).
1 1 1

Sea T'= S + N una descomposiciéon de Jordan, con S semisimple y
N nilpotente.

a) Demuestre que T es invertible si y sélo si S 1o es.
b) En la situacién de a), demuestre que S~! es un polinomio en 7.
¢) Demuestre que T' es unipotente si y sélo si T — 1 es nilpotente.

d) (Descomposicién de Jordan multiplicativa) Suponga que T
es invertible. Demuestre que existen S semisimple y U unipotente
Unicas, tales que T'= SU = US, donde S y U son polinomios en T'.
Con la notacién del texto, demuestre que si k es infinito, entonces
a) Z(T)=T.

b) N(T)/Z(T) = S, el grupo simétrico en n simbolos.
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4.8 Conmutatividad de Matrices

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo k. El anillo

End V estd muy lejos de ser conmutativo, por lo que tenemos el problema

importante de encontrar qué transformaciones conmutan con una dada.
Iniciamos la discusién con un ejemplo sencillo. Consideremos la matriz

[l e] Nan i
O O OO O
o =IO O
o= oo o

-1

asociada a la transformacién lineal T': V' — V del espacio vectorial V' sobre
el campo k, con respecto a la base {uq, ..., u5}. Observamos que A estd en
forma canénica racional, que si R = k[X] actia en V' de manera que X
actliie como T, entonces la estructura de R-mddulo de V es:

V = Ruj; @ Rus, con an(up) = X241, an(us) = X3+ X,

donde us = Xuq,us = Xus, us = X2us.

Una funcién lineal L : V — V que conmute con T quedard determinada
por su accién en uy y en ug, pues L(ug) = L(Xuy) = L(Tuy) = TL(uy),
asf como L(uy) = L(Xu3) = TL(u3) y L(us) = L(X?u3) = T?L(u3);
pero L(u1) y L(us) no pueden ser arbitrarios, tienen que satisfacer las
condiciones (X2 + 1)L(u1) =0y (X3 + X)L(u3) = 0.

Escribiendo L(u1) = a(X)u; + 8(X)us, vemos que «(X) puede ser un
polinomio arbitrario, mientras que 8(X) debe satisfacer X | 3(X). De ma-
nera analoga, si L(uz) = v(X)ui 4+ (X )us, vemos que v(X) y §(X) pueden
ser polinomios arbitrarios, pues (X? + X)(a(X)u; + 8(X)us) = 0 en todo
caso. Asi, existen escalares ai, ..., a9 € k tales que

L(ul) =aiuy + as Xuy +azXuz + a4X2u3
L(us) = asuy + agXuy + ayus + agXuz + ag X >us,

por lo que, con respecto a esta base, L esta representada por la matriz

ai as 0 as a4
—ao a1 0 —ay as
as ae ar as Qg
—Qg as 0 a7 — Qg as
—as —ag 0 —as a7 — ag

La matriz anterior fue construida a partir de los primeros renglones de
cada bloque, para después completarse de la unica forma posible. Las ma-
trices que conmutan con A forman un espacio vectorial de dimensién 9.
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Teorema 4.42 (Frobenius) Sea T : V — V wuna transformacion lineal
con factores invariantes di(X),...,d.(X) de grados ny < --- < n,. y con
V = Ruy & -+ @ Ru,, donde an(v;) = d;(X), para todo i . Sea Z(T)
el conjunto de las transformaciones lineales de V que conmutan con T,
entonces

a) Z(T) consiste de las transformaciones L : V' — V tales que L(v;) =
a1 (T)vy + - + i (T)vr, para 1 < i < r, donde a;;(X) es un polinomio
arbitrario si j <i; y que satisface o;j(X) € (d;/d;)R, si j > i.

b) dimZ(T) =Y, (2r — 2i+ 1)n; = n, + 3n,_1 + 5np_g+ -+

Demostracién: a) Observemos que a T le corresponde una matriz en
forma canénica racional:

A= (4.10)

*

con bloques diagonales de tamanos n; < --- < n,.
Tenemos que V = k[X]v; @ --- @ k[X]v,, donde dim k[X]v; = n,; para
todo i. La matriz A estd asociada a la siguiente base de V:

{vy, Xvg, ..., X" Loy vy, Xy, o0, X7 1), (4.11)

Si B es una matriz que conmuta con A, entonces B estd asociada a
una transformacién lineal L : V' — V| que estd totalmente determinada
por su accién en {vy,vs,...,v,}; pero que estd sujeta a las condiciones
d;(X)L(v;) =0, para 1 <i<r.

Fijemos un {ndice ¢ y propongamos a «;1(X)v1 + -+ + ap(X)v. € V
como candidato para ser L(v;). Dado que d1(X) | --- | d.(X), la condicién
d;(X)L(v;) = 0 significa que «;;(X) puede ser arbitrario si j < 4, mientras
que para j > 4 se requiere que

(dj/di) | cj.

Asi, para j > 4, el polinomio «;; puede ser cualquier elemento del k-espacio
vectorial (d;/d;)k[X]v;, cuya dimensién es n;, mientras que para j < i, el
polinomio «;; puede ser cualquier elemento del k-espacio vectorial k[X]v;,
cuya dimensioén es n;. Asi,

2, = {(dj/di)k[X}vj, sij>i

KX)o, sij < i = dim Z;; = min{n,;, n,}.

Situados en un bloque en la diagonal principal, al movernos en linea
recta hacia la derecha o hacia abajo, se preserva la dimensién del espacio
Z;; asociado a cada bloque.

De lo anterior, obtenemos un procedimiento para generar todas las ma-
trices que conmutan con A, asi como para calcular la dimensién del espacio
vectorial que forman tales matrices:
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Fijamos la base (4.11) y tomamos la particién (4.10) para todas las matri-
ces a considerar, donde el bloque 4j corresponde al espacio Z;;. Llenamos el
primer renglén de cada bloque cumpliendo con los requisitos que acabamos
de precisar; y completamos cada bloque: En este paso, solamente apare-
cen en cada reglén, combinaciones lineales de las coordenadas del primer
renglén del bloque en que nos encontremos, pues LX™v; = T™ Lv;, Ym.

b) La dimensién de Z(T') es una suma de términos de forma n;, el nimero
de estos términos es igual al nimero de bloques en (4.12), que es r2. El
término n, aparece una vez, pues corresponde al bloque del extremo inferior
derecho; el término n,_1 aparece tres veces, pues corresponde al gancho
siguiente como en la figura; el término n,_o aparece cinco veces, pues co-
rresponde al gancho siguiente, etc.

La anterior manera de agrupar términos es la expresada en b). Notemos
que > (2r—2i4+1) =14+3+5+ - = r% y que esta igualdad estd
ilustrada en la figura de arriba. O

Corolario 4.43 Para una transformacion lineal T : V. — V| las siguientes
condiciones en T son equivalentes:

a) T es ciclica.

b) Z(T) ={L € EndV | LT = TL} consiste de los polinomios en T.

¢) Z(T) es un conjunto conmutativo de transformaciones lineales.

Demostracién: a) = b): Si T es ciclica, entonces T tiene un unico fac-
tor invariante de grado n = dim V. El Teorema de Frobenius dice que
dim Z(T') = n; pero el conjunto de los polinomios en T estd contenido en
Z(T) y ya tiene dimensién n.

b) = ¢): Esto es claro.

¢) = a): Supongamos T no ciclica, entonces V = k[X]v; @ - - - @ k[ X]v,
con r > 2y an(vy) 2 - - 2 an(v,). Es suficiente exhibir Ly, Ly € Z(T)
tales que L1L2 7é L2L1.

Para construir a Li, Ly, podemos decidir que ambas actiien como la
identidad en k[X]vs @ --- @ k[X]v, y as{ pasar al caso r = 2. Esto nos
permite suponer que V = k[X]u & k[X]v con an(u) 2 an(v).

Las siguientes condiciones determinan transformaciones lineales tnicas
Ly, Ly € Z(T):

Lilu) = 0| Li(v) = wu
Lo(u) = u| La(v) = 0
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Aqui, L1 Ly(v) = 0; pero LoLq(v) = Lo(u) =u. O

Corolario 4.44 FEl centro de M, (k), con k un campo arbitrario, consiste
de las matrices escalares.

Demostracién: Claramente, toda matriz escalar es central. Reciproca-
mente, si A = (a;;) es central, entonces A conmuta con

0 1

0 1
0
y con B*. Como B y B! son ciclicas, tenemos que A es un polinomio en B

y también es un polinomio en B?. Asi, A es triangular superior e inferior,
CON a11 = *** = Qnpn, por lo que es claro que A es escalar. O

Teorema 4.45 (del Doble Centralizador) SiT :V — V es una trans-
formacidn lineal, entonces Z(Z(T)) consiste de los polinomios en T'.

Demostracion: Claramente, todo polinomio en 7" conmuta con todo ele-
mento de Z(T).

Reciprocamente, supongamos que V = k[X|v; @ - - - ® k[X]v, cumple con
an(vy) 2 -+ 2 an(v,.), al exigir que X actte como T

Por el Teorema 4.42 a), sabemos que existen transformaciones lineales
P,; € Z(T) para toda pareja de indices i < j, tales que P;;(v¢) = 0¢;v;.

SiLeZ(Z(T))y L(vi) =3, aij(T)v;, entonces el célculo

L(vi) = L(Pyvr) = Pip(Lvy) = Pir (Y i (T);) = ot (T)v;
j=1
demuestra que L = a,(T). O
Ejercicios

1. Sea k algebraicamente cerrado. Calcule

min{dim Z(A) | A € M, (k) semisimple}.

2. Encuentre todas las matrices en M5(Q) que conmutan con

0 1 0 0 0
-2 0 0 0 0
0 0 O 1 0
0 0 O 0 1
0 0 -2 -2 -1
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3. Sea A nilpotente. Demuestre que dim Z(A) es minima (entre las di-
mensiones de centralizadores de matrices nilpotentes) si y sélo si el
polinomio minimo de A es X".

4. Calcule el valor minimo de {dim Z(A) | A € M, (k)}, para A nilpo-

tente con polinomio minimo # X™.

4.9 Formas Bilineales y Cuadraticas

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k. Una
forma simétrica bilineal o producto interno de V es una funcién
B:V xV — k tal que

1. Blau+bv,w) = aB(u,w)+bB(v,w), para todos a,b € k; u,v,w € V.
2. B(u,v) = B(v,u), para todos u,v € V.

Sea {u1,...,u,} una base de V. Esta eleccién le asigna una matriz a la
forma B asf:

A= (aij) S Mn(k)7 donde a5 = B(ul,uj)

La matriz A es simétrica: a;; = a;;, para toda pareja de indices.
Escribamos (u,v) en lugar de B(u,v) y consideremos la base {uj, ..., u}}
del espacio dual V*, donde u}(u;) = d;; para 1 < 4,5 < n.

Proposicién 4.46 La funcion h : V. — V* dada por h(u)(v) = (u,v), para
todos u,v € V, es lineal; y le corresponde la matriz A con respecto a las
bases duales elegidas.

Demostracion: Escribimos h(u;) = 2?21 ciju; para cada i con c;; € k; y
calculamos: ¢ = (327, cijuf)(ur) = h(ui)(ur) = (ui up) = @ip. 0
El nitcleo de h es el radical de la forma. Se dice que la forma es no

singular cuando su radical es cero. Esto sucede si y sélo si h es biyectiva.

Ejemplo. Sean k = Ry A = 1. En este caso, R™ provisto de la forma
(u,v) = a1by + -+ apbp, st u = arug + -+ apup y v =byug +- - + by,
es el espacio euclideano.

En general, si x = z1u; + - + Tpupn, ¥y = y1u1r + - + Ypu, € V con
x;,y; € k para todos 1, j, se tiene que

n Y1
(.’L’,y) = Z Qi TiY5 = (xla a‘rn)A :

3,7=1 Un
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Teorema 4.47 Si a la forma bilineal B le corresponde la matriz A =
(aij) € My, (k) con respecto a la base {u1,...,u,}, entonces con respecto a
la base {v1,...,v,} dada porv; = Z;‘L:1 piju;, paral < i <n, le corresponde
la matriz C = PAP", donde P = (p;;) y P' es la transpuesta de P.

Demostracién: Escribimos C' = (¢;;) y calculamos
n n
Cij = (Uiuvj) = (Zpirumzpjsus)
r=1 s=1
n n
= Z pir(umus)pjs = Z DirQrsPjs. O

r,s=1 r,s=1

Decimos que u y v son ortogonales cuando (u,v) = 0. Dado X CV un
subconjunto arbitrario de V, definimos X+ = {v € V | (z,v) =0, Vo € X }.
Es claro que X+ siempre es un subespacio de V' y que V+ es el radical de
la forma. Si U es un subespacio de V, decimos que U~ es el complemento
ortogonal de U.

Teorema 4.48 Si U es un subespacio de V tal que UNUL =0, entonces
V=UaU*.

Demostracién: Dado v € V arbitrario, es suficiente exhibir u € U y
w € Ut tales que v = u + w.

Como U NU™ es el radical de la forma restringida a U, vemos que la
restriccién es no singular. Por tanto, la funciéon ¢ : U — U™ dada por
o(x)(y) = (x,y) para z,y € U es suprayectiva.

El vector v dado produce un elemento f € U* que actia asi: f(z) = (v, x)
para todo x € U. Asi que existe u € U tal que (v,z) = (u,x), YV € U.
Esto significa que w =v —u € UL+, o

Se dice que un vector v es isotrépico cuando (v,v) = 0.

Atencién: A partir de este momento suponemos que la caracteristica
del campo k no es dos.

Teorema 4.49 Siempre existe una base ortogonal de V', es decir, una base
{u1,...,un} tal que (u;,u;) =0 sii#j.

Demostracion: Si la forma es idénticamente cero, no hay més que hacer.
En caso contrario, existe un vector no isotrépico, pues la identidad

(u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v)

y la hipétesis caract k # 2 implican que si todo vector es isotrépico, entonces
la forma es idénticamente cero.

Asi, podemos suponer que u; no es isotrépico, para tener que U = (uy)
satisface U N U+ = 0; y por el teorema anterior, V =U @ U=,
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Concluimos por induccién en dim V, pues dimU+ < dimV; y Ut tiene
una base ortogonal, que junto con u; forma una base ortogonal de V. O
Este teorema admite la siguiente interpretacién matricial:

Teorema 4.50 Si A € M, (k) es simétrica, entonces existe P € M, (k)
invertible tal que PAP? es diagonal.

Diremos que dos matrices A, B € M, (k) son congruentes cuando exista
P € M, (k) invertible tal que B = PAP!. Es inmediato que congruencia
es una relaciéon de equivalencia, que dos matrices congruentes tienen el
mismo rango; y que si nos restringimos a matrices simétricas, dos matrices
son congruentes si y sélo si estan asociadas a una misma forma simétrica
bilineal, donde la matriz P que las relaciona, expresa el cambio de base
correspondiente.

Una forma cuadratica () : V — k es una funcién polinomial, ho-
mogénea de segundo grado en las coordenadas de v € V. Toda forma bili-
neal B da origen a una forma cuadrdtica Q asi: Q(v) = $B(v,v), Yv € V.

Si V' tiene un producto interno, diremos que V es una suma directa
ortogonal, escrito V =V; L .-- 1V, cuando se tengan

V=WVie --aV. v (v,v)=0<v Vv € V;i#]

Si k = R, se dice que una forma bilineal B o su forma cuadratica asociada
Q es positiva definida cuando v # 0 = Q(v) > 0. Se dice que B 6 Q es
negativa definida cuando v # 0 = Q(v) < 0.

Teorema 4.51 (de la Inercia de Sylvester) Sea V un espacio vecto-
rial de dimension finita sobre R, provisto de una forma simétrica bilineal.
Entonces existe una descomposicion de V. como suma directa ortogonal

V=V1V1Vs,

tal que la forma restringida a Vi es positiva definida, en Vo es megativa
definida y en V3 es cero. La descomposicion puede no ser unica; pero las
dimensiones de los sumandos ortogonales si lo son.

Demostracién: Partimos de una base ortogonal {u,...,u,}, que existe
por el Teorema 4.49.

Escribiendo (u;,u;) = a; y con el propdsito de crear una nueva base
ortogonal {v1,...,v,} tal que (v;,v;) € {1,—1,0} para todo 4, definimos los
vectores v; como sigue:

Uj
NG
Uy

u;, si a; = 0.

, sia; >0,

, sia; <0,
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Sean Vi = (v; | (vi,v;) = 1), Vo = (v; | (v5,v;) = =1), V3 = (v; | (v, v;) = 0).
Resulta que V = V; L V5 1 V3 es como en el enunciado. SiV = W LWy 1 W3
es otra descomposiciéon como en el enunciado, entonces

dim V3 = dim W3 = dim V — rango A,

para cualquier matriz A asociada al producto interno.

Sea f : V — Vi la proyeccion lineal. La restriccion de f a Wi tiene
nicleo U = Wy N (VoLV3), donde 0 # v € U = (v,v) < 0 y también
(v,v) > 0. Asi, U = 0, por lo que W; se inyecta en V;. Esto demuestra que
dim W < dim V7, la igualdad dim W7 = dim V; se obtiene por simetria. O

La interpretacion matricial del teorema anterior es la siguiente:

Teorema 4.52 Si A € M, (R) es simélrica, entonces existe P € M, (R)
invertible tal que PAP? = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).

Dos matrices diagonales con elementos en {1,—1,0} son congruentes si
y solo si tienen el mismo numero de “unos”, “menos unos” y “ceros” en
la diagonal.

El teorema anterior produce formas candnicas ante congruencia para
matrices reales simétricas.

Dada una matriz A € M, (k), en muchos casos podemos encontrar su
forma candnica ante congruencia sin tener que encontrar una matriz P que
efectie la congruencia. El discriminante de un producto interno es el
determinante de cualquier matriz asociada. Para un producto interno no
singular, este es un invariante como elemento de k*/(k*)2.

Los menores lideres de una matriz A € M, (k) son:

_ AL2..r
6 = A75 0 (A), paral <7 <n.
Si la matriz A estd asociada a un producto interno con respecto a la
base {u1,...,un}, entonces sus menores lideres son los discriminantes del

producto interno restringido a los subespacios (u1,...,u;), por lo que A es
congruente con diag(d1,d2/01, ..., 0n/dn—1).

Ejemplo. Consideremos la matriz simétrica A € M3(R) siguiente:

4 2 7
A=1[2 —11 6|, donde d; =4, 6y = —48 y 65 = 515.
7 6 1

Asi, existe P € M3(R) invertible con PAP" = diag(1, -1, —1).

El siguiente resultado es inmediato.

Teorema 4.53 Si A € M, (R) es simétrica con menores lideres distintos
de cero, entonces

a) A es positiva definida si y solo si 6, > 0 para todo r.

b) A es negativa definida si y sdlo si dar41 < 0 y da > 0 para todo r.
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La ecuacién general de segundo grado en el plano
Los conjuntos de puntos (z,y) € R? que satisfagan una ecuacién de
segundo grado

Az? +2Bxy+ Cy* + Da+ Ey + F = 0.

pueden ser clasificados ante equivalencia lineal: Una transformacién lineal
apropiada envia a las soluciones de la ecuacién anterior a las soluciones de

az? +by? +cx+dy+e=0,
con a,b € {0,1, —1}. Esto es cierto por el Teorema 4.52 aplicado a la matriz

M = <A g), cuyo determinante AC' — B? es el discriminante de la

ecuacion.

Esto nos permite clasificar tales soluciones ante la accién del grupo afin,
que consiste de las transformaciones de la forma f(v) = T(v) + u, con T
lineal invertible y u constante. Aqui, hacemos desaparecer a la constante
¢, si a # 0, o bien a la constante d, si b # 0, por medio de una translacién,
completando el cuadrado. Finalmente, otra transformacién lineal puede
conseguir que e € {0,1}. De esta manera, se obtiene una lista completa de
representantes:

rango 2 discr
2 +9y2+1=0 vacio 1
22 +y2=0 un punto 1
22 —y?+1=0 una hipérbola -1
22 —y2=0 dos rectas que se cortan | -1
22—y +1=0 un circulo 1
—2?2 -2 =0 un punto 1

rango 1 discr
22 4+y=0 una parabola 0
—224y=0 una parabola 0
2+1=0 vacio 0
—224+1=0 dos rectas paralelas 0
22 =0 una recta doble 0

Sea V' un espacio euclideano, es decir, V= R", provisto de un producto
interno positivo definido. La longitud de un vector v es |v| = 1/(v,v). La
distancia entre dos vectores u y v es d(u,v) = |u — v|.

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
A partir de un subconjunto linealmente independiente {uq, ..., u,} del
espacio euclideano V', es posible obtener una base ortogonal {v1, ..., v, } del
espacio (ui,...,u,) tal que la bandera asociada a ambos conjuntos sea la
misma:
<’U,1, ceey ’U,Z> = <’U17 ...,’Ui>, Vi.
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El primer paso es muy facil: Tomamos v, = u;.
Resolvemos para ci5 la siguiente ecuacion:

0 = (v1,us — c1201) = (v1, u2) — ci2(v1,v1),

lo cual es posible porque (v1,v1) > 0. Escribimos vy = ug —¢12v1 para tener
(v1,v2) = 0 con {vy,v9} linealmente independiente.
En el siguiente paso resolvemos para ci3 y co3 las siguientes ecuaciones:

0 = (vi,us — c13v1) = (vi,u3) — c13(v1,v1),
0 = (v2,us — cagv2) = (v2,u3) — ca3(v2, v2),

lo cual es posible porque (v1,v1) > 0y (v2,v2) > 0.

Escribimos v3 = ug — ¢13v1 — 230 para tener (vi,v3) = (vg,v3) = 0
con {v1, v, v3} linealmente independiente. Continuando de esta manera se
llega a una base ortogonal como se deseaba, pues para cada 7, tenemos que

Ui — V; € (Ut ey Uj—1).

Voliimenes m-dimensionales
Dados m vectores uy, ..., u,, con m < n en un espacio euclideano R™, el
m-paralelepipedo que generan es

m
Puy, .oytty) = {v = Zciui eER"0<¢ <1}
i=1
Sea P, » la coleccién de todos los m-paralelepipedos en R™ asi generados.

Queremos definir una funcién volumen v, : P, , — R. Si el conjunto
{u1,...,um} es ortogonal, queremos tener

m

Vi (Pt ooy ) = [ ] ual.

i=1
Si el conjunto {uy, ..., u,} es linealmente dependiente, queremos tener
Vi (P(u1y .oy ) = 0.

Dado un conjunto linealmente independiente {u1, ..., u., }, lo ortogonali-
zamos & la Gram-Schmidt hasta obtener {v1, ..., v, }. Interpretamos cada
expresion u; = (u; — v;) + v; como la descomposicién ortogonal de wu; en
su componente u; — v; en la “base” (uy,...,u;—1) de P(uq,...,u;), més la
“altura” v;. Basados en esta interpretacion, definimos

m

Vi (Pt ooy um)) = [ ] vil-

i=1
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Teorema 4.54 a) Si u; = Y ;_, aije; para 1 < i < m, donde {e1,...,e,}
es la base natural de R™ y A = (ai;) € Myxn(R), entonces

Vin (P (w1, ..., ) = Vdet AAL,
b) SiT:V — V es lineal, entonces
Vi (P(Tuy, ..., Tup,)) = | det T| v, (P(ug, .oy ).
Demostracién: Procedemos por induccién en m. Cuando m = 1, tenemos

vi(P(ur)) = |v1] = lu| = (w1, u1) = Juuf = VAAL = J/det AAL.

Sea A; la submatriz de A obtenida al eliminar el tltimo renglén. Podemos

suponer que
mel(P(’u,l, ey ’u,m,1>) = /det AlAi

Como vy, — Uy € (Ug, .oy Up—1), €xiste una matriz C, que es producto
de matrices elementales de primer tipo, tal que

m

CA= (fl) y detC =detC' = 1.
Esto nos permite realizar los siguientes calculos:

caatct = () cat oty
v 1 m

A At Alll,fn o AlAi 0 A
vat vt ) 0 vmvfn ’

det AA" = (det A1 AY)|v,,|* = 1_[|vl\27

de donde se obtiene a). La afirmacién b) es inmediata. O
Ejercicios

1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre R, provisto de un
producto interno sin vectores isotrépicos distintos de cero. Demuestre
que el producto interno es positivo definido o negativo definido.

2. Sea k algebraicamente cerrado. Demuestre que dos matrices A, B en
M, (k), simétricas, son congruentes si y sélo si tienen el mismo rango.
Encuentre formas candnicas para este caso.

3. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita provisto de un pro-
ducto interno y B = {ws,...,w,.} C V tal que det A # 0, donde
A = (ai;) € M, (k) estal que a;; = (w;,w;). Demuestre que B es
linealmente independiente.
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4. a) Demuestre que el drea de un triangulo en R3 cuyos vértices son
(07 07 O)a (ala az, a3) y (bla b2; b3) €s

}\/detAAt, donde A= (% 92 93
2 b1 by b3

b) Demuestre que el volumen de un tetraedro con vértices en el origen
y en los puntos u1,us, ug € R™ es

1 b
6 Vdet AAt, donde A= [ uo
us

5. Sea V un espacio vectorial con un producto interno. Sea u un vector
no isotrépico. Definimos la refleccién T, : V — V ast:

Demuestre que
a) Ty(u) =uy que T,(w) = —w para w € (u)=*.
b) T2 = 1.

¢) T, preserva el valor de los productos internos.

6. Demuestre las siguientes propiedades de la longitud y de la distancia:
a) |ev| =] - |v| sic e R.
) I(uyv)] < Ju - ol:
&) fu+v| < Jul + Jol.
d) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

4.10 Formas Alternas

En esta seccién suponemos que k es un campo de caracteristica distinta de
dos. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre k. Una forma
alterna en V' es una funcién bilineal

f:V xV =k, tal que f(v,v) =0, para todo v € V.

Escribimos (u, v) en lugar de f(u,v) y observamos que 0 = (u+v,u+v) =
(u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) implica la propiedad llamada antisimetria:

(u,v) = —(v,u), para todos u,v € V.
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Si a la forma alterna le corresponde la matriz A = (a;j) € My(k) con
respecto a la base {ui,...,u,}, donde a;; = (u;,u;), entonces A es una
matriz alterna, es decir a;; = —aj; para todos i, j; y ademads, a; = 0
para todo i. Esto es, At = —A.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones son inmediatas.

1. La matriz A corresponde, con respecto a bases duales elegidas, a la
funcién lineal h : V — V* dada por h(u)(v) = (u,v), para todos
u,v € V.

2. La forma f es no degenerada si y so6lo si h es biyectiva, equivalente-
mente, si y sélo si det A # 0.

3. Si la forma f es no degenerada, entonces n es par, pues det A =
det A® = (—1)"det A.

4. El rango de toda forma o matriz alterna es par.

Teorema 4.55 Sea V un espacio vectorial de dimension finita provisto de
una forma alterna no degenerada. Entonces existe una base {vy,va, ..., Vo, }
tal que (vo;—1,v2;) = 1 = —(vai,v2,—1) para 1 < i < n;y tal que (vy,vs) =0

si {r,s} #{2i—1,2i}.

Demostracién: Hacemos induccién en n, siendo claro el caso n = 0.
Elegimos v; € V de manera arbitraria. Como existen vectores no orto-
gonales a vy, elegimos v € V' con (v1,v2) = 1.
Sea W = (v1, v9). Afirmamos que W N W+ = 0. Esto es porque

avy +bvy € W = (v1,av1 +bvy) =b =0y (avy + bug,ve) =a =0.

Como W NW+ = 0, tenemos que V=W @ W+ con dimW+ < dimV,
por el Teorema 4.48. Concluimos por la induccién. O

Corolario 4.56 Todas las formas alternas no degeneradas en un espacio
vectorial V' son equivalentes ante Aut V.

La interpretacion matricial de los resultados anteriores es la siguiente:

Teorema 4.57 Si A € M, (k) es una matriz alterna invertible, entonces
existe otra matriz invertible P € M, (k) tal que

-1 0
PAP! = . (4.12)
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Llamémosle Ay a la matriz en la derecha de la ecuacién (4.12). Esta
es una matriz alterna asociada a una base como en el Teorema 4.55, le
llamaremos la matriz alterna candnica. Es claro que det Ag = 1.

Dada una matriz alterna A, tenemos B invertible tal que A = BAyB?,
por lo que det A = (det B)(det B') = (det B)?2. Definimos el Pfaffiano de
A, escrito Pf A, como det B, de manera que det A = (Pf A)2.

Observaciones.

1. La definicién anterior parece ambigua, porque no tenemos unicidad
de B. La propiedad det A = (Pf A)? reduce la ambigiiedad al factor
+1. El préximo teorema demostrara que la ambigiiedad no existe.

2. De nuestra definicién, es claro que Pf(CAC?) = (det C)(Pf A).

Ejemplos. En los casos n = 2 y n = 4, tenemos que

0 a 2
det(_a 0>—a,

0 ai2  G13 a4
—ai2 0 a3 Q24

det
—a13 —as3 0 as

—a14 —ag4 —azg O
_ 2
= (a12a34 — a13a24 + a14a93)".

Consideremos el anillo de polinomios R = Z[a;;] en las n(n — 1)/2 va-
riables a;; con 1 < 4 < j < n. Escribiendo a;; = O para 1 < i < n; y
también a;; = —aj; para ¢ > j, definimos la matriz alterna genérica
A= (aij) S Mn(R)

Existe B € M, (Q(a;;)) tal que A = BAyB", entonces det B = Pf A es el
Pfaffiano genérico, que satisface det A = (Pf A)? € Z[a;;]. La unicidad
de la factorizacién en Z[a;;] implica que Pf A € Zla;;].

El grupo octaédrico Oct,, consiste de los elementos w € S, que al
actuar en {£1,+2,...,£n}, cumplen con w(—i) = —w(i), para 1 < i < n.
Claramente, o(Oct,,) = n!2™. También hay una accién natural de Oct,, en

{{1,2},{3,4}, ..., {2n — 1,2n}}.

Teorema 4.58 Si A € Ma, (k) es una matriz alterna invertible, entonces

PfA= Z (—1)”1_[%(21'—1),0(271)
=1

O'ESQn/OCtn
1

Y | (T
=1

0ES2n
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Demostracion: Sea V' el espacio vectorial sobre k de dimensién 2n sub-
yvacente. Dada T" € AutV, consideramos su accién inducida en el dlgebra
exterior AV.

Concentramos nuestra atencién en /\2 V', donde se encuentran dos ele-
mentos que corresponden a las matrices Ay y A, o a sus formas bilineales

asociadas:
n

fo= Z(Uziq ANvg), f= Zaij(”i A vj).

i=1 i<j

Supongamos que (/\2 T)(fo) = f, esto equivale a requerir la igualdad
A= PAyP?, si P es la matriz asociada a 7. Entonces

2n foy .
(A" T) () = s
pero efectuando los cédlculos obtenemos

1 1 n

fo (ZUQi—l/\UQi)n:U1 ANva N -+ A vy,

n!’% " nl
=1

de manera que

(/\2" T) (J:f:) = (det T)vy Avg A -+ A vay,.

Por otra parte,
fmo1
== aivi Ayt =
! e

Z (=17 H Ao(2i—1),0(2i) (V1 A V2 A=+ Aay),

oc€San =1

1
nl2n

de donde llegamos a la conclusién. O

Ejemplo. Sea A;; la submatriz (2n — 2) x (2n — 2) obtenida a partir de
A omitiendo los renglones y columnas 4,j. Sea a;; = (—1)"7~1Pf A4;;.
Aprovechando el razonamiento anterior, descomponemos f = f1 + fo, es-
cribiendo f; = 2322 a1j(v1 Avj) y fa =321 i aij(vi Avj). Calcularemos
Pf A = detT como sigue:

(PfA)U1 N Nvgy, = %fn = %(fl +f2)n

1 (n ne1y 1
n!(1>(f1/\f2 1)7‘)(1/\7(71—1)!

n—1

2n

2n
= [Z alj(vl A ’Uj)] N [Z(PfAly)i)\l Nvg A --- /\ij\j VANEERIAY ’Ugn]
=2 =2
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2n

= [Z(fl)jalj(Pf Alj)]vl A A Von,
j=2

En el calculo anterior, usamos el Teorema del Binomio, pues fi; y f2 con-
mutan entre si, y con cualquier otra cosa, por ser de grado par. Obtuvimos

2n
PfA= Zaljalj.

=2

El grupo multiplicativo {T' € AutV | (A*T)(fo) = fo} es el grupo
simpléctico Spa,.

Corolario 4.59 SiT € Spay,, entonces detT = 1.

Demostracién: Si T € Spa,, entonces (A>T)(fo) = fo. De esta manera,
(A" T) estabiliza a (1/n!) f = v; Avg A- - - Avgy; pero la accién de (A>" T)
en v Avg A - -+ A vy, es multiplicacién por detT'. Asi, detT' =1. O

Ejercicios

1. Demuestre que si se intercambian los reglones r y s de una matriz
alterna A; y simultdneamente se intercambian las columnas r y s,
entonces Pf A cambia de signo.

2. Demuestre que si se multiplican simultdneamente el renglén r y la
columna r de una matriz alterna A por un escalar ¢, entonces Pf A
queda multiplicado por c.

3. Demuestre que Spy = SLs.

4. Dada una matriz A = (a;;) € M, (k) con n par y renglones A, ..., Ay;
definimos un producto para los renglones A; - A; = ¢;; € k asi:
il Q2

Ain—1 a;
Cij = i,n i,m

aj1 G2 Ajn—1  Qjn
Demuestre que la matriz C' = (c;;) es alterna y que Pf C = det A.

5. Demuestre que el Pfaffiano genérico es irreducible en Z[a;;].

4.11 Formas Hermitianas

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre C. Para o = a+bi € C
con a,b € R, escribimos la conjugacién compleja asi: @ = a—bi. Una forma
Hermitiana o producto interno sesquilineal en V es una funcién

S:VxV —=C tal que
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1. S(au+bv,w) = aS(u,w)+bS(v,w), para todos a,b € C; u,v,w € V.
2. S(u,v) = S(v,u), para todos u,v € V.

Asi, S es lineal en la primera variable y semilineal en la segunda. Decir que
una funciéon f es semilineal significa que

flur +u2) = flur) + flu2), flou) =af(u), Yu,uj,us €V, a € C.

Cuando S queda entendida, escribimos (u, v) en lugar de S(u,v). Al elegir
una base {u1, ..., u, } de V, a la forma S se le asocia una matriz asf:

A = (a;5) € My (C), donde a;; = (u;,u;).

La matriz A es Hermitiana, es decir @;; = aj;, para toda pareja de
indices. Asi, los elementos de la diagonal son reales. Dados vectores x =
T1Ul + -+ TpUp, Y =y1u1 + - + YnUy,, se tiene que

n v

(z,y) = Z aij Y5 = (T1,., Tp) A |
ij=1 7=
Yn

En particular, para todo vector v € V, se tiene que (v,v) € R.

Durante el resto de la seccién supondremos que V tiene una forma Her-
mitiana fija positiva definida, es decir, que 0 # v € V = (v,v) > 0. En
estas condiciones diremos que V es un espacio unitario. Aqui definimos
la longitud de un vector v como |v| = /(v,v) y la distancia entre dos
vectores u y v como d(u,v) = |u — v.

Observaciones. Las siguientes afirmaciones o son inmediatas o admiten
demostraciones similares a las ya dadas para afirmaciones semejantes, usa-
mos la notacion de arriba.

1. Lalongitud y la distancia cumplen las propiedades del Ejercicio 4.9.6.

2. Con respecto a una nueva base {vy,...,v,} de V, relacionada con la
base anterior asi: v; = Z?zl piju; Vi, a S le corresponde la matriz
PAP*, donde P* = (g;;) con g;; = Pj;; es la adjunta Hermitiana
de P = (p;;). Escribimos la adjunta Hermitiana de A asi: A*.

3. Existe una base ortonormal de V, esto es, una base {w1, ..., w, }, tal
que (w;, w;j) = &;;.

4. Existe P € M, (C) invertible tal que PAP* es la identidad.

5. La funcién f : V — V* dada por f(u)(v) = (v,u), para u,v € V, es
semilineal y biyectiva.
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Dados T : V — V yv € V, podemos definir h € V* asi: h(u) = (T'(u), v),
para todo u € V. La Observacién 5 garantiza la existencia de un unico
vector w € V tal que h(u) = (u,w). Esto nos permite definir una funcién
T*:V — V, dada por T*(v) = w en la situacién anterior. La funcién T*
es la adjunta Hermitiana de T'. Notemos que se cumple la igualdad

(T(u),v) = (u, T*(v)), Vu,v eV, T € End V. (4.13)

Proposicion 4.60 La adjunta Hermitiana T™ de una transformacion T
tiene las siguientes propiedades:

a) T* es lineal.

b) Si la matriz de T es A = (a;;) con respecto a una base ortonormal de
V y T* tiene asociada a la matriz B = (b;;) con respecto a la misma base,
entonces a;; = E

) (S + T) = S*+T*, para toda S lineal.
e) (aT)* =aT™*, para toda o € C.
f) (ST)* =T*S*, para toda S lineal.

Demostracion: a) Partiendo de (4.13), tenemos que

(u, T*(av + bw)) = (Tu, av + bw) = a(Tu,v) + b(Tu, w) =
a(u, T*v) + b(u, T*w) = (u,aT*v + bT*w), Ya,b € C; u,v,w € V.

Como V es un espacio unitario, se obtiene la linealidad de T*.
b) Sea {u1,...,u,} una base ortonormal de V con T'(u;) = Z?Zl Qiu;.
Estamos suponiendo que 7% (u,.) = 22:1 brsus, para 1 < r < n. Entonces:

Qi = (Tuivuj) = (uivT*uj ulvzbjsus =

Las afirmaciones c), d) y e) son consecuencias inmediatas de b). Para ver
f), calculamos: (u, (ST)*v) = (STu,v) = (Tu, S*v) = (u, T*S*v). O

Teorema 4.61 Las siguientes condiciones enl : V. — V son equivalentes:
a) (Tv,Tv) = (v,v) para todo v € V.

b) (Tu, Tv) = (u,v) para todos u,v € V.
c) T envia una base ortonormal a otra.
d) T

e) TT* = 1 = T*T

Demostracién: La equivalencia d) < e) es clara, por lo que veremos las
implicaciones a) = b) = ¢) =€) = a).
a) = b): Como (T'(u+v),T(u+v)) = (u+v,u+v), tenemos que

(Tu, Tv) + (Tv,Tu) = (u,v) + (v, u). (4.14)
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También tenemos (T'u, T(—iv)) + (T(—iv), Tu) = (u, —iv) + (—iv,u), es
decir, i(Tu, Tv) — i(Tv, Tu) = i(u,v) — i(v,u), lo cual nos da

(Tu, Tv) — (Tv, Tu) = (u,v) — (v,u) (4.15)

De (4.14) y (4.15) obtenemos (T'u, Tv) = (u,v) para todos u,v € V.

b) = ¢): Si {u,...,un} es una base ortonormal de V' y T'(u;) = v; para
toda i, entonces (v;,v;) = (Tu;, Tuj) = (u;,u;) = 0;;. Observe que todo
conjunto ortonormal es linealmente independiente.

¢) = e): Dada una base ortonormal {uq, ..., u,}, tenemos que

(Sij = (ui,uj) = (Tui,Tuj) = (ui,T*Tuj) = Uu; = T*TUj, V.

Esto implica que TT* =1 =T*T.
e) = a): Siv € V, entonces (v,v) = (v,1v) = (v, T*Tv) = (Tv,Tv). O

Una transformacién lineal T es unitaria cuando satisface las condiciones
del teorema anterior. Se dice que T' es Hermitiana cuando T'= T, que es
antihermitiana cuando 7' = —T™*, o que es normal cuando 77" = T*T.
Se definen estas mismas nociones para matrices complejas cuadradas, de
manera andloga. Asi, resulta que la matriz asociada con respecto a una
base ortonormal, a una transformacién lineal unitaria (resp. Hermitiana,
antihermitiana o normal) es unitaria (resp. Hermitiana, antihermitiana o
normal).

Observaciones. Si A = (a;;) € M,,(R), entonces
1. A es Hermitiana si y sélo si A es simétrica.
2. A es antihermitiana si y sélo si A es antisimétrica.
3. A es normal si y sélo si A conmuta con su transpuesta.
4. A es unitaria si y sélo si AA* =1 = A*A, es decir, A* = A~ L.
Una matriz A € M,,(R) tal que A = A~! se llama ortogonal.

Teorema 4.62 Sea V' un espacio unitario.

a) Si T € EndV es Hermitiana y W es un subespacio de V' estable ante
T, entonces T(W+) C W+,

b) Si A C EndV satisface T € A= T* € Ay si T(W) C W para un
subespacio W de V. y VT € A, entonces T(W+) C W+, VT e A.

¢) SiT € EndV es Hermitiana, entonces V admite una base ortonormal
formada por vectores caracteristicos de T .

d) Si A es un conjunto de transformaciones lineales Hermitianas de V
que conmutan entre si, entonces V. admite una base ortonormal formada
por vectores caracteristicos simultdneos de todas las T € A.
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Demostracion: a) es consecuencia inmediata de b).

b):Siue W, ve W, T € A, entonces (Tv,u) = (v, T*u) = 0, porque
T"c A=>T*uecW.

¢) es consecuencia inmediata de d).

d): Por el Teorema 4.39, existe un vector caracteristico v comun a toda
T € A.Si W = (v), entonces W+ es estable ante toda T € A, gracias a b).
Definimos v; = v/4/(v,v) y obtenemos por induccién en dim V' una base
ortonormal {vg,...,v,} de W, con todo v; vector caracteristico de toda
T € A, de manera que {vy,...,v,} es una base ortonormal de V. O

Como la transicién de una base ortonormal a otra, se da por medio de
una matriz unitaria, tenemos la siguiente version matricial del resultado
anterior:

Corolario 4.63 Dado un conjunto conmutativo de matrices Hermitianas
C, existe una matriz unitaria U tal que UAU* = UAU ! es diagonal para
toda A € C.

Teorema 4.64 Sea V' un espacio unitario.

a) SiT:V =V es normal, entonces V' admite una base ortonormal de
vectores caracteristicos de T'.

b) Dada una matriz normal N, existe una matriz unitaria U tal que
UNU* =UNU"! es diagonal.

¢) Para T normal, T* es un polinomio en T con coeficientes en C.

d) Si A es un conjunto conmutativo de transformaciones normales, en-
tonces V' admite una base ortonormal formada por vectores caracteristicos
simultdneos de todas las T € A.

e) Dado un conjunto conmutativo de matrices normales C, existe una
matriz unitaria U tal que UAU* = UAU ! es diagonal para toda A € C.

Demostracién: a) Sean Ty =T+ T* y Ty, = ¢T — ¢T*. Por ser T normal,
tenemos que 71 = 17,15 = T35 y que Th Ty = TTh. Por tanto, V admite una
base ortonormal de vectores caracteristicos de T} y T5; pero tenemos que
T = (1/2)(Ty —iTy). Asi, estos vectores también son vectores caracteristicos
de T.

b) es la versién matricial de a).

¢) Si a T se le asocia la matriz diag(ay,...,a,) con respecto a una base
ortonormal de V', tenemos que a T* se le asocia la matriz diag(ar, ..., a,)
con respecto a la misma base.

El Teorema de Interpolaciéon de Lagrange garantiza que existe un poli-
nomio p(X) € C[X] de grado menor o igual que n — 1, tal que p(a;) = a5,
para 1 < ¢ < n. Entonces p(T) = T*.

d) Sea C = AU{T* | T € A}. Entonces ¢) garantiza que C es un
conjunto conmutativo, por lo que existe un vector caracteristico v comuin
a todo T € A. El Teorema 4.62 b) implica que (v) es estable ante todo
T € C. Definimos v; = v/+/(v,v) y obtenemos por induccién en dim V una
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base ortonormal {vs,...,v,} de (v)*, con todo v; vector caracteristico de
toda T € C, de manera que {v1,...,v,} es una base ortonormal de V' como
la buscada.

e) es la versién matricial de d). O

Corolario 4.65 a) Los valores caracteristicos de toda transformacion li-
neal T' Hermitiana son reales.

b) Los valores caracteristicos A de toda transformacion lineal unitaria T
satisfacen A\ = 1.

¢) Sea T una transformacion normal. Si sus valores caracteristicos son
reales, entonces T es Hermitiana. Si sus valores caracteristicos A satisfacen
A\ =1, entonces T es unitaria.

Demostracién: Por ser T" normal, en cualquier caso, le asociamos una
matriz diagonal con respecto a una base ortonormal de V. Entonces todo
es claro. O

Cuando el campo es R y el espacio vectorial V' = R" posee un producto
interno positivo definido, decimos que V es euclideano.

Teorema 4.66 (de los Ejes Principales)

a) Si A € M,(R) es simétrica, entonces existe P ortogonal tal que
PAP* = PAP! es diagonal.

b) El espacio euclideano V = R"™ admite una base ortonormal consistente
de vectores caracteristicos de una transformacion lineal simétrica dada.

Demostracion: a) y b) son afirmaciones equivalentes que demostraremos
simultaneamente.

Tenemos una transformacién lineal T : R™ — R"™ del espacio euclideano
de vectores renglén, definida asi: T'(v) = vA, donde A es la matriz simétrica
dada. La accién de T puede extenderse a C™ con la misma definicién.

Como T es Hermitiana, sus valores caracteristicos distintos Aq, ..., A,
son reales. Sea p(X) = [[._;(X — X\;)™ el polinomio caracteristico de
T. Entonces tenemos la descomposicién V = V; @ --- @ V,., donde V; =
ker(T — X\;)™, para 1 <i <.

A la transformacion normal T le corresponde una matriz diagonal sobre
C, con respecto a una base ortonormal de C". Por ello,

(T — )\7)7“’0 =0= (T — )\,)’U =0,

es decir, todo v; € V; es un vector caracteristico de 7.
Siv; € Vi ywv; €Vjconi#j, entonces \; # Aj; y por lo tanto

)\j(vi,vj) = (’Ui,T’Uj) = (TUi,’Uj> = )\i(vi,vj) = (’UZ‘,UJ‘) =0.

Asitenemos que V = V; L --- 1V, es una suma directa ortogonal de espacios
en los que T acttia como escalar real, cada uno de los cuales admite una
base ortonormal, cuya unién es una base de V' como en el enunciado. O
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Ejemplo. Determinar el lugar geométrico L descrito por la ecuacion
4y + 3y° + 2V5x + 45y = 0.

La parte cuadratica de esta ecuacién es

doy +3y° = (@ y)(g 3»)(2)

La matriz M = ( g ?)) > tiene determinante negativo, por lo que estamos

frente a una hipérbola. La matriz M tiene polinomio caracteristico

A -2

det()\—M):‘ s

‘:)\2—3>\—4: A=4)(A+1).
Por tanto, M tiene valores caracteristicos 4 y —1. Asi, la ecuacién ori-
ginal puede transformarse por medio de una rotacién en otra cuya parte
cuadrética es 4x? — y2, como sigue:

Los vectores caracteristicos de 4 son los multiplos escalares de (1,2),
mientras que los vectores caracteristicos de —1 son los miltiplos escalares

. 1 1

de (—2,1). De aqui obtenemos la base ortonormal %(1, 2), ﬁ(—Z, 1). La

(4 1)

que es una rotacion, satisface

p (40
PMP_(O 1).

De manera que la substitucién (zy) — (xy)P, es decir,

matriz ortogonal

T %(x—?y),y»ﬁ %(Zx—f—y)

transforma a 4zy + 3y + 2v/5x + 4v/5y = 0 en 42?2 — 3% — 10z = 0.

Teorema 4.67 Sea B € M, (R) una matriz ortogonal. Entonces existe P
ortogonal con PBP' = PBP~! de forma

1,
—1,
Cos (1 sen o
—senq; C€OS Qg

COos (vt sen oy
—senq;  COSQy
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Demostracién: Sea A = B+ BY = B + B~!. Entonces A es simétrica y
conmuta con B. Por el teorema anterior, existe una descomposicion V =
Vil---1V,, donde v; € V; = v; A = \;jv;, con A1, ..., \, elementos distintos
de R.

La funcién lineal L definida como multiplicacién derecha por la matriz
B, estabiliza a cada V;, donde actiia biyectivamente.

Como v;(B+B™1) = \jv; parav; € V;, tenemos que v;(B2—\;B+1) = 0,
lo que implica que el subespacio W = (v;,v;B) de V; es invariante ante
L; pero entonces el complemento ortogonal W+ de W en V; también es
invariante ante L: Si u € W y v € W entonces (vB,u) = (v, B~tu) = 0,
porque Bt = B~ y porque L actiia biyectivamente en W.

Asi, cada V; es una suma directa ortogonal de subespacios W invariantes
ante L de dimensién < 2.

Sea T la transformacién lineal dada por multiplicacion derecha por B
restringida al espacio W.

Si dim W = 1, entonces T es ortogonal y actia como escalar. Este debe
ser £1.

Si dim W = 2, entonces con respecto a cualquier base ortogonal de W,
se le asocia a T una matriz

a b
(¢ &)

cona?+b =1=c?2+d’>yac+bd=0. Ademds, T>? —\\T+1=0=
detT = 1, esto es ad — bc = 1. Estas ecuaciones admiten una solucién de
la forma a =d =cosa, b= —c=sena. O

Notemos que toda transformacion lineal ortogonal, o bien toda matriz
ortogonal tiene determinante +1. Una rotacién es una transformacién
ortogonal con determinante uno.

Sea T : V — V una transformacién lineal Hermitiana de un espacio
unitario V. Sabemos que los valores caracteristicos de T son reales. Decimos
que T es positiva definida (resp. negativa definida) cuando todo valor
caracteristico A de T' es positivo (resp. negativo).

Proposicion 4.68 Sea T una funcion lineal de un espacio unitario V.

a) Si T es Hermitiana, entonces T es positiva definida si y sdlo si
(Tv,v) > 0 para todo 0 £ v € V.

b) Si T es invertible, entonces TT* es positiva definida.

Demostraciéon: a) Existe un base ortonormal {v1,...,v,} de V formada
por vectores caracteristicos de T: Aqui, T'(v;) = A\;jv;, para 1 < i < n. Si
A; > 0, para todo i, entonces cualquier vector 0 # v € V puede escribirse
como v = Y-, a;v;, de manera que

(Tv,v) = (TZaivi, Zaivi) = (Z Aia;v;, Z a;v;) = Z)\,-aq;(Ti > 0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Reciprocamente, si v es un vector caracteristico de T con T'(v) = v,
tenemos que

Av,v) = (Tv,v) >0=X>0.

b) Claramente TT* es Hermitiana. Dado 0 # v € V, se tiene que
(TT*v,v) = (T*v,T*v) > 0, porque T invertible = T invertible. O

Proposicion 4.69 Toda transformacion lineal positiva definida T admite
una unica raiz cuadrada positiva definida, que es un polinomio en T

Demostracién: Una vez que a T se le asocia una matriz diag(Aq, ..., Ay)
con respecto a una base ortonormal de V', con todo A; > 0, tomamos p; > 0
con p? = \; para cada i.

La transformacién lineal H, asociada a la matriz diag(p, ..., ftn) respec-
to a la base ortonormal anterior, satisface H?> = T. La Interpolacién de
Lagrange produce un polinomio f tal que f(\;) = p;, para todo i. Asi,
f(T) = H conmuta con toda transformacién lineal que conmute con T'.

Si H; es otra raiz cuadrada positiva definida de 7', entonces, al diago-
nalizar H;, vemos que H; conmuta con Ty con H, por lo que es posible
diagonalizar simultdneamente Hy; y H. Asi se ve que H; = H. O

Teorema 4.70 (Descomposicién Polar) Sea T : V. — V una trans-
formacion lineal invertible de un espacio unitario V. Entonces existen H
positiva definida y U unitaria, unicas; tales que T = HU.

Demostracion: Veamos la unicidad: T'= HU = T* = U*H; y entonces
TT* = HUU*H = H?. Asi, H es la tnica raiz cuadrada positiva definida
de TT™.

Veamos la existencia: Partiendo de H como acabamos de ver, definimos
U = H™'T, para tener U* = T*(H™')* = T*H~!, por lo que UU* =
H'TT*H' =1. Asi, U es unitariay T = HU. O

Ejercicios

1. Demuestre que para toda A € M, (C), existe U unitaria tal que
UAU! es triangular.

2. Demuestre que si para A € M,,(C), existe U unitaria tal que UAU !
es diagonal, entonces A es normal.

3. Demuestre que si A € M,,(R) es invertible, entonces existen matrices
B simétrica positiva definida y C ortogonal tinicas, tales que A = BC.

4.12  El anillo Endg (V)

En esta seccién estudiaremos al anillo R = Endy(V'), donde k es un anillo
de divisién y V' es un k-moédulo de dimension finita.
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Teorema 4.71 Sea k un anillo de division. Todo k-mddulo M es libre.

Demostracion: Es suficiente ver que M admite una base. Sea C la coleccién
de todos los subconjuntos linealmente independientes de M.

Toda cadena en C admite una cota superior que es su unién: Cualquier
subconjunto finito de esta unién es parte de un elemento de la cadena; y
es por tanto, linealmente independiente. Por el Lema de Zorn, existe un
subconjunto méximo linealmente independiente B de M.

Este conjunto B es una base de M porque genera al médulo M: Siv € M,
entonces o bien v € B y terminamos, o bien v ¢ By BU{v} es linealmente
dependiente, en cuyo caso existe una relaciéon de dependencia no trivial

cv+ civy + - cpvy =0,

con 0 # ¢ € k, todo ¢; € k y todo v; € B. Multiplicando por la izquierda
por ¢!, podemos despejar a v para expresarlo como combinacién lineal de
elementos de B. D

De ahora en adelante llamaremos espacios vectoriales a los k-modulos.

Teorema 4.72 Sean k un anillo de division, V' un espacio vectorial sobre k
de dimension finita, R el anillo Endg (V) y W un subespacio de V. Entonces

(a) R es simple.
(b) El conjunto {T € R | ImT C W} es un ideal derecho de R.

(c) Todo ideal derecho de R es de la forma anterior. Dado un ideal derecho,
el subespacio W que lo describe es unico.

(d) El conjunto {T € R | W CkerT} es un ideal izquierdo de R.

(e) Todo ideal izquierdo de R es de la forma anterior. Dado un ideal
1zquierdo, el subespacio W que lo describe es unico.

(£) Todo ideal derecho o izquierdo de R es principal.

(g) Todo ideal derecho minimo de EndV es de forma {v®f | f € V*}, con
0 £ v eV fijo. Todo ideal izquierdo minimo de EndV es de forma
{u®v* | ueV}, con0#£v* € V* fijo.

Demostracion:

(a) Sean I un ideal distinto de cero y 0 # A € I. Escribimos
A= (o)),
i=1

con {v1,...,v.} y {uf,...,u’} linealmente independientes.
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Existe T' € End V tal que T'(vy) = vy, T'(v;) = 0, para i # 1, por lo
que TA=3"_(Tv,®@u})=v1 ®uj € 1.

Sean v € V, w* € V* arbitrarios. Elegimos = € V,y* € V* tales que
uj(xz) =1 = y*(v1), para tener vRW* = (VRY*)(v1 Qui)(xQw*) € I.
Asi, I contiene a todas las transformaciones de rango uno, por lo que
I =EndV.

(b) Dado W, un subespaciode V'y A, B € EndV con A(V) C W, se tiene
que A(BV) C A(V)CW.

(c) Sea a un ideal derecho de End V. Definimos W = /.. . Im T Quere-
mos demostrar que toda transformacion B € EndV con Im B C W,
estd en a; para lo cual suponemos que B es de rango uno y que
InBCImAcon A€ a. Asi, B=v® f para algtin f € V*; y existe
u €V tal que A(u) = v.

Extendemos {u} a una base de V: {u = uy,us,...}. Sea T € EndV
tal que T'(u) = wy T(u;) = 0 para ¢ > 1, entonces AT € a satisface
AT (V) = (v), por lo que AT = v ® w* para alguna w*. Sea z € V
tal que w*(z) = 1. Calculamos:

AT f)=(vew ) (z®@ f)=v® f =B € a.

Sia={TeR| ImTCW}d={TeR| ImTCW}ueWy
u ¢ W', entonces u ® v* € a, mientras que u® v* ¢ a’ para cualquier
0#£0v" eV

(d) A(W)=0= TAW)=0, VYT €EndV.

(e) Sea b un ideal izquierdo de EndV. Sea {T;} un conjunto finito de
generadores de b, el cual existe porque b es un subespacio del espa-
cio vectorial de dimension finita End V; y cualquier base de b es un
conjunto de generadores de b como ideal izquierdo.

Observemos que es posible tener cada T; de rango uno: Si A € b, A =
Soi_ju; ®@vf con {ug,...,u,} linealmente independiente, entonces e-
xisten S; € EndV con Sj(ui) = d0;u; para 1 < 4,5 < r. Por tanto,
cada S;A =u; ®v; €b.

Supongamos pues que {u; ® v¥, ..., U, @ v} es un conjunto de gene-
radores de b como ideal izquierdo. Escribimos

m m

W = ﬂker(ui®v;‘) = ﬂkerv;‘.
i=1

=1

Queremos ver que si T' € End V es tal que T (W) = 0, entonces T' € b.
Podemos suponer que T' es de rango uno: Si 7' = Y .'_, a; ® b con
{a1, ..., a,} linealmente independiente y 2 € W, entonces 0 = T'(x) =
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S bf(z)a; = bi(z) = 0 para todo 1 <i <r = (a; @ b})(W) =0

i=1Y%
para todo 1 < i <r.
Partiendo de que (a ® b*)(W) = 0, es decir, de que ker b* D N; ker vy,
afirmamos que b* es una combinacién lineal de {v],...,v% }. De no
ser asi, existirfa z** € V** con x**(v}) = 0 Vi y con z**(b*) # 0.
Esto es, existiria € V con vf(x) = 0 Vi y con b*(z) # 0, que es una
contradiccién. Asi, existen escalares ¢; con b* = c1v] + -+ + ¢ U,

Sean T; € End V tales que T;(u;) = ¢;a. Calculamos:

a®b*:a®2qvf:Z(cia®v:‘):ZTi(Uz’®U§k)€b~

Sib={T€R|W CkerT}, b/ = {T € R| W' CkerT}, v*(W) =0
y v*(W') # 0, entonces u ® v* € b, mientras que u ® v* ¢ b’ para
cualquier 0 #u € V.

(f) Si elegimos a la base {v1,va,---,v,.} de W, entonces el ideal derecho
{T € R| ImT C W} admitird como generador a la transformacién
lineal L = >, v; ® v}, donde v} (vj) = d;;.

Si extendemos la base anterior de W a una base de V asi: {v1, -+, v, },
entonces el ideal izquierdo {T" € R | W C kerT} admitird como
generador a la transformacién lineal L = Z?:r 41V @ vf, donde

07 (vj) = dij-
(g) Esto es inmediato a partir de (¢) y (e), o bien de (f). o

Las matrices de forma

a1 A1n

A= Qr1 Qprn
0 0
0 --- 0

con elementos a;; arbitrarios forman un ideal derecho, pues multiplicacién
derecha por cualquier matriz produce como resultado una matriz cuyas
columnas son combinaciones lineales de las de A.

Las matrices de forma

by -+ by 0 -0 0
B=| o
bpi o+ bpr 0 -0 0

con elementos b;; arbitrarios forman un ideal izquierdo, pues multiplicacién

izquierda por cualquier matriz produce como resultado una matriz cuyos
renglones son combinaciones lineales de los de B.
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Sean V; y V5 espacios vectoriales de dimensién finita sobre los anillos de
division ky y ks, respectivamente, junto con un isomorfismo o : k1 — ko.
Una funcién T : Vi — V4 es o semilineal cuando T'(u +v) = T'(u) + T(v) y
T(cv) = o(c)T(v) para todos u,v € Vi, ¢ € ky.

Es fécil ver que la composicién de funciones semilineales también lo es;
y que la inversa (cuando exista) de toda funcién semilineal también es
semilineal.

Teorema 4.73 Sean V; y Vo dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre los anillos de division ki y ke, respectivamente, junto con un isomor-
fismo de anillos f : Endg, (V1) — Endg, (Va). Entonces existe una funcion
semilineal T : Vi — Vs tal que f(L) = TLT!, para todo L € Endy, (V).

Demostracién: Aqui, f envia un ideal izquierdo minimo de Endy, (V1) a
otro de Endy, (V2). En particular, f envia transformaciones de rango uno
a transformaciones de rango uno.

Sean u € V' y u* € V* elementos fijos; pero tales que u*(u) = 1, entonces
flu®u*) = (v®v*), para ciertos elementos v € V' y v* € V*. Ocurre que
v*(v) = 1, porque (v®@v*)? = (v®v*) vale si y sélo si (u@u*)? = (u@u*).

Como (u ® u*) es la interseccién de un ideal izquierdo minimo con un
ideal derecho minimo de Endy, (V1), vemos que f({(u®@u*)) = (v®@v*). Esto
nos permite definir un morfismo de campos o : k; — ko asi: f(cu ® u*) =
o(c)(v ® v*). Resulta que o es aditivo porque f lo es. Aplicando f a la
igualdad (c1cou®@u*) = (cru @ u*)(cou @ u*), obtenemos o(cica)(v@v*) =
(o(c1)(v @ v*)(o(c2)(v ® v*), es decir, o(c1c2) = o(c1)o(c2). La igualdad
fu®u*)) = (v ®v*) garantiza que o : k1 — ko es suprayectivo.

Definimos una funcién T : V; — Vs asi: f(u @ u*) = (Tu ® v*). Clara-
mente, T' es un ¢ isomorfismo semilineal: T es aditivo porque f lo es. Apli-
cando f alaigualdad (cu)®@u* = (u@u*)(cu®u*), obtenemos (Tcu) @v* =
(Tu @ v*)(o(c)v @ v*) = [o(c)Tu] ® v*), por lo que T'eu = o(c)Tu.

Sea L € Endy, (V1). Aplicando f a la igualdad L(u ® u*) = (Lu ® u*),
obtenemos f(L)(Tu ® v*) = (I'Lu ® v*), por lo que f(L)Tu = TLu, para
todo u € V4. Asi, f(L)T =TL, es decir, f(L)=TLT . o

Corolario 4.74 Sean Vi y V5 dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre los anillos de division k1 y ka, respectivamente, tales que Endy, (V1) =2
Endg, (V). Entonces k1 = ko y dim V; = dim V5.

Aqui, dimV; = dim V5, expresa la igualdad de la longitud de cualquier
cadena méaxima de ideales izquierdos (o derechos) de Endg, (V1) con la
correspondiente de Endy, (V).

Corolario 4.75 Sean K y L campos, entonces los anillos M, (K) y Ms(L)
son isomorfos si y solo si K 2L yr =s.

Corolario 4.76 Sean V un espacio vectorial de dimension finita sobre un
anillo de division k, R = Endg (V) y 4 : R — R un automorfismo. Entonces
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existe una funcion semilineal ¢ : V. — V tal que Y(T) = poT o™, para
todo T € R.

Corolario 4.77 Todo k automorfismo del dlgebra M, (k) es interno.

4.13 Ejercicios Generales

1. Sea det : R™ x - - - x R®™ — R. Demuestre que la derivada total de esta
funcién, evaluada en (aq, ..., a,); y escrita (D det)(aq, ..., a,,) satisface

(D det)(al, ceny an)(bl, ceey bn) = Zdet(al, ey @1, bi, Ai+1, ...,an).
i=1

2. a) Sean V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un anillo de
divisién k y a # (0) un ideal izquierdo de R = Endy (V). Observe que
existe v € V tal que av # (0). Demuestre que av = V.

b) Demuestre que en la situacién anterior, el mapeo lineal ¢, : a — V
definido como ¢,(T) = T'v es biyectivo cuando a # (0) es minimo.

3. Sean k£ un anillo conmutativo con uno y V un k-médulo libre de
rango r. Dado L € Endy V, se genera una serie de transformaciones
inducidas por L en distintos objetos construidos a partir de V.

a) Demuestre que existe un tnico morfismo, llamado [] L que hace
conmutativo a todo diagrama donde p; es la proyeccién en el i-ésimo
factor directo:

vn Di

w |

vn pi

b) Demuestre que los distintos [[ L inducen morfismos tnicos T™L
del algebra tensorial 7"V, que hacen conmutativos a los diagramas

Vvt ——T"V

u] e

vVt ——T"V
y que inducen un tinico morfismo T'(L) : T(V) — T(V'), donde

T(v)= ][]V

n>0
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¢) Demuestre que cada 7™ L induce un morfismo tinico S™ L del dlgebra
simétrico S™V, que hace conmutativo al diagrama

™V —— 85"V

T"Li lS”L

™V —— 5"V

y que estos morfismos inducen un morfismo S(L) : S(V) — S(V),
donde
Sv)= ][ s"v-

n>0

d) Demuestre que cada T"L induce un morfismo tdnico A" L del
dlgebra alternante A"V, que hace conmutativo al diagrama

v — A"V

T"‘Ll \L/\" L

vt ——= A"V

y que estos morfismos inducen un dnico morfismo AL: AV — AV,

donde
AV=]IA"V.
n=0

e) Sean L1, Ly € End V. Demuestre que T(Lj o Lo) = T(L1) o T(L2)
y que T'(1) = 1. Enuncie y demuestre propiedades andlogas para los
otros morfismos inducidos.

f) Demuestre que A" L es multiplicacién por det L.

g) Demuestre que a cada elemento de S2V se le asocia una matriz
simétrica M de manera natural. Al elegir una base de V, a L se le
asocia la matriz C. Demuestre que entonces S2L corresponde a la
transformacién M — C*MC.

h) Demuestre que a cada elemento de /\2 V' se le asocia una matrix
alterna A de manera natural. Al elegir una base de V, a L se le
asocia la matriz C. Demuestre que entonces /\2 L corresponde a la
transformacién A — C*AC.

. Sean V un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo k, R =
k[X1,...,Xy] el anillo de polinomios en n variables y LF,(R) el es-
pacio de matrices n X n de formas lineales sobre R. Construya un
isomorfismo de espacios vectoriales ¥ : V@ V*®@V — LF,(R).
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5. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k y

G un grupo abstracto. Se dice que G actia linealmente en V' cuando
existe un morfismo ¢ : G — GL(V). Aqui, g - v significa ¢(g)(v) para
geGyvelV.

a) Suponga que G actta linealmente en V' y en W. Demuestre que
G también actia linealmente en V@ W y que si ¢ : G — GL(V) es
un morfismo, entonces ¢ : G — GL(V™*) definido como (g - v*)u =
v*(g71-u) para g € G, v* € V* yu € V también es una accién lineal.

b) Suponga que G actia linealmente en V. Demuestre que entonces
la accién inducida segtn los incisos anteriores en V ® V* identificado
con End V' es conjugacion.

¢) Demuestre que la accién inducida segin los incisos anteriores en
V @ V* ®V identificado con LF,(R), el espacio de matrices n X n
de formas lineales sobre k[X1, ..., X,,], es conjugacién seguida de una
transformacién lineal de las variables.

d) Observe que G actia por conjugacién en el conjunto ® de los
mapeos cuadriticos homogéneos ¢ : V. — V. Aqui, g - ¢ significa
flg) opo f(g)~t, donde f : G — GL(V) es la accién dada; y
que existe una transformacién lineal ¥ : LF,(R) — & dada por
U(A) = (Xy,...,Xn)A, para A € LF,,(R). Demuestre que ¥ es un G-
antimorfismo, es decir, que ¥(g- A) = g=* - U(A), para todos g € G,
A€ LF,(R).



Capitulo 5

Temas Complementarios

5.1 Teorema de la Base Normal

Dada una extensién finita de Galois F/k con Gal(F/k) = {o1,...,0n}, se
dice que una base de F/k es una base normal cuando es de la forma
{o1(w),...;on(w)} para algin w € F. Aqui veremos que toda extensién
finita de Galois posee una base normal.

Proposicién 5.1 Sea F/k una extension separable de campos de grado n
Y sean o1, ..., 0, los distintos k-morfismos F' — k. Entonces un subconjunto
B={ai,..,a,} C F es una base de F sobre k si y solo si det(o;a;) # 0.

Demostracion: Teniendo el nimero correcto de elementos, BB es una base
de F/k siy sélo si B es linealmente independiente sobre k.

La ecuacién lineal ay2x1 + - - - + a,x,, = 0 tiene las mismas soluciones en
k que el sistema de ecuaciones (que la incluye):

01(0,1)1'1 =+ .- +01(an)xn = 0

(@) T1 + -+ + T (a@n)an = 0 (5.1)

pues las soluciones ajc; + -+ + anc, = 0 con todo ¢; € k generan au-
tomé&ticamente soluciones del sistema (5.1), al aplicar a esta expresién los
distintos morfismos o;. Nuestra conclusién se obtiene al observar que la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones es (0;a;) € M, (F). O

Teorema 5.2 (de la Base Normal) Sea F/k una extension finita de
Galois con G = Gal(F/k) = {o1,...,0n}. Entonces existe w € F tal que
{o1(w),...,on(w)} es una base de F/k.

Demostracién: Caso 1: k es finito. Aqui, el Teorema 3.50 a) afirma que
G es ciclico, por lo que podemos suponer que G' = (o), con ¢° = o; para
1<i<n.

El Teorema 3.59 afirma que el conjunto G es linealmente independiente
sobre F'y con mayor razén sobre k. Por tanto o € Endy F' tiene polinomio
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minimo de grado > n; y la accién de o hace de F' un médulo ciclico. Esto
significa precisamente que existe w € F tal que {o1(w),...,0,(w)} es una
base de F/k.

Caso 2: k es infinito. Por el Corolario 3.37, existe un elemento primitivo
u € F tal que F' = k(u). Sea f(X) = Polmin(u, k). Escribimos u; = o;(u),

para 1 <1i < n, observamos que f(X) =[], (X —u;); y consideramos los

siguientes polinomios:

q(X) = (Xf(u))(])”’(u) y ¢i(X) =oiq(X)] = (XJZ(LZ))(},M

Los polinomios ¢;(X) estdn en F[X] y tienen la siguiente propiedad:
qi(uz) = bij- (5-2)

Ante la accién de G en {¢;(X) | 1 < i < n}, cada elemento 1 # o € G
actla sin puntos fijos.
Es inmediato que

i) = q(X)g(X)=0 (mod f(X)). (5.3)

En la ecuacion

Zqi(X) —-1=0, (5.4)

el polinomio de la izquierda tiene grado < n — 1; pero (5.2) implica que
tiene las n raices uq, ..., un; por lo que (5.4) es una identidad polinomial.
Multiplicamos (5.4) por ¢;(X) y usamos (5.3) para obtener

%‘(X)Q = ¢;(X) (mod f(X)). (5.5)

Consideramos ahora la matriz A = (0;0,[q(X)]) € M, (F[X]), para la
que obtenemos con ayuda de (5.3-5) que

AA" =1 (mod f(X)).
Por lo tanto, el polinomio g(X) = det A € F[X] satisface
g(X)? =1 (mod f(X)).

Asi, g(X) no es cero; y existe b € F tal que g(b) # 0. Escribiendo w = ¢(b),
esto significa que det(o;0;(w)) # 0y que {o1(w), ..., 05 (w)} es linealmente
independiente sobre k. O

Proposicién 5.3 Sea F/k una extension de campos con k infinito. Dado
un polinomio 0 # p(Xy, ..., Xp) € F[X1,..., Xy, existen ay, ...,a, € k tales
que p(ay, ...,apn) # 0.
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Demostracion: Procedemos por induccién en el niimero de variables n,
siendo claro el caso n = 1, pues todo polinomio en una variable tiene un
nuamero finito de raices. Escribimos nuestro polinomio

p(Xla veny Xn) = qu(Xla “'aXn—l)X;;L?
i=0

donde se tiene que ¢;(X1,...,Xn-1) € F[X1,..., Xpn_1], para0 < i < r;y
ademds ¢, (X1, ..., Xpn—1) # 0.

Por la hipdtesis inductiva, existen elementos aj,...,a,—1 € k tales que
gr(ai,...;an—1) # 0, por lo que

04> i(ar, oy an 1) XL € FIX,).
1=0

De manera que existe a,, € k tal que p(aq,...,a,) #0. O

Teorema 5.4 (Independencia Algebraica de Morfismos) Sea F/k
una extension separable de campos de grado n, con k infinito; y sea A =
{o1,...;0n} el conjunto de los distintos k-morfismos F — k. Entonces A
es algebraicamente independiente sobre F.

Demostracién: Supongamos que f(Xq,..., X,) € F[X1,..., X,,] es tal que
f(o1(w),...,on(u)) =0, para todo u € F.

Sea {uy,...,u,} una base de F sobre k. Efectuamos la transformacién
lineal T en las variables dada por T'(X;) = Z?:I(O'in)Xj7 para 1 <i <mn,
de manera que T es invertible al asociarse a la matriz (o;u;) € M, (F).

El polinomio ¢(X3, ..., X,) = f(T(X1),...,T(X,)) satisface

g(al, ceey an) = f(Ej(aluj)aj, ceey Zj(anuj)aj)
= f(o1(Zja5u5), ..., on(Eja5u;)) = 0;

siempre que aq, ..., a, € k.

La proposicién anterior implica que g(Xi,...,X,) = 0; pero entonces
f(X1,...,X,) =0, ya que si L es la transformacién lineal inversa de T', se
tiene que f(X1,...,Xn) = g(L(X1),...,L(X,)) =0. O

Concluimos esta seccién con una segunda demostracién para el Caso 2

del Teorema de la Base Normal.
Demostracién: Sea R = k[X7, ..., X,;]. Consideramos la correspondencia
X,; 5 o, entre variables y elementos de G. Sea X € M, (R) la matriz que
tiene a la variable X;(;) correspondiente a 0;0; en la posicion ¢j. Escribimos
f(X1,.., X,) =det X.

Como cada renglén y cada columna de la matriz X es una permutacion
del conjunto de las variables X1, ..., X,,; vemos que f(1,0,...,0) = £1. Esto
implica que f(Xjy,...,X,) #0.

Sabemos que G es algebraicamente independiente sobre F', por lo que
det(o;o;) # 0. Siendo F infinito, la Proposicién 5.3 implica que existe
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w € F tal que det((c;0;)(w)) # 0; pero entonces {o1(w),...,on(w)} es
linealmente independiente sobre k. O

Ejercicios

1. Sea F/k una extensién finita de campos, de Galois con grupo de
Galois G = Gal(F/k). Demuestre que F' es un k[G]-mdédulo libre de
rango uno.

2. Sea F/k una extensién finita de Galois con G = Gal(F/k) y con k
infinito. Demuestre que existe u € F tal que para todo subgrupo
H < G, se tenga que {o(u) | 0 € H} es una base de F sobre FH.

5.2 Formas Bilineales sobre Campos Finitos

Dados un campo k y dos matrices simétricas A, B € M, (k), tenemos un
problema natural que es decidir si A y B son congruentes. Este problema
lo resuelve completamente el Teorema de la Inercia de Sylvester (Teorema
4.52) para el caso en que k = R. Este resultado también exhibe formas
candnicas para matrices simétricas ante congruencia.

El caso de k algebraicamente cerrado y caract k # 2, también es facil;
y se propuso como el Ejercicio 4.9.2. Cuando k = Q, la situacion es maés
complicada; pero se sabe la respuesta, que viene dada por el Teorema de
Hasse-Minkowski, enunciado en la ultima seccién de este capitulo.

En el caso de campos finitos, también hay una respuesta completa y
sencilla al problema de congruencia, como veremos a continuacién.

Atencién: Desde ahora suponemos que k es finito, que caractk # 2 y
que V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre k.

Teorema 5.5 Dada una extensidn de campos finitos F/k, el morfismo
norma NF : F* — k* es suprayectivo.

Demostracion: Sean o(k) = ¢ = p™, [F : k] = ny Gal(F/k) = (1), donde
p es primo, 7 = ¢™ y o es el morfismo de Frobenius. Entonces

a€ker N < ar(a)---m""a) = 1;
pero 1 = ar(a)--- 7" (a) = alT4te*+ 4" tiene cuando més

i _ qTL_l

l+q+¢*+--+q 1

soluciones, por lo que o(Im N,f ) > g — 1. Siendo clara la desigualdad
o(Im N}') < g — 1, se tiene que In N = k*. o

Una forma bilineal B es isotrépica cuando existe un vector isotrépico
(v # 0 con B(v,v) =0). En caso contrario, la forma es anisotrépica.
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Proposicion 5.6 Sea B :V xV — k una forma simétrica bilineal isotrd-
pica no degenerada. Entonces, dado b € k, existe v € V tal que B(v,v) = b.

Demostracién: Supongamos que 0 # u € V es isotrépico: B(u,u) = 0.
Como B no es degenerada, existe w € V tal que B(u,w) = 1, entonces
escribimos v = cu + w y caleculamos B(v,v) = 2¢ + B(w,w), donde es
posible resolver ¢ = [b — B(w,w)]/2, para tener B(v,v) =b. O

Teorema 5.7 Sea B : V XV — k una forma simétrica bilineal no de-
generada, tal que dimV > 2. Entonces, dado b € k, existe v € V tal que
B(v,v) =b.

Demostracion: En vista del resultado anterior, podemos suponer que B es
anisotrépica. Claramente, una vez que b sea dado, es suficiente encontrar un
vector v tal que B(v,v) = b, en cualquier subespacio de V. Asi, suponemos
que dimV = 2.

Como existe una base ortogonal de V, podemos también suponer que
B(v,v) = ax® + cy? con ac # 0, si v = (x,y). Dividiendo entre a, todavia
podemos limitarnos al caso en que B(v,v) = 2% + cy?, pues si conseguimos
que 22 + (c/a)y? = b/a, entonces tendremos ax? + cy? = b.

La hipétesis de que B es anisotrépica significa que 22 + cy? # 0 siempre
que (z,y) # 0. Esto quiere decir que —c¢ no es un cuadrado en k. Asi,
la extensién F' = k(y/—c)/k es de grado dos. Lo que queremos demostrar
es que la norma N,f(x +yv/—c) = 22 + cy? es suprayectiva; pero esto lo
tenemos gracias al Teorema 5.5. O

Teorema 5.8 Sea k un campo finito con caractk # 2. Dada una forma
simétrica bilineal no degenerada B : V x V. — k, existe una base orto-
gonal {uy,..,u,} de V tal que B(u;,u;) = 1, siempre que 1 < i < n; y
B(up,u,) =d, donde d es el discriminante de la forma.

Demostracion: Por el resultado anterior, si dimV = n > 2, entonces
existe u; € V tal que B(uy,u;) = 1.

Consideramos la descomposicién V = (u1) @ (u)*. Si se tiene que
dim(u;)t > 2, entonces existe us € (u1)® tal que B(ug,us) = 1, y
asi sucesivamente, hasta que (u1,...,u,_1)" = (u,), que debe satisfacer

B(up,u,) =d. O

Teorema 5.9 a) Dada una matriz simétrica invertible A € M, (k), donde
k es un campo finito con caractk # 2, existe una matriz ortogonal P tal
que PAP? = diag(1,...,1,d), donde d = det A.

b) Las matrices diag(1,...,1,dy) y diag(1,...,1,d2) son congruentes si y
sdlo si dydy € (k*)2.

Demostracién: a) es la versién matricial del teorema anterior.
b) es consecuencia de que al discriminante lo consideramos un elemento

de k*/(k*)2. O
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Observacion. Hay campos infinitos F', donde el rango y el discriminante
forman un conjunto completo de invariantes para sus formas cuadraticas.
Lo que se necesita para que esto sea cierto, es poder resolver en F' toda
ecuacién ax? + by? = 1 con a,b € F dados, como se aprecia al revisar la
demostracion del Teorema 5.8.

Esto ocurre por ejemplo, en el caso de una extensién algebraica infinita
F de un campo finito k, pues si a,b € F, entonces la extensién k(a, b)/k es
finita; y ahi podemos resolver esas ecuaciones.

Ejercicio
1. Demuestre que el nimero de clases de equivalencia ante congruencia

para matrices simétricas n X n sobre un campo finito de orden impar
es 2n + 1.

5.3 La Densidad de Jacobson y sus Consecuencias

Sean U y V espacios vectoriales de dimensién no necesariamente finita,
sobre un anillo de divisién D. En el conjunto S = Homp (U, V') definimos
una topologia decretando que los abiertos bésicos sean de la siguiente forma:
Fijamos n € N, n elementos linealmente independientes uy,...,u, € U; y
n elementos arbitrarios vy, ...,v, € V; entonces O(uy, ..., Up; V1, .., Up) =
{A €S| A(u;) = v;, Vi} es un abierto bésico. Asi, un conjunto abierto es
una unién arbitraria de conjuntos O(u1, ..., Up; V1, ..., Up).

Esta topologia hace de S un espacio de Hausdorff. Cuando la dimensién
de U es finita, la topologia es discreta. Nos interesa saber cuando un sub-
conjunto Sy C S es denso en S.

(1) Si dimU < o0, Sy es denso en S exactamente cuando S = Sp.

(2) En general, Sy es denso en S cuando Sy es n-transitivo para todo
n € N, es decir, cuando dados {uq,...,u,} C U linealmente independiente
y elementos vy, ...,v, € V, exista L € Sy tal que L(u;) = v;, para todo i.

Ejemplo. El conjunto Hom® (U, V) de funciones lineales de rango finito,
es siempre denso en Homp (U, V).

Sean U un grupo abeliano y R un subanillo del anillo de endomorfismos
de U. Recordemos que un R-médulo M # 0 es simple o irreducible cuando
sus unicos submédulos son M y 0. El Lema de Schur, p. 84, afirma que
D = Endgr U es un anillo de division, si U es irreducible como R-modulo.

Lema 5.10 Sean M # 0 un R-mddulo irreducible y 0 # a € M, entonces
Ra=M.

Demostracién: Como Ra es un submoédulo de M, es suficiente notar que
Ra #0. O



5.3 La Densidad de Jacobson y sus Consecuencias 241

Teorema 5.11 (de la Densidad de Jacobson) Sean U un grupo abe-
liano aditivo y R un anillo de endomorfismos de U. Supongamos que U
es irreducible como R-maodulo y que D es el anillo de division Endg U,
entonces R es denso en Endp U.

Demostracién: El lema afirma que R es 1-transitivo. Sabiendo esto, de-
mostraremos que
(*) Dado {uy,...,un} C U linealmente independiente, existe r € R tal que
ruy = -+ = TUp—1 = 0; con ru, # 0.
Procedemos por induccién en n, donde el caso n = 1 es la 1-transitividad
de R. Asi, suponemos que n > 2y que (*) es cierta para n — 1.
SeaI={reR|ruy=-=ru,_2=0}. Este es un ideal izquierdo de
R. La hipétesis inductiva afirma que Iu,_1 # 0; pero entonces existe i € I
tal que iu,—1 # 0, por lo que Tu,—1 2 Riu,_1 =U. Asi, Tu,_1 =U.
Supongamos que (*) es falsa. Esto significa que para i € I, se tiene

(iup—1 = 0) = (iu, = 0),

lo cual nos permite definir T € EndU como sigue: Para u = iu,_; con
i € I, escribimos T'(u) = iu,. Ahora afirmamos que T € Endr U.
Sire Ry ueU es tal que u = ju,_1 con j € I, entonces

rT(u) = rT(jun—1) = r(jun) = (rj)un = T(rjun—1) = T(ru),

porloque T € Endg U; y T resulta ser multiplicacién por un escalar o € D.
Por tanto, si ¢ € I, tenemos que iu, = T(iu,—1) = iqu,_1; de manera
que I anula al vector u, — au,_1, que es linealmente independiente de
{u1, ..., un—2}, contradiciendo la hipétesis inductiva y demostrando (*).

Sabiendo (*), dados {ai,...,a,} linealmente independiente y by, ..., b,
arbitrarios, existen 7; € R tales que r;a; = d;;b;, pues por ejemplo existe
r € Rtal que ray = --- =ra,_1 =0, ra, # 0; y entonces existe s € R con
sra, = b,, ademas de que sra; = --- = sra,_1 = 0.

Asi, (ri 4+ +mn)(a;) =b;, parai=1,....n. O

Se dice que un anillo satisface la condicién descendente en ideales izquier-
dos cuando toda cadena estrictamente descendente de ideales izquierdos es
finita. Esto es equivalente a exigir que todo conjunto no vacio de ideales
izquierdos tenga un minimo.

Ejemplo. Si D,, es el algebra de matrices n x n sobre un anillo de divisiéon
D, entonces es claro que D,, satisface la condicién descendente en ideales
izquierdos, pues estos son subespacios vectoriales. Es facil ver que D,, es
también un anillo simple.

Un R-médulo M es fiel cuando rM = 0 implica r = 0, para r € R.

Teorema 5.12 (Wedderburn-Artin) Sea R un anillo simple que satis-
face la condicion descendente en ideales izquierdos, entonces R =2 D,,, para
un anillo de division D.
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Demostracion: Sea U # 0 un ideal izquierdo minimo de R. Como el ideal
I ={re€R|rU =0} de R es bilateral, vemos que I = 0, por lo que U es
un R-médulo fiel. Asi, R es un anillo de endomorfismos de U.

El R-médulo U es irreducible, pues todo submddulo propio de U es un
ideal izquierdo de R contenido propiamente en U.

Sea D el anillo de divisién Endg U. Tenemos que R es denso en Endp U.

Afirmamos que dimp U es finita. Si B = {uj,us,...} C U es linealmente
independiente sobre D, entonces los ideales izquierdos I, = an(uq, ..., Uy, )
de R forman una cadena estrictamente descendente, por la densidad de
R en Endp U. Concluimos que B es finito, que dimp U es finita; y que
R =Endp U = D,,, para algin n. O

Corolario 5.13 Sea A un dlgebra simple de dimension finita sobre un
campo algebraicamente cerrado k. Entonces A = k,, para algin n.

Demostracién: Como los ideales izquierdos de A son subespacios vecto-
riales, vemos que A satisface la condicién descendente en ideales izquierdos.
Entonces A & D,, para algin n y un anillo de divisién D con dimy D < oo,
pues dimg A < oo. Si a € D, entonces k(a)/k es una extensién finita de
campos, por lo que a € k. Asi tenemos que D = k. O

Un subconjunto S C Endp U actiia irreduciblemente en U cuando los
unicos subespacios W de U tales que SW C W son 0y U.

Lema 5.14 Sea U un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
algebraicamente cerrado k y sea S un subdlgebra de Endy U que actia i-
rreduciblemente. Entonces todo elemento de Endy U que conmuta con los
elementos de S es un escalar.

Demostracién: Sea T € End; U tal que conmuta con los elementos de S
y sea a € k un valor caracteristico de 7. Entonces T'— « también conmuta
con los elementos de S.

Sea W = ker(T — «). Afirmamos que W es invariante ante S: Siu € W
y L € S, entonces el calculo

(T —a)(Lu) =TLu — aLu = LTu — Lou = Lau — Lau = 0
demuestra que Lu € W. Asi, W = U; y por tanto, T'= «. O

Teorema 5.15 (Burnside) Sea A un dlgebra de transformaciones linea-
les de un espacio vectorial U de dimension finita sobre un campo algebraica-
mente cerrado k. Si A actia irreduciblemente, entonces A = Endy U.

Demostracién: Por el Teorema de la Densidad, A = Endp U, donde D
es el centralizador de End4 U. Por el lema, D = k. O

Ejercicios

1. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un anillo de

division D. Demuestre que Endp V' es un anillo simple que satisface
la condicién descendente en ideales izquierdos.
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2. Sea R un anillo doblemente transitivo de transformaciones lineales en
un espacio vectorial V' sobre un anillo de division D. Demuestre que

(a) R es denso en Endp V.
(b) EndgV =D.

(Sugerencia: Demuestre primero (b): Si existe alguna transformacién
T € (Endgr V)N D, entonces también existe 0 # v € V tal que {v, Tv}
es linealmente independiente, por lo que podremos encontrar S € R
con Sv =0y STv = v; pero entonces 0 # v = STv = T'Sv =0).

3. Demuestre las siguientes afirmaciones que incluyen un Teorema de
Kolchin (b).
a) Sean k un campo, V # (0) un espacio vectorial de dimensién finita
y G < GL(V) que consiste de elementos unipotentes. Entonces existe
un vector caracteristico v comun para los elementos de G, esto es
z(v) = v, para todo z € G.

Un grupo, como G, que consiste de elementos unipotentes se llama
unipotente.

b) Todo grupo unipotente estabiliza una bandera y es triangulable.
¢) Todo grupo unipotente es nilpotente.
Para demostrar a) se ofrecen las siguientes sugerencias:

d) Reduzcase al caso en que k es algebraicamente cerrado, pues se
trata de resolver sistemas de ecuaciones lineales.

e) Reduzcase al caso en que V' es un k[G]-mddulo irreducible.

f) Observe que para todos z,y € G, se tiene dim V' = tr(zy) = tr(y).
De manera que para todan € EndV con z = 1+n, para algin x € G,
se tiene que tr(y) + tr(ny) = tr(zy) = tr(y) implica tr(ny) = 0 para
todo n de la forma anterior y todo y € G.

g) Invoque el Teorema de Burnside para obtener tr(ny) = 0 para todo
n de la forma anterior y todo y € End V. Deduzca que n = 0 y que
z =1

5.4 Semisimplicidad

Fijemos un anillo asociativo R y consideremos moédulos izquierdos sobre R.

Proposicion 5.16 Sea M un R-mddulo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. M es suma de mddulos simples.

2. M es suma directa de modulos simples.

3. Si E es un submddulo de M, entonces existe un submddulo P tal que
M=FE®P.
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Demostracién: 1 = 2: Supongamos que M = > . ; M;, con todo M;
simple. Sea J un subconjunto maximo de I tal que la suma N = Zje, M;
sea directa. Afirmamos que N = M. Es suficiente ver que para todo i € I,
se tiene M; C N; pero M; NN es 0 6 M;. Como M; N N = 0 implica que
J no es maximo, se obtiene M; N N = M;, es decir, M; C N.

2 = &: Dado un submédulo E de M, consideramos a J, un subconjunto
maximo de [ tal que la suma E + Hje.] M; sea directa. El razonamiento
anterior demuestra que E + [ jesg M; =M.

8 = 1: Primero veremos que todo submédulo N # 0 de M contiene
algiin submédulo simple. A partir de un elemento 0 # a € N, conside-
ramos al ideal izquierdo I = ana de R. Tenemos que 0 # Ra = R/I
como R-médulos. Sea m un ideal izquierdo maximo de R que contenga a I,
entonces ma # Ra es un submoédulo méaximo de Ra. Por hipétesis, existe
un submédulo P tal que M = ma® P, por lo que Ra = ma® (PN Ra). En
estas condiciones, el médulo P N Ra es simple y esta contenido en N.

Sea E la suma de todos los submdédulos simples de M. Afirmamos que
E = M. Pues de no ser asi, existirfa un submédulo L # 0 con M =
E @ L; pero entonces L contendria un submédulo simple ajeno a E. Esta
contradiccién concluye la demostracién. O

Se dice que un R-médulo M es semisimple cuando satisface las condi-

ciones de la proposicion.

Proposicion 5.17 Todo submddulo y todo cociente de un modulo semisim-
ple M, son semisimples.

Demostracién: Dado un submédulo NV, sea E la suma de sus submédulos
simples. Suponiendo E # N, existe un submédulo L # 0 de M tal que
M = E®L; pero entonces N = E®(LNN); y LNN contiene un submdédulo
simple de N ajeno a E. Esta contradiccién demuestra la primera afirmacién.

En cuanto a los cocientes, escribimos M = N @ P, donde sabemos que P
es la suma de sus submddulos simples. Asi, M/N = P es semisimple. O

Se dice que un anillo R es semisimple cuando lo es como R-médulo.
Dado que todo médulo es cociente de un médulo libre, el siguiente resultado
es inmediato.

Corolario 5.18 Si R es un anillo semisimple, entonces todo R-mddulo es
semisimple.

Se dice que un ideal izquierdo I de un anillo R es simple cuando lo
es como R-médulo. Dos ideales izquierdos I,.JJ de un anillo R se dicen
isomorfos cuando lo son como R-mddulos.

Dados un R-médulo M y un ideal izquierdo I del anillo R, definimos
IM = {aymy + -+ apmy | a; € I,m; € M}. Esto es un submédulo de
M.

A partir de un anillo semisimple R, consideramos una coleccién de ideales
izquierdos {Ei}ie 7 que contenga exactamente un representante para cada
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clase de isomorfismo de ideales simples de R. Esta notacién estara vigente
por el resto de la seccion.

Lema 5.19 Si M es un R-mddulo simple, entonces para cada i se tiene
que, 0 bien FB; = M, ¢ bien E;M = 0. En el primer caso, existe un iso-
morfismo [ : E; — M de la forma f(t) = ta, para todo t € E;.

Demostracion: Esto es cierto porque E;M es un submédulo de M; y
E;M = M = E;a = M para cualquier a € M tal que E;a # 0, que a su
vez da origen al isomorfismo F; — M dado por ¢t — ta. O

Teorema 5.20 Sea R un anillo semisimple. Sea R; la suma de los ideales
1zquierdos de R isomorfos a F;, Entonces:

a) Cada R; es un ideal bilateral de R y es un anillo cuyas operaciones
son inducidas por las de R.

b) Si e; es la identidad multiplicativa de R;, para i = 1,...,n; entonces
{e1,....,en} es una coleccidn de idempotentes ortogonales con suma 1.

¢) El ndmero n de ideales izquierdos simples de R no isomorfos entre si
es finito.

d) R~ R;.

Demostracion: a), b) y ¢) Sea R; la suma de los ideales izquierdos simples
de R isomorfos con E;. Es inmediato que R = ), ; R; y que i # j =
R;R; = 0, por el lema anterior. En vista de esto y de que para cada 7, RR;
es un ideal izquierdo, se tiene que R;R C R;R; C R;, lo que demuestra que
todo R; es un ideal bilateral.

Escribiendo 1 = ey 4+ -+ e,, con 0 # e¢; € R;, para todo i, es inmediato
que e;e; = d;5¢;. Esto significa que {eq, ..., e, } es una coleccién de idempo-
tentes ortogonales con suma 1; y que e; es la identidad multiplicativa del
anillo R;, cuyas operaciones son las inducidas por R.

Para cada r € R se tiene que r =re; +--- +re, y que re; € R;, lo que
demuestra que el conjunto de indices I = {1,...,n} es finito.

d) Como R;R; = 0 para ¢ # j, tenemos que la suma R = ), R; es
directa y que R =[], R;. O

Teorema 5.21 Sea R un anillo semisimple que satisface la condicion des-
cendente en ideales izquierdos, entonces R = [[,(Endp, V;), donde cada V;
es un espacio vectorial de dimension finita sobre un anillo de division D;.

Demostracion: Como todo ideal izquierdo de R; es un submédulo de R;,
un submédulo de R; y por tanto es un ideal izquierdo de R, vemos que
todo R; satisface la condicion descendente en ideales izquierdos. También
vemos que todo R; es semisimple, por ser suma de ideales simples.

Afirmamos que todo anillo R; es simple, es decir, que no tiene ideales
bilaterales distintos de (0). Esto implica la conclusién al aplicar el Teorema
5.12 (Wedderburn-Artin) al producto directo del Teorema 5.20 d).
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Ahora bien, R; = L1 ® --- @ Ly, donde cada L; es un ideal simple. La
suma es finita por la condicién descendente en ideales izquierdos.

Sea J # (0) un ideal bilateral de R;, entonces para cada indice j, JL;
es un ideal izquierdo de R;, contenido en J y en L;. Existe un submédulo
simple, digamos Lq tal que JL; = Ly. Asi, J D JL1 D L.

La identidad multiplicativa de R; se puede expresar como 1 = e;+---+e,,
con cada e; € Lj, donde los e; son ortogonales e idempotentes, es decir,
eie; = 0;;€;, que ademds satisfacen te; = t, para todo t € L;. Asi, para
cada j tenemos un isomorfismo f; : L1 — L; que satisface f;(t) = f;(te1) =
tf;(e1). Por tanto, L1 L; = L; y J D Ly garantiza que J D L;. Finalmente,
J=R; y R; es simple. O

Teorema 5.22 Sean R semisimple y M # 0 un R-mddulo. Entonces

M= ﬁRiM,

i=1
con cada R; M la suma de los submddulos simples de M isomorfos con Ej;.

Demostracién: Por el Corolario 5.18, M es semisimple. Asi sabemos que
M es la suma de sus submédulos simples; por tanto, M = RM = [[, R;M,
con cada R; M como en el enunciado. O

Teorema 5.23 Sean k un anillo de division, V un espacio vectorial de
dimension finita sobre k y R = Endy V. Entonces

a) R es semisimple y todos sus médulos simples son isomorfismos.

b) V es un R-modulo simple.

Demostracion: b) V es simple porque R actiia transitivamente en V'~ {0}.

a) A partir de una base {uy, ..., u,} de V, obtenemos un isomorfismo de
R-médulos ¢ : R — V™ ast: o(T) = (Tuy, ..., Tup). Asi, el R-médulo R es
una suma (directa) de R-médulos simples isomorfos y es semisimple. En la
expresion R =[], R; del Teorema 5.19, hay solamente un factor, porque R
no tiene ideales bilaterales no triviales. O

Ejercicios

1. Sean V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo alge-
braicamente cerrado k y A € End; V. Demuestre que k[A] es un anillo
semisimple si y sélo si A es una transformacién lineal semisimple.

2. Demuestre el Teorema de Maschke: Sean G un grupo de orden n y k
un campo tal que (caract k) 1 n, entonces el dlgebra de grupo k[G] es
semisimple.

(Sugerencia: Demuestre que dados un k[G]-médulo E y un k[G]-
submddulo F, entonces existe un k[G]-submédulo H de E tal que
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E =F & H. A partir de la proyeccién lineal 7 : E — F', considere la
transformacién dada por

o)=Y g (nlg™ ).

geG

3. Demuestre que si R es un anillo que satisface la condiciéon descen-
dente en ideales izquierdos, entonces todo conjunto no vacio de ideales
izquierdos contiene un elemento minimo.

4. Demuestre que si R es un anillo que satisface la condicién descen-
dente en ideales izquierdos, entonces R es semisimple si y sélo si la
interseccién de todos sus ideales izquierdos méaximos es cero.

5. Sea R un anillo conmutativo semisimple que satisface la condicién
descendente en ideales. Demuestre que R es isomorfo con un producto
directo finito de campos.

5.5 Algebras de Clifford

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo k con caract # 2.
Supongamos que V tiene una forma cuadrética q : V — k. Esto es,

q(v) = Zaijvivj, con a;; € k, siv=(v1,...,0).
1<j

Observemos que entonces, la funciéon B : V x V. — k, definida como
B(z,y) = q(z + y) — q(z) — q(y) es una forma simétrica bilineal tal que
a(2) = L B(z,).

El dlgebra de Clifford C = C(V) = C(V, q) de la forma ¢ es un algebra
asociativo con unidad sobre k, junto con una funcién lineal f: V — C tal
que f(v)? = q(v) para todo v € V; y que es universal con respecto a estas
propiedades. Esto quiere decir que dados un algebra asociativo C’ y una
funcién lineal f' : V — C’ tal que f’(v)? = q(v) para todo v € V, existe
un tinico morfismo de algebras h : C — C’ tal que f' = ho f, es decir, que
hace conmutativo al diagrama

v—.c

RN

Cl

Unicidad: A partir de la definicién, es claro que C' es tnico, médulo
isomorfismos de k-dlgebras.
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La imagen f(V) genera a C: Sea C’ el subélgebra generado por f(V).
Consideramos al morfismo inclusién h' : C’ — C, entonces existe un tnico
morfismo h : C' — C” que hace conmutativo al diagrama

v—.c
hJ{Th/
f'=f
C/

pero h' o h es la identidad en C, ya que f = (b’ o h) o f, por lo que b’ es
suprayectivo y C' = C.

Existencia: Consideremos todas las parejas de dlgebras asociativos C;
y funciones lineales f; : V — C;, donde f;(V) genere a C; y donde f;(v)? =
q(v), para todo v € V. Elijamos una pareja para cada clase de isomorfismo.
Asi obtenemos un conjunto indice I.

Sea f:V = [[,c; Ci dado por f(v); = fi(v). Entonces el subdlgebra C'
generado por f(V') cumple la condicién universal de la definicién.

En el Problema 3 se exhibe un morfismo inyectivo de espacios vectoriales
¥V — A, tal que %(v) = q(v) - 1, para todo v € V; y tal que A es un
algebra asociativo con uno.

Una involucién es un automorfismo de orden dos.

Lema 5.24 Eziste una tnica involucién ¢ de C tal que i[f(v)] = —f(v).

Proposicién 5.25 Para cada w* € V*, existe una i-derivacion
d=dy: C — C tal que
a) d es lineal.
b) d(1) =0.
¢) d[f(v)] =w*(v), para todo v € V.
d) d(ec) =d(e)d +i(e)d(c), para todos ¢, € C.

Demostracion: Inventamos un simbolo nuevo u, para construir el dlgebra
de polinomios C[u]; pero definimos en ellos la multiplicacién

(Z ajuj)(z bru") = Z a;i? (by)u? ™",

que es asociativa. De manera que tenemos un algebra de polinomios
torcidos C[u], que da origen a los nimeros duales torcidos C[u]/(u?),
cuyos elementos son de forma a + bu con a,b € C.

Para cada v € V, consideramos al elemento f(v) + w*(v)u € Clul; y
definimos una funcién lineal f': V — Clu]/(u?) asf:

f'(v) = f(v) + w*(v)u (modu?),

que satisface f'(v)? = f(v)? +{w* (v)i[f ()] +w*(v)f(v)}u = f(v)* = q(v).
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Asi, existe un tunico morfismo h que hace conmutativo al diagrama

v ¢
X l"
Clu]/(u?)

Pero la proyecciéon b’ : Clu]/(u?) — C es tal que b’ o h es la identidad en
C, como puede verificarse en f(V'). Obtenemos que h(c) = ¢ + d(c)u para
cierta funcién lineal d : C' — C tal que d[f(v)] = w*(v). De la igualdad
h(cc') = h(c)h(c') se deducen las condiciones restantes b) y d). O

Teorema 5.26 Sea {v1,...,v,} una base de V. Entonces el siguiente con-
Jjunto es una base de C':

{floi)f(ui) - flv,) |1 <id3 <ig <---<ip <m; 0<7r<n}

Demostracién: Como f(V') genera a C, todo ¢ € C es una combinacién
lineal de productos f(v;,)f(viy) -~ f(vi,)-

Sii > j, entonces f(vi) f(v;)+f(v;) f(vi) = f(vitv;)®—f(vi)?=f(v;)* =
B(vi,v;), por 1o aue f(v;) f(v) = Blvr, v;)—f(0;)f(4:); ¥ todo ¢ € C es una
combinacion lineal de elementos de nuestro conjunto, es decir, de aquellos
Fig) f(vig) -+ fug) con iy <ig < -+ <'ip.

Si D coci, @iyoin f (Vi) o+ f(vi,) = 0, con a;,...;, # 0y s maximo,
entonces obtenemos la contradiccién

0= (dv;, 0---0duy ) > i f0n) o f i) | = iy

21
iy <<y
y nuestro conjunto es linealmente independiente. O
Corolario 5.27 El morfismo f:V — C es inyectivo.

Asi, de ahora en adelante, identificamos a V' con f(V).
Observacién. El calculo uv +vu = (u+v)% —u? —v? = B(u,v) demuestra

que dos vectores son ortogonales si y solo si anticonmutan.
Corolario 5.28 SidimV = n, entonces dim C' = 2".

Corolario 5.29 Sean V y V' espacios vectoriales provistos de formas bi-
lineales B y B’ respectivamente. St f : V. — V' es una funcién lineal tal
que B'(f(u), f(v)) = B(u,v) para todos u,v € V, entonces [ se extiende a
un Unico morfismo de dlgebras f : C — C'. Si f es inyectivo (suprayectivo,
biyectivo o es un automorfismo), entonces su extension a C también lo es.
En particular, si V es un subespacio de V', entonces C(V') es un subdlgebra

de C(V').
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Ejemplos.

1. Cuando ¢(v) = 0 para todo v € V, tenemos que C(V) =2 AV. Si

ademds dim V' = 1, entonces C(V') consiste de elementos a + bv con
a,b € k, donde v? = 0. Estos son los niimeros duales.

. Cuando dimV =1y ¢ es no degenerada, C(V) tiene base {1,v}, con

v? = a € k. Distinguimos dos casos.

Caso 1: a ¢ k2. Aqui, C(V) = k(y/a).

Caso 2: a € k2. Cambiando de base, se puede tener v?> = 1.
Usando caract k # 2, vemos que (1/2)(1 +v) y (1/2)(1 — v) vienen
a ser idempotentes ortogonales con suma uno, por lo que C(V) =
E((1/2)(1 +v)) @ k((1/2)(1 — v)). Asf, C(V) = k @ k. Cuando la
caracterfstica es 2, entonces {1, 1+v} es una base de C'(V) y (1+v)? =
0, de manera que C(V) se identifica otra vez con los ntimeros duales.

Cuando dim V' = 2 y también caract k # 2, entonces podemos escribir
q(ru + yv) = az? + by?, para una base ortogonal {u,v} de V con
q(u) = a,q(v) = b. Supongamos que g es no degenerada, de manera
que ab # 0. Aqui, {1, u, v, uv} es una base de C(V') con uv = —vu, que
nos permite identificar a C'(V') con los cuaternios generalizados:

a=p+qu+rv+suv, «@=p—qu—TUV— SUV
o@:pQ —aq2 — br? + abs®.

El caso clasico ocurre cuando a = b = —1 y k = R, siendo la forma
q(w) = —2% — y? para w = (z,y). Aqui, podemos identificar

Ui, v g, uv ok,
de manera que

PP=2=k=-1, ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=7j = —ik.

El caso clasico de dlgebras de Clifford con dim V' = n, se da cuando
k =R y q es negativa definida.

Se dice que un k-dlgebra es simple central cuando no tiene ideales
bilaterales y su centro es k. Si D es un anillo de divisiéon, D,, denota el
algebra de matrices n X n sobre D.

Proposicion 5.30 Sea V' un espacio vectorial de dimension dos, provisto
de una forma cuadrdtica no degenerada. Entonces el dlgebra de cuaternios
generalizados C(V') es simple central.

Demostracién: Sabemos que C(V') tiene una base {1, u,v,uv} que satis-

face u

2 = a,v?> = by uv = —vu. Supongamos que p,q,r,s € k son tales

que @ = p + qu + rv + suv estd en el centro de C(V).
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Calculamos: ua = qa + pu + sav + ruv, au = qa + pu — sav — ruv. Esto
implica r = s = 0. Después calculamos va = pv — quv, av = pv + quv.
Esto implica ¢ = 0. Asi, a € 1 - k.

Sea I un ideal bilateral de C'(V') y sea a = p+qu+rv+suv € I. Entonces
B =ua+au=2(ga+pu) € I ytambién vs+ fv = 4qav € I, que a su vez
implica que 4gav? = 4qab € I. Asi, ¢ = 0. De manera andloga, se puede
obtener que r = s = 0, forzando entonces a que p = 0; y a que a = 0. Asi,
I=0. 0O

Proposicion 5.31 Sea V' un espacio vectorial de dimension dos, provisto
de una forma cuadrdtica no degenerada. Entonces el dlgebra de cuaternios
generalizados C(V') es un anillo de division o bien es isomorfo con el dlgebra
de matrices 2 X 2 sobre k.

Demostracién: Si la forma aa = p? — aq® — br? + abs? del Ejemplo 3

representa a cero solamente de manera trivial, entonces C'(V') es un anillo
de division: )

« 7é 0= Oé_l = —

aa

a.

Si C(V) no es un anillo de divisién, entonces como C(V') es simple central
y satisface la condicion descendente en ideales izquierdos, por el Teorema
de Wedderburn tenemos que C(V') 2 D,,, para un anillo de divisién D que
es un algebra sobre k. Como dim, C(V) = 4y C(V) # D, se tiene que
D=Ekyquem=2. Asi, C(V) = ky. O

Cuando el campo k es suficientemente grande, por ejemplo, cuando k
es algebraicamente cerrado, siempre es posible conseguir que la forma aa
del Ejemplo 3 represente a cero de manera no trivial, extrayendo una raiz
cuadrada adecuada. Por lo que en este caso, C(V) = k.

Se dice que V' es un plano hiperbdlico cuando dimV = 2 y V es
isotrépico con una forma cuadratica no degenerada.

Proposicién 5.32 Todo plano hiperbdlico V' tiene una base {u,v} tal que
q(u) = q(v) =0 y que B(u,v) = 1.

Demostracién: Sea 0 # u € V isotrépico, esto es, g(u) = %B(u,u) = 0.
Como el producto interno no es degenerado, existe w € V tal que B(u,w) =
1, entonces el vector v = —¢g(w)u + w satisface ¢(v) =0y B(u,v) =1. O

Ejemplo. El dlgebra de Clifford C'(V') de un plano hiperbélico admite una
base {1,u,v,uv} tal que u?> = v = 0 y que uv + vu = 1, al encontrar u, v
isotrépicos con B(u,v) = 1; pero {u, v, uv,vu} resulta ser una mejor base,
ya que exhibe a C (V') como el dlgebra de matrices 2 x 2 sobre k asi:

€11 = uv €12 = U
€21 =V €99 = VU

2

Esto es porque ej1e12 = uvu = u(l —uv) = u — UV = u = ez, etc.
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Supongamos ahora que el espacio vectorial V' tiene una base ortogonal

{v1, .., v }; ¥ que en C(V) se tiene v? = a; € k*, para 1 < i < n. Definimos

;=

el discriminante A de la forma asi:

n
A= H a;.
i=1

Teorema 5.33 Si n es par, entonces el centro Z de C(V) es k. Sin es
impar, entonces dimy, Z = 2 y Z estd generado por {1,v1ve -+ v, }. En este
ultimo caso,

. {k &k, si (—1)n=D/2A ¢ 2
k(v/(=1)"(»=1/2A), en caso contrario

Demostracién: Observamos que conjugacién con v; deja fijo a cualquier
monomio de C(V), o lo envia a su negativo. Por tanto, Z es el espacio
vectorial generado por los monomios de C'(V) que conmutan con todo v;.

Al calcular v;(vi, vy, - - - v, )V, 1 el factor izquierdo v; produce un nimero
de cambios de signo al brincar hacia la derecha para ocupar su posicién,
mientras que el factor derecho v; L produce otro nimero de cambios de
signo al brincar hacia la izquierda hasta ocupar la suya.

Por tanto, cuando r es par, v;,v;, - -+ v;, conmuta con todo v; que no
ocurre entre los v;;; y anticonmuta con los v; que si ocurren entre los v;; .
Cuando r es impar, la situacién es al revés. La conclusién es la del enun-
ciado. O

Producto Tensorial de Algebras

Dados dos k-adlgebras A y B, tenemos el k-médulo C = A ® B. Este
modulo puede adquirir una estructura de k-algebra como sigue: A partir
de elementos a € Ay b € B, definimos una funcién bilineal f, , : AxB — C
asi: fob(a, 8) = (aa®bB), lo cual da origen una funcién lineal ¢, 4 : C' — C
con g p(a ® B) = (ac ® bB), por la propiedad universal del producto
tensorial. De ahi, obtenemos una multiplicacién bilineal ¢ : C x C — C
definiendo p(a ® b, ® B) = (ac) @ (bf).

En la situacién anterior, se presenta el caso en que se tengan dos morfis-
mos de k-dlgebras p: A — Dy q: B — D y una funcién bilineal asociada

Y :Ax B — D, ¢(a,b) = p(a)q(b)
de k-algebras, con el correspondiente morfismo de k-moédulos
U:C=A®B— D, UV(a®b)=pla)qbh),

tenemos que este serd un morfismo de k-algebras cuando las siguientes
expresiones sean iguales:

V[(a®@b)(a® p)] = ¥[(aa) @ (b3)] = plaa)q(bB) = p(a)p(a)q(b)q(B),
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U(a®b)¥(a® )= p(a)qg(b)p(a)q(B),

lo cual queda garantizado con la conmutatividad de las imégenes de p y q.

Teorema 5.34 Sea V un espacio vectorial con una forma q no degenerada
tal que n = dimV > 3 y sea U un subespacio de dimension dos, donde la
restriccion qo de q es no degenerada. Escribimos V.= U & UL; y ¢ la
restriccion de ¢ a U*. Entonces

C(V7 Q) = C(U7 QO) ® C(UL7 _5(11)7
donde ¢ es el discriminante de qq.

Demostracién: La inyeccién candénica U < V' da origen a una inyeccion
f : C(Ua QO) — C(Va Q)

Sea {u, v} una base ortogonal de U, entonces d = uv € C(U, q) satisface
d?> = —q(u)q(v) = —4. La inyeccién canénica U+ < V da origen a una
inyeccion C(U+,q;) < C(V,q), que a su vez da origen a un morfismo
inyectivo g : C(U+, —8q1) — C(V,q), que envia a un elemento arbitrario
2 €U+ CC(UL,—dq) al producto dz, pues (dz)? = —dq(2).

Como y(dz) = (dz)y, para todos y € U, z € UL, vemos que f(U) centra-
liza a g(U'). Asi, gracias a la propiedad universal del producto tensorial,
obtenemos un morfismo ¢ : C(U, qo) ® C(U*+, —6¢1) — C(V,q) a partir de
fyg Aqui, o(y®@1+1®2) =y+dz, paray € U, z € UL.

La igualdad d?> = —¢& demuestra que d es invertible en C(U, q). Por
otra parte, yd = —dy en C(U, qp), para todo y € U. Dados y € U, z € U+,
consideramos al elemento w = (y®1)+(d"1®z) € C(U, q)@C (U, —5q1);
y calculamos:

w? = (qy) @ 1)+ (yd ' +d'y) @2+ (1©q(2)) = q(y) +q(2) = qy + 2).

La propiedad universal de C(V,q) produce el morfismo ¢ : C(V,q) —
C(U,q0) ® C(U*, —6ar) tal que Gy +2) = (y @ 1) + (4~} ® 2), para
yeU, ze U™,

Tenemos que @ oY y 1 o son los morfismos identidad en C(V,q) y en
C(U, q) ® C(U*, —3qy) respectivamente, como se ve al evaluarlos en sus
generadores. O

Dado un 4dlgebra de Clifford C(V'), definimos C* (V') como el subélgebra
de C(V) generado por los elementos de grado par.

Proposicién 5.35 a) CT(V) es un dlgebra de Clifford sobre un espacio
de dimension dimV — 1.

b) Si dimV = n es impar, entonces C(V) =2 CT(V)® Z, donde Z es el
centro de C(V).

Demostracion: a): Sea {uy, ..., u, } una base ortogonal de V' que satisface
u? = ay,...,u2 = a, en C(V). Sean vy = U1y, ..., Vp—1 = Up_1Up, entonces
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CT (V) es el élgebra de Clifford del espacio (v1,...,v,—1), donde v; y v;
anticonmutan para i # j, con v% = —aian,, ...,1172171 = —Qp_10p.
b): Esto es claro, pues Z = (1,uy - - - u, ), cuando n es impar. O

Teorema 5.36 Sea q una forma cuadrdtica no degenerada sobre un es-
pacio vectorial V' de dimension n sobre un campo k con caractk # 2.
Entonces:

a) Sin es par, C(V) es un producto tensorial de dlgebras de cuaternios.

b) Sin es impar, C(V) es un producto tensorial del centro con dlgebras
de cuaternios.

¢) Sin es par y k es algebraicamente cerrado, C(V') es isomorfo a un
dlgebra de matrices.

d) Sin es impar y k es algebraicamente cerrado, C(V') es isomorfo a la
suma directa de dos dlgebras de matrices de la misma dimension.

Demostracion: Procedemos por induccién en n. Cuando n = 1, b) y d) se
obtienen del Ejemplo 2; mientras que cuando n = 2, el Ejemplo 3 muestra
que C(V) es un algebra de cuaternios; y la Proposicién 5.31 afirma que
C(V) es un algebra de matrices para k algebraicamente cerrado, por lo que
se tienen a) y c).

Supongamos que n > 2. Aqui podemos elegir un subespacio U de di-
mension dos, donde la restriccién gy de ¢ sea no degenerada. Entonces
V = U @® Ut y la restriccién ¢; de ¢ a UL también es no degenerada.
Por el Teorema 5.34, C(V,q) = C(U, qo) ® C(U+, —dq1), donde 6 es el dis-
criminante de gg. Sabemos que C(U, qp) es un algebra de cuaternios, por
lo que la hipétesis inductiva aplicada a C(U~, —8q;) nos permite obtener
a). Si k es algebraicamente cerrado, ¢) es consecuencia de que un producto
tensorial de dlgebras de matrices también es un algebra de matrices.

Ahora, b) es consecuencia de a) y de la Proposicién 5.35; mientras que
d) se obtiene de ¢) y de las Proposiciones 4.5.4 y 5.35. O

Ejercicios

1. Demuestre que si V y W son espacios vectoriales sobre un anillo de
divisién, entonces existe un isomorfismo de dlgebras End(V @ W) 2
End(V) ® End(W).

2. Demuestre que si ¢ es la involucién del Lema 5.24 y si d es cualquier
i-derivacién de la Proposicién 5.25, entonces doi+iod =0y d? = 0.

3. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k
con caract k # 2, provisto de una forma cuadréitica ¢ : V' — k. Sea

A=Endi(AV).

e Observe que A es un algebra asociativo.

e Para cada v € V, defina £, : AV — AV asi: {,(w) = v A w,
para todo w € A V. Observe que £, € Ay que /2 = 0.



5.6 Teoremas de Frobenius y de Hurwitz 255

e Para cada v € V, defina g, € V* asi: g,(u) = $B(v,u), para
todo u € V, donde B es la forma bilineal asociada a ¢g. Construya
una antiderivacién d, : AV — AV imitando a la Proposicién
5.25, correspondiente a g,. Observe que d, € A, que d2 =0y
que no se requieren dlgebras de Clifford.

e Para cada v € V, defina ¢(v) = ¢, + d,,. Observe que 9 (v) € A.
Demuestre que 1 (v)? = q(v) -1y que 1 : V — A es inyectivo.

4. Demuestre que se tienen los siguientes isomorfismos para productos
tensoriales de algebras sobre R:

ROIREXRCIREC H®R X=H,
C®C=D,y(C),H®C=M(C),H® H = M(R).

(Sugerencia: Para ver que A®y B = C, se trata de producir morfismos
de k-dlgebrasp: A — Cy q: B — C tales que p(A) y q(B) conmuten;
y que la funcién lineal asociada p ® ¢ : A ® B — C sea biyectiva.)

5.6 Teoremas de Frobenius y de Hurwitz

En esta seccion presentamos dos resultados clasicos, cuyas demostraciones
utilisaran el material que hemos desarrollado en este capitulo.

Teorema 5.37 (Frobenius) Sea A un dlgebra de division de dimension
finita sobre R. Entonces A es isomorfo con alguno de los siguientes objetos:
Los nimeros reales R.

Los numeros complejos C.

Los cuaternios reales H.

Demostracién: Paso 1: El conjunto V = {v € A | v? < 0} es un subespacio
vectorial de A de codimensién uno.

Si dim A = m, dado a € A, consideramos la multiplicacién izquierda por
a como la transformacién lineal T, : A — A; asi T, € End.A. Como el
morfismo A — End(.A) dado por a — T, es inyectivo, identificamos a con
su imagen T, . El polinomio caracteristico p(X) de a se factoriza como

PX) = (X —t1) - (X =1,)(X = 21)(X =Z1) -+ (X = 2)(X = Z),

donde m = r+2sy cada polinomio X?—2(Re z;) X +|z;|* = (X —2;) (X —%;)
es irreducible en R[X].

Dado que p(a) = 0 por Cayley-Hamilton y que A es un élgebra de di-
visién, obtenemos que o bien a =t; € R o bien a? — 2(Re zj)a + |z;|* = 0.
En este tltimo caso, escribimos z = z; para tener que el polinomio minimo
de a es X2 — 2(Re2)X + |22 y que el polinomio caracterfstico de a es
(X2 —2(Rez)X + |z]?)*, donde 2k = m.
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Cuando a € V, se da esta ultima situacion; y ademads a es raiz de un
polinomio cuadratico X2 4 b con b real no negativo. De esto resulta que
a € V siysolosi Rez = 0, es decir si y sélo si trT, = 0, de donde se
obtiene la afirmacién.

Paso 2: Conclusién. Dado que A =R @V, vemos que A = R[V]. Sea W
un subespacio minimo de V tal que A = R[IW].

Definimos una funcién simétrica bilineal en W asi:

B(u,v) = —%(uv + vu).
Como (u + v)? — u? — v? = uv + vu, resulta que B tiene valores reales.
Ademss, B(u,u) > 0 para 0 # u € W, pues u? < 0, de manera que B es
positiva definida.

Sea {ey,...,€,} una base ortonormal de W. Esto significa que €? = —1
y que e;e; = —eje; cuando ¢ # j. Asi, el anillo de divisién A es isomorfo

al algebra de Clifford C'(W) asociada a una forma cuadratica negativa
definida. Por lo tanto, resultan los siguientes casos:

e Cuando n = 0, se tiene que A = R.
e Cuando n = 1, se tiene que A = C.
e Cuando n = 2, se tiene que A = H.

e Cuando n > 3, el dlgebra C(W) nunca es un anillo de divisién:

Sea a = ejeze,. Aqui, a® = 1, de manera que (a + 1)(a — 1) = 0
implicarfa que a = +1; y entonces e, = +(ejez)” " = ey le;t =
+(—e2)(—e1) = Feiea, contradiciendo la independencia lineal de
{e1e9,e,}. O

Teorema 5.38 (Hurwitz) Sea V' un espacio vectorial de dimension n
sobre un campo k de caracteristica # 2, provisto de una forma cuadrdtica
no degenerada q : 'V — k y de una multiplicacion bilineal u - v tal que
q(u-v) = q(u)q(v), para todos u,v € V. Entonces n =1,2,4,8.

Demostracion: Paso 1: Es posible extender al campo k arbitrariamente,
por lo que suponemos que k es algebraicamente cerrado.
Paso 2: Polarizacién de v en g(uv) = g(u)g(v) produce
B(uv,uw) = q(u)B(v,w), para todos u,v,w €V,

donde la forma bilineal B es la asociada a q. Esto es porque se tienen

q(uv + uw) = B(uv, uw) + q(uv) + q(uw)
q(u)g(v +w) = q(u)[B(v,w) + q(v) + q(w)]
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Paso 3: Gracias al Paso 1, es posible elegir u; € V tal que q(u;) = 1.
Gracias al Paso 2, vemos que ¢,, € EndV es ortogonal y por tanto es
invertible. Definimos una nueva multiplicacién en V asi:

wov =L, (uv)

Aqui, u; ov = v, para todo v € V, es decir, u; actia como identidad
izquierda. Escribiremos e en lugar de u;, omitiremos el signo “o”; y usare-
mos esta nueva multiplicacién, de manera que ahora tenemos una identidad
izquierda e € V' con ¢(e) = 1.

Paso 4: Conclusién. Consideramos al espacio et, de dimensién n — 1.

Sean z € e*; y,z € V. Le aplicamos ¢ a la igualdad (e + 2)y = y + zy,
para obtener g(e+z)q(y) = q(y)+q(zy)+B(y, vy); pero g(e+x) = 1+q(x),
por lo que obtenemos que B(y,zy) = 0, para todos x € et, y € V.

Polarizamos en y esta tltima igualdad, para tener

0= B(y+z,2(y + 2)) = B(y,zy) + B(y,v2) + B(z,zy) + B(z,xz),

de manera que B(y, zz)+ B(z,zy) = 0, para todos = € e*; 3,z € V. Ahora
reemplazamos z por xz, para tener B(y, z(xz)) + B(zz,zy) = 0, de donde
obtenemos B(y, z(zz)) + B(y,q(z)z) = 0 6 bien B(y, z(xzz) + q(x)z) = 0,
para todos y, z € V. Esto significa que z(zz) +¢q(z)z = 0, para todo z € V.

Si £, es multiplicacién izquierda por z, tenemos que ¢2 = —gq(x), para
todo x € et. Por tanto, tenemos un morfismo del dlgebra de Clifford C' =
C(e*, —q) hacia End V, dado por z + £,. Asi, V es un C-médulo.

Supongamos n impar. Como k es algebraicamente cerrado, el Teorema
5.36¢) afirma que C es un &lgebra de matrices sobre un espacio W tal que
dim W = 2(»=1/2_ Por el Teorema 5.23, C' es un anillo semisimple y W es
un C-modulo simple. Por el Teorema 5.22, V' es una suma directa de copias
de W. Por tanto, n = r2(»~1/2_ Esto implica que n = 1.

Supongamos n par. Aqui, C' es la suma de dos algebras de matrices,
cada una sobre un espacio de dimensién 2("~2)/2 por el Teorema 5.36d).
Nuestra representacion ahora es suma de r de copias del primer espacio
més s copias del segundo. Por tanto, n = (r + 8)2(”_2)/2 y se tienen las
siguientes posibilidades:

n =2 r+s=2

n=4 r+s=2

n==~6 r+s==% eliminada
n=3~8 r+s=1

n>8 n<22/2 ¢liminada O

Observaciones. Aunque los algebras de Clifford son asociativos, a la mul-
tiplicacién bilineal u-v del Teorema de Hurwitz no se le exigi6 asociatividad,
ni conmutatividad, ni existencia de identidad.

El caso n = 2 puede corresponder a C cuando &k = R, a k & k cuando
k=C.
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El caso n = 4 corresponde a un algebra de cuaternios que resulta isomorfa
con un algebra de matrices cuando k es algebraicamente cerrado.

El caso n = 8 corresponde a un algebra de octonios @ de Cayley. La
igualdad r + s = 1 implica que existe un isomorfismo de C-moddulos entre
un &lgebra de Clifford C' y O, el cual no puede ser isomorfismo de algebras
porque C' es asociativo, mientras que @ no lo es.

Ejercicio
1. Definimos el lgebra de octonios de Cayley como O = Rlig, 41, ..., i7
provisto de una multiplicacién bilineal
Talp = le = —iplg
cada vez que (a,b,c), (b,c,a) é (¢,a,b) pertenezca al conjunto

{(1,2,3),(1,4,5),(1,6,7),(2,6,4),(2,5,7),(3,4,7),(3,5,6)},

junto con i = --- = i2 = —1, donde iy = 1.

Para o = agio + a1i1 + -+ + ayiy € O, con todo a; € R, definimos
a* = agip — ariy — -+ — arir y q(a) = aa®. Demuestre que
a) aa* = a*a =a3 + a3 + -+ a?, para todo a € O.
b) (af)* = p*a*, para todos a, 8 € Q.
) Todo elemento de O distinto de cero tiene un inverso.
El algebra O no es asociativo ni conmutativo.

e) q(apf) = q(a)q(B), para todos a, 5 € O.

5.7 El Grupo Ortogonal

Sean k£ un campo con caract k # 2, V un espacio vectorial de dimensién
n sobre k provisto de una forma cuadratica ¢ y de una forma bilineal
B(z,y) = q(z +vy) — q(x) — q(y), que supondremos no degenerada. Aqui,
B(xz,z) = 2q(x), para todo € V. Dado v € V no isotrépico, definimos la
reflexién r, : V — V asi:

w
v, para todo w € V.
v

Claramente, r, actia como —1 en (v) y como 1 en vt.

Teorema 5.39 Sean u,v € V tales que B(u,u) = B(v,v) # 0. Entonces
existe T' ortogonal tal que T'(u) = v.
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Demostracion: Los vectores u+v y u—wv no pueden ser ambos isotrépicos,
pues
B(u+v,u+v)+ Bu—v,u—v) =4B(u,u) =0

es una contradiccion. Suponiendo que w = u + v no es isotropico, tenemos
que v =w —u 'y que

B(v,v) = B(w,w) — 2B(w,u) + B(u,u),

por lo que B(w,w) = 2B(w,u) y entonces 7,(u) = v —w = —v. Asi
T = —r, es ortogonal y satisface T(u) = v.

Si u — v no es isotrépico, entonces 7, (u) =v. O

Escribiremos (a1, ..., a,) ~ (b1, ...,b,) para indicar la equivalencia de for-
mas cuadraticas diagonales.

Teorema 5.40 (de cancelacién de Witt) Suponiendo que
(a1y ey @y b1, e by) ~ (a1, .oy Gy €1,y ooy €,
con ay,...,a. # 0, se tiene

(b17 ceey bn) ~ (017 ~-~7Cn)-

Demostracion: Por induccién, vemos que el caso r = 1 es suficiente. Aqui
tenemos un espacio vectorial V' con dos bases ortogonales {u,u1,...,un} y
{v,v1,...,v,} tales que B(u,u) = B(v,v) = a, B(u;,u;) = b; y B(vi,v;) =
¢i, para todo i. Por el teorema anterior, existe T ortogonal tal que T'(u) = v;
pero entonces T' debe enviar al subespacio generado por los u; al subespacio
generado por los v;. Esto es (b1, ...,b,) ~ (c1,...,¢p). O

Recordemos que un plano hiperbdlico es un espacio isotrépico de di-
mension dos, cuya forma cuadratica no es degenerada. La Proposicion 5.32
implica que todos los planos hiperbélicos son equivalentes (isométricos).
También es facil ver que todo espacio isotrépico con forma cuadratica no
degenerada contiene un plano hiperbdlico.

Proposicién 5.41 Sea V un espacio vectorial de dimension finita provisto
de una forma cuadrdtica no degenerada. Entonces V se puede expresar
como una suma directa ortogonal de planos hiperbdlicos mds un espacto no
isotrépico. Esta descomposicion es unica modulo equivalencia.

Demostracién: Si V' contiene al vector isotrépico u, entonces podremos
completar al espacio (u) a un plano hiperbélico W seguin la Proposicién 5.32
y asi obtener la suma directa ortogonal V.= W @& W+ = (1,-1) @ W+.
Este proceso se puede aplicar a W+ y continuar hasta que no haya vectores
isotrépicos: V = (1,-1) @ --- @ (1,—1) @ U. El Teorema de Cancelacién
garantiza la unicidad del resultado. O

Lema 5.42 Supongamos que x es ortogonal. Entonces:
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1. Sidetxz = —1, entonces —1 es un valor caracteristico de x.

2. Si(detz =1 yn esimpar) o bien si (detx = —1 yn es par), entonces
1 es un valor caracteristico de x.

Demostracion: Sea a la matriz de la forma cuadratica. Entonces

1. Aqui, zax’ = a, esto es x = ax’~'a~!, por tanto, x es conjugada

de 2’71, Calculamos: det(x + 1) = det(z'~! +1) = det(z"* + 1) =
(det z—1) det(x + 1), entonces det(z + 1)(1 — det x) = 0.

2. Ahoradet(l—z) = det(1—2'"1) = det(1—2~!) = det 2~ *[det(z—1)],
entonces (det z) det(1 —z) = (=1)"det(1 — x). Asi,

det(1 — 2)[(—1)" — detz] = 0.

Las conclusiones son claras. O

Teorema 5.43 (Cartan-Dieudonné) Si V' es un espacio vectorial pro-
visto de un producto interno no degenerado y dimV = n, entonces toda
transformacion ortogonal es un producto de cuando mds n reflexiones.

Demostracién: Sea o ortogonal.

Caso (1): Si o deja fijo a un vector no isotrépico v, entonces o fija al
espacio v+, que cumple V = (v) @ vt. Aqui concluimos por induccién,
pues dimvt =n — 1y o se puede expresar como producto de cuando més
n — 1 reflexiones.

Caso (2): Existe v € V tal que v y v — ov son ambos no isotrépicos.
Entonces la reflexién r = r,_,, actia como —1 en (v — ov) y como 1 en el
complemento ortogonal.

Como v — ov y v + ov son ortogonales; tenemos que

r(v—ov) =ov—v, r(v+ov)=v+ov.

Asi, rv = ov y r~!o deja fijo a v. Por el caso (1), 7710 es el producto de

cuando més n — 1 reflexiones, mientras que o es un producto de cuando
mas n reflexiones.

Caso (3): n < 2. Dado que el caso n = 1 es trivial, nos enfocamos en el
cason = 2. Aqui podemos suponer que g(x) = 12, pues en caso contrario,
todos los vectores son anisotrépicos. Por tanto,

_(a 0 bi 0 a
o={ g 41 Joblen | o

segin que deto sea 1 6 —1.
Como tenemos la factorizacion
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es suficiente mostrar que

(& 5)

es una reflexién. Lo cual es cierto, pues el vector (a,1)’ queda fijo, mientras
que el ortogonal (—a, 1)’ va a su negativo.

Caso (4): Aqui (1), (2) y (3) son falsos, de donde obtendremos que:
n=dimV es par y que deto = 1.

Suponiendo (4), sea r una reflexién. Entonces or sale de este caso, pues
det(or) = —1. Por tanto or estd en algiin caso (1), (2) 6 (3). Asi, or es el
producto de cuando mas n reflexiones. De hecho, es el producto de cuando
méas n — 1 reflexiones, pues este ntimero es impar. Asi, o es el producto de
cuando mas n reflexiones.

Demostracién de (4): En base a (2), si v es anisotrdpico, entonces (1—o)v
es isotropico.

Sea a isotrépico. Aqui, dimat > %dim V, porque n > 3. Por tanto, a
contiene un vector no isotrépico v. Se presenta la siguiente situacién:

€

e Son anisotrépicos los vectores v,a + v,a — v.
e Son isotrépicos los vectores (1 — o)v, (1 —o)(a+v), (1 —o)(a —v).
Ahora bien,

(1= o)+ o) = (L= a)af> + (1 — o)of? + B((1 - 0)a, (1 — o))
= |(1 — 0)al* + B(a,v) — B(oa,v) — B(a,ov) + B(oa, ov)
=|(1 = 0)al® — B(oa,v) — B(a,ov) = 0,

(1 =0)(a—v)* =|1~0)af® +[(1-0o)o]* - B(1 - 0)a, (1 - 0)v)
=|(1 - 0)al? + B(oa,v) + B(a,ov) = 0.

Por lo que |(1—0)a|? = 0, es decir (1—0)a es isotrépico. Asf, para cualquier
v € V tenemos que (1 — o)v es isotrdpico, independientemente de que v lo
sea 0 10; y (1 — o)V es un subespacio isotrépico de V.

Afirmamos que o fija a los vectores de [(1 — o)V]+. Dados w € V y
v € [(1—0)V]*, tenemos que

B(ov —v,ow) = B(ov,ocw) — B(v,cw) = B(v,w) — B(v,ow)
= B(v,w — ow) =0,

por tanto o fija a v.
Gracias al caso (1), el subespacio [(1 — o)V]
también lo es. Por lo que tenemos

L es isotrépico y (1 — o)V

dim(l — o)V <

N3 |3

dim[(1 — 0)V]* <
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(1-0)V C[1—-0o)V]*

Entonces, se tienen igualdades, y en la descomposiciéon de V', segun la
Proposicién 5.41, no hay componente no isotrépica, por lo que V' es una
suma directa de planos hiperbdlicos. Asi, n es par.

Decir que o fija a los vectores de (1 — o)V significa que (1 — o) los anula,
por lo que (1 —0)2V =0; asi, detoc = 1. O

Ejercicios

1. Sea V un espacio vectorial de dimensién 3 y sea 1 # o € O(V) con
det ¢ = 1. Demuestre que ¢ tiene un eje de rotacién, es decir, que el
conjunto de puntos fijos de ¢ es un espacio vectorial de dimensién 1.

2. Exprese como producto de reflexiones a la transformacién
cosa  sena
o= .
—sena  Ccosq

5.8 El Grupo Spin

Sean k un campo con caract k # 2, V un espacio vectorial de dimensién
n sobre k y ¢ una forma cuadrética g : V' — k. El grupo de Clifford es
Ci(V)y={aceCV) |aVa l =V}

Lema 5.44 Todo a € CU(V) induce una isometria en V.

Demostracién: Dado que v? — q(v) = 0, para todo v € V, conjugamos
con a para obtener (ava~—!)? —g(v) = 0; pero (ava™!)? = g(ava™!) implica
q(ava=') = q(v), es decir, que esta conjugacién preserva longitudes. O

Lema 5.45 a) La accidon de CL(V) en V induce todo O(V) cuando n es
par; y todo SO(V) cuando n es impar.
b): Siv eV yq(v) #0, entonces conjugacidn con v es —r, en V.

Demostracion: b) Sea w € V' arbitrario, entonces

vwv™ ! = [B(v,w) —wojp™! = Mv —w = —7ry(w).

q(v)

a) Supongamos que n es par y que 7, es una reflexién. Entonces, por el
Teorema de Cartan-Dieudonné, existe una expresién

Ty = ToTwy * " " Toy,
con s impar, por lo que

Ty = (=Tu ) (=Twy) -+ (=T0,)-
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Asi, r, puede obtenerse.

Supongamos ahora que n es impar y que r, es una reflexién. Entonces
—r, es una rotaciéon y puede obtenerse. Todo SO(V) puede obtenerse,
pues ry1y = (—74)(—ry). Sin embargo, nada con determinante —1 puede
obtenerse, pues —1 mismo no se puede obtener: No hay elementos de C (V')
que anticonmuten con todos los elementos de V. O

Definimos al grupo de Clifford par C¢(V)* como C¢(V)NC*. Definimos
la representacién vectorial y : C4(V) — O(V) como x(z)(v) = zvaz~!. El
centro del élgebra de Clifford C es Z(C).

Lema 5.46 x~}(SO(V)) = C¢(V)* x Z(0).

Demostracién: Seaa € y~1(SO(V)). Entonces a acttia como 7y, Ty, « -+ T,
con s par. Consideramos b = v1vs - - - ,,,. Entonces b acttia en V' de la misma
manera que a. Por tanto, ba=! € Z(C). o

Lema 5.47 Todo elemento de C4(V)T se puede expresar como el producto
de un ndmero par de elementos no isotrépicos de V.

Demostracion: Esto es consecuencia del razonamiento anterior y de que
Wt nz(C)=k* o

Consideremos al algebra opuesto C°P del algebra de Clifford C, cuyo
producto se define como a x°? b = b x a. Dado que v? = ¢(v) para todo
v € C°P, obtenemos un morfismo tnico C' — C°P tal que v — v, para
todo v € V. Esto da origen a un antimorfismo j : C' — C que fija a todo
elemento de V', por lo que j resulta ser un antiautomorfismo involutivo, es
decir, tal que j2 = 1. Ademas, j fija a C/(V)T y se puede restringir a una
involucién de C¢(V)+.

Para z = vivg - - - 09, € CL(V)T, con todo v; € V, definimos la norma

N(z) = j(z)r = q(vi)q(v2) - - - q(v2r) € k™.

Claramente, N : C¢(V)* — k* es un morfismo de grupos. Si partimos de
una rotacién p € SO(V), entonces podremos encontrar u € CU(V)* tal
que x(u) = p, con u determinado médulo k*, lo que nos permite definir
la norma espinorial de p como ¥(p) = N(u)k*? € k*/k*? a través del
morfismo ¥ : SO(V) — k*/k*? asi definido.

El grupo spin es Spin(V, ¢) = ker N, mientras que el grupo ortogonal
reducido es O'(V) = x(Spin(V, ¢)) = ker 9, por tltimo, (V) es el grupo
derivado de O(V).

Lema 5.48 El grupo Q(V) estd generado por los cuadrados de SO(V).
Por tanto, SO(V) 2 O'(V) D Q(V).

Demostracién: El grupo O(V) estd generado por reflexiones como r, y

ry. Todo conmutador (r,,r,) = rurvrljlr_l = (rurv)2 es un cuadrado en

SO(V). o :
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Lema 5.49 Si vy,vy son anisotrépicos de la misma longitud, entonces
ToyTos € V).

Demostraciéon: Existe x € O(V) tal que x(v1) = ve, por el Teorema 5.39.
Ahora bien, zr, 7! = r,,, por lo que tenemos r,,r,, = ry, (¥r,, 27 !) =
ryarytet e Q(V). o

Lema 5.50 Si dimV < 3, entonces O'(V) = Q(V).

Demostracion: Sea 1 # z € O'(V), por el Teorema de Cartan-Dieudonné,
podemos expresar & = r,,7,,. Ahora bien, J(z) = 1 en k*/k*?, es decir,
q(v1)q(ve) € k*2. Elegimos vy con g(vi) = g(v2), para obtener x € Q(V),
por el lema anterior. O

Teorema 5.51 Si existen vectores isotropicos en V, entonces
(a) 9 es suprayectivo. Por tanto, SO(V)/O' (V) = k* /k*2.
(b) O'(V) = Q(V).

Demostracién: (a) Sean u isotrépico y {u,v} una pareja simpléctica.
Dado a € k*, los vectores u+wv y au-+wv son invertibles. Sea = 1y 44T qutv,
entonces z € SO(V) y ¥(z) = a.

(b) Sea x € O'(V), existe una expresién « = ry, ---r,,, Ccon s par. Sea
V2 un plano hiperbdlico y sean vf, ..., v, € V5 de la misma longitud que los
correspondientes v, ..., vs. Consiremos al producto 2’ = Ty, Ty Resulta
que x = z'(mod ), por lo que 2’ € O'(V3). El lema anterior implica que
xe V) CQV). o

Ejemplo. Consideremos el caso dim V' = 2.

Caso clasico: Aqui, k =Q y ¢ = 2% + 2.

D = < cosa  sena ) € SO,

—sen o« COS «x

(-1 0 —cosa  —seno
Po = 0 1 —sena  cosa ’
donde la segunda matriz es la reflexién respecto al vector (sena, 1 —cos ).
De manera que 9¥(p,) = 1[sen® a + (1 — cosa)?] = 2(1 — cos a).

Vemos que

Caso isotrépico: Aqui, ¢ = zy. El grupo SO; consiste de las matrices

a 0
Ta_(() a~ ! )’

con a € k*. Aqui, ¥(T,) = a, pues T, = 1,7y, con v = (a,1),u = (1,1).
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Ejemplo. Consideremos el caso dim V' = 3.

Aqui, O'(V) = Q(V) estd generado por los cuadrados de SO(V). Como
en la Proposicién 5.31, CT(V) es un &lgebra de cuaternios generaliza-
dos, que en muchos casos es un anillo de divisiéon. Por tanto, en ese caso,
CtH(V) = CH(V)* y tenemos que SO(V) = CT(V)*/k* y que O'(V) =
Q(V) = Spin(V, q)/{£1}.

Cuando el dlgebra de cuaternios generalizados no es un anillo de divisién,
lo cual ocurre cuando hay vectores isotrépicos, entonces CT (V) & My (k).
Aqui, consideramos a una pareja simpléctica {u,v} junto con un vector w
de longitud 1 ortogonal a (u, v) y asi podemos exhibir a las matrices unidad

siguientes para C*(V):
w  uw
wv  vu )

Para a = auv + buw + cwv + dvu, tenemos i(a) = avu + bwu+ cow + duv =
duv — buw — cwv + avu, por lo que ai(a) = i(a)a = ad — be.
De manera que SO(V) 2 PGLy y O’ = Q2 = PSLs.
Ejercicios
1. Sean k = R, n = 2, ¢ no isétropico y —1 # z € SO. Demuestre que
I(x) = det(1 + ).

2. Verifique que la siguiente sucesién es exacta:
1< k* = ClV)r =5 80(V) = 1

3. Sea V un espacio vectorial tal que dim V' = 3, conteniendo una pareja
simpléctica {u,v} y w un vector de longitud 1 ortogonal a (u,v).
Demuestre que los elementos e1; = uv, e19 = uw, €21 = WUy €29 = VU
satisfacen e,;ejs = d;je,5, para todos ¢, j,7, s € {1,2}.

4. Demuestre que
a) Spin(2,C) = C*.

b) Spin(3,C) = SLs.
¢) Spin(4,C) = SLs x SLs.
5. Sea V = R3, con base ortogonal {ey, ez, €3} para una forma cuadratica

q tal que ¢(e;) = —1 para todo i. Demuestre que se tiene la sucesién
exacta:

1 — {+1} = Spin(V,R) —= 0'(V) - 1.
6. Sea V = C3. Demuestre que se tiene la sucesién exacta:

1 — {£1} = Spin(V,C) —=0'(V) = 1.
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5.9 Representaciones de Grupos Finitos

Sea G un grupo finito. Una representacién de G es un morfismo de grupos
p: G — GL(V), donde V es un espacio vectorial de dimensién finita
sobre un campo k. Consideraremos solamente al campo k& = C. En estas
circunstancias se dice que V es un G-médulo y también que V' es una
representacién.

El morfismo p se puede extender de manera tnica a un morfismo de
algebras p : k[G] — End(V), donde k[G] es el dlgebra de grupo.

Escribiremos ¢ - v o simplemente gv, en lugar de p(g)(v), para g € G,
v € V. También consideraremos que g € End(V).

Si V' y W son representaciones, entonces V@& W y V ® W también lo
son, de manera natural ante las acciones glv B w) = (g-v P g-w) y
g(vRw) = (¢9-v®g-w), respectivamente. Desde aqui también se producen
las representaciones cociente \'V 'y Sim’ V, para los distintos %, j.

La representacién dual V* se define asi: g-v* = v* o g~!. De manera que
la accién de G en End(V) 2 V@ V* es ast: g- (v@u*) = (g-v) @ (u*og™ 1),
que en términos de matrices es conjugacion: g- L = Ty LT 1 donde T}, es la
matriz que corresponde a g y donde L es la matriz de una transformacion
arbitraria en End(V') que actia en vectores columna. También tenemos que

g+ () = (u"0g™)(g-v) = u"(v).

La representacion regular R de G estd dada en un espacio vectorial V'
con dimV = o(G). Elegimos una base {e, | ¢ € G} de V, indizada con
los elementos de G, y R : C[G] — End(V),h — R}, se obtiene extendiendo
linealmente la accién de G en esta base: Rp(eq) = eng, para g,h € G.
Observamos que {R, | g € G} es linealmente independiente, pues {R4(1)}
es la base de V = C[G].

Decir que V' es un G-mdédulo simple equivale a decir que la representacion
correspondiente es irreducible, o bien que V no tiene subespacios invariantes
no triviales.

Dados dos G-médulos V' y W, definimos el algebra de G-morfismos
Homg(V,W) = {L € Hom(V,W) | g- L = L}. En particular, Endg(V) =
Homeg(V, V). El Lema de Schur afirma que Endg (V) consiste de matrices
escalares cuando V es irreducible. También Homg(V, W) = 0 cuando V' y
W son irreducibles con V 2 W.

Dado que el dlgebra C[G] es semisimple, tenemos que

Teorema 5.52 Toda representacion V' es suma directa de representaciones
irreducibles:

V:Vlal@...@v;ar7

donde los V; son irreducibles, no isomorfos entre si y unicos. Los a; son
enteros positivos y también son unicos.
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Dada una representacién p : G — GL(V), su cardcter es x : G — C
definido como x(g) = tr[p(g)]. Esto no es un morfismo de grupos; pero
se extiende a una funcién lineal x : C[G] — C. Cuando sea conveniente
escribiremos Xy o bien x,.

Como en la representacién regular R, todo g se puede materializar como
matriz permutacién, vemos que xg(g) = |VY|.

Si o(G) = n, entonces todo g € G satisface al polinomio separable X" —1,
por lo que g € End(V) es diagonalizable. Asi es claro que

X(Vew) =XV T Xw, Xvew) =XV XW, XV* =XV,
1 1
Xpzv(9) = 51 (9) = xv(97)]s Xsim2 v(9) = 5D (9) + xv (7))

Teorema 5.53 Dada una representacion V. con puntos fijos VE y con
o(G) = n, definimos ¢ : G — G como ¢ = 53 g. Entonces

(a) Imp =VE.
(b) ¢ actiia como la identidad en V.
(c) ¢ es una proyeccion de V en VE.

Demostracién: (b) Si v € VC, entonces ¢(v) = 1 (nv) = v.
(a) Si v = ¢(u), entonces h € G implica

h~v:h-<p(u)z%Z(hg)~u:%Zgu:v.

geqG geG

(c) Esto es un resumen de (a) y (b). O

Si extendemos una base de V& a una base de V agregando una base de
ker ¢, la matriz de la transformacién lineal ¢ sera

(o17)

donde la matriz identidad que aqui aparece es de tamano m x m, cuando
m = dim V. Este ntimero m coincide con la multiplicidad de la repre-
sentacién trivial en V' y con tr¢. De manera que

1
dim VY =tro =~ E trg.
n
geG

Sean V', W representaciones irreducibles y sea h = dim Homg(V, W),
entonces
h:{ 1 cuando V=W,
0 cuando VZW.
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Como Hom(V, W) = V* @ W, vemos que Xxom(v,w) = XvXw. Asi ob-
tenemos del razonamiento anterior aplicado a ¢ € Hom(V,W) con V .y W
irreducibles, que

1 1 _ 1 cuando V=W,
ﬁztr‘q_ O(G) ZXV(Q)XW(Q)_ { 0 CuandoV;?_fVV.
geG geG

Sea C(G) el espacio vectorial de las funciones f : G — C constantes en las
clases de conjugacién de G, llamadas funciones de clase. Aqui, C(G) = C",
donde r es el numero de clases de conjugaciéon de G. Los caracteres de
las representaciones son ejemplos de estas funciones. Para «, 8 € C(G),
definimos una forma Hermitiana positiva definida

1 -
(o, B) = @ Z a(g9)B(9)-
geG
Los caracteres irreducibles son un subconjunto ortonormal de C(G).

Teorema 5.54 El numero de clases de conjugacion de todo grupo finito es
tgual al numero de sus representaciones irreducibles.

Demostracion: Sea r el nimero de clases de conjugacion de G y sean
X1, -+, Xm l0s caracteres irreducibles de G. Como {x1, ..., Xs;n} €s ortonor-
mal, también es linealmente independiente. Asi, m < r.

Sea f € C(G) yseatp =3 . f(g)g. Entonces

Y(hw) =" flg)g- () =D f(hgh™")(hgh™") - () =

geG geG
> flhgh™"h(gu) =h- > f(hgh™)(gv) = b (v),
geG geG

para todo h € G, es decir, ¥ es un G-morfismo.
Para ver que r < m, es suficiente demostrar que f € {X1,..., Xm}*+
implica f = 0. Asi, suponemos (f, x) = 0 para todo caracter irreducible x.
Sea ahora n = Y|y = > - f(9)g € End(V) con V irreducible y con
dim V' = n. Por el Lema de Schur, n = ¢ € C. De (f, xv) = 0, obtenemos

‘= %trn = % > Fa)xvig) = % o (G){f, xv+) =0.

geG

Asi, ¢p € End(W) es cero, para cualquier representacién W. En particu-
lar, dec f(g)Ry € End(R) es cero para la representacién regular. La
independencia lineal de {R, | g € G} implica que f =0. O

Sean {x1, ..., xr} los caracteres de las representaciones irreducibles V.

Teorema 5.55 En la descomposicién R = V" @ --- @ V% de la repre-
sentacion regular, se tiene a; = dim V; para todo i.
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Demostracion: En primer lugar,

| o(G) cuando g =1,
Xr(g) = { 0 cuando g # 1,

porque R, es una matriz permutacién sin puntos fijos para g # 1, mientras
que Ry = 1. Por otra parte, xg = >_._; a;x;. Calculamos:

1 -

@i = (Xm Xi) = Sy (9)xi(9) =
1 X Xi) = S gE»ElGXR 9)xi(g

o) rWx(l) = S o (G) dim V.

Por tanto, a; = dimV;. O
Corolario 5.56 Para todo grupo finito, o(G) =Y ;_, (dim V;)?.

Teorema 5.57 Si la representacion reqular se expresa en términos de
mddulos simples como R = V"' @---@V,*", entonces se tiene el isomorfismo
de anillos C[G] = [];_, End(V;).

Demostracion: La representacién regular G — GL(R) se extiende lineal-
mente al morfismo de anillos p : C[G] — [],_, End(V;), donde p(h) = T,
es la permutacién Tj(eg) = epg.

El morfismo p es inyectivo porque {T}},e¢ es linealmente independien-
te. También es suprayectivo porque dim C[G] = o(G) = Y (dimV;)? =
dim [[End(V;). O

Teorema 5.58 El conjunto {x1i,...,Xxr} de los caracteres irreducibles es
linealmente independiente.

Demostracién: Si R; = V*, para cada 4, sabemos que R; R; = (0) cuando
i# j;yquel =€ +---+€., cone € R;, de manera que x;(€;) = 0;; dim V;.
AS{? cixy+- ot exr =0 imphca 0= (61X1 e+ CT’XT‘)(Ei) =C dlm‘/za
para toda i. O

Corolario 5.59 La multiplicidad de la representacion irreducible V; en V.
€s <X17 XV>

Un caracter x es irreducible si y sdlo si (x,x) = 1.

Toda representacion queda determinada por su caracter.

Ejercicios

1. Demuestre que si V es irreducible, entonces dim Homg (V, W) es la
dimensién de la multiplicidad de V en W; y que W es irreducible,
entonces dim Homg (V, W) es la dimensién de la multiplicidad de W
enV.
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2. Sean p : G — GL(V) una representacién y a : G — C. Demuestre
que ) o a(g)g es un G-morfismo si y sélo si a € C(G).

3. Sean p : G — GL(V) una representacién con descomposicién irre-
ducible V = V" &--- @V, donde x; es el caracter de V;. Demuestre
que dim V;- ﬁ > _gec Xi(9)g € End(V) es la proyeccién de V' en V.

5.10 Ejercicios Generales

Cuando k = R y V tiene una forma bilineal no degenerada, la forma
cuadrética ¢ admite una base ortogonal {uy, ..., Up, Upy1, ..., Urts} tal que
q(ur) = -+ = qluy) = 1, g(upy1) = -+ = q(upgs) = —1. En este caso,

escribimos C?, 5 en lugar de C(V).

1. Suponga que dimV = 2, k = R y que ¢ = 2% + y2. Aqui, O(V) =
CYly . Sea ej, ez una base ortonormal de V' y sean a = aje; + azep y
b = bie1 + baes, defina

a-b=ai1by + asbs,
la| = Va - a,

alANb= (albg — agbl)eleg.

Observe que €3 = e2 = 1y que B(a,b) = 2(a1b; + azbz) Demuestre
que

(a) ab=a-b+aAb.

(b) multiplicacién izquierda por ejes actia como la rotacién R_,,

en V, donde o = 7; mientras que multiplicacién derecha por
e1es corresponde a R,.

(c) ab = |a||b|(cosf + eieasenB) = |a||b|e?®+¢2, donde 6 es el angulo
formado por a y b.

2. Suponga que dimV =3, kK =R y que u, v, w es una base ortonormal
de V con q(u) = q(v) = g(w) = —1. Aqui, C(V) = C¥y,_3, mientras
que O+(V) = 0407_2.

(a) Exhiba un isomorfismo de &lgebras ¢ : C*(V,q) — H, donde
H = R]i, j, k] son los cuaternios reales.

(b) Seauy = cos¥+ksend. Verifique que uy ' = cos¥—ksend y que
u,gvugl = vA, para todo v € V, usando ¢ como identificacion,

donde
cos29 sen29 0

A= —sen2d cos29 0
0 0 1
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Sean a = ag+a € Hy b =0by+b € H, con ag,by € Ry
a = ajitasj+task,b = byi+boj+bsk identificados con elementos
de R3. Demuestre que

ab=-a-b+axb,

donde los productos punto y cruz son los de R3.

Deduzca que si w = wii+ waj + wsk satisface |w| = 1, entonces
cos+wsend € H actiia via conjugaciéon en V' como la rotacién
de dngulo 29 con eje w.

En C(V) = Cl,41,5 existe una base ortogonal A de V tal que
para todo u € A, se tiene g(u) = +1. Sean v € A con q(v) =1y

B={uv|v#uec A} U{v}.

En C(W) = Cls41,, existe una base ortogonal D de W tal que
para todo w € D, se tiene g(w) = +1. A partir de una biyeccién
adecuada de D a B, construya una funcién lineal f : W —
C (V) de manera que f admita una extensién a un morfismo de
algebras ¢ : Cloi1,r = Clrgs.

Demuestre que ¢ es biyecivo y que por tanto, Cl,41,s = Cls iy,
para todos r, s.

Demuestre que Cly11 541 = M2(Cl, 5), para todos r, s.

Verifique que la siguiente matriz M = (m;;), con m;; = C¥; ; es
correcta, para 0 < 4,5 < 7, donde M, (k) son las matrices n X n
con elementos en k; y donde k2 son las matrices diagonales 2 x 2
sobre k.

R C H H?2 M, (H) M,4(C) Mg (R) Mg (R?
R? M>(R)  M>(C)  M(H)  M(H?) M, (H) Ms(C) Mie(R
Ma(R)  M2(R?) M4(R)  Mq4(C) My(H) — Ms(H?)  Mg(H) Mi6(C

M>(C)  Ma(R) My(R?)  Mg(R) Mg (C) Mg(H)  Mg(H?)  Mis(H)

M (H) My4(C) Mg(R) Mg(R*) Mig(R) Mig(C)  Mig(H) Mig(H?)
My(H?)  My(H)  Ms(C) Mig(R) Mig(R?)  Msa(R)  Msa(C)  Maz(H)
My(H)  My(H?) Mg(H) Mig(C) Maz(R)  Ms32(R?)  Mea(R) Meg4(C)
Mg(C) Mg(H) Mg(H?) Mg(H) Ms32(C) Megs(R)  Mga(R?)  Miag(R)

. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo k
con caract k # 2, provisto de una forma cuadrética ¢ : V' — k. Sea
C (V) su élgebra de Clifford. Para = v ---v, € C(V), definimos
z* = (=1)"v, - - - v1. Definimos

Pin(V)={z e C(V)" | 22" =1,2Va* CV}.

(a) Observe que Spin(V) =Pin(V)NC(V)*.
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(b) Observe que para v € V con g(v) = 1, se tiene que z* = —z~!

y también ¢q(v) = —1 = z* =z~ L.

(¢) Observe que z +— z* induce (linealmente) un antiautomorfismo
de orden dos en C(V).

(d) Para x € Pin(V), definimos p(z) € Endi(V) asi: p(x)(v) =
i(x)va*. Demuestre que p : Pin(V) — O(V) es un morfismo
suprayectivo de grupos con nucleo {£1}.

(e) Demuestre que p~1(+1) = {+1;+w} para cierto w. Describa w
cuando k = C.

5. Un k-superdlgebra es un k-dlgebra A que admite una Z/27Z gradua-
cién, esto es, una descomposicién como suma directa de k espacios
vectoriales A = Ay & A4, tal que A;4; C A;4;, donde los indices se
suman maédulo dos. Si a € A; \ {0}, escribimos gr(a) = 7.

a) Defina los conceptos de morfismo graduado de superdlgebras y de
superideal.

b) Demuestre que el nicleo de un morfismo graduado de superalgebras
es un superideal y que el cociente de un superalgebra entre un su-
perideal es un superalgebra.

6. Dadas dos k-superalgebras A y B, definimos el superproducto tenso-
rial A®B como [(AO ® Bo) @ (Al ® Bl)] @ [(AO ® Bl) @ (Al ® BQ)],
con multiplicacién (a ® b)(c ® d) = (—1)2"®) () ge @ bd.

a) Demuestre que A®B es un superalgebra asociativo.

Definimos el superconmutador {a, b} de dos elementos homogéneos a
y b como ab—(—1)8" )& ®)pg; g y b superconmutan cuando {a, b} = 0.
Dos elementos arbitrarios ¢ y d superconmutan cuando {c¢;,d;} =0
para todas las componentes homogéneas ¢; de ¢ y d; de d.

b) Demuestre que dados dos morfismos graduados de superdlgebras
t1:A— Cyj: B — C tales que i(A) superconmuta con j(B),
entonces tenemos un morfismo graduado inducido de superdlgebras
asociativos A®B — C.

7. Dado un espacio vectorial U provisto de una forma cuadrética ¢ y con
una descomposiciéon ortogonal U = Uy ® Us,, demuestre que existe un
isomorfismo de superalgebras C'(U) = C(U;)®C(Us).

8. Demuestre que C(V@&V*) 2 End(A V), donde V& V* tiene la forma
cuadrética standard, es decir, B(u + u*,v + v*) = u*(v) + v*(u).

9. En el anillo de cuaternios reales

R[imj? k] = Z (nol + nli + TLQj + ’I’L3]€),
n; ER
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con §(n+ai+bj+ck) = n?+a®+b2+c?, paran,a,b,c € R, considere
al elemento h = 3(1 4 i+ j + k) y al subanillo de Hurwitz

(a)
(b)
()

(d)

()

H = Z[h,i,j, k] = {moh + myi + maj + mzk | m; € Z}.

Verifique que H es un subanillo de R[i, j, k].
Demuestre que 0(a) es un entero positivo, si 0 # o € H.
Demuestre que §(2a) es una suma de 4 cuadrados enteros, si
0#a€H.
Recuerde que en R[i, j, k] se tiene el antiautomorfismo o — @,
llamado “adjunto”, definido como @ = n — ai — bj — ck, para
a=n-+ai+bj+ ck, con n,a,b,c € R, que satisface

e ca+df = ca + dp, para todos ¢,d € R, o, 3 € R[4, j, k].

e af = Ba, para todos «, 8 € R[4, j, k].

e §(a) = aa =n?+a® +b% + %, para a = n + ai + bj + ck,

con n,a,b,c e R.

e a = a, para todo a € R[i, j, k].

e En particular 6(af3) = §(a)d(3), para todos a, € H.

e También a € H es unidad si y sélo si 6(a) = 1.
Demuestre que dados « € H y 0 # n € N, existe ¢ € H tal que
§(a —en) < 8(n) =n?.
Dados a € Hy 0 # 3 € H, definan = §(8) = ﬁB.ﬁComo
0 < n € N, aplique el inciso anterior a la pareja a8 y 83, para
demostrar que existe ¢ € H tal que 6(«a — ¢f8) < §(8) =n.

10. Dado que en el problema anterior se demuestra que el anillo de Hur-
witz H tiene un “algoritmo Euclidiano izquierdo”, demuestre que
todo ideal izquierdo de H es principal.

11.

Demuestre el siguiente Teorema de Lagrange (1770): Todo entero
positivo es la suma de 4 cuadrados no negativos. Se sugieren los si-
guientes pasos.

(a)

A partir de que d(af) = §(a)d(B), para todos «, 8 € H, de-
muestre que en N el producto de dos sumas de 4 cuadrados es
otra suma de 4 cuadrados.

Reduzca la demostracion al caso de los niimeros primos p tales
que p = 3 (mod 4).

Demuestre que si 2n es una suma de 4 cuadrados, entonces n
también lo es.

Sea p un primo impar. Considere al anillo finito F,[7, j, k] y al
ideal I = {aoh + x1i + 22 + 23k € H | p|a;, para todo i} de H.
Demuestre que I no es maximo y de ahi obtenga la conclusiéon
usando el inciso anterior.



Bibliografia

Artin, E. Geometric Algebra, John Wiley, 1988.
Artin, M. Algebra, second edition, Birkhauser, 2003.

Atiyah, M. F. and MacDonald, I. G. Introduction to Commutative
Algebra, Perseus Books, 1994.

Bourbaki, N. Eléments de mathématique. Algebre, Chapitres 1 a
3, Masson-Dunod, 1970; Chapitres 4 a 7, Masson-Dunod, 1981.
Algebra 1, Springer, 1989; Algebra 2, Springer, 1990.

Burnside, W. Theory of Groups of Finite Order, second edition,
Dover, 1955.

Carrell, J. B. Groups, Matrices, and Vector Spaces, Springer,
2017.

Childs, L. A Concrete Introduction to Higher Algebra, Under-
graduate Texts in Mathematics, second edition, Springer, 1995.

Cox, D. A, Little, J. B. and O’Shea, D. Ideals, Varieties and Algo-
rithms, second edition, Springer, 1997.

Jacobson, N. Basic Algebra I, second edition, W. H. Freeman, 1989;
Basic Algebra 11, W. H. Freeman, 1974.

[10] Kempf, G. Algebraic Structures, Friedrich Vieweg, 2003.

[11] Lang, S. Algebra, third revised edition, Graduate Texts in Mathe-

matics, Springer, 2002.

[12] Lidl, R. and Niederreiter, H. Introduction to Finite Fields and

Their Applications, Cambridge University Press, 1986.

[13] van der Waerden, B. L. Algebra, Springer, 2003.



Bibliografia 275

Para cubrir los requisitos de Algebra Lineal y para continuar con ese
temas:

[14] Birkhoff, G. and MacLane, S. A Survey of Modern Algebra, fourth
edition, Macmillan, 1977.

[15] Curtis, C. W. Linear Algebra. An Introductory Approach,
fourth edition, seventh printing, Undergraduate Texts in Mathematics,
Springer, 1999.

[16] Fraleigh, J. B. and Beauregard, R. A. Linear Algebra, Addison-
Wesley, 1990.

[17] Greub, W. Linear Algebra, fourth edition, Graduate Texts in Math-
ematics, Springer, 1975.

[18] Greub, W. Multilinear Algebra, second edition, Springer, 1978.

[19] Halmos, P. R. Finite-Dimensional Vector Spaces, second edition,
fifth printing, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer, 1993.

[20] Hoffman, K. and Kunze, R. Linear Algebra, second edition,
Prentice-Hall, 1971.

[21] Kaplansky, I. Linear Algebra and Geometry, a second course,
Dover, 1995.

[22] Lang, S. Linear Algebra, third edition, Undergraduate Texts in
Mathematics, Springer, 1987.

[23] Nering, E. D. Linear Algebra and Matrix Theory, second edition,
John Wiley, 1995.

[24] Noble, B. and Daniel, J. W. Applied Linear Algebra, third edition,
Prentice-Hall, 1988.

Para encontrar mas ejercicios de grado de dificultad més variado:

[25] Herstein, I. N. Topics in Algebra, second edition, Wiley, New York
1975.

[26] Lang, S. Undergraduate Algebra, third edition, Undergraduate
Texts in Mathematics, Springer, 2005.



Indice Alfabético

acciéon
de un grupo, 14
irreducible, 230
primitiva, 24
transitiva, 14
adjunta Hermitiana, 214, 215
algebra, 157
algebra
alternante, 162, 163
asociativo, 158
conmutativo, 158
de Clifford, 234
de grupo, 157
de monoide, 157
de polinomios
torcidos, 236
graduado, 162
simétrico, 162
simple central, 237
sobre k, 157
tensorial, 162
algebraicamente
independiente, 79
algebras, 157
algoritmo euclideano, 1, 73
anillo, 49
anillo
asociativo, 49
Booleano, 56
conmutativo, 49

de divisién, 50
de polinomios, 73
euclideano, 64

euclideano generalizado, 71

local, 61

Noetheriano, 85

semisimple, 232

simple, 54

total de fracciones, 62
antisimetria, 210
anulador

de un elemento, 182

de un modulo, 182
asociado, 65
asociatividad, 3
automorfismo, 13
automorfismo

externo, 34

interno, 13

bandera, 194

base, 153

base normal, 223

base ortonormal, 214
bloque de Jordan, 190, 191
buen orden, 2

cadena, 57
campo, 50
campo



algebraicamente cerrado, 98
de descomposicién, 101
de descomposicién
de un polinomio, 100
de fracciones, 62
de los ntimeros
algebraicos, 100
finito, 125
intermedio, 109
ordenado, 117
ordenado
completo, 124
perfecto, 107
primo, 93
real cerrado, 117
caracter, 133
caracteristica, 54, 93
centralizador, 13
centro, 13, 51
cerradura
algebraica, 99
inseparable pura, 106
normal, 103
separable, 106
ciclo, 18
circulante, 174
clase
de conjugacion, 13
de equivalencia, 2
lateral, 54
lateral
derecha, 5
doble, 8
cociclo, 134
coeficiente lider, 73
cofactor, 172
cofrontera, 134
complemento ortogonal, 204
componente primaria, 183
conucleo, 187
conjugacion, 13
conjugado, 13
conjunto
completo de invariantes, 184
derivado, 70

Indice Alfabético 277

derivado total, 70

multiplicativo, 61
conmutador, 10, 28
conmutatividad

de matrices, 199
contenido, 74
convolucién de Dirichlet, 53
cota superior, 57
cuadratura del circulo, 147
cuaternios

generalizados, 237

reales, 50, 157

de torsién, 45, 182
derivada, 77
descomposicién
de Jordan
multiplicativa, 198
de Jordan-Chevalley, 195
polar, 220
determinante, 168
determinante
de una matriz, 168
de Vandermonde, 92
discriminante, 83
discriminante
de un producto interno, 206
genérico, 82
distancia, 207, 214
distributividad, 49
divisor de cero, 50
divisores elementales, 44, 184
dominio, 50
dominio
de factorizacién tnica, 65
principal, 64
dualidad, 155
duplicacion del cubo, 147

ecuaciéon
cuadratica general, 139
cubica general, 139
de clase, 15
elemento
algebraico, 93



278 Indice Alfabético

inseparable puro, 106
maximo, 57
positivo, 117
primitivo, 96, 112
separable, 104
trascendente, 93
endomorfismo, 13
enteros
Gaussianos, 50
modulo n, 2
espacio
euclideano, 203
unitario, 214
estabilizador, 14
expansion

a lo largo de un renglén, 172

exponente, 137
extension
Abeliana, 126
algebraica, 93
ciclica, 126
ciclotémica, 128
de campos, 93
de Galois, 109
finita, 93
finita
separable, 104
finitamente generada, 96
infinita, 93
inseparable pura, 105
normal, 101
simple, 96
soluble
con radicales, 138
trascendente, 93

férmulas de

Tartaglia-Cardano, 141
factor

invariante, 180
factores

de composicion, 36

de una serie, 36

invariantes, 45, 184
forma,

alterna, 210
anisotrépica, 226
canédnica, 180
cuadratica, 205
Hermitiana, 214
isotrépica, 226
negativa definida, 205
positiva definida, 205
simétrica bilineal, 203
funcién
alternante, 163
aritmética, 52
¢ de Euler, 5
lineal, 153
multilineal, 153

grado
de inseparabilidad, 108
de una extension, 93
Gram-Schmidt, 207
grupo, 3
grupo
abeliano, 3
afin, 26
alternante, 19
ciclico, 4, 5
de cohomologia, 134
de cuaternios, 9
de Galois, 109
de Galois
de un polinomio, 114
de relaciones, 40
derivado, 10, 28
diédrico, 26
especial lineal, 4, 178
finitamente generado, 42
general lineal, 4, 178
libre, 39
libre abeliano, 40
nilpotente, 28
octaédrico, 211
simétrico, 4
simpléctico, 213
simple, 9
soluble, 28



unipotente, 196
unipotente
de un pardmetro, 197
grupos
isomorfos, 11
lineales, 196

holomorfo, 47
homomorfismo, 10

ideal, 54

ideal
bilateral, 54
derecho, 54

homogéneo, 162
irreducible, 87
izquierdo, 54
maximo, 56
primario, 87
primo, 56
principal, 54, 64
producto, 70
simple, 232
ideales
divisores elementales, 184
factores invariantes, 184
isomorfos, 231
primos relativos, 58
identidad, 3
indice, 5
inverso, 3
involucién, 235
inyeccién canénica, 158
irreducible, 65
isomorfismo, 11

ley de cancelacién, 50

libre de torsién, 45, 182
linealmente independiente, 153
localizacion, 61

longitud, 36, 180, 207, 214
longitud constructible, 144

minimo comun multiplo, 1
maximo comun divisor, 1, 65

Indice Alfabético

modulo
ciclico, 182, 187
dual, 155
fiel, 229
irreducible, 84
izquierdo, 84
libre, 153, 158
Noetheriano, 85
semisimple, 232
matrices
congruentes, 205
equivalentes, 155
similares, 186
matriz
adjunta, 172
alterna, 210
alterna
candnica, 211
genérica, 211
compaiiera, 188
de cofactores, 172
elemental
de primer tipo, 177
de segundo tipo, 177
de tercer tipo, 177
Hermitiana, 214
ortogonal, 216
simétrica, 203
menor, 171
menor
lider, 206
monoide, 8
monomio, 73
morfismo
de anillos, 54
de campos, 97
de Frobenius, 105
de grupos, 10
de k-modulos, 153
inverso, 11
natural, 11, 55, 62
multiplicidad, 74

nilpotente, 57
nilradical, 57

279



280 Indice Alfabético

no generador, 48
no singular, 203
norma, 67, 133
normalidad, 100
normalizador, 13
nicleo, 11, 54
nimeros

duales, 175

duales

torcidos, 236
naturales, 2

operaciones

columna elementales, 177

rengléon elementales, 177
orbita, 14
orden, 3, 88
orden

de un elemento, 5
ortogonalizacién

de Gram-Schmidt, 207

paralelepipedo, 207
parte
nilpotente, 196
semisimple, 196
permutacién, 4
permutacion
par, 19
Pfaffiano, 211
Pfaffiano genérico, 211
plano hiperbdlico, 238
poligono constructible, 147
polinomio
caracteristico, 187
homogéneo, 73
minimo, 187
monico, 73
primitivo, 74
separable, 104
simétrico, 79
simétrico elemental, 79
soluble
con radicales, 139
presentacion, 40

primo, 1

primo de Fermat, 147

primos relativos, 1, 65

producto
cartesiano, 158
directo, 25, 55, 158
interno, 203
interno

sesquilineal, 214

semidirecto, 26
tensorial, 158

proyeccion, 158

punto fijo, 14

raiz, 74
raiz primitiva

de la unidad, 128
radical, 203
radical de Jacobson, 57
rango, 45, 154, 165, 183
rango

columna, 166

determinantal, 172

renglén, 166

uno, 165
refinamiento, 36
refleccién, 209
reflexiva, 2
relacion de equivalencia, 2
residuo

cuadratico, 68

no cuadratico, 68
resolvente de Lagrange, 140
resultante, 81
resultante genérico, 82
rotacién, 219

simbolo
de Legendre, 69
separabilidad, 104
serie
central
ascendente, 30
descendente, 28
de composicion, 36



derivada, 28

subnormal, 36
series

equivalentes, 36

formales de potencias, 88
signo

de una permutacion, 19
simetria determinada

por un vector, 209
simétrica, 2
similaridad de matrices, 185
sistema,

de generadores, 40

de relaciones, 40
subanillo, 50
subgrupo, 4

generado por

un subconjunto, 5

subgrupo

caracteristico, 13

de Borel, 196

de Frattini, 48

de Sylow, 32

normal, 9
submodulo

de torsién, 182
sucesion

de Sturm, 122

de Sturm standard, 122

exacta, 159
suma

de Gauss, 130

de Gauss modificada, 131

directa, 153, 158, 167

directa

de mdédulos, 86
ortogonal, 205

toro maximo, 196
torsién, 45
transformacién
afin, 26, 142
antihermitiana, 216
de rango uno, 165
diagonalizable, 193

Indice Alfabético 281

dual, 156
Hermitiana, 216
negativa definida, 220
nilpotente, 193
normal, 216
positiva definida, 220
semilineal, 215
semisimple, 193
unipotente, 196
unitaria, 216
transitiva, 2
translacién, 142
transportador, 62
transposicion, 19
transveccién, 177
traza, 133
trisecciéon de angulos, 147

unidad, 50

valor

caracteristico, 193
vector

caracteristico, 193

isotrépico, 204
vectores

ortogonales, 204
volumen

m-dimensional, 207





