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E-mail: ccpenia@exa.unicen.edu.ar
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4.11. Módulos inyectivos 178
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4.16.10. Sobre Módulos divisibles 202
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Introducción

Homoloǵıa y cohomoloǵıa. Las homoloǵıa y cohomoloǵıa algebrai-
cas fueron axiomatizadas por S. Eilenberg y N. E. Steenrod en 1945 [49], e
introducidas luego por H. Cartan y S. Eilenberg en el celebrado libro Homo-
logical Algebra en 1956 [20]. Constituyen un vasto marco teórico en el que
confluyen vertientes diversas de la matemática: desde el álgebra propiamente
dicha, la geometŕıa algebraica, la topoloǵıa algebraica o el análisis funcional.
Sin embargo, ideas, enfoques y técnicas subsumidas por esta teoŕıa se ma-
nifestaron previamente en trabajos de B. Riemann a mediados del s. XIX,
de E. Betti [14], de H. Poincaré en 1895, etc. [83].

Relación con el problema de Lebesgue. En 1972 quedó establecida
definitivamente la adecuación de estas herramientas para el tratamiento de
problemas complejos en análisis funcional [90]. Desde entonces se inicia el
caṕıtulo sobre teoŕıa de amenabilidad, lo que permite abordar problemas
complejos de teoŕıa de la medida, planteados por H. Lebesgue en 1904.
El teorema de la convergencia monótona es una propiedad relevante de la
integral de Lebesgue. Lebesgue planteó, precisamente, en qué medida dicha
propiedad es fundamental. Puesto que el teorema de convergencia monóto-
na equivale a numerabilidad aditiva, el problema concierne a la existencia
de alguna medida positiva µ sobre R, finita, no numerablemente aditiva e
invariante por traslaciones tal que µ([0, 1]) = 1. Entre 1904 y 1938 este
problema derivó en el estudio de medidas invariantes finitamente aditivas.
La invariancia por isometŕıas dió lugar al teorema de Banach-Tarski [11] y
la consiguiente teoŕıa de descomposiciones paradojales. Se observó entonces
que la integral de Lebesgue se construye sobre el grupo aditivo de los núme-
ros reales. Construcciones análogas, sobre otras estructuras con condiciones
algebraicas y topológicas distintas, habrán de derivar en situaciones pre-
visiblemente diferentes. La clase de grupos amenables fue introducida por
J. von Neumann en 1929, explicando paradojas derivadas del teorema de
Banach-Tarski cuando la dimensión del espacio es mayor a dos [121] [76].
Entre 1940 y 1950 se conectan las nociones de medidas finitamente aditivas
y promedios, siendo relevantes los aportes de M. M. Day. Dado un grupo G,
la existencia de una medida finitamente aditiva µ : P(G)→ [0,+∞) tal que
µ(G) = 1 y µ(gE) = µ(E) para cada g ∈ G y E ∈ P(G) - o G-invariante a
izquierda - es equivalente a la existencia de un promedio invariante sobre G,
i.e. un funcional m ∈ l∞(G)∗ tal que 〈1,m〉 =‖ m ‖= 1 y 〈gφ,m〉 = 〈φ,m〉
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para todo g ∈ G y φ ∈ l∞(G), donde gφ(g′) = φ(gg′) en todo caso [40].
En 1962 H. Kamowitz extendió la cohomoloǵıa de Hochschild al contexto
de álgebras de Banach conmutativas [95]. Ello permitió la revisión de re-
sultados principales de Hochschild con relación a álgebras asociativas finito-
dimensionales separables (o semisimples sobre toda extensión del cuerpo
base), cuestiones ligadas al radical del álgebra y el teorema de Wedderburn
sobre complementariedad del radical [84]. Sin consideraciones topológicas
sobre álgebras infinito-dimensionales éstas investigaciones no eran posibles
[127] [150]. El teorema de descomposición de Wedderburn ya hab́ıa sido
considerado en álgebras de Banach en 1951 y, en particular, sobre el álge-
bra de Banach de funciones complejas sobre un espacio compacto separado
en 1960 [54] [6]. H. Kamowitz probó que dadas una C∗-álgebra abeliana A
y un A-bimódulo de Banach conmutativo X los grupos de cohomoloǵıa de
Hochschild H1(A,X) y H2(A,X) de A con coeficientes en X son triviales.
En 1966, sobre un grupo localmente compacto G, A. Guichardet extendió
el análisis a grupos de cohomoloǵıa de Hochschild Hn(L1(G), X) [72], [73].
Asimismo, avances en el contexto de álgebras de operadores y de álgebras y
módulos topológicos se reportaron en [93] en 1971 y [145] en 1972.
B. E. Johnson, también en 1972, probó que la amenabilidad de grupos lo-
calmente compactos es una propiedad cohomológica (cf. [90], Th. 2.5). Esto
representó un hito en la teoŕıa, dando inicio al estudio de álgebras amenables
y al establecimiento definitivo de técnicas integradas de homoloǵıa y coho-
moloǵıa. En esta misma memoria, Johnson planteó una serie de problemas
abiertos que han sido y siguen siendo motivo de investigación.

Grupos y álgebras amenables. Un grupo G se dice amenable si posee
algún promedio invariante. El grupo libre con dos generadores o el grupo
especial ortogonal SO(3) son no amenables [76]. Los grupos no amenables
dan lugar a situaciones geométricas que retan el sentido común, haciendo
imperioso comprender qué diferencia grupos amenables de los no amenables.
Sabemos ahora que un grupo localmente compacto G es amenable si y solo
si el primer grupo de cohomoloǵıa de Hochschild de L1(G) con valores en el
dual de cualquier L1(G) bimódulo de Banach es trivial (cf. [90]. Th. 2.5).
Más generalmente, un álgebra de Banach A se dice amenable si el primer
grupo de cohomoloǵıa de Hochschild de A con valores en el dual de cualquier
A-bimódulo de Banach es trivial.

Algunos ejemplos.

1. (J. von Neumann [121], 1929) (a) El grupo libre en dos generadores
no es amenable.
(b) Todo grupo finito es amenable.
(c) Todo grupo soluble es amenable.
(d) Si la cadena de subgrupos conmutadores de G termina en la
identidad al cabo de un número finito de iteraciones G es amenable.
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2. (M. M. Day [37], 1942) (a) Todo semigrupo abeliano es amenable.
(b) Sean S semigrupo amenable a izquierda (a derecha, amenable),
S′ semigrupo, f : S → S′ epimorfismo. Entonces S′ es amenable a
izquierda (a derecha, amenable).
(c) Si G es grupo amenable a izquierda (a derecha, amenable) cada
subgrupo es amenable a izquierda (a derecha, amenable).

3. (M. M. Day [39], 1950) (a) Si un semigrupo S es amenable a izquier-
da y derecha resulta amenable.
(b) Un semigrupo es amenable a izquierda si y solo si lo es a derecha
si y solo si es amenable.
(c) Sea H subgrupo normal de un grupo G tal que H y G/H son
amenables. Entonces G es amenable.
(d) Sea Si un conjunto de subsemigrupos amenables de un semigru-
po S tal que S = ∪Si y dados i, j existe k tal que Si ∪ Sj ⊆ Sk.
Entonces Sk es amenable.
(e) Sean S, S′ semigrupos y f : S → S′ un epimorfismo. Si S es ame-
nable a izquierda (a derecha, amenable) entonces S′ es amenable a
izquierda (a derecha, amenable).

4. (E. Følner [55], 1955) Un grupo localmente compacto G con medida
de Haar λ es amenable si y solo si dados ε > 0 y un subconjunto
compacto K de G existe un subconjunto boreliano E de G de medida
positiva finita tal que para todo g ∈ K es λ(E 4 gE) < ελ(E).

5. (M. M. Day [40], 1957) (a) Ĺımites y productos de grupos amenables
son amenables.
(b) Un grupo es amenable si y solo si todo subgrupo finitamente
generado es amenable.
(c) Se caracteŕızan semigrupos amenables.

6. (A. Hulanicki [86], 1964) Un grupo localmente compacto G es ame-
nable si y solo si C∗(G) = C∗r(G).1

7. (H. Leptin [108], 1968) Un grupo localmente compacto G es amena-
ble si y solo si el álgebra de Fourier A(G) tiene aproximación acotada
de la unidad (V. (2.11.26)).

8. (B. E. Johnson [90], 1972) (a) Toda C∗-álgebra abeliana es amena-
ble. (b) La condición necesaria y suficiente para que un álgebra de
Banach finito-dimensional sea amenable es que sea semisimple. (c)
Las álgebras de operadores compactos K(lp), con 1 < p < +∞, y
K(C[0, 1]), son amenables.

1Indicamos C∗(G) a la C∗-álgebra de G, y C∗r(G) a la C∗-álgebra reducida de G.
Claramente la representación regular a izquierda Λ : L1(G) → B(L2(G)) es fiel. Dada
θ ∈ L1(G) sea θ∗(g) = θ(g−1)−∆G(g−1), donde g ∈ G y ∆G es la función modular de
G. Aśı L1(G)-deviene *-álgebra de Banach y Λ resulta *-representación de álgebras de
Banach. Haciendo | θ |=‖ Λ(θ) ‖ se obtiene una C∗-norma de L1(G). Se defime C∗r(G)
como la C∗-álgebra que sigue al completar L1(G) respecto a dicha norma. Por otra parte,
C∗(G) es la C∗-álgebra con base en L1(G) respecto a la mayor norma C∗ de L1(G).
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9. (B. E. Johnson [91], 1972) Se caracteriza las álgebras amenables
mediante diagonales virtuales y aproximadas.

10. (A. Connes [28], 1976) Toda C∗-álgebra amenable A es nuclear, o sea
cualquiera sea el álgebra de Banach B el producto tensorial A ⊗ B
admı́te una única norma C∗.

11. (S. Wassermann [147], 1976) Una W∗-álgebra2 M es amenable si y
solo si existen k ∈ N, espacios compactos hiper-stoneanos3 Ω1, ...,Ωk

y n1, ..., nk ∈ N tales que M ≈ ⊕kj=1Mnj ⊗ C(Ωj).

12. (M. V. Sheinberg [138], 1977). Un álgebra de Banach uniforme es
amenable si y solo si es autoadjunta.

13. (J. Duncan, I. Namioka [44], 1978) Dado un semigrupo S, si l1(S) es
amenable entonces S es amenable, aunque la afirmación rećıproca no
es cierta. Un semigrupo inverso S es amenable si y solo si el subgrupo
maximal de S es amenable.

14. (A. To-Ming Lau [105], 1978) Se ha caracterizado la amenabilidad
mediante propiedades de extensión de tipo Hahn-Banach. Precisa-
mente, A es amenable si y solo si dados un A-bimódulo de Banach X
y un A-submódulo de Banach Y de X, cada f ∈ Y ∗ tal que af = fa
para todo a ∈ A existe f̃ ∈ X∗ extensión de f tal que af̃ = f̃a para
todo a ∈ A.

15. (A. Ya. Helemskii, M. V. Sheinberg [79], 1979) La amenabilidad de
un álgebra de Banach A equivale a cualquiera de las siguientes pro-
piedades: (a) El A-bimódulo A1 es playo. (b) A tiene aproximación
acotada de la unidad y A1 es A-bimódulo playo. (c) A tiene apro-
ximación acotada de la unidad y π̂∗A : A∗ → (A⊗̂A)∗ tiene algún
inverso a izquierda que es homomorfismo de A-bimódulos de Ba-
nach.

16. (R. I. Grigorchuck [66], 1980) Sea G grupo finitamente generado por
un conjunto {u1, ..., uk}. El siguiente es un criterio de amenabilidad,
para lo cual podemos suponer k > 1 ya que todo grupo abeliano es
amenable. Sea Fk el grupo libre en k generadores {x1, ..., xk}. Sea
Q : Fk → G el homomorfismo tal que Q(xi) = ui si i = 1, ..., k.
Dado x ∈ Fk sea l(x) la longitud de la palabra reducida en las letras
x−1
k , ..., x−1

1 , x1, ..., xk. Para cada n ∈ N0 sea

γn =| {x ∈ Fk : l(x) = n} |
Entonces existe γ = ĺımn→∞ γ

1/(2n)
2n y G es amenable si y solo si

γ = 2k − 1.
17. (U. Haagerup [74], 1983) Toda C∗-álgebra nuclear es amenable [74].

Quedan aśı identificadas las C∗-álgebras amenables y las C∗-álgebras
nucleares.

18. (A. T. Lau, V. Losert [107], 1986) Un grupo localmente compacto
G es amenable si y solo si todo subespacio X de L∞(G), w∗-cerrado,

2O sea una C∗-álgebra que posee algún predual.
3Un espacio compacto Hausdorff Ω es hiper-stoneano si C(Ω) es una W∗-álgebra.
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complementable e invariante por traslaciones a izquierda, es el rango
de alguna proyección que conmuta con traslaciones a izquierda.

19. (P. C. Curtis, Jr, R. J. Loy [32], 1989) La amenabilidad de un álgebra
de Banach A equivale a cualquiera de las siguientes propiedades: (d)
A tiene aproximación acotada de la unidad y la sucesión exacta

0→ A∗
π̂∗A−−→ (A⊗̂A)∗

ι∗−→ K∗ → 0

es escindida, con K = ker(π̂A) y ι : K ↪→ A⊗̂A. (e) A tiene apro-
ximación acotada de la unidad y, para cada A-módulo esencial X,
toda sucesión exacta corta admisible de A-bimódulos

0→ X∗
f−→ Y

g−→ Z → 0

es escindida.
20. (N. Grønbæk [67], 1990) El álgebra de Banach l1(S) sobre un semi-

grupo conmutativo S es amenable si y solo si S es un semiret́ıculo
finito de grupos conmutativos, i.e. hay un semigrupo conmutativo
finito Y en el que cada elemento es idempotente y S es la unión
disjunta S = ∪α∈Y Sα de subsemigrupos de S, con SαSβ ⊆ Sαβ para
cada α, β ∈ Y .

21. (J. Duncan, A. L. T. Paterson [45], 1990) El álgebra de Banach
l1(S) sobre un semigrupo inverso4 es amenable si y solo si S tiene
un número finito de idempotentes y cada subgrupo de S es amenable.

22. (N. Grønbæk [68], 1990) Sean G un grupo localmente compacto
y w : G → R>0 un peso5 sobre G. Entonces el álgebra de Beur-
ling6 L1(G,w) es amenable si y solo si G es grupo amenable y
supg∈Gw(g)w(g−1) <∞.

23. (N. Grønbæk [69], 1991) Si (E,F ) es un par dual de espacios de
Banach el álgebra de Banach de operadores F -nucleares sobre E es
amenable si y solo si E es finito-dimensional.

24. (N. Grønbæk, B. E. Johnson, A. Willis [70], 1994) Se determinaron
condiciones de amenabilidad de álgebras de operadores aproxima-
bles y compactos. Entre otros resultados, siguen la amenabilidad de
A(C(K)), con K espacio compacto Hausdorff, y de A(Lp(X,Σ, µ)),
con 1 ≤ p ≤ ∞. Por otra parte A(lp⊗̂lq) es amenable si y solo si
1/p+ 1/q < 1.

25. (H. G. Dales, F. Ghahramani y A. Ya. Helemskii [35], 2002) El
álgebra de Banach M(G) de medidas de Borel acotadas sobre un

4Un semigrupo S se dice inverso si para todo s ∈ S existe s∗ ∈ S único tal que
ss∗s = s y s∗ss∗ = s∗.

5O sea w es una función continua positiva tal que w(g1g2) ≤ w(g1)w(g2) para todo
g1, g2 ∈ G y w(e) = 1, donde e denota a la unidad de G.

6L1(G,w) consta de las funciones medibles φ : G → C respecto a la medida de Haar
tales que φw ∈ L1(G). Haciendo ‖ φ ‖1,w=‖ φw ‖1 el espacio L1(G,w) deviene claramente
espacio de Banach. Si para φ, ψ ∈ L1(G,w) hacemos φ� ψ = [(φw) ∗ (ψw)]w−1 entonces
L1(G,w) resulta álgebra de Banach, i.e. la correspondiente álgebra de Beurling de G
respecto a w.
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grupo localmente compacto G es amenable si y solo si G es amenable
y discreto.

26. (D. R. Farenick, B. E. Forrest, L. W. Marcoux [52], 2005) La subálge-
bra AT de B(H) generada por un operador T -H espacio de Hilbert-
es amenable si y solo si T es similar a un operador normal cuyo
espectro tiene interior vaćıo y complemento conexo.

27. (E. Feizi, A. Pourabbas [53], 2006) Sean G grupo localmente com-
pacto con un peso w. El álgebra de medidas M(G,w) es amenable
si y solo si G es grupo discreto amenable, supg∈Gw(g)w(g−1) < ∞
y w ≥ 1.

28. (S. J. Bhatt, P. A. Dahbi [10], 2013) Sean A álgebra de Banach
conmutativa, B un álgebra de Banach y T : B → A homomorfismo
de álgebras tal que ‖ T ‖≤ 1. Entonces A×T B es amenable si y solo
si A y B son amenables.7

29. (A. Ebadian, A. Jabbari [46], 2015) Un álgebra de Segal pesada8

S1
w(G) es amenable si y solo si S1

w(G) = L1
w(G).

30. (R. Ghamarshoushtari, Y. Zhang [62], 2015) Dados un espacio com-
pacto X y un álgebra de Banach A, C(X,A) es amenable si y solo
si A es amenable.

31. (E. Biyabani, A. Rejali [15], 2018) Sean (X, d) espacio métrico, A un
álgebra de Banach, α > 0 tales que Lipα(X,A) y lipα(X,A) separan
puntos de X. La condición necesaria y suficiente para que éstas álge-
bras de Lipschitz 9 sean amenables es que (X, d) sea uniformemente
discreto10 y que A sea amenable.

32. (M. Essmaili, A. S. Marzijarani, A. Rejali [50], 2021) Sean A, B
álgebras de Banachy θ ∈ σ(B). Son equivalentes: (a) A ×θ B es

7Si indica A ×T B al álgebra definida sobre el producto A × B con las operaciones
naturales de suma y producto por escalares y la multiplicación

(a, b)(a′, b′) = (aa′ + T (b)a′ + T (b′)a, bb′)

para a, a′ ∈ A y b.b′ ∈ B. Con la norma (a, b) =‖ a ‖ + ‖ b ‖ se tiene un álgebra de
Banach. Estas álgebras generalizan las álgebras de Lau o F-álgebras [106].

8Sean G grupo localmente compacto y w un peso sobre G. S1
w(G) es álgebra de Segal

pesada si (a) S1
w(G) es densa en L1

w(G). (b) S1
w(G) es álgebra de Banach invariante por

traslaciones respecto a alguna norma ‖ ◦ ‖S1
w(G)

. (c) ‖a f ‖S1
w(G)
≤ w(a) ‖ f ‖S1

w(G)
para

cada a ∈ G y f ∈ S1
w(G). (d) Dados f ∈ S1

w(G) y ε > 0 hay algún entorno U de la unidad
de G tal que ‖a f − f ‖S1

w(G)
< ε si a ∈ U . (e) ‖ f ‖1,w≤‖ f ‖S1

w(G)
si f ∈ S1

w(G).
9Se indica

Lipα(X,A) = {f ∈ l∞(X,A) : pα,A(f) <∞},

lipα(X,A) = {f ∈ Lipα(X,A) : ĺım
d(x,y)→0

‖ f(x)− f(y) ‖
d(x, y)α

= 0},

con pα,A(f) = supx 6=y
‖f(x)−f(y)‖
d(x,y)α

. Haciendo ‖ f ‖α (f) = pα,A(f)+ ‖ f ‖∞ resultan las

correspondientes álgebras de Lipschitz, ambas de Banach.
10O sea existe ε > 0 tal que d(x, y) ≥ ε toda vez que x 6= y.
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amenable. (b) θ ∈ σ(B) es biplaya y tiene aproximación acotada de
la identidad. (c) A y B son amenables.

33. (A. L. Barrenechea, C. C. Peña [12], 2022) Sean A, B, algebras
de Banach tales que B es A-bimódulo algebraico11 de Banach con
unidad eB de modo que aeB = eBa para todo a ∈ A. Entonces
A ./ B - la extensión módulo de Banach generalizada de A y B - es
amenable si y solo si A y B lo son12.

34. (M. J. Mehdipour, A. Rejali [117], 2022) Si G es grupo localmente
compacto con un peso w, L1(G,w)∗∗ es amenable si y solo si G es
finito.

Extensiones del concepto de amenabilidad. La teoŕıa de amena-
bilidad irrumpió con éxito resonante, esclareciendo y dando solución a la
compleja problemática planteada por H. Lebesgue ya descripta. Esta teoŕıa
está en una suerte de punto de inflexión. Por un lado, la teoŕıa es lo sufi-
cientemente fuerte para dar lugar al desarrollo de una teoŕıa general. Sin
embargo, es un tanto débil en cuanto al alcance de situaciones que logra
abarcar. Establece una suerte de condiciones de finitud en álgebras de Ba-
nach (cf. [118], p. 284). Muchos teoremas válidos para grupos finitos pueden
generalizarse a grupos amenables pero no a clases más amplias. Por ejemplo,
como se ha consignado los criterios de amenabilidad no aplican a semigrupos
[44]. Por otra parte las condiciones de amenabilidad de W∗-álgebras aplican
a una subclase muy restricta de las mismas [147].
Se ha debido por ello redefinir nociones de amenabilidad, ya sea restrigien-
do las clases de bimódulos en cuestión, la estructura de las derivaciones
subyacentes, etc.. Surgieron aśı nuevos puntos de vista, adecuados al obje-
to de estudio preciso. Entre otras derivaciones mencionamos algunas otras
nociones de amenabilidad, a saber:

1. Connes-amenabilidad, propicias para el estudio de álgebras de von
Neumann [27][28], [81][92], 1976.13

2. Débil-amenabilidad [7], 1987.14

3. Super-amenabilidad o contractibilidad.15

11O sea B es A-bimódulo de Banach y dados a ∈ A y b1, b2 ∈ B valen las identidades

a(b1b2) = (ab1)b2, (b1b2)a = b1(b2a), (b1a)b2 = b1(ab2).

12A ./ B es el producto A×B con las operaciones

z(a1, b1) + (a2, b2) = (za1 + a2, zb1 + b2),

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + a2b1 + b1b2),

y la norma ‖ (a, b) ‖=‖ a ‖ + ‖ b ‖.
13V. (2.8).
14Un álgebra de Banach A es débilmente amenable si toda derivación acotada de A

con valores en A∗ es interna [34].
15V. (2.3).
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4. Amenabilidad de operadores, adecuada al estudio de álgebras de ope-
radores [130], 199516.

5. n-Débil amenabilidad y amenabilidad débil permanente [34], 1998.17

6. Amenabilidad aproximada, amenabilidad esencial, amenabilidad apro-
ximadamente esencial [63], 2004.18

7. Amenabilidad por ideales [65], 2004.19

8. Pseudo-amenabilidad [24], 2009.20

9. Amenabilidad por caracteres [120] [97], 2008.21

10. Connes-σ-amenabilidad [119], 2022.
11. Etc..

16(a) Se llama espacio de operadores a todo espacio vectorial V munido de una norma
matricial ‖ ◦ ‖, o sea una asignación de normas ‖ ◦ ‖n en Mn(V ) para cada n ∈ N tal que
(i) ‖ a⊕ b ‖n+m= máx{‖ a ‖n, ‖ b ‖m} si a ∈ Mn(V ) y b ∈ Mm(V ).
(ii) ‖ zaw ‖n≤‖ z ‖‖ a ‖m‖ w ‖ si z ∈ Mn,m(C), a ∈ Mm(V ), w ∈ Mm,n(C).
(b) Cada aplicación lineal φ : V →W entre espacios de operadores sobre un mismo cuerpo
induce aplicaciones lineales naturales φn : Mn(V )→ Mn(W ) para cada n ∈ N.
(c) Escribamos ‖ φ ‖cb= sup{‖ φn ‖: n ∈ N}. Se dice que φ es operador completamente
acotado si ‖ φ ‖cb<∞. En particular, un operador φ se dice completamente contractivo si
‖ φ ‖cb≤ 1.
(d) Sean A un espacio de operadores y m : A × A → A una forma bilineal. Se dice que
m es forma bilineal completamente contractiva si el operador lineal m̂ : A⊗̂A → A es
completamente contractivo.
(e) Un álgebra de Banach A que es espacio de operadores se dice completamente contractiva
si la multiplicación A×A→ A es completamente contractiva.
(f) Sea A un álgebra de Banach completamente contractiva. Se llama A-bimódulo de
operadores a todo A-bimódulo de Banach E, que es además espacio de operadores y tal
que las acciones de A en E son completamente contractivas.
(g) Sea A un álgebra de Banach completamente contractiva. A se dice amenable por
operadores si para todo A-bimódulo dual de operadores E cada derivación D : A → E
completamente acotada es interna [131].

17Decimos que un álgebra de Banach A es n-débilmente amenable si toda derivación
acotada D : A→ An∗ es interna, donde A1∗ = A, A2∗ = (A1∗)∗, etc., y que es permanen-
temente débilmente amenable si es n-débilmente amenable para todo n ∈ N.

18(a) Un álgebra de Banach A es aproximadamente amenable si para todo A-bimódulo
de Banach X cada derivación acotada D : A→ X∗ es aproximadamente interna, i.e. hay
alguna red {ξj}j∈J en X∗ tal que D(a) = ĺımj∈J(aξj − ξja) para todo a ∈ A.
(b) A se dice esencialmente amenable si para todo A-bimódulo de Banach pseudounitario
X cada derivación acotada D : A→ X∗ es interna.
(c) A se dice aproximadamente esencialmente amenable si para todo A-bimódulo de Ba-
nach pseudounitario X cada derivación D : A→ X∗ es aproximadamente interna.

19Un álgebra de Banach A se dice amenable por ideales si toda derivación acotada
D : A→ (A/I)∗ es interna, cualquiera sea el ideal bilátero cerrado I de A.

20Un álgebra de Banach A es pseudo-amenable si posee alguna diagonal aproximada
(V. (2.52)).

21Sean A álgebra de Banach y ψ ∈ σ(A). Todo espacio de Banach E admite una
estructura de A-módulo a izquierda (derecha) haciendo ax = ψ(a)x (xa = ψ(a)x) para
a ∈ A y x ∈ E. Si toda derivación acotada de A con valores en el dual de tales bimódulos
de Banach es interna decimos que A es amenable por caracteres a izquierda (a derecha) .
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Objetivos. La temática sobre homoloǵıa y cohomoloǵıa, con aplicacio-
nes a amenabilidad y teoŕıa de operadores, es objeto de estudio del proyecto
Análisis Funcional en Espacios y Álgebras de Banach. El mismo es desarro-
llado por el autor en sede del Núcleo Consolidado de Matemática Pura y
Aplicada de la Facultad de Ciencias Exactas, Universidad Nacional Centro
de la Provincia de Buenos Aires, Tandil, Argentina.
Abordaremos homoloǵıa y cohomoloǵıa en conexión con amenabilidad en
álgebras de Banach. La temática interesa a la comunidad matemática, quizás
debido a la transversalidad de sus alcances. La teoŕıa es compleja y su de-
sarrollo demanda de herramientas delicadas. Trataremos de presentar las
mismas, en la medida de nuestros alcances, con el mayor grado de claridad
posible. Desde luego, la presentación de los temas es incompleta dada la
vastedad teórica de la materia. En su defecto, guiados en la selección del
material por un criterio personal, introductorio y pedagógico, procuramos
un desarrollo detallado desglosando en distintos apartados procesos que pue-
den resultar largos o complejos.
El trabajo consta de cuatro caṕıtulos: el primero de carácter general so-
bre homoloǵıa y cohomoloǵıa. El segundo sobre aplicaciones en álgebras y
módulos de Banach. Los caṕıtulos tercero y cuarto son anexos, con elemen-
tos sobre teoŕıa general de grupos y de módulos. Cada caṕıtulo consta de
secciones con contenido teórico, de ejemplos presentados en subsecciones, y
finalmente de problemas propuestos.
Finalmente, expreso mi respeto y agradecimiento por la atención y la con-
sideración dispensada por el Dr. Emilio Lluis-Puebla y por los colegas del
Comité de Publicaciones Electrónicas de la Sociedad Matemática Mexicana.

Carlos C. Peña
Tandil, Argentina, 2023





Caṕıtulo 1

Homoloǵıa y cohomoloǵıa

1.1. Categoŕıas y functores

1. [48][42][111] Llamamos categoŕıa a toda terna C = (O,morC , ◦),
donde O es una clase de objetos, morC son flechas o morfismos entre
los objetos y ◦ es una regla de composición entre objetos de modo
tal que:
(i) Dados A,B ∈ O hay un conjunto Hom(A,B) de morfismos de A
en B, eventualmente vaćıo (V. §4.16.e).
(ii) Si A,B,C ∈ O,

◦ : Hom(B,C)×Hom(A,B)→ Hom(A,C), ◦ (f, g) , f ◦ g.
(iii) Si A,B,C ∈ O, ex́ıste 1A ∈ Hom(A,A) tal que 1A ◦ g = g y
f ◦ 1A = f si f ∈ Hom(A,B) y g ∈ Hom(C,A).
(iv) Dados A,B,C,D ∈ O y morfismos

f ∈ Hom(A,B), g ∈ Hom(B,C), h ∈ Hom(C,D),

se tiene h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .
2. V. ejemplos (4.16.1.7.4).
3. Sean Ci = (Oi,morCi , ◦i), i = 1, 2, dos categoŕıas. Se llama functor

entre C1 y C2, y escribimos F : C1 → C2, a todo funcional F que
transforma objetos y morfismos de C1 en objetos y morfismos de
C2 de acuerdo a las condiciones siguientes, que definen los llamados
functores covariantes y functores contravariantes:
(i) F (1A) = 1F (A) para cada A ∈ O1.
(ii) SiA,B ∈ O1 y f ∈ Hom(A,B) resulta F (f) ∈ Hom(F (A), F (B))
(resp. F (f) ∈ Hom(F (B), F (A)).
(iii) Dados A,B,C ∈ O1, f ∈ Hom(B,C) y g ∈ Hom(A,B) entonces
F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g) (resp. F (f ◦ g) = F (g) ◦ F (f)).

4. Dadas categoŕıas Ci = (Oi,morCi , ◦i), i = 1, 2, decimos que C1 es
subcategoŕıa de C2 si O1 ⊆ O2 y mor1 ⊆ mor2. Decimos que C1 es
subcategoŕıa total de C2 si además mor1 = mor2.

5. Sean R,S anillos, C una subcategoŕıa total de la categoŕıa de R-
módulos y D una subcategoŕıa total de la categoŕıa de S-módulos.
Un functor F : C → D se dice aditivo si dados R-módulos M,N ∈ OC
y R-homomorfismos f, g : M → N es F (f + g) = F (f) + F (g).
En ese caso, F : HomR(M,N) → HomS(F (M), F (N)) deviene ho-
momorfismo de grupos abelianos en el caso covariante, y asimismo
F : HomR(M,N)→ HomS(F (N), F (M)) en el caso contravariante.

11
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6. Sean R,S anillos, U ∈ R-Mod-S, M,N ∈ R-Mod. Entonces:
(a) RHom(RUS ,RM) ∈ S-Mod.
(b) RHom(RM,R US) ∈ Mod-S.
(c) Quedan definidas

RHom(RUS , ◦) :R Mod→S Mod,

RHom(◦,R US) :R Mod→ ModS .

(d) Además

Hom(M,N)
RHom(RUS ,◦)−−−−−−−−−−→S Hom[RHom(RUS ,M),R Hom(RUS , N)].

(e) Asimismo

Hom(M,N)
RHom(◦,RUS)−−−−−−−−−−→ HomS [RHom(N,R US),R Hom(M,R US)].

(f) Luego RHom(RUS , ◦) y RHom(◦,R US) son functores aditivos co-
variante y contravariante entre las categoŕıas de R-módulos a iz-
quierda y S-módulos a izquierda y de R-módulos a izquierda y de
S-módulos a derecha respectivamente.

7. Sean C, D subcategoŕıas totales de la categoŕıa de módulos sobre un
anillo R y F : C → D un functor.
(a) Si F es covariante y para cada sucesión exacta

0→ L→M → N → 0

la sucesión 0 → F (L) → F (M) → F (N) es exacta se dice que el
functor F es exacto a izquierda. En caso que la sucesión

F (L)→ F (M)→ F (N)→ 0

resulte siempre exacta diremos que F es exacto a derecha.
(b) Si F es contravariante y para cada sucesión exacta

0→ L→M → N → 0

la sucesión 0 → F (N) → F (M) → F (L) es exacta se dice que el
functor F es exacto a izquierda, siéndolo a derecha si

F (N)→ F (M)→ F (L)→ 0.
(c) Son exactos los functores exactos a izquierda y derecha.

8. Los functores Hom son exactos a izquierda.
9. Sean C, D categoŕıas, F,G : C → D functores covariantes (con modi-

ficaciones lógicas esta construcción aplica también a functores con-
travariantes). Una transformación natural de F en G es una corres-
pondencia η : OC → morD de modo que para f ∈ HomC(C1, C2) el
diagrama

F (C1)
F (f)−−−→ F (C2)

ηC1 ↓ ↓ ηC2

G(C1)
G(f)−−−→ G(C2)
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es conmutativo. Escribimos entonces η : F → G. Si cada ηC para
C ∈ OC es isomorfismo decimos que η define un isomorfismo natural
entre F y G y escribimos F ≈ G. (V. §4.16.1.7.5, §4.16.1.7.6, §4.17.
64).

10. Diremos que las categoŕıas C y D son equivalentes si hay functores
F : C → D y G : D → C tales que F ◦ G ≈ IdD y G ◦ F ≈ IdC .
Entonces escribiremos C ≈ D.

11. Sean F, F ′ : C → D y G,G′ : D → C functores equivalentes tales que
F ◦G ≈ IdD y G ◦F ≈ IdC . Entonces F ′ ◦G′ ≈ IdD y G′ ◦F ′ ≈ IdC .
En efecto, sean φ : OD → morC , η : OD → morD, ν : OC → morC
funciones tales que en todo caso los diagramas siguientes conmutan:

(1.1.1)
G′(D1)

G′(f)−−−→ G′(D2)
φD1 ↓ ↓ φD2

G(D1)
G(f)−−−→ G(D2),

(1.1.2)
(FG)(D1)

(FG)(f)−−−−−→ (FG)(D2)
ηD1 ↓ ↓ ηD2

D1
f−→ D2,

(1.1.3)
(GF )(C1)

(GF )(g)−−−−−→ (GF )(C2)
νC1 ↓ ↓ νC2

C1
g−→ C2.

Por (1.1.2) tenemos

(FG′)(D1)
(FG′)(f)−−−−−→ (FG′)(D2)

F (φD1) ↓ ↓ F (φD2)

(FG)(D1)
(FG)(f)−−−−−→ (FG)(D2)

ηD1 ↓ ↓ ηD2

D1
f−→ D2.

Hagamos ψD = ηD ◦ F (φD), D ∈ OD. Aśı ψ : OD → morD. Como
G ≈ G′ por (1.1.1) para cada D ∈ OD resulta

Id(FG′)(D) = F (IdG′(D)) = F (φ−1
D ◦ φD) = F (φ−1

D ) ◦ F (φD),

Id(FG)(D) = F (IdG(D)) = F (φD ◦ φ−1
D ) = F (φD) ◦ F (φ−1

D ),

o sea F (φD) es inversible y F (φD)−1 = F (φ−1
D ). Podemos concluir

que ψD es inversible y, siendo D arbitrario, F ◦G′ ≈ IdD. Asimismo,
ya con (1.1.3), será G′ ◦ F ≈ IdC .
Existe ahora θ : OC → morD tal que
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(F ′G′)(D1)
(F ′G′)(f)−−−−−−→ (F ′G′)(D2)

θG′(D1) ↓ ↓ θG′(D2)

(FG′)(D1)
(FG′)(f)−−−−−→ (FG)(D2)

ψD1 ↓ ↓ ψD2

D1
f−→ D2,

de donde F ′ ◦G′ ≈ IdD, y análogamente G′ ◦ F ′ ≈ IdC .
12. Queda definida una relación ≈ de equivalencia de categoŕıas. Clara-

mente dicha relación es reflexiva y simétrica. Sean C ≈ D y D ≈ E ,
digamos v́ıa functores

C F−→ D G−→ E G′−→ D F ′−→ C
y transformaciones naturales η : F ′ ◦ F → IdC y ν : G′ ◦ G → IdD.
Dado C ∈ C tenemos

(G′G)(F (C))
IdF (C)−−−−→ (G′G)(F (C))

νF (C)↓ ↓ νF (C)

F (C)
IdF (C)−−−−→ F (C).

Por lo tanto

F ′((G′G)(F (C)))
IdF ′(F (C))−−−−−−−→ F ′((G′G)(F (C)))

F ′(νF (C)) ↓ ↓ F ′(νF (C))

(F ′F )(C)
Id(F ′F )(C)−−−−−−−→ (F ′F )(C)

ηC ↓ ↓ ηC
C

IdC−−→ C.

Sea θC = ηC ◦ F ′(νF (C)). Resulta θ : (F ′G′)(GF ) → IdC aplicación
natural y (F ′G′)(GF ) ≈ IdC . Análogamente, (GF )(F ′G′) ≈ IdE y
por ello C ≈ E .

13. Sean A F−→ B y B G−→ A functores. Decimos que (F,G) es un par de
functores adjuntos si dados A ∈ OA y B ∈ OB hay una biyección
τA,B : HomB(F (A), B)→ HomA(A,G(B)) tal que

HomB(F (A), B)
F (f)∗−−−→ HomB(F (A′), B)

τA,B ↓ ↓ τA′,B
HomA(A,G(B))

f∗−→ HomA(A′, G(B))

si f ∈ HomA(A′, A), y

HomB(F (A), B)
g∗−→ HomB(F (A), B′)

τA,B ↓ ↓ τA,B′
HomA(A,G(B))

F (g)∗−−−→ HomA(A,G(B′))

si g ∈ HomB(B,B′).1

1Si s ∈ HomA(A,G(B)) y x ∈ HomB(F (A), B) escribimos f∗(s) = s◦f y g∗(x) = g◦x.
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14. Dado RMS , (M⊗S ,R Hom(M, ◦)) es par de functores adjuntos.

En efecto, se tiene S-Mod
M⊗S−−−→ R-Mod

RHom(M,◦)−−−−−−−−→ S-Mod. Además,
dados SN y RL hay un isomorfismo

τMN,L :R Hom(M ⊗S N,L)→S Hom(N,R Hom(M,L))

tal que τMN,L(T )(n)(m) = T (m⊗n) para cada T,m, n. Fijados T y n
se tiene una aplicación aditiva de M en L, que claramente es además
R-homomorfismo a izquierda.
Entonces τMN,L(T ) : N →R Hom(M,L), aplicación ciertamente aditi-
va. Además para s, n,m dados se tiene

τMN,L(T )(sn)(m) = T (m⊗ (sn))

= T ((ms)⊗ n)

= τMN,L(T )(n)(ms)

= (sτMN,L(T )(n))(m),

o sea τMN,L(T ) es homomorfismo de S-módulos a izquierda y τMN,L está

bien definida. Si S ∈S Hom(N,R Hom(M,L)) sea fS : M × N → L
tal que fS(m,n) = S(n)(m) para cada m,n. Es fácil ver que fS
es función S-admisible, de modo que existe ηN,L(S) : M ⊗S N → L
morfismo aditivo único tal que ηN,L(S)(m⊗n) = S(n)(m) para cada
m,n. Como

ηN,L(r(m⊗ n)) = ηN,L((rm)⊗ n))

= S(n)(rm)

= rS(n)(m)

= rηN,L(m⊗ n)

podemos inferir que ηN,L(S) es homomorfismo de R-módulos a iz-

quierda. Más aún, es fácil ver que ηN,L y τMN,L son aplicaciones
rećıprocas.
Dados un S-módulo a izquierda N ′, un R-módulo a izquierda L′,
f ∈R Hom(L,L′) y g ∈S Hom(N ′, N) se tiene

τMN,L ◦ (IdM ⊗ g)∗ = g∗ ◦ τN,L,(1.1.4)

τN,L′ ◦R Hom(M,f) =R Hom(M,f) ◦ τN,L.(1.1.5)

Precisamente, si x ∈R Hom(M ⊗S N,L) es

(g∗ ◦ τMN,L)(x)(n′)(m) = τMN,L(x)(g(n′))(m)

= x(m⊗ g(n′))

= (x ◦ (IdM ⊗ g))(m⊗ n′)
= (IdM ⊗ g)∗(x)(m⊗ n′)
= (τMN,L ◦ (IdM ⊗ g)∗)(x)(n′)(m)
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cualesquiera sean n′,m, y vale (1.1.4).
Asimismo, haciendo RHom(M,f) = f∗, si s ∈R Hom(M ⊗S N,L)
escribimos

τMN,L′(f∗(s))(n)(m) = f∗(s)(m⊗ n)

= f(s(m⊗ n))

= (f ◦ τMN,L(s)(n))(m)

= f∗(τ
M
N,L(s))(n)(m)

cualesquiera sean n,m y vale (1.1.5).

1.2. Ĺımites directo e inverso

1. Sea I conjunto casi ordenado (V. 4.16.1.7.4.e). Sean C una categoŕıa
y F : I → C un functor. Decimos que F es sistema directo o sistema
inverso según F sea variante o contravariante respectivamente. En
consecuencia, se tratará de una familia de objetos {Fi}i∈I de C y de
morfismos ϕij : Fi → Fj (resp. ϕij : Fj → Fi) para cada par i ≤ j en

I de modo que ϕii = IdFi para todo i y, además, ϕik = ϕjk ◦ϕ
i
j (resp.

ϕik = ϕij ◦ ϕ
j
k) si i ≤ j ≤ k en I.

2. Sea F = {Fi, ϕij} un sistema directo. El ĺımite directo de este sistema
será cierto ĺım−→Fi ∈ OC y una familia de morfismos αi : Fi → ĺım−→Fi
tales que αi = αj ◦ ϕij para todo i ≤ j en I. Además, se verificará
además la siguiente propiedad universal: dados X ∈ OC y morfismos
fi : Fi → X tales que fi = fj ◦ ϕij si i ≤ j en I habrá un único
morfismo β : ĺım−→Fi → X tal que fi = β ◦ αi para cada i.

3. Veamos que existen ĺımites directos de sistemas directos de R-módu-
los {Fi, ϕij}. En efecto, sean ιi : Fi ↪→ ⊕i∈IFi las inmersiones natu-
rales y sea S el submódulo de ⊕i∈IFi generado por elementos del
tipo ιj(ϕ

i
j(ai)) − ιi(ai), con i ≤ j en I y ai ∈ Fi. Escribiremos

ĺım−→Fi = (⊕i∈IFi)/S y, si i ∈ I y ai ∈ Fi, αi(ai) = ιi(ai) + S. Aśı

αj(ϕ
i
j(ai)) = ιj(ϕ

i
j(ai)) + S = ιi(ai) + S = αi(ai)

y resulta αi = αj ◦ ϕij si i ≤ j en I.

Sean X ∈ OC y morfismos fi : Fi → X tales que fi = fj ◦ϕij si i ≤ j
en I. Si i ≤ j en I y ai ∈ Fi tenemos

(⊕i∈Ifi)(ιi(ai)− ιj(ϕij(ai))) = fi(ai)− fj(ϕij(ai)) = 0X .
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Luego ⊕i∈Ifi es nulo sobre S y queda definido un único morfismo
β : (⊕i∈I)/S → X tal que

(β ◦ αi)(ai) = β(ιi(ai) + S)

= β(ιi(ai)− ιj(ϕij(ai)) + β(ιj(ϕ
i
j(ai)))

= fj(ϕ
i
j(ai))

= fi(ai),

verificándose la propiedad universal.

1.3. Homoloǵıa singular

1. Dado q ∈ N0 introducimos el q-simplex usual

∆q = {(t0, ..., tq) ∈ Rq+1
≥0 : t0 + ...+ tq = 1}.

2. Dados un espacio topológico X y un anillo unitario R sea Lq,R(X)
el R-módulo libre generado por C(∆q, X).

3. Si 0 ≤ j ≤ q sea F jq : ∆q−1 → ∆q tal que

F jq (t0, ..., tq−1) = (t0, ..., tj−1, 0, tj , ..., tq−1).

4. Llamamos q-cadena en X a toda función continua σ : ∆q → X.
5. Indicamos

∂q : C(∆q, X)→ C(∆q−1, X),

∂q(σ) =

q∑
j=0

(−1)jσ ◦ F jq .

6. Quedan inducidos sendos morfismos de R-módulos

∂q : Lq,R(X)→ Lq−1,R(X).

7. Si q ≥ 2 se tiene ∂q−1 ◦ ∂q = 0.
Precisamente, sea σ ∈ C(∆2, X). Entonces

(∂1 ◦ ∂2)(σ)(1) = ∂2(σ)(0, 1)− ∂2(σ)(1, 0)

= σ(0, 0, 1)− σ(0, 0, 1) + σ(0, 1, 0)− [σ(0, 1, 0)− σ(1, 0, 0) + σ(1, 0, 0)]

= 0

e inferimos que ∂1 ◦ ∂2 = 0. Si q > 1 es fácil ver que

F jq ◦ F iq−1 = F iq ◦ F
j−1
q−1 si 0 ≤ i < j ≤ q.(1.3.1)
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Dada ahora σ ∈ C(∆q, X) tenemos

(∂q−1 ◦ ∂q)(σ) =

q−1∑
j=0

(−1)j(∂qσ) ◦ F jq−1

=

q−1∑
j=0

(−1)j
q∑
i=0

(−1)iσ ◦ F iq ◦ F
j
q−1

=

q−1∑
k=0

σ ◦ F kq ◦ F kq−1

+
∑

0≤i<j<q
(−1)i+jσ ◦ F iq ◦ F

j
q−1

+
∑

0≤i<j≤q
(−1)i+jσ ◦ F jq ◦ F iq−1

= A+B + C.

Pero por (1.3.1) resulta

C =
∑

0≤i<j≤q
(−1)i+jσ ◦ F iq ◦ F

j−1
q−1

=
∑

0≤i<j≤q
(−1)i+j−1σ ◦ F iq ◦ F

j−1
q−1

= −
∑

0≤i≤k≤q−1

(−1)i+kσ ◦ F iq ◦ F kq−1

= −A−
∑

0≤i<k≤q−1

(−1)i+kσ ◦ F iq ◦ F kq−1

= −A−B

y podemos concluir la afirmación.
8. Queda definida la sucesión de R-módulos y morfismos

...→ Lq,R(X)
∂q−→ Lq−1,R(X)→ ...→ L1,R(X)

∂1−→ L0,R(X)→ 0

en la que im(∂q) ⊆ ker(∂q−1) si q ≥ 2. Se llama q-ciclos y q-bordes
a los elementos de ker(∂q) y de im(∂q) respectivamente. Dado q ∈ N
escribimos además al q-ésimo grupo de homoloǵıa de X con coefi-
cientes en R mediante

Hq(X,R) =
ker(∂q)

im(∂q+1)
.

1.4. Grupos de cohomoloǵıa de Hochschild

En esta sección consideraremos un álgebra asociativa unitaria A sobre
un anillo conmutativo unitario K.
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1. [84] Dado un A-bimódulo X y n ∈ N escribiremos

L0(A,X) , X,

Ln(A,X) , {T : An → X,T función -n- multilineal}.

Los elementos de Ln(A,X) se denominan -n-cocadenas.
2. Si n ∈ N el espacio Ln(A,X) deviene A-bimódulo con las operaciones

(a · T )(a1, ..., an) , a · T (a1, ..., an),

(T · a)(a1, ..., an) , T (aa1, a2, ..., an)

+
n−1∑
j=1

(−1)jT (a, a1, ..., ajaj+1, ..., an)

+ (−1)nT (a, a1, ..., an−1) · an.

3. Queda definida la sucesión

(0)→ X
∂1

−→ L1(A,X)
∂2

−→ ...
∂n−→ Ln(A,X)

∂n+1

−−−→ Ln+1(A,X)...

y dado n ∈ N0 se tiene Bn(A,X) ⊆ Zn(A,X).
4. Consideremos el complejo

...→ ⊗n1A⊗X
dn−→ ⊗n−1

1 A⊗X dn−1−−−→ ...
d2−→ A⊗X d1−→ X → 0,

con d1(a⊗ x) = xa− ax y, si n > 1,

dn(a1 ⊗ ...⊗ an ⊗ x) = a2 ⊗ ...⊗ an ⊗ (xa1)

+
n−1∑
i=1

(−1)ia1 ⊗ ...⊗ (aiai+1)⊗ ...⊗

+ (−1)na1 ⊗ ...⊗ an−1 ⊗ (anx).

Observar que dn ◦ dn+1 = 0 si n ∈ N0.
5. Si n ∈ N hay isomorfismos Λn :→ Ln(A,X∗).

Dados ϕ ∈ (⊗n1A⊗X)∗, a1, ..., an ∈ A y x ∈ X basta hacer

Λ(ϕ)(a1, ..., an)(x) = ϕ(a1 ⊗ ...⊗ an ⊗ x).

Por otra parte, dado T ∈ Ln(A,X∗) por la propiedad universal
del producto tensorial existe Λ−1(T ) ∈ (⊗n1A ⊗ X)∗ único tal que
Λ−1(T )(a1 ⊗ ... ⊗ an ⊗ x) = T (a1, ..., an)(x) en tensores básicos.
Ciertamente Λ y Λ−1 son aplicaciones rećıprocas.

6. Si n ∈ N hay operadores ∂n, denominados operadores cobordismo,
que tornan conmutativos los diagramas

(⊗n−1
1 A⊗X)∗

d∗n−→ (⊗n1A⊗X)∗

Λn−1 ↓ ↓ Λn

Ln−1(A,X∗)
∂n−→ Ln(A,X∗).
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Si T ∈ Ln−1(A,X∗) y a1, ..., an ∈ A es fácil ver que

∂nT (a1, ..., an) = a1T (a2, ..., an)

+
n−1∑
i=1

(−1)iT (a1, ..., aiai+1, ..., an)

+ (−1)nT (a1, ..., an−1)an.

7. En particular, T ∈ ker(∂2) si y solo si T (a1a2) = a1T (a2) + T (a1)a2

cualesquiera sean a1, a2 ∈ A, i.e. si y solo si se trata de una deri-
vación. Además ∂1(x′)(a) = ax′ − x′a para cada x′ ∈ X∗ y a ∈ A.
Observamos que ∂1(x′) es derivación. Escribiremos ∂1(x′) = adx′ , y
diremos que se trata de la derivación interna soportada en x′.

8. Dado n ∈ N indicamos el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de Hochs-
child de A con coeficientes en X∗ mediante

Hn(A,X∗) ,
ker(∂n+1)

im(∂n)

Los elementos de im(∂n) se llaman n-cobordes y los de ker ∂n se
llaman n-cociclos.

9. En particular, el primer grupo de cohomoloǵıa de Hochschild es el
cociente de la clase de derivaciones respecto a derivaciones internas.

1.5. Resoluciones y grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa

1. [111] Se llama resolución a izquierda (resp. resolución a derecha) de
R-módulos a toda sucesión

M∗ : ...→Mn−1 →Mn →Mn+1 → ...(1.5.1)

[resp. M∗ : ...→Mn+1 →Mn →Mn−1 → ...](1.5.2)

tal que

im(Mn−1 →Mn) ⊆ ker(Mn →Mn+1)

[resp. im(Mn+1 →Mn) ⊆ ker(Mn →Mn−1)]

para cada n ∈ Z. También se dice entonces que se tiene un complejo
de cocadenas (resp. un complejo de cadenas) . Los homomorfismos
Mn →Mn±1 se denominan homomorfismos conectores.

2. Indicamos

Hn(M∗) =
ker(Mn →Mn+1)

im(Mn−1 →Mn)

[resp. Hn(M∗) =
ker(Mn →Mn−1)

im(Mn+1 →Mn)
]

al n-ésimo grupo de cohomoloǵıa (resp. de homoloǵıa) del complejo
de cocadenas M∗ (resp. del complejo de cadenas M∗).



1.6. GRUPOS DE EXTENSIÓN 21

3. Dado RM se llama resolución a izquierda (resolución a derecha) de
M a toda resolución del tipo

M∗ : ...→M1 →M0 →M → 0→ 0...(1.5.3)

[resp. M∗ : ...→ 0→ 0→M →M0 →M1 → ...].(1.5.4)

4. Todo R-módulo a izquierda M tiene una resolución libre (y por lo
tanto proyectiva) exacta a izquierda, i.e. una resolución exacta del
tipo (1.5.3) en la que cada Mn es R-módulo libre a izquierda.
Para ello, sea L0 un R-módulo libre a izquierda tal que L0 →M → 0.
Asimismo sea L1 un R-módulo libre a izquierda tal que

L1
α1−→ ker(L0 →M)→ 0.

La sucesión

L1 → ker(L0 →M) ↪→ L0 →M → 0

resulta exacta, o bien L1
β1−→ L0 → M → 0 es exacta, donde β1

es la composición de α1 con la inclusión de ker(L0 → M) en L0.
Claramente, inductivamente sigue el resultado.

5. Todo R-módulo a izquierda M tiene una resolución inyectiva exacta
a derecha, i.e. una resolución exacta del tipo (1.5.4) en la que cada
Mn es R-módulo inyectivo.
Por §4.11(4) hay un R-módulo inyectivo I0 tal que 0 → M → I0.
Asimismo hay un R-módulo a izquierda inyectivo I1 tal que el dia-
grama

0
↓

0 → M
γ0−→ I0

q0−→ I0

γ0(M)
↓ γ′1
I1

es exacto. Luego la sucesión 0 → M
γ0−→ I0

γ1−→ I1 es exacta si
γ1 , γ′1 ◦ q0, y claramente sigue el resultado inductivamente.

1.6. Grupos de extensión

1. Sean M,N dos R-módulos a izquierda y M∗ → M → 0 una resolu-
ción exacta proyectiva a izquierda de M . Indiquemos

M∗r : ...→M1 →M0 → 0

a la resolución proyectiva M∗ reducida, la cual ya no será necesaria-
mente exacta pues M1 →M0 podŕıa no ser suryectiva.

2. Queda inducido un complejo de cocadenas

RHom(M∗r, N) : 0
∂−1

−−→R Hom(M,N)
∂0

−→R Hom(M0, N)
∂1

−→ ....

Introducimos los grupos de extensión de M en N mediante

RExtn(M,N) , Hn(RHom(M∗r, N)), n ∈ N0.
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3. La construcción anterior es consistente pues no depende de la reso-
lución exacta proyectiva M∗.
(i) Precisamente, sea M ′∗ → M → 0 otra resolución exacta proyec-
tiva de M . Hay entonces un morfismo de cadenas f : M∗r → M ′∗r,
i.e. una sucesión {fn}n∈N0 de morfismos de R-módulos a izquier-

da tales que fn ◦ dn+1 = d′n+1 ◦ fn+1 , donde Mn+1
dn+1−−−→ Mn y

M ′n+1

d′n+1−−−→M ′n indican los homomorfismos conectores para cada n.
Precisamente, considerando el diagrama

M0

↓ d0

M ′0
d′0−→ M → 0

hay, por la proyectividad de M0, un morfismo M0
f0−→ M ′0 tal que

d0 = d′0 ◦ f0. Además, puesto que

d′0 ◦ (f0 ◦ d1) = (d′0 ◦ f0) ◦ d1 = d0 ◦ d1 = 0,

que ker(d′0) =im(d′1) y que M1 es proyectivo, del esquema

M1

↓ f0 ◦ d1

M ′1
d′1|

im(d′1)

−−−−−−→ im(d′1) → 0

sigue que hay un morfismo M1
f1−→M ′1 tal que d′1 ◦ f1 = f0 ◦ d1.

Sea n ∈ N>1 y supongamos hallados morfismos fj : Mj → M ′j tales

que d′j ◦ fj = fj−1 ◦ dj si 1 ≤ j ≤ n. Tenemos

d′n ◦ (fn ◦ dn+1) = (d′n ◦ fn) ◦ dn+1 = (fn−1 ◦ dn) ◦ dn+1 = 0,

o sea im(fn+1 ◦ dn+1) ⊆ im(d′n+1). Como Mn+1 es proyectivo, existe

un morfismo Mn+1
fn+1−−−→ M ′n+1 tal que d′n+1 ◦ fn+1 = fn ◦ dn+1 y

sigue el paso inductivo.
(ii) Asimismo habrá un morfismo de cadenas f ′ : M ′∗r → M∗r. En
particular, tendremos

d0 = d′0 ◦ f0,

d′0 = d0 ◦ f ′0.

Luego

d0 = d′0 ◦ f0 = (d0 ◦ f ′0) ◦ f0 = d0 ◦ (f ′0 ◦ f0),

o sea d0 ◦ (IdM0 − f ′0 ◦ f0) = 0M0 .
(iii) El morfismo de cadenas

f ′ ◦ f : M∗r →M∗r, f ′ ◦ f = {f ′n ◦ fn}n∈N0 ,

será homotópico al complejo de cadena IdM∗ = {IdMn}n∈N0 , lo que
indicamos IdM∗r ∼ f ′ ◦ f . O sea habrá una sucesión de morfismos

de R-módulos a izquierda ρ = {ρn}n∈N≥−1
, con Mn

ρn−→Mn+1, tales
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que

(1.6.1) IdMn − f ′n ◦ fn = dn+1 ◦ ρn + ρn−1 ◦ dn, n ∈ N0.

Para ello, sabemos que im(IdM0 − f ′0 ◦ f0) ⊆ im(d1). Por la proyec-
tividad de M0 y del esquema

M0

↓ IdM0 − f ′0 ◦ f0

M1
d1|im(d1)

−−−−−−→ im(d1) → 0

habrá un morfismo M0
ρ0−→ M1 tal que IdM0 − f ′0 ◦ f0 = d1 ◦ ρ0. En

particular, hagamos ρ−1 = 0M,M0 .
Dado n ∈ N supongamos hallados ρk para k ≤ n. Por (1.6.1) tenemos

dn+1 ◦ (IdMn+1 − f ′n+1 ◦ fn+1) = dn+1 − dn+1 ◦ (f ′n+1 ◦ fn+1)

= dn+1 − (f ′n ◦ fn) ◦ dn+1

= (IdMn − f ′n ◦ fn) ◦ dn+1

= dn+1 ◦ (ρn ◦ dn+1).

Aśı im(IdMn+1 − f ′n+1 ◦ fn+1− ρn ◦ dn+1) ⊆ im(dn+2). Por la proyec-

tividad de Mn+1 hay un morfismo Mn+1
ρn+1−−−→Mn+2 tal que

IdMn+1 − f ′n+1 ◦ fn+1 − ρn ◦ dn+1 = dn+2 ◦ ρn+1,

y sigue el paso inductivo.
(iv) Asimismo será IdM ′∗ ∼ f ◦ f ′.
(v) Si n ∈ N definimos

f ′−n : Hn(Hom(M∗r, N))→ Hn(Hom(M
′∗r, N)),

f ′−n (T + im(∂n−1)) = T ◦ f ′n−1 + im(∂′(n−1), T ∈ ker(∂n).

Si n ≥ 2 y T = ∂n−1(S) para cierto R-homomorfismo a izquierda S,
observamos que dn−1 ◦ f ′n−1 = f ′n−2 ◦ d′n−1 y tenemos

T ◦ f ′n−1 = (S ◦ dn−1) ◦ f ′n−1

= S ◦ (dn−1 ◦ f ′n−1)

= S ◦ (f ′n−2 ◦ d′n−1)

= (S ◦ f ′n−2) ◦ f ′n−1

= ∂′(n−1)(S ◦ f ′n−2)

y f ′−n está bien definida. Análogamente, como d0 ◦ f ′0 = d′0 también
f ′−1 está bien definida. Es fácil ver que cada f ′−n es isomorfismo de
grupos con inverso (f ′−n )−1 = f−n .
(vi) Consideramos una resolución exacta proyectiva de M
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P∗rM : ...→ P2
d1−→ P1

d0−→ P0 → 0
↓ d−1

M
↓
0

de la que resulta

(1.6.2) Hom(P∗rM , N) : 0→ Hom(P0, N)
∂0

−→ Hom(P1, N)
∂1

−→ ...

Aśı H0(Hom(P∗rM , N)) = ker(∂0).
Sea F : ker(∂0) → Hom(M,N), F (g) = g, donde g(m) = g(p0) si
d−1(p0) = m, m ∈ M , p0 ∈ P0 y g ∈ ker(∂0). Como g es nula sobre
ker(d−1) entonces g está bien definida y g ∈ Hom(M,N).
Asimismo, F está bien definida y es homomorfismo de grupos abe-
lianos. Se trata de un monomorfismo: sea F (g) = 0Hom(M,N). Luego

dado p0 ∈ P0,

g(p0) = g(d−1(p0)) = 0N .

Además F es suryectiva: dado f ∈ Hom(M,N) sea g , f◦d−1. Luego
g ∈ Hom(P0, N), más aún, g ∈ ker(∂0). Es fácil ver que F (g) = f .
Conclúımos que

(1.6.3) RExt0(M,N) = H0(RHom(P∗rM , N)) ≈R Hom(M,N).

4. Sea RExt
n
(M,N) , Hn(RHom(M, I∗r)), n ∈ N0, donde considera-

mos 0 → N
d−1

−−→ I∗ resolución inyectiva de N y la correspondiente
resolución inyectiva reducida I∗r : 0→ I0 → I1 → ...
Puede verse que esta construcción no depende de la resolución in-
yectiva que se tome.
Puesto que RHom(M, ◦) es exacto a izquierda la sucesión

0→ Hom(M,N)
∂−1−−→R Hom(M, I0)

∂0−→R Hom(M, I1)
∂1−→ ...

es inyectiva. Además

RHom(M, I∗r) : 0
∂0−→R Hom(M, I0)

∂0−→R Hom(M, I1)
∂1−→ ...

y tenemos

RExt
0
(M,N) ≈ ker(∂0) = im(∂−1) ≈R Hom(M,N).

5. (cf. [128], Th. 7.8) Resulta RExtn(M,N) =R Ext
n
(M,N).

6. Dos extensiones escindidas de L por N son equivalentes.
En efecto consideremos el diagrama con filas exactas escindidas

0 → L
α−→ M

β−→ N → 0
↓ IdL ↓ IdN

0 → L
γ−→ M ′

δ−→ N → 0

Por §4.17(22) bastará probar que existe un morfismo de módulos
ε : M →M ′ que lo torna conmutativo.
Para ello, sean β′ : N → M y δ′ : N → M ′ morfismos de módulos
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inversos a derecha de β y δ respectivamente.
Resultan M = α(L)⊕ β′(N) y M ′ = γ(L)⊕ δ′(N).
Como α y β′ monomorfismos dado m ∈M hay únicos l ∈ L y n ∈ N
tales que m = α(l) + β′(n). Hagamos ε(m) , γ(l) + δ′(n).
Es fácil ver que ε ◦ α = γ y β = δ ◦ ε.

7. (i) Sea [ℵ] la clase de equivalencia de una extensión

ℵ : 0→ N
f−→ L

g−→M → 0

e indiquemos e(N,M) el conjunto de todas las clases de equivalencia
de extensiones de N por M . Veamos que e(N,M) ≡R Ext1(M,N).
(ii) Consideramos el diagrama

... P2
d1−→ P1

d0−→ P0
ε−→ M → 0
↓ IdM

... 0 → N
f−→ L

g−→ M → 0

en el que la primer fila es resolución proyectiva de M . Por §1.8(8)
hay morfismos α : P1 → N y β : P0 → L tales que el diagrama

... P2
d1−→ P1

d0−→ P0
ε−→ M → 0

↓ ↓ α ↓ β ↓ IdM

... 0 → N
f−→ L

g−→ M → 0

es conmutativo.
Por (1.6.2) tenemos ∂1(α) = 0 y α+ im(∂0) ∈R Ext1(M,N).
Hagamos E : e(N,M)→R Ext1(M,N), E([ℵ]) = α+ im(∂0).
Consideremos una extensión equivalente a ℵ de N por M , digamos

ℵ′ : 0→ N
f ′−→ L′

g′−→M → 0.

Habrán entonces morfismos L′
κ−→ L, P1

α′−→ N y P0
β′−→ L′ tales que

el diagrama siguiente es conmutativo

... P2
d1−→ P1

d0−→ P0
ε−→ M → 0

↓ ↓ α′ ↓ β′ ↓ IdM

... 0 → N
f ′−→ L′

g′−→ M → 0
↓ ↓ IdN ↓ κ ↓ IdM

... 0 → N
f−→ L

g−→ M → 0.

Por §1.8(8) hay algún morfismo P0
s−→ N tal que α − α′ = s ◦ d0, o

sea α+ im(∂0) = α′ + im(∂0) y E está bien definido.
(iii) Veamos que E es suryectivo: sea γ + im(∂0) ∈R Ext1(M,N).
Tenemos el diagrama

0 → P1

ker(d0)

d̂0−→ P0
ε−→ M → 0

↓ γ̂ ↓ IdM
N M
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en el que d̂0(p1 + ker(d0)) = d0(p1) y γ̂(p1 + ker(d0)) = γ(d0(p1))
si p1 ∈ P1. A mbas aplicaciones definen sendos morfismos de R-
módulos a izquierda. Sean

W , {(γ̂(u),−d̂0(u)) : u ∈ P1

ker(d0)
}

y Λ =
N ⊕ P0

W
. Hacemos

(1.6.4)

0 → P1

ker(d0)

d̂0−→ P0
ε−→ M → 0

↓ γ̂ ↓ θ ↓ IdM

0 → N
ζ−→ Λ

ν−→ M → 0

donde para n ∈ N y p0 ∈ P0 escribimos

ζ(n) = (n, 0P0) +W,

θ(p0) = (0N , p0) +W,

ν((n, p0) +W) = ε(p0).

En particular, ν está bien definida porque ε ◦ d̂0 = 0. Las tres apli-
caciones definen morfismos de R-módulos.
Dado u ∈ P1/ ker(d0), digamos u = p1 + ker(d0), tenemos

(θ ◦ d̂0)(u) = θ(d0(p1))

= (0N , d0(p1)) +W
= (γ(p1), 0P0) + (γ(−p1),−d0(−p1)) +W
= (γ(p1), 0P0) +W
= ζ(γ(p1))

= (ζ ◦ γ̂)(u).

Además dado p0 ∈ P0 tenemos

(ν ◦ θ)(p0) = ν((0N , pp) +W) = ε(p0)

y ν ◦ θ = ε. Por otra parte, sea ζ(n) = 0Λ, digamos n = γ̂(u′) y

0P0 = −d0(û′), con u′ = p′1 + ker(d0) y p′1 ∈ P1. Luego p′1 ∈ ker(d0)
y ker(d0) = im(d1) ⊆ ker(γ), i.e. n = 0N y ζ es inyectiva.
Como ε es suryectiva y ε = ν ◦ θ entonces ν es suryectiva.
Es claro que im(ζ) ⊆ ker(ν). Sea λ ∈ ker(ν) y veamos existe n ∈ N
tal que λ = ζ(n). Podemos escribir λ = (n′, p0)+W, con ε(p0) = 0M .

Como d̂0 es suryectiva sea u′′ ∈ P1/ ker(d0) tal que −d̂0(u′′) = p0,

digamos u′′ = p′′1 + ker(d0). Haciendo n′′ , γ̂(u′′) resulta

ζ(n′′) = (ζ ◦ γ̂)(u′′) = (θ ◦ d̂0)(u′′) = θ(−p0) = (0N ,−p0) +W.

Luego

λ = (n′, p0) +W = [(n′, 0P0) +W] + ζ(−n′′) = ζ(n′ − n′′).
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Conclúımos que el diagrama (1.6.4) conmuta y tiene filas exactas.
Si i denota la correspondiente segunda fila, i es extensión de N
mediante M y E([i]) = γ + im(∂0).
(iv) Finalmente, E es inyectivo.
Sea E(i) = E(i′), digamos γ + im(∂0) = γ′ + im(∂0). Además de
(1.6.4), tenemos un segundo diagrama conmutativo

(1.6.5)

0 → P1

ker(d0)

d̂0−→ P0
ε−→ M → 0

↓ γ̂′ ↓ θ′ ↓ IdM

0 → N
ζ′−→ Λ′

ν′−→ M → 0.

Por §1.7(2), (Λ, θ, ζ) es expulsor de los morfismos d̂0 y γ̂. Combinado
con (1.6.5) hay un morfismo de R-módulos entre Λ y Λ′, o sea i = i′.

1.7. Ejemplos

1.7.1. Sobre Hom(R[G], S), G-grupo, R, S anillos. Sean R,S ani-
llos, G,H grupos. Hay una biyección entre Hom(R[G], S) y el conjunto de
pares

(α, ζ) ∈ Hom(R,S)×Hom(G,U(S))

tales que : α(r) ^ ζ(g) si r ∈ R y g ∈ G.
Para ello, fijemos F ∈ Hom(R[G], S). Definimos

α : R→ S, α(r) = F (rδe),

ζ : G→ U(S), ζ(g) = F (δg).

Dados r, r′ ∈ R es (rδe) ∗ (r′δe) = rr′δe, y como F es homomorfismo de
anillos α ∈ Hom(R,S).
Asimismo, ζ deviene claramente homomorfismo de grupos.
Además si r ∈ R y g ∈ G tenemos

α(r)ζ(g) = F (rδe)F (δg)

= F ((rδe) ∗ δg)
= F (rδg)

= F (δg ∗ (rδe))

= F (δg)F (rδe)

= ζ(g)α(r).

Por otra parte, dado (α′, ζ ′) en las condiciones prescriptas sea

F ′ : R(G)→ S,

F ′(v) =
∑
g∈G

α′(v(g))ζ ′(g) si v ∈ R[G].
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Como {g ∈ G : (α′ ◦ v)(g) 6= 0R} ⊆ {g ∈ G : v(g) 6= 0R} vemos que F ′(v)
está definido para cada v ∈ R[G].
Evidentemente F ′ es aditiva y si v, w ∈ R[G] tenemos

F ′(v ∗ w) =
∑
g∈G

α′((v ∗ w)(g))ζ ′(g)

=
∑
g∈G

α′[
∑
g1∈G

v(g1)w(g−1
1 g)]ζ ′(g1(g−1

1 g))

=
∑
g∈G

∑
g1∈G

α′(v(g1))α′(w(g−1
1 g))ζ ′(g1)ζ ′(g−1

1 g)

=
∑
g1∈G

α′(v(g1))ζ ′(g1)
∑
g∈G

α′(w(g−1
1 g))ζ ′(g−1

1 g)

= F ′(v)F ′(w),

o sea F ′ es homomorfismo de anillos.
Es fácil ver que las aplicaciones F → (α, ζ) son rećıprocas.

1.7.2. Functor entre las categoŕıas de grupos y anillos. Dado
Ψ ∈ Hom(G,H) existe R[Ψ] ∈ Hom(R[G], R[H]) único que es idéntico sobre
R y coincide con Ψ sobre G. Aśı R[◦] es functor entre la categoŕıa de grupos
y la categoŕıa de anillos.
En efecto, sea

R[Ψ](v) =
∑

g∈G v(g)δΨ(g) si v ∈ R[G].

Dados v ∈ R[G] y h ∈ H, como

R[Ψ](v)(h) =
∑

g∈G:Ψ(g)=h v(g)

resulta

| {h ∈ H : R[Ψ](v)(h) 6= 0R} | ≤| Ψ({g ∈ G : v(g) 6= 0R}) |
<∞,

i.e. R[Ψ])(v) ∈ R[H]. Evidentemente R[Ψ] es aditivo y si v, w ∈ R[G] se
tiene

R[Ψ](v ∗ w) =
∑
g∈G

(v ∗ w)(g)δΨ(g)

=
∑
g∈G

[
∑
g1∈G

v(g1)w(g−1
1 g)]δΨ(g1(g−1

1 g))

=
∑
g∈G

∑
g1∈G

v(g1)w(g−1
1 g)δΨ(g1) ∗ δ(Ψ(g−1

1 g))

=
∑
g1∈G

v(g1)δΨ(g1)

∑
g∈G

w(g−1
1 g)δΨ(g−1

1 g)

= R[Ψ](v) ∗R[Ψ](w).

Además R[Ψ](δg) = δΨ(g) y R[Ψ](rδeG) = rδeH si g ∈ G y r ∈ R.
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1.7.3. Sobre Hom(R[G], S), R-anillo conmutativo, S una R-
álgebra. Sean R anillo conmutativo y S una R-álgebra. Hay una biyección

Hom(G,U(S)) ≈ Hom(R[G], S).

Basta hacer

Hom(G,U(S))
R[◦]−−→ Hom(R[G], S),

Hom(R[G], S)
ζ∼−−→ Hom(G,U(S)),

donde ζ∼(v)(g) = v(δg) si v ∈ Hom(R[G], S) y g ∈ G.

1.7.4. Algunas categoŕıas. [128] Indicamos algunos ejemplos de ca-
tegoŕıas.
(a) La categoŕıa C de conjuntos, en la que los objetos son los conjuntos, los
morfismos son funciones entre conjuntos y el producto de morfismos es la
composición usual de funciones.
(b) La categoŕıa T, en que los objetos son espacios topológicos, los morfis-
mos son funciones continuas y el producto de morfismos es la composición
de funciones continuas.
(c) Fijados anillos R,S, las categoŕıas RM, MS y RMS de R-módulos a
izquierda, S-módulos a derecha y (R,S)-módulos respectivamente.
(d) Sea S un monoide, i.e. un semigrupo con identidad. Indicamos C(S) a
la categoŕıa en que OC(O) = {∗}, donde ∗ es un conjunto, Hom(∗, ∗) = S y
la composición de morfismos es el producto de elementos de S.
Observar cómo en este caso hay un único objeto y cómo los morfismos no
son necesariamente funciones en el sentido usual.
(e) Sea X un conjunto casi ordenado, i.e. munido de una relación binaria ≤
reflexiva y transitiva. Sea CX la categoŕıa en la que OCX = X y además, si
x, y ∈ X, hacemos Hom(x, y) = {ιxy} si x ≤ y y Hom(x, y) = ∅ en otro caso,

y por otra parte ιyx ◦ ιxy = ιxz si x ≤ y ≤ z.
(f) Sean K-anillo conmutativo unitario y A una K-álgebra asociativa uni-
taria. Sea Ae = A⊗Aop el álgebra envolvente, o sea la K-algebra en la que
(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (aa′)⊗ (b′b) en tensores básicos.
[125] La categoŕıa AMA de A-bimódulos es equivalente a las categoŕıas AeM
y MAe de Ae-módulos a izquierda y derecha respectivamente.
Para ello, dadoM ∈A MA hay una acción de Ae en M tal que (a⊗b)m = amb
y m(a⊗ b) = bma en tensores básicos, con a, b ∈ A y m ∈M . Aśı M devie-
ne Ae-bimódulo. Por otra parte, si N ∈Ae M (resp. N ∈ MAe) y hacemos
an = (a ⊗ 1A)n y na = (1A ⊗ a)n resulta N =A NA (resp. an = n(1A ⊗ a)
y na = n(a ⊗ 1A), resultando N =Aop NAop) para cada a ∈ A y n ∈ N .
devienen morfismos de Ae-módulos.
(g) La categoŕıa Gab de grupos abelianos.
(h) A-unmod: la categoŕıa de A-módulos de Banach unitarios2 a izquierda
sobre A, donde A es álgebra de Banach unitaria.

2Un A-módulo de Banach a izquierda X sobre un álgebra de Banach con unidad 1 se
dice unitario si 1x = x cualquiera sea x ∈ X.
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(i) Ban, Fr, LCS denotan las categoŕıas de espacios de Banach, de Fréchet y
de espacios localmente convexos completos separados respectivamente, con
las correspondientes clases de operadores lineales continuos.
(j) Lin y A-Algmod son las categoŕıas de espacios vectoriales y operadores
lineales y de módulos puramente algebraicos a izquierda sobre un anillo A.
(k) � indica el functor de olvido. Por ejemplo � : A-Mod →Ban, en que
se prescinde de multiplicación externa, o � : A-Mod→ A-Algmod en que se
prescinde de la topoloǵıa.

1.7.5. Functores isomorfos. Fijado un anillo unitario R los functo-
res RHom(R, ◦) e Id

RM sobre la categoŕıa de R-módulos a izquierda son
isomorfos.
Precisamente, sean M,N ∈R M y f ∈R Hom(M,N). Tenemos

RHom(R,M)
RHom(R,f)−−−−−−−−→ RHom(R,N)

ηM ↓ ↓ ηN
M

f−→ g

donde para g ∈R Hom(R,M) hacemos

RHom(R, f)(g) = f ◦ g,
ηM (g) = g(1R).

Observamos que ηM es biyectiva, con η−1
M (m) ∈R Hom(R,M) tal que para

r ∈ R y m ∈M resulta η−1
M (m)(r) = rm.

1.7.6. Categoŕıas equivalentes. Un functor covariante F : C → D
define una equivalencia de categoŕıas si y solo si es fiel, pleno y denso. 3

(⇒) Sea F ′ : D → C functor tal que F ◦ F ′ ≈ IdD y F ′ ◦ F ≈ IdC . Sean
η : F ′ ◦ F → IdC y ν : F ◦ F ′ → IdD aplicaciones naturales.
Sean C1, C2 ∈ OC y f, f ′ ∈ HomC(C1, C2) t.q. F (f) = F (f ′) , k. Entonces
f ◦ ηC1 = ηC2 ◦F ′(k) = f ′ ◦ ηC1 , y como ηC1 es suryectivo f = f ′ y F es fiel.
Dado h ∈ HomD(F (C1), F (C2)) existe l ∈ morC(C1, C2) tal que el diagrama
siguiente conmuta:

(F ′F )(C1)
F ′(h)−−−→ (F ′F )(C2)

ηC1 ↓ ↓ ηC2

C1
l−→ C2.

Asimismo

(F ′F )(C1)
(F ′F )(l)−−−−−→ (F ′F )(C2)

ηC1 ↓ ↓ ηC2

C1
l−→ C2.

3Sea dado un functor F : C → D. Decimos que F es
(i) Fiel si F : HomC(C1, C2)→ HomD(F (C1), F (C2)) es inyectivo si C1, C2 ∈ OC .
(ii) Pleno si F (HomC(C1, C2)) = HomD(F (C1), F (C2)) si C1, C2 ∈ OC .
(iii) Denso si para cada D ∈ OD existe C ∈ OC tal que F (C) ≈ D.
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conmuta y debe ser F ′(h) = (F ′F )(l). Pero F ′ es necesariamente inyectivo,
h = F (l) y F es pleno.
Dado ahora D ∈ OD. Entonces F ′(D) ∈ OC y νD : F (F ′(D)) ≈ D, de modo
que F es denso.
(⇐) Sea F : C → D functor fiel, pleno y denso. Definiremos un functor
F ′ : D → C tal que F ◦ F ′ ≈ IdD y F ′ ◦ F ≈ IdC . Como F es denso dado
D ∈ OD existen C ∈ OC y un isomorfismo ψD ∈ morD, ψD : D → F (C)

Hagamos F ′(D) , C, de modo que ψD : D → F (F ′(D)). Como F es pleno
y fiel, si g ∈ HomD(D,D′) existe f ∈ HomC(F

′(D), F ′(D′)) unico tal que el
diagrama siguiente conmuta:

D
g−→ D′

ψD ↓ ↓ ψD′
(FF ′)(D)

F (f)−−−→ (FF ′)(D′).

Escribamos F ′(g) , f , de modo que F (F ′(g)) ◦ ψD = ψD′ ◦ g. Si además
g′ ∈ HomD(D′, D′′) vemos que

F (F ′(g′) ◦ F ′(g)) ◦ ψD = (F (F ′(g′)) ◦ F (F ′(g))) ◦ ψD
= F (F ′(g′)) ◦ (F (F ′(g)) ◦ ψD)

= F (F ′(g′)) ◦ (ψD′ ◦ g)

= (F (F ′(g′)) ◦ ψD′) ◦ g
= (ψD′′ ◦ g′) ◦ g
= ψD′′ ◦ (g′ ◦ g)

= F (F ′(g′ ◦ g)) ◦ ψD.

Como ψD es isomorfismo y F es fiel F ′(g′ ◦ g) = F ′(g′) ◦ F ′(g).
Por lo tanto F ′(1D) = 1F ′(D) si D ∈ OD, pues si f2 ∈ HomC(F

′(D), C2) se
tiene

F (F ′(1D) ◦ f2) = F (F ′(1D)) ◦ F (f2)

= (F (F ′(1D)) ◦ ψD) ◦ (ψ−1
D ◦ F (f2))

= (ψD ◦ 1D) ◦ (ψ−1
D ◦ F (f2))

= F (f2),

de donde F ′(1D) ◦ f2 = f2.
Análogamente f1◦F ′(1D) = f1 cuando f1 ∈ HomC(C1, F

′(D)). Como C1, C2

son cualesquiera conclúımos que F ′(1D) = 1F ′(D) y F ′ es un functor.
Notamos que ψ : IdD → F ◦ F ′ es aplicación natural. Además dado C ∈ OC
tenemos el isomorfismo ψF (C) ∈ HomD(F (C), F ((F ′F )(C))). Puesto que F
es pleno existe

ζC ∈ Hom(C, (F ′F )(C))

tal que F (ζC) = ψF (C). Bastará ver finalmente que ζ : IdC → F ◦ F ′ es
aplicación natural. Para ello, dada f ∈ HomC(C1, C2) tenemos



32 1. HOMOLOGÍA Y COHOMOLOGÍA

F (C1)
F (f)−−−→ F (C2)

ψF (C1) ↓ ↓ ψF (C2)

(FF ′)(F (C1))
(FF ′)(F (f))−−−−−−−−→ (FF ′)(F (C2)).

En consecuencia

F (ζC2 ◦ f) = F (ζC2) ◦ F (f)

= F ((F ′F )(f)) ◦ F (ζC1)

= F ((F ′F )(f) ◦ ζC1).

Puesto que F es fiel ζC2 ◦ f = (F ′F )(f) ◦ ζC1 y sigue la tesis.

1.7.7. Functores exactos y grupos de cohomoloǵıa. Sean dados
F : R-Mod→ R-Mod functor exacto covariante, n ∈ Z, E ∈ Comp. Veamos
que F (Hn(E)) ≈ Hn(F (E)).
Para ello, por la exactitud de la sucesión

0→ im(dEn+1)
ιn−→ ker(dEn)

πn−→ ker(dEn)

im(dEn+1)
→ 0

la sucesión siguiente es exacta

0→ F [im(dEn+1)]
F (ιn)−−−→ F [ker(dEn)]

F (πn)−−−−→ F [
ker(dEn)

im(dEn+1)
]→ 0.

Por lo tanto

(1.7.1) F (Hn(E)) = F [
ker(dEn)

im(dEn+1)
] ≈ F [ker(dEn)]

im(F (ιn))
.

Sabemos que Hn(F (E)) =
ker(F (dEn))

im(F (dEn+1))
. Además

0→ ker(dEn)
jn−→ En

dEn−→ En−1

es exacta, de donde

(1.7.2) 0→ F [ker(dEn)]
F (jn)−−−→ F (En)

F (dEn)−−−−→ F (En−1)

resulta exacta. Luego F (jn) es monomorfismo e im(F (jn)) = ker(F (dEn)).
Hagamos

ζn :
F [ker(dEn)]

im(F (ιn))
→ ker(F (dEn))

im(F (dEn+1))
,

ζn(u+ im(F (ιn))) = F (jn)(u) + im(F (dEn+1)).

Supongamos u = F (ιn)(v) para cierto v ∈ F [im(dEn+1)]. Podemos escribir

(1.7.3) dEn+1 = jn ◦ ιn ◦ dErn+1

con dErn+1 = dEn+1 |im(dEn+1). Tenemos F (im(dEn+1)) = F (dErn+1)(F (EEn+1))

porque F es exacto y dErn+1 es suryectivo.

Existe entonces w ∈ F (EEn+1) tal que v = F (dErn+1)(w) y
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F (jn)(u) = F (jn ◦ ιn)(v) = F (jn ◦ ιn ◦ dErn+1)(w) = F (dEn+1)(w),

o sea ζn está bien definida.
Por (1.7.2) y (1.7.3) sigue fácilmente que ζn isomorfismo de R-módulos y
por (1.7.1) sigue la tesis.

1.7.8. Expulsores.

1. (i) Sean A,B,C ∈ R-Mod y A
f−→ B, A

g−→ C morfismos de R-

módulos. Existe un R-módulo D y morfismos B
β−→ D, C

γ−→ D tales
que β ◦ f = γ ◦ g.
En efecto, sean W , {(f(a),−g(a)) : a ∈ A} y D , (B ⊕ C)/W.
Hagamos β(b) = (b, 0C)+W, γ(c) = (0B, c)+W, con b ∈ B y c ∈ C.
Dado a ∈ A resulta

(β ◦ f)(a) = β(f(a))

= (f(a), 0C) +W
= (0B, g(a)) +W
= γ(g(a))

= (γ ◦ g)(a).

(ii) Supongamos existen un R-módulo D′ y morfismos B
β′−→ D′,

C
γ′−→ D′ tales que β′ ◦ f = γ′ ◦ g.

Queda definido B⊕C β′⊕γ′−−−→ D′ yW ⊆ ker(β′⊕γ′). En consecuencia

existe D
δ−→ D′ tal que δ((b, c) +W) = β′(b) + γ′(c) para cada b, c.

Claramente β′ = δ ◦ β y γ′ = δ ◦ γ.
Más aún, δ queda uńıvocamente determinado: Supongamos hay un

morfismo D
ε−→ D′ tal que ε ◦ β = β′ y ε ◦ γ = γ′. Luego

ε((b, c) +W) = ε(β(b) + γ(c)) = β′(b) + γ′(c) = δ((b, c) +W)

cualesquiera sean b, c.
(iii) La terna (D,β, γ) se denomina expulsor de los morfismos f y g.
En (ii) señalamos la propiedad universal del expulsor de morfismos.
(iv) El mismo queda uńıvocamente determinado salvo isomorfismos.
Precisamente, consideremos expulsores (D,β, γ) y (D′, β′, γ′) de f y

g. Sean D
δ−→ D′ y D′

δ′−→ D los morfismos únicos correspondientes.
Entonces (δ′◦δ)◦β = β y (δ′◦δ)◦γ = γ y, por unicidad, δ′◦δ = IdD.
Análogamente resulta δ ◦ δ′ = IdD′ .

2. Consideremos el diagrama exacto conmutativo de R-módulos y mor-
fismos

(1.7.4)
0 → X−1

α−→ X0
β−→ X1 → 0

γ ↓ ↓ δ ↓ IdX1

0 → Y−1
ε−→ Y0

ϕ−→ X1 → 0
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y veamos que (Y0, δ, ε) es expulsor de los morfismos α y γ.

Sea X0 ⊕ Y−1
F−→ Y0, F (x0, y−1) = δ(x0) + ε(y−1).

Claramente F es morfismo de R-módulos.
Además F es suryectivo. En efecto, dado y0 ∈ Y0 sea x0 ∈ X0 tal
que β(x0) = ϕ(y0). Entonces ϕ(y0) = ϕ(δ(x0)) e y0−δ(x0) ∈ ker(ϕ).
Ex́ıste entonces y−1 ∈ Y−1 tal que y0 = δ(x0) + ε(y−1), de modo que
y0 ∈ im(F ). Por otra parte, si

W , {(α(x−1),−γ(x−1)) : x−1 ∈ X−1}
resulta W ⊆ ker(F ).
Sea ahora (x0, y−1) ∈ ker(F ). Sigue que δ(x0) ∈ im(ε), de donde
ϕ(δ(x0)) = 0X1 , i.e. β(x0) = 0X1 . En consecuencia existe x−1 ∈ X−1

tal que α(x−1) = x0. Ahora

−ε(y−1) = δ(x0) = δ(α(x−1)) = ε(γ(x−1)),

o sea y−1 + γ(x−1) ∈ ker(ε). Como ε es inyectiva y−1 = −γ(x−1) y
(x0, y−1) ∈ W.
Conclúımos queW = ker(F ) e Y0 ≈ (X0⊕Y−1)/W y sigue enseguida
la afirmación.

1.7.9. Sobre sistemas y ĺımites directos.

1. Consideremos un sistema directo constante, digamos: fijado un con-
junto casi ordenado I sea Fi = F y ϕij = IdF cualesquiera sean i ≤ j
en I, con F cierto R-módulo. Entonces ĺım−→Fi ≈ F .

Con la notación de (1.2.3), seaX = F y fi = IdF para cada i ∈ I. Por
la propiedad universal del ĺımite directo hay un único R-morfismo
β : ĺım−→Fi → F tal que dados n ∈ N, i1, ..., in ∈ I, ai1 , ..., ain ∈ F ,

escribiendo x =
∑n

j=1 ιij (aij ) + S en ĺım−→Fi, tenemos

β(x) =
∑n

j=1 β(αij (aij )) =
∑n

j=1 fij (aij ) =
∑n

j=1 aij .

Evidentemente β es epimorfismo.
Supongamos β(x) = 0F . Sea k ∈ I tal que ij ≤ k si 1 ≤ j ≤ n.
Entonces

x =
∑n

j=1(ιij (aij )− ιk(aij )) + S = 0ĺım−→Fi

y β deviene isomorfismo de R-módulos.
2. Consideremos un sistema directo trivial, o sea: sea I conjunto casi

ordenado en el que i ≤ j si y solo si i = j. Un sistema directo de
R-múdulos sobre I es una familia de R-módulos {Fi}i∈I . Observar
que en (1.2.3) resulta S = (0⊕i∈IFi). Luego ĺım−→Fi ≈ ⊕i∈IFi.

3. Si {Fn}n∈N es sucesión creciente de R-módulos es ĺım−→Fn ≈ ∪n∈NFn.

Precisamente, hagamos F = ∪n∈NFn y sean ϕnn+m : Fn ↪→ Fn+m

y fn : Fn ↪→ F las inclusiones usuales. Con la notación de (1.2.3),
como fn = fn+m ◦ ϕnn+m para cada n,m por la universalidad del
ĺımite directo hay un único morfismo de R-módulos β : ĺım−→Fi → F

tal que fn = β ◦ αn para todo n. Es evidente entonces que β es
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epimorfismo. Razonando como en (1.7.1) se ve además que β es
monomorfismo.

1.8. Problemas

1. Sean Comp la categoŕıa de complejos de cadena, n ∈ Z. Entonces
Hn : Comp→ R-Mod es un functor aditivo.

2. Sea F : R −Mod → Gab tal que F (M) = Z y F (f) = IdZ cuan-
do f ∈R Hom(N,P ), cualesquiera sean los R-módulos a izquierda
M,N,P . Entonces F no es functor aditivo.

3. Todo functor aditivo preserva sucesiones exactas escindidas.
4. Sean A un álgebra, X ∈ A-Mod. En §1.6.3 se hizo referencia a las no-

ciones de homotoṕıa y equivalencia homotópica de morfismos de ca-
denas. Un morfismo de cadenas f :M→N se dice homotópicamente
nulo si hay una sucesión de morfismos {ρn : Mn → Nn−1 : n ∈ Z}
tales que

fn = dNn+1 ◦ ρn + ρn−1 ◦ dMn
para todo n. Dos morfismos de cadena f, g : M → N se dicen si
f − g es homotópicamente nulo, en cuyo caso se escribe f ∼ g.
(i) Mostrar que ∼ es relación de equivalencia sobre RHom(M,N ).
Indicaremos f∗ a la ∼-clase de equivalencia de f ∈R Hom(M,N ).

(ii) Dado η ∈ RHom(M,N )

∼
queda inducido η∗ : H∗(M)→ H∗(N )

tal que para k ∈ Z resulta

η∗k : Hk(M)→ Hk(N ),

η∗k(mk + im(∂Mk+1)) = fk(mk) + im(∂Nk+1) si η = f∗.

Probar que esta construcción es correcta e independiente de repre-
sentantes.
(iii) Sean M,N ,L, complejos de cadena, f : M → N , g : N → L,
morfismos de cadena. Entonces g ◦ f :M→ L es morfismo de cade-
nas y (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

5. Si RM es proyectivo, RExtn(M,N) = (0) si n ∈ N cualquiera sea

RN .
6. Si RN es inyectivo, RExtn(M,N) = (0) si n ∈ N cualquiera sea RM .
7. Sea {Mk}k∈K una familia de complejos de cadena, con

Mk : ...→Mk
n+1

dkn+1−−−→Mk
n

dkn−→Mk
n−1 → ...

Hacemos

⊕k∈KMk : ...→ ⊕kMk
n+1

⊕kdkn+1−−−−−→ ⊕kMk
n
⊕kdkn−−−→ ⊕kMk

n−1 → ...

Entonces ⊕k∈KMk es un complejo de cadenas y

Hn(⊕k∈KMk) ≈ ⊕k∈KHn(Mk), n ∈ Z.
8. Considerar el diagrama
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... → X2
d2−→ X1

d1−→ X0
ε−→ A → 0
↓ f

... → X ′2
d2−→ X ′1

d1−→ X ′0
ε′−→ A′ → 0

en el que las filas son complejos de cadena. Si cada Xn es proyectivo y
la fila superior es exacta hay un morfismo de cadenas f : XA → X′A′
de modo que el diagrama resultante conmuta. Más aún, dos tales
morfismos de cadena son homotópicos.

9. Un homomorfismo de Λ-complejos A
f−→ A′ se dice de grado u si

df = (−1)ufd.

Si A
g−→ A′ es otro tal homomorfismo de grado u, escribimos s : f ≈ g

en caso que s sea un homomorfismo de Λ-complejos A
s−→ A′ de grado

u− 1 tal que ds+ (−1)usd = g− f . Decimos entonces que f y g son
homotópicos y que s es una homotoṕıa entre ellos .

(i) Sean A
f−→ A′ y A′

f ′−→ A′′ homomorfismos de Λ-complejos de gra-

dos u y v respectivamente. Probar que A
f ′◦f−−−→ A′′ es homomorfismo

de grado u+ v.
(ii) Si s : f ≈ g y s′ : f ′ ≈ g′ entonces s′f + (−1)vg′s : f ′f ≈ g′g.

10. Probar (2.1.4).



Caṕıtulo 2

Aplicaciones a álgebras y módulos de Banach

En este caṕıtulo asumimos al lector familiarizado con nociones de álge-
bras topológicas, y más espećıficamente normadas o de Banach, como asi-
mismo con aspectos generales de análisis funcional.

2.1. Ĺımites directos de álgebras de Banach

1. Sea S = {An
fn−→ An+1}n∈N una sucesión de álgebras de Banach y

morfismos contractivos de álgebras de Banach. Si B es álgebra de
Banach, una sucesión acotada de morfismos de álgebras de Banach

{An
ψn−−→ B}n∈N se dice S-compatible si ψn = ψn+1 ◦ fn para cada

n ∈ N. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que ‖ ψn ‖≤ 1
para cada n.

2. Veremos que hay un par (A, {f̂n}n∈N) formado por un álgebra de

Banach A y morfismos acotados de álgebras de Banach An
f̂n−→ A de

modo que cualquiera sea la sucesión S-compatible {An
ψn−−→ B}n∈N

hay un único morfismo de álgebras de Banach acotado ψ : A → B
tal que ψn = ψ ◦ f̂n si n ∈ N. Escribiremos (A, f̂n) = lim−→(An, fn).

3. Para ello sea

A = ⊕n∈NAn , {a = (an) ∈
∏
n∈NAn : supn ‖ an ‖<∞}.

Con las operaciones naturales y la norma ‖ a ‖= supn ‖ an ‖ si
a ∈ A, A resulta álgebra de Banach.

4. Sea además

B = {a ∈ A : existe k ∈ N tal que an+1 = fn(an) si n ≥ k}.
Entonces B es subálgebra de A.

5. Dado a ∈ B está definido ρ(a) = ĺımn ‖ an ‖ y ρ es seminorma
submultiplicativa sobre B. Además N = ρ−1({0}) es ideal bilátero
de B. Sea | a+N |= ρ(a) en B/N . Sea A el álgebra envolvente de A
respecto a la norma | ◦ |, o sea la completación de B/N respecto a
dicha norma.

6. Si n ∈ N hagamos f̂n : An → A mediante

f̂n(an) = (0, ..., 0, an, fn(an), fn+1(fn(an)), ...) +N

= f̂n(an) +N

= (0, ..., 0, fn,n(an), fn,n+1(an), fn.n+2(an), ...) +N,

37
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donde fn,n = IdAn y fn,n+k = fn+k−1 ◦ ... ◦ fn+1 ◦ fn si n, k ∈ N.

Claramente cada f̂n es morfismo de álgebras y si an ∈ An resulta

| f̂n(an) |= ρ(f̂n(an)) ≤‖ an ‖ .

7. Sea {An
ψn−−→ B}n∈N una sucesión S-compatible. Hemos de definir

un morfismo de álgebras de Banach ψ : A→ B tal que ψ ◦ f̂n = ψn
para cada n. Fijados n,m ∈ N debeŕıa ser ψn(an) = ψm(am) cuando

f̂n(an) = f̂m(am). Precisamente, en ese caso

0 = ρ(f̂n(an)− f̂m(am)) = ĺımk→∞ ‖ fn,k(an)− fm,k(am) ‖ .
Si l > n tenemos

ψl ◦ fn,l = ψl ◦ fl−1 ◦ ... ◦ fn
= ψl−1 ◦ fl−2 ◦ ... ◦ fn
= ...

= ψn.

Si k ≥ máx{n,m} será

‖ ψn(an)− ψm(am) ‖ =‖ ψk(fn,k(an)− fm,k(am)) ‖
≤‖ fn,k(an)− fm,k(am) ‖ .

Haciendo k → ∞ sigue la afirmación. Más aún, A = ∪nf̂n(An) y
queda bien definida ψ. Por otra parte, si l > n y a ∈ An tenemos

‖ ψ(f̂n(a)) ‖ =‖ ψn(a) ‖
=‖ ψl(fn,l(a)) ‖
≤‖ fn,l(a) ‖ .

Si l→∞ sigue que ‖ ψ(f̂n(a)) ‖≤| f̂n(a) | y ψ resulta acotado.

2.2. Homoloǵıa en álgebras de Banach

1. Sea A-álgebra de Banach unitaria. Un complejo

(C) : ...← Xn
dn←− Xn+1 ← ...

en A-mod se dice:
(i) exacto en Xn si im(dn) = ker(dn−1);
(ii) exacto, si lo es en cada Xn.

(iii) escindido si cada dn |ker(dn−1) es un retracto;
(iv) admisible si es admisible en cuanto complejo de espacios local-
mente convexos.

2. Dado un complejo (C) : 0← X
ϕ←− Y ψ←− Z ← 0 son equivalentes:

(a) (C) es escindido.
(b) (C) es exacto, ϕ es un retracto y ψ es topológicamente inyectivo,

o sea ψ(Z) es cerrado en Y y Y
ψ←− Z es isomorfismo de espacios de

Banach.
(c) (C) es exacto, ψ es coretracción y ϕ es abierto.
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(d) Hay morfismosX
ρ−→ Y y Y

θ−→ Z tales que ϕ◦ρ = IdX , θ◦ψ = IdZ
y IdY = ψ ◦ θ + ρ ◦ ϕ.
(e) (C) es equivalente al complejo natural

(D) : 0← X ← X ⊕ Z ← Z ← 0

(I)(a⇒ b) Siendo C escindido es inmediato que ϕ deviene retracto y

existe ρ : ker(ϕ)→ Z tal que Idker(ϕ) = ψ |ker(ϕ) ◦ρ. En consecuencia
ker(ϕ) ⊆ im(ψ) y necesariamente (C) es exacto en Y . Luego im(ψ)
resulta cerrado y ψ es topológicamente inyectivo como consecuencia
del teorema de la función abierta.
(b ⇒ c) Evidente.
(c⇒ d) Sea θ ∈ B(Y,Z) tal que θ ◦ψ = IdZ . Aśı Y = im(ψ)⊕ker(θ)
e im(ψ) es cerrado porque (C) es exacto. Como además ψ deviene
inyectivo im(ψ) ≈ Z por el teorema de la función abierta.
Además está definido F ∈ B(Y/ ker(ϕ), X) tal que F (π(y)) = ϕ(y) si
y ∈ Y , donde π : Y → Y/ ker(ϕ) es la proyección al cociente. Eviden-
temente F es monomorfismo. Además dado U abierto en Y/ ker(ϕ)
es F (U) = ϕ(π−1(U)), y como ϕ es abierto y π continuo entonces
F (U) es abierto, o sea F resulta isomorfismo de espacios de Banach.
Notar que X = ϕ(ker(θ)) y que ϕ |ker(θ) es inyectiva. Definimos

X
ρ−→ Y haciendo ρ(x) = y si ϕ(y) = x e y ∈ ker(θ). Por construc-

ción ϕ ◦ ρ = IdX .
Dado y ∈ Y es ϕ(y − ψ(θ(y))) = ϕ(y) e y − ψ(θ(y)) ∈ ker(θ). Luego
ρ(ϕ(y)) = y − ψ(θ(y)) y sigue (d).
(d ⇒ e) Observar que ϕ ⊕ θ ∈ B(Y,X ⊕ Z) es isomorfismo, con
(ϕ⊕ θ)−1(x, z) = ρ(x) + ψ(z), de donde sigue enseguida (e).
(e ⇒ a) Es inmediato.

3. Por (2.2.2)(d), si una sucesión exacta corta C es admisible entonces
K(C) también lo es.

4. Dado un complejo largo exacto (C, d) para cada n tenemos

... Xn−1
dn−1←−−− Xn

dn←− Xn+1 ...
ιn−1 ↖ ↙ jn−1ιn ↖ ↙ jn

Kn−1 Kn

con Kn = ker(dn−1), ιn es la inclusión y jn = dn |Kn . Queda definida
una sucesión de sucesiones exactas cortas

(Cn) : 0← Kn−1
jn−1←−−− Xn

ιn←− Kn ← 0.

Se dice que {(Cn)} son las componentes de C y que (C) es el producto
de Yoneda de dicha sucesión.

5. Las siguientes afirmaciones de un complejo largo

(C) : ...← Xn−1
dn−1←−−− Xn

dn←− Xn+1 ← ...

son equivalentes:
(a) (C) es escindido.
(b) (C) es contráctil , i.e. (C) es homotópicamente nulo (V. (1.8.4).
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(c) (C) es exacto y cada componente (Cn) es escindido.
(d) (C) es isomorfo a un complejo de la forma

(D) : ...← Yn−1 ⊕ Yn
d′n−1←−−− Yn ⊕ Yn+1

d′n←− Yn+1 ⊕ Yn+2 ← ...

con d′n |Yn+1= IdYn+1 y ker(d′n) = Yn+2 para cada n.
I(a ⇒ b) Debemos probar que hay una sucesión de morfismos aco-

tados Xn
sn−→ Xn+1 tal que IdXn = dn ◦ sn + sn−1 ◦ dn−1.

Para cada n la sucesión exacta corta siguiente es escindida:

0← ker(dn−2)
ϕn=dn−1|ker(dn−2)

←−−−−−−−−−−−− Xn
ψn=ιn−1←−−−−−− ker(dn−1)← 0.

Además Xn ≈ ker(dn−1) ⊕ ker(dn−2) y hay morfismos acotados

ker(dn−2)
ρn−→ Xn y Xn

θn−→ ker(dn−1) tales que

ϕn ◦ ρn = Idker(dn−2)(2.2.1)

θn−1 ◦ ψn−1 = Idker(dn−2),(2.2.2)

IdXn = ψn ◦ θn + ρn ◦ ϕn.(2.2.3)

Hagamos sn = ρn+1 ◦ θn. Aśı

dn ◦ sn + sn−1 ◦ dn−1 = dn ◦ (ρn+1 ◦ θn) + (ρn ◦ θn−1) ◦ dn−1

= (dn ◦ ρn+1) ◦ θn + ρn ◦ (θn−1 ◦ dn−1).(2.2.4)

Pero dn ◦ ρn+1 = ϕn+1 ◦ ρn+1 y por (2.2.1) dn ◦ ρn+1 = ψn. Además
por (2.2.2)

θn−1 ◦ dn−1 = θn−1 ◦ ϕn
= (θn−1 ◦ ψn−1) ◦ ϕn
= ϕn

y la afirmación sigue por (2.2.3) y (2.2.4).
(b ⇒ c) Fijado n, es evidente que (Cn) es exacta. Veamos que jn−1

es retracción: como (C) es contráctil

IdXn−1 = dn−1 ◦ sn−1 + sn−2 ◦ dn−2

para ciertos morfismos Xn−1
sn−1−−−→ Xn y Xn−2

sn−2−−−→ Xn−1. Luego
IdKn−1 = jn−1 ◦ (sn−1 |Kn−1) y sigue la afirmación.

(c ⇒ d) Dado n ∈ Z sea Kn−1
ln−→ Xn morfismo acotado tal que

jn−1 ◦ ln = IdKn−1 . Entonces Xn = ln(Kn−1) ⊕ Kn y ln(Kn−1) es
cerrado en Xn. Escribiendo

d′n : Kn ⊕ Kn+1 → Kn−1 ⊕ Kn,

d′n = (ln |im(ln) ⊕IdKn)−1 ◦ dn ◦ (ln+1 ⊕ IdKn+1),

d′n(kn, kn+1) = (0Kn−1 , kn),

queda definido el complejo (D) = {Kn−1 ⊕ Kn, d
′
n} isomorfo a (C) y

sigue enseguida (d).
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(d ⇒ a) Dado n ∈ Z es d′n(yn+1, yn+2) = (0Yn , yn+1) en todo caso.
Por lo tanto im(d′n) = (0Yn)⊕ Yn+1 y haciendo

ξn : (0Yn)⊕ Yn+1 → Yn+1 ⊕ Yn+2,

ξn(0Yn , yn+1) = (yn+1, 0Yn+2),

entonces ξn es morfismo acotado y d′n ◦ ξn = Id(0Yn )⊕Yn+1
.

6. Dado X ∈ A-unmod sea K(X) = ker(π̂A,X) en A⊗̂X. Dados además
Y ∈ A-unmod y ϕ ∈A B(X,Y ), como π̂A,Y ◦ (IdA ⊗ ϕ) = ϕ ◦ π̂A,X ,
queda inducido

K(ϕ) ∈A B(K(X),K(Y )), K(ϕ) = [(IdA ⊗ ϕ) |K(X)] |K(Y ).

Aśı K define un functor covariante de la categoŕıa A-unmod en si
misma.

7. Queda inducido

X
π̂A,X←−−− A⊗̂X A⊗̂K(X) A⊗̂K(K(X))

↖ ↓ π̂A,K(X) ↖ ↓ π̂A,K(K(X)) ↖
K(X) K(K(X)) ...

Sea K1(X) = K(X) y, si n ∈ N, sea Kn(X) = K(Kn−1(X)) si n ≥ 2.
Además

B0(X) = A⊗̂X,
Bn(X) = A⊗̂Kn(X),

d−1 = π̂A,X ,

dn−1 = ιKn(X),Bn−1(X) ◦ π̂A,Kn(X).

Puesto que

im(dn) ⊆ Kn+1(X) = ker(π̂A,Kn(X))

sigue que dn−1 ◦ dn = 0 en todo caso y obtenemos el complejo

B(X) : 0← B0(X)
d0←− B1(X)

d1←− ...

o resolución barra-normalizada de X, con 0← X
d−1←−− B(X).

8. Sea ϕ ∈A B(X,Y ) en A-unmod. Si n ∈ N se tiene

Kn(ϕ) ∈A B(Kn(X),Kn(Y )).

Haciendo Bn(ϕ) = IdA ⊗ Kn(ϕ) es Bn(ϕ) ∈A B(Bn(X), Bn(Y )) y
dYn−1 ◦ Bn(ϕ) = Bn−1(ϕ) ◦ dXn−1. Luego obtenemos el functor cova-
riante B : A-unmod→ A-unmod, o functor barra-normalizada.

9. Sea A álgebra de Banach unitaria, con unidad e. Sean Â = A/(Ce)
y ·̂ : A→ Â la proyección al cociente. Dado X ∈ A-unmod sean

B′0(X) = A⊗̂X,

B′1(X) = A⊗̂(Â⊗̂X), B′2(X) = A⊗̂((Â⊗̂Â)⊗̂X), ...
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y si n ∈ N0 sea d′n : B′n+1(X)→ B′n(X) tal que

d′n(a⊗ (â1 ⊗ ...⊗ ân+1 ⊗ x)) = (aa1)⊗ (â2 ⊗ ...⊗ ân+1 ⊗ x)

+

n∑
i=1

(−1)ia⊗ (â1 ⊗ ...⊗ (aiai+1)̂⊗ ...⊗ ân+1)⊗ x

+ (−1)n+1a⊗ (â1 ⊗ ...⊗ ân ⊗ (an+1x))(2.2.5)

en tensores básicos. Por la propiedad universal del producto tensorial
es fácil ver d′n existe y define un morfismo acotado entre espacios de
Banach. Más aún, d′n−1 ◦ d′n = 0 en todo caso.

10. (a) Sea f1 : Â ×X → K(X) tal que f1(â, x) = a ⊗ x − e ⊗ (ax). Si
a = γe para cierto γ ∈ C, como (γe) ⊗ x = e ⊗ (γx) hay un único

morfismo acotado F1 : Â⊗̂X → K(X) tal que F1(â ⊗ x) = f1(â, x)
en tensores básicos.
(b) Notar que F1 es suryectivo: sea u ∈ K(X), u =

∑∞
n=1 an⊗xn, con∑∞

n=1 ‖ an ‖‖ xn ‖< ∞. Entonces está definido U =
∑∞

n=1 ân ⊗ xn
en Â⊗̂X y

u =
∑∞

n=1[an ⊗ xn − e⊗ (anxn)] = F1(U).

Además F1 es inyectivo: Sea F1(V ) = 0K(X), con V =
∑∞

n=1 ξn⊗ yn
en Â⊗̂X,

∑∞
n=1 ‖ ξn ‖Â<∞ y ‖ yn ‖= 1 para todo n. En todo caso

podemos escribir ξn = ân con ‖ an ‖<‖ ξn ‖Â (1 + 1/n). El elemento

v =
∑∞

n=1 an ⊗ yn está definido en A⊗̂X y

0K(X) = F (V )

=
∞∑
n=1

[an ⊗ yn − e⊗ (anyn)]

= v − e⊗ π̂A,X(v).

Luego

V = (̂· ⊗ IdX)(v) = (̂· ⊗ IdX)(e⊗ π̂A,X(v)) = 0Â⊗̂X .

Por el teorema de la función abierta F1 deviene isomorfismo de es-
pacios de Banach y Â⊗̂X ≈ K(X).
(c) Sea n > 1 y supongamos hay un isomorfismo

Fn−1 : (⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X → Kn−1(X).

Definimos

fn : Â× ((⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X)→ Kn(X),

fn(â, w) = a⊗ Fn−1(w)− e⊗ (aFn−1(w)).

Entonces fn es aplicación C-bilineal acotada bien definida e indu-

ce un operador acotado F 1
n : Â⊗̂((⊗̂n−1

1 Â)⊗̂X) → Kn(X). Queda

definido un único operador Fn ∈ B[(⊗̂n1 Â)⊗̂X,Kn(X)] tal que

Fn((â0 ⊗ â1 ⊗ ...⊗ ân−1)⊗ x) = F 1
n(â0 ⊗ ((â1 ⊗ ...⊗ ân−1)⊗ x))
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en tensores básicos.
(d) Veamos que Fn es biyectiva: sea η ∈ Kn(X), η =

∑∞
l=1 al⊗kln−1,

con ‖ kln−1 ‖= 1 para todo l,
∑∞

l=1 ‖ al ‖<∞ y {kln−1} ⊆ Kn−1(X).

Como Fn−1 es biyectiva para cada l existe vl ∈ (⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X tal que

kln−1 = Fn−1(vl) y ‖ vl ‖∧≤‖ F−1
n−1 ‖ . Podemos escribir

vl =
∑∞

j=1 al,j ⊗ xl,j ,

con
∑∞

j=1 ‖ al,j ‖⊗̂n−1
1 Â
‖ xl,j ‖≤‖ F−1

n−1 ‖ (1+1/l) para cada l. Luego∑∞
l=1

∑∞
j=1 ‖ al ‖‖ al,j ‖⊗̂n−1

1 Â
‖ xl,j ‖≤ 2 ‖ F−1

n−1 ‖
∑∞

l=1 ‖ al ‖<∞

y está definido N =
∑∞

j=1

∑∞
j=1(âl ⊗ al,j)⊗ xl,j en ⊗̂n1 Â⊗̂X y

Fn(N) =

∞∑
j=1

∞∑
j=1

Fn((âl ⊗ al,j)⊗ xl,j)

=

∞∑
j=1

∞∑
j=1

[al ⊗ Fn−1(al,j ⊗ xl,j)− e⊗ (alFn−1(al,j ⊗ xl,j)]

=

∞∑
l=1

al ⊗ Fn−1(vl)− e⊗ π̂A,Kn−1(X)(v)

= η.

Para establecer la inyectividad de Fn bastará ver que F 1
n es inyectiva.

Sea F 1
n(M) = 0Kn(X) para cierto M ∈ Â⊗̂((⊗̂n−1

1 Â)⊗̂X), digamos

M =
∑∞

i=1 λi⊗wi, con
∑∞

i=1 ‖ λi ‖Â<∞ y ‖ wi ‖(⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X= 1 para

todo i. Si i ∈ N y kn−1,i = Fn−1(wi) es ‖ kn−1,i ‖K(X)≤‖ Fn−1 ‖.
Además existe ai ∈ A tal que âi = λi y ‖ ai ‖≤ (1 + 1/i) ‖ λi ‖Â. En
consecuencia∑∞

i=1 ‖ ai ‖‖ kn−1,i ‖K(X)≤ 2 ‖ Fn−1 ‖
∑∞

i=1 ‖ λi ‖Â<∞
y está definido χ =

∑∞
i=1 ai ⊗ kn−1,i en A⊗̂Kn−1(X). Más aún

0Kn(X) = F 1
n(M)

=

∞∑
i=1

[ai ⊗ kn−1,i − e⊗ aikn−1,i]

= χ− e⊗ π̂A,Kn−1(X)(χ).

En consecuencia

M = (̂· ⊗ F−1
n−1)(χ) = 0

Â⊗̂((⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X)

.

Por el teorema de la función abierta Fn es isomorfismo de espacios
de Banach.

11. Por otra parte, con ζ1 = (̂· ⊗ IdX) |K1(X) tenemos

ζ1 : K1(X) ↪→ A⊗̂X → Â⊗̂X
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y queda definido un morfismo acotado B1(X)
χ1=IdA⊗̂ζ1−−−−−−−→ B′1(X) tal

que d′0 ◦ χ1 = d0. Hagamos B′1(X)
G1=IdA⊗̂F1−−−−−−−−→ B1(X).

Si n > 1 y suponemos definido ζn−1 ∈ B(Kn−1(X), (⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X)

tenemos

ζn : Kn(X) ↪→ A⊗̂Kn−1(X)
↓

Â⊗̂Kn−1(X)
↓ IdÂ⊗̂ζn−1

Â⊗̂(⊗̂n−1
1 Â)⊗̂X) → (⊗̂n1 Â)⊗̂X.

Queda definido un morfismo acotado Bn(X)
χn=IdA⊗̂ζn−−−−−−−−→ B′n(X).

12. Si n > 1 y kn ∈ Kn(X) existen sucesiones (kl1,l2,...,li) ⊆ Kn−i, con
1 ≤ i < n y

kn =
∞∑
l1=1

al1 ⊗ kl1

=

∞∑
l1=1

al1 ⊗
∞∑
l2=1

al1,l2 ⊗ kl1,l2

= ...

=
∞∑
l1=1

al1 ⊗ ...⊗
∞∑

ln−1=1

al1,...,ln−1 ⊗ kl1,...,ln−1

=
∞∑
l1=1

al1 ⊗ ...⊗
∞∑

ln−1=1

al1,...,ln−1 ⊗
∞∑
ln=1

al1,...,aln ⊗ xl1,...,ln ,

donde
∞∑
l1=1

al1kl1 = 0Bn−1(X),(2.2.6)

∞∑
l2=1

al1,l2kl1,l2 = 0Bn−2(X) para todo l1,

......
∞∑

ln−1=1

al1,...,ln−1kl1,...,ln−1 = 0B1(X) para todo l1, ..., ln−2,

∞∑
ln=1

al1,...,alnxl1,...,ln = 0X para todo l1, ..., ln−1.(2.2.7)

En consecuencia

ζn(kn) =
∑∞

l1,...,ln=1(âl1 ⊗ âl1,l2 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln)⊗ xl1,...,ln .
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Si además a ∈ A tenemos

d′n−1(χn(a⊗ kn)) =
∞∑

l1,...,ln=1

d′n−1[a⊗ âl1 ⊗ âl1,l2 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln ⊗ xl1,...,ln ]

=
∞∑

l1,...,ln=1

[(aal1)⊗ âl1,l2 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln ⊗ xl1,...,ln

(2.2.8)

+
n−1∑
i=1

(−1)ia⊗ âl1 ⊗ ...⊗ (al1,...,lial1,...,li+1
)̂⊗ ...⊗ âl1,...,ln ⊗ xl1,...,ln

(2.2.9)

+ (−1)na⊗ âl1 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln−1 ⊗ (al1,...,lnxl1,...,ln)].
(2.2.10)

Por (2.2.7) el sumando (2.2.10) es nulo. Además

χn−1(dn−1(a⊗ kn)) = χn−1(akn)

=
∞∑
l1=1

(aal1 ⊗ ζn−1(kl1)(2.2.11)

y (2.2.11) es el primer sumando (2.2.8). Sea

Si =
∑∞

l1,...,ln=1 a⊗ âl1⊗ ...⊗(al1,...,lial1,...,li+1
)̂⊗ ...⊗ âl1,...,ln⊗xl1,...,ln ,

con i = 1, ..., n− 1. Por la (n-1)-ésima igualdad en (2.2.6) resulta

Sn−1 =
∞∑

l1,...,ln−1=1

a⊗ âl1 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln−2 ⊗
∞∑
ln=1

(al1,...,ln−1al1,...,ln )̂⊗ xl1,...,ln

=

∞∑
l1,...,ln−2=1

a⊗ âl1 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln−2 ⊗
∞∑

ln−1=1

âl1,...,ln−1

∞∑
ln=1

âl1,...,ln ⊗ xl1,...,ln

=

∞∑
l1,...,ln−2=1

a⊗ âl1 ⊗ ...⊗ âl1,...,ln−2 ⊗ (̂· ⊗ IdX)[

∞∑
ln−1=1

al1,...,ln−1kl1,...,ln−1 ]

= 0B′n−1(X).

Asimismo S1 = ... = Sn−2 = 0B′n−1(X). Inferimos que

d′n−1 ◦ χn = χn−1 ◦ dn−1

e inductivamente obtenemos un morfismo de cadenasB(X)
χ−→ B′(X).

Más aún, notar que χ es isomorfismo en A-unmod, con

χ−1
n = (IdA⊗̂ζn)−1 = IdA ⊗ Fn

para cada n.
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13. Reemplazando A por A1, (A1)̂ ≈ A y dado X ∈ A-mod tenemos
X ∈ A1-unmod. Hagamos, para n ∈ N0,

B′′n(X) = A1⊗̂(⊗̂n1A⊗̂X),

d′′n : B′′n+1(X)→ B′′n(X),

donde d′′n es como en (2.2.5) reemplazando coclases por elementos
de A. Se extiende aśı las construcciones anteriores a módulos no
unitarios.

14. Si A es álgebra de Banach unitaria, X ∈ A-unmod y n ∈ N0 sea

βn(X) = (⊗̂n+1
1 A)⊗̂X,

dn,β : βn+1(X)→ βn(X),

dn,β(a0 ⊗ ...an+1 ⊗ x) =

n∑
i=0

(−1)ia0 ⊗ ...⊗ (aiai+1)⊗ ...⊗ an+1 ⊗ x

+ (−1)n+1a0 ⊗ ...⊗ an ⊗ (an+1x).

La aplicación A1
σ−→ A tal que σ(a+z) = a+ze, donde e es la unidad

de A, es un retracto. En todo caso σn = σ ⊗ Id(⊗̂n1A)⊗̂X define una

retracción de B′′n(X) en βn(X). Se dice que β(X) es la resolución
barra no normalizada de X.

2.3. Álgebras super-amenables o contractivas

1. Un álgebra asociativa A se dice super-amenable o contractiva si
H1(A,X) = (0) cualquiera sea el A-bimódulo X.

2. Dada un álgebras asociativa A son equivalentes:
(i) A es super-amenable.
(ii) A es unitaria y tiene una diagonal, , o sea un elemendo ∆ ∈ A⊗̂A
tal que a∆ = ∆a para cada a ∈ A y π̂(∆) = e, donde e es la unidad
de A, ⊗̂ denota al producto tensorial proyectivo1 y π̂ : A⊗̂A→ A es
tal que π̂(a⊗ b) = π(a, b) = ab si a, b ∈ A.
(iii) A es unitaria y π̂ es una retracción.
(iv) A es semisimple (en el sentido de (4.14.13)) y finito dimensional.
I ((i)⇒(ii)): Sea A×A el A-bimódulo con suma coordenada a coor-
denada y además a(b, c) = (ab, 0) y (b, c)a = (0, ca) si a, b, c ∈ A. La
aplicación D : A → A × A tal que D(a) = (a, a) si a ∈ A es una

1Señalamos que el producto tensorial proyectivo X⊗̂Y de dos espacios normados
complejos X e Y es la completación de X ⊗ Y respecto a la norma

‖ u ‖∧= ı́nf{
∑n
i=1 ‖ xi ‖‖ yi ‖: u =

∑n
i=1 xi ⊗ yi}, u ∈ X ⊗ Y .

Dadas sendas álgebras de Banach A,B entonces A⊗̂B admite una estructura de álgebra
de Banach tal que (a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (aa′)⊗ (bb′) cualesquiera sean a, a′ ∈ A y b, b′ ∈ B.
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derivación ya que

aD(b) +D(a)b = a(b, b) + (a, a)b

= (ab, 0) + (0, ab)

= (ab, ab)

= D(ab)

cualesquiera sean a, b ∈ A. Entonces existe (a0, b0) ∈ A× A tal que
D = ad(a0,b0). Dado c ∈ A tenemos

(c, c) = D(c)

= c(a0, b0)− (a0, b0)c

= (ca0, 0)− (0, b0c)

= (ca0,−b0c).

Luego a0 y −b0 son unidades a derecha e izquierda de A respectiva-
mente, e inferimos que A es unitaria con unidad e.
Puesto que π̂ en morfismo de A-bimódulos ker(π̂) deviene un A-
bimódulo. Sea ahora D1 : A→ ker(π̂) tal que D1(a) = a⊗ e− e⊗ a
si a ∈ A. Si a, b ∈ A resulta

aD1(b) +D1(a)b = a(b⊗ e− e⊗ b) + (a⊗ e− e⊗ a)b

= (ab)⊗ e− a⊗ b+ a⊗ b− e⊗ (ab)

= D1(ab).

Como además D1 es aditiva resulta derivación. Por hipótesis será
D1 = adv para cierto v ∈ A⊗̂A. Aśı dado a ∈ A es

a⊗ e− e⊗ a = av − va,

i.e. a(e⊗ e− v) = (e⊗ e− v)a. Además π̂(e⊗ e− v) = 1 y A tiene
una diagonal.
((ii) ⇒(iii)): Basta hacer ρ : A→ A⊗̂A mediante ρ(a) = a∆, siendo
∆ una diagonal de A. Se ve fácilmente que ∆ es morfismo de A-
bimódulos y π̂ ◦ ρ = IdA.
((iii)⇒(ii)): Si π̂ ◦ ρ = IdA para cierto morfismo de A-bimódulos ρ
basta hacer entonces ρ(e) es diagonal de A.
((ii)⇒(i)): Sea D : A→ X una derivación de A en algún A-bimódulo
X. Indiquemos e y ∆ a la unidad de A y a una diagonal de A,
digamos ∆ =

∑n
j=1 aj ⊗ bj . Escribamos x0 =

∑n
j=1 ajD(bj). Hay

una aplicación lineal LD : A⊗̂A → X tal que LD(a ⊗ b) = aD(b)
para cada a, b ∈ A. Como a∆ = ∆a será∑n

j=1 aajD(bj) =
∑n

j=1 ajD(bja)
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para cada a ∈ A. Entonces

ax0 − x0a =

n∑
j=1

(aajD(bj)− ajD(bj)a)

=

n∑
j=1

(ajD(bja)− ajD(bj)a)

= eD(a).

Hagamos D = D − eD. Ciertamente D es derivación. Si a ∈ A
obtenemos

D(a) = D(ea)

= eD(a) +D(e)a

= D(e)a

y aD(e) = 0. Luego

D(a) = D(a) + eD(a) = a(x0 +D(e))− (x0 +D(e))a,

o sea D = adx0+D(e).

((ii)⇒(iv)) Sean e y ∆ como en ((ii)⇒(i)). Sean P : A → A un
proyector de A sobre cl{b1, ..., bn} y P1 : A → A de modo que
P1(x) =

∑n
i=1 aiP (bix). Entonces P1 es operador lineal y existe un

operador lineal P2 : A⊗̂A→ A tal que P2(a⊗ b) = aP (b) para cada
a, b ∈ A. Fijado x ∈ A tenemos

P1(x) = P2(∆x)

= P2(x∆)

=
n∑
i=1

(xai)P (bi)

= xπ̂(∆)

= x,

i.e. P1 = IdA. Aśı A ≈ cl{b1, ..., bn} y A es finito dimensional.
Asimismo, sean ahora P la proyección de A sobre J(A) y P1, P2 como
recién. Como el radical es ideal bilátero si x ∈ A es

x = P1(x)

= P2(x∆)

= xP2(∆)

= xP1(e).

En particular, P1(e) = P1(e)2, i.e. P1(e) ∈ J(A) es idempotente.
Por (4.14.18) existe c ∈ A tal que cP1(e) = c + P1(e). Deducimos
enseguida que P1(e) = 0A y P1 = 0A,J(A), o sea A es semisimple.

((iv)⇒(i)) Por (4.15.6) existen n, ν1, ..., νn ∈ N tales que
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A ≈ ⊕nj=1Mνj (C).

Bastaŕıa ver entonces que cada álgebra de matrices Mν(C) es super-
amenable. Como estas álgebras son unitarias basta ver que poseen
alguna diagonal.
En efecto, sea gν(C) el subgrupo de gl(ν,C) de matrices cuyas solas
entradas son 0, 1 o −1. Hagamos

∆ν =| gν(C) |−1
∑

m∈gν(C)m⊗m−1

en Mν(C)⊗̂Mν(C). Dado m′ ∈ gν(C) tenemos

m′∆ν =| gν(C) |−1
∑

m∈gν(C)

(m′m)⊗m−1

=| gν(C) |−1
∑

m∈gν(C)

(m′m)⊗ (m′m)−1m′

= ∆νm
′.

Como que Mν(C) = cl(gν(C)) vemos que m∆ν = ∆νm cualquiera
sea m ∈ Mν(C). Finalmente, es inmediato que π̂ν(∆ν) = 1Mν(C),

donde πν : Mν(C)×Mν(C)→ Mν(C) es la multiplicación.

2.4. Álgebras y semigrupos amenables

1. Es conocido que la medida de Lebesgue λ en Rn es invariante por
traslaciones, es σ-aditiva y finita sobre compactos, pero que hay
subconjuntos no medibles de Rn. En 1914 F. Hausdorff planteó el
problema acerca de la existencia de una medida, sobre partes de Rn,
que sea finitamente aditiva, invariante por traslaciones y finita sobre
compactos [76], mostrando la no existencia cuando n ≥ 3.

2. Sean S un semigrupo, m ∈ l∞(S)∗, η ∈ l∞(S), s ∈ S. Indicaremos

sη, ηs ∈ l∞(S) a las funciones sη(s′) = η(ss′) y ηs(s
′) = η(s′s),

s′ ∈ S, respectivamente. Se dice que el funcional m es invariante a
izquierda (resp. a derecha) si cualesquiera sean η, s se tiene

〈sη,m〉 = 〈η,m〉 (resp. 〈ηs,m〉 = 〈η,m〉).
3. Un funcional m ∈ l∞(S)∗ es un promedio de S si ‖ m ‖= 〈1,m〉 = 1.
4. [121][40] Un semigrupo S se dice amenable a izquierda o derecha si

posee un promedio invariante a izquierda o derecha respectivamente.
Decimos además que S es amenable si lo es tanto a derecha como a
izquierda.

5. Sea G un grupo que actúa sobre un conjunto X (V. 3.7.1). Decimos
que un subconjunto Y de X es G-paradojal si existen n,m ∈ N,
X1, ..., Xn+m subconjuntos disjuntos de X y g1, ..., gn+m ∈ G tales
que

Y = ∪ni=1giXi = ∪mj=1gn+jXn+j .

6. [40] Sea m un promedio invariante a izquierda de un grupo G. De-
finimos µm : P(G)→ C tal que µm(σ) = 〈χσ,m〉.
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(i) En particular, µm(∅) = 0 y µm(G) = 1.
(ii) Si σ1, σ2 son subconjuntos disjuntos de G,

µm(σ1 ∪ σ2) = 〈χσ1∪χσ2
,m〉

= 〈χσ1 + χσ2 ,m〉
= 〈χσ1 ,m〉+ 〈χσ2 ,m〉
= µm(σ1) + µm(σ2),

o sea µm es una medida finitamente aditiva.
(iii) µm es medida no negativa. Más aún, 〈f,m〉 ≥ 0 si f ∈ l∞(G) y
f ≥ 0. En efecto, dada tal f sea 〈f,m〉 = a + ib en C. Dado t ∈ R
tenemos

(b+ t)2 ≤| 〈f + it,m〉 |2

≤‖ f + it ‖2∞
= sup

a∈G
| f(a) + t |2

= sup
a∈G

(f(a)2 + t2)

=‖ f ‖2∞ +t2,

i.e. 2bt+b2 ≤‖ f ‖2∞ para todo t. En consecuencia b = 0 y 〈f,m〉 ∈ R.
Podemos suponer sin perder generalidad que 0 ≤ f ≤ 1. Haciendo
g = 2f − 1, g será una función real acotada con valores en [−1, 1].
Entonces | 〈g,m〉 |≤ 1 y 〈g,m〉 |∈ R. Entonces

〈f,m〉 = 〈g + 1

2
,m〉 =

〈g,m〉+ 1

2
≥ 0.

(iv) Dados g ∈ G y un subconjunto σ de G es

µm(gσ) = 〈χgσ,m〉 = 〈g−1χσ,m〉 = 〈χσ ,m〉 = µm(σ),

i.e. µm es medida G-invariante a izquierda.
(v) Sean G grupo paradojal y µ una medida no negativa finitamente
aditiva sobre partes de G invariante a izquierda. Sean n,m ∈ N,
g1, ..., gn+m ∈ G y G1, ..., Gn+m subconjuntos disjuntos de G tales
que

G = ∪ni=1giGi = ∪mj=1gn+jGn+j .

Entonces

µ(G) ≤
∑n

i=1 µ(giGi) =
∑n

i=1 µ(Gi) ≤ µ(G).

O sea µ(G) =
∑n

i=1 µ(Gi). Asimismo, µ(G) =
∑m

j=1 µ(Gn+j). Además

2µ(G) =
∑n+m

k=1 µ(Gk) ≤ µ(G),

i.e. µ(G) ∈ {0,∞}. Por lo tanto, si G tuviere algún promedio inva-
riante entonces será no-paradojal.

7. La afirmación rećıproca, o sea: todo grupo no paradojal tiene algún
promedio invariante, es el contenido de un célebre teorema de S.
Banach y A. Tarski [11].
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8. Los puntos anteriores implican, en materia de amenabilidad, la nece-
sidad de contar con suficiente cantidad de medidas. Esto es posible
en el marco de grupos localmente compactos, donde es posible la
construcción de medidas de Haar [75]. Precisamente, sea G un gru-
po localmente compacto, de modo que cada punto tiene un entorno
compacto. Hay entonces una medida mG no negativa, no nula, re-
gular2, de Borel, única salvo múltiplos positivos de ella, invariante
a izquierda, o sea mG(gB) = mG(B) cualesquiera sean g ∈ G y B
subconjunto boreliano de G. La misma es positiva en abiertos no
vaćıos y finita sobre compactos.

9. Asociamos a grupos localmente compactos sendas álgebras de Ba-
nach, las álgebras de grupo: si G es grupo localmente compacto sea
L1(G) el conjunto de funciones Haar-medibles ϕ : G → C tales que
(‖ ϕ ‖1=)

∫
G | ϕ | dmG < ∞ [139]. En éstas, cada elemento queda

determinado salvo conjuntos de medida nula. Dadas ϕ, η ∈ L1(G),
c ∈ C y g ∈ G se hace

(cϕ+ η)(g) = cϕ(g) + η(g),

(ϕ ∗ η)(g) =

∫
G
ϕ(h)η(h−1g)dmG(h),

resultando cϕ+ η, ϕ ∗ η ∈ L1(G).
10. Sea A un álgebra de Banach compleja. Se dice que A es amenable

si toda derivación acotada d : A → X∗ es interna cualquiera sea el
A-bimódulo de Banach X.

11. Un grupo localmente compacto G es amenable si y solo si L1(G) es
amenable [90] (V. (2.7.11)). Este resultado, probado por B. E. John-
son en 1972, determina precisamente condiciones de no paradojali-
dad de grupos localmente compactos. Además permite generalizar
la noción de amenabilidad a álgebras de Banach (cf. [90], p. 60).

12. La correspondencia G→ L1(G) entre grupos localmente compactos
y álgebras de Banach no es functorial, aunque hay un functor co-
variante entre la categoŕıa de grupos localmente compactos y la de
álgebras de Banach de medidas sobre grupos localmente compactos
M : G → M(G). Ahora M(G) es el álgebra de medidas complejas
de Borel finitas y regulares sobre G, o bien M(G) ≈ C0(G)∗, donde
C0(G) consta de las funciones continuas x : G→ C nulas en el infi-
nito, i.e. {g ∈ G :| x(g) |≥ ε} es compacto cualquiera sea ε > 0 [126].

2O sea si B es boreliano se tiene

mG(B) = sup{mG(K) : K ⊆ B,K-compacto}
= ı́nf{mG(U) : B ⊆ U,U -abierto}.
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Dados µ, ν ∈ M(G), c ∈ C y x ∈ C0(G) hacemos ‖ µ ‖=| µ | (G),

〈x, cµ+ ν〉 = c〈x, µ〉+ 〈x, ν〉,

〈x, µ ∗ ν〉 =

∫
G
x(gg′)dµ(g)dν(g′).

Cabe señalar que M(G) se identifica, en cuanto espacio de Banach,
con el subespacio de Cb(G)∗ de funcionales C0(G)-estrictamente con-
tinuos.3 Como todo abierto C0(G)-estricto es abierto en norma es
Cb(G)∗st ⊆ Cb(G)∗. Más aún, cada µ ∈ M(G) determina un único
µ ∈ Cb(G)∗st tal que 〈f, µ〉 =

∫
G fdµ si f ∈ C0(G) y µ→ µ define un

isomorfismo de espacios de Banach Cb(G)∗st ≈ M(G) [31]. Haciendo

M(h) : M(G)→ M(H),

〈y,M(h)(µ)) = 〈y ◦ h, µ〉 si y ∈ C0(H),

es fácil ver que M es functor covariante.
13. En particular, si G es grupo localmente compacto L∞(G) es M(G)-

bimódulo de Banach haciendo, para µ ∈ M(G), F ∈ L∞(G) y g ∈ G,

(µ ∗ F )(g) =

∫
G
F (h−1g)dµ(h),

(F ∗ µ)(g) =

∫
G
F (gh−1)dµ(h),

14. Notar que un grupo localmente compacto G resulta amenable a iz-
quierda si y solo si lo es a derecha.
I Sea m un promedio invariante a izquierda m de G.
Escribimos i(m) : L∞(G) → C tal que 〈φ, i(m)〉 = 〈i(φ),m〉, con
i(φ)(g) = φ(g−1) si g ∈ G y φ ∈ L∞(G). Aśı i(φ) ∈ L∞(G) y

(δg ∗ i(φ))(x) = i(φ)(g−1x)

= φ(x−1g)

= (φ ∗ δg−1)(x−1),

o sea δg ∗ i(φ) = i(φ ∗ δg−1). Luego

〈φ ∗ δg−1 , i(φ)〉 = 〈δg ∗ i(φ),m〉
= 〈i(φ),m〉
= 〈φ, i(m)〉

e i(m) deviene promedio invariante a derecha. La afirmación rećıpro-
ca sigue en forma análoga.

15. Fijado un grupo localmente compacto G, M(G) es amenable si y solo
si G es discreto y amenable [35].

3Indicamos Cb(G) al espacio de funciones complejas continuas acotadas sobre G, con
‖ x ‖= supg∈G | x(g) | si x ∈ Cb(G). Una red {xa}a∈A converge C0(G)-estrictamente a x

en Cb(G) si y solo si ĺıma∈A ‖ y(xa − x) ‖= 0 cualquiera sea x ∈ C0(G).
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16. Sean A-álgebra de Banach e I-ideal cerrado de A tal que tanto I
como A/I son amenables. Entonces A es amenable.
Para ello, sean X-un A-bimódulo de Banach y D ∈ Z1(A,X∗) una
derivación acotada.
Puesto que X es I-bimódulo de Banach, D |I∈ Z1(I,X∗) e I es
amenable existe x′1 ∈ X∗ tal que D |I= adx′1 .

Escribiendo D1 = D − adx′1 queda inducido D2 : A/I → X∗ tal que

〈x,D2(a+ I)〉 = 〈x,D1(a)〉 para cada a ∈ A y x ∈ X. Sean

Φ = {x′2 ∈ X∗ : ax′2 = x′2a = 0X∗ si a ∈ I},
Y = ccl(IX +XI).

Para a ∈ A y x ∈ X y x′2 ∈ Φ definimos

(a+ I)(x+ Y ) = ax+ Y,

(x+ Y )(a+ I) = xa+ Y,

(a+ I)x′2 = ax′2,

x′2(a+ I) = x′2a.

Es fácil ver que aśı X/Y y Φ devienen A/I-bimódulos de Banach.
Además Φ ≈ (X/Y )∗: para x ∈ X y x′2 ∈ Φ definimos

F : Φ→ (X/Y )∗,

〈x+ Y, F (x′2)〉 = 〈x, x′2〉

Fijado x′2 ∈ Φ sea x ∈ Y , digamos

x = ĺımk→∞
∑nk

n=1(a1
n,kx

1
n,k + x2

n,ka
2
n,k).

Entonces

〈x, x′2〉 = ĺım
k→∞

nk∑
n=1

〈a1
n,kx

1
n,k + x2

n,ka
2
n,k, x

′
2〉

= ĺım
k→∞

nk∑
n=1

[〈x1
n,k, x

′
2a

1
n,k〉+ 〈x2

n,k, a
2
n,kx

′
2〉]

= 0

y F (x′2) está bien definida. Claramente F (x′2) es C-lineal y

| 〈x+ Y, F (x′2)〉 |≤‖ x ‖‖ x′2 ‖,
i.e. F (x′2) ∈ (X/Y )∗ y ‖ F (x′2) ‖≤‖ x′2 ‖. Aśı F está bien definida y
es evidentemente C-lineal y contractiva. Es fácil ver que F es mor-
fismo de A/I-bimódulos. Más aún, es inmediato que F es inyectiva.
Asimismo, dado g ∈ (X/Y )∗, si ν : X → X/Y es la proyección al
cociente, se ve que g◦ν ∈ Φ y que F (g◦ν) = g, o sea F es suryectiva.
Pero resulta D2 ∈ Z1(A/I,Φ), y como A/I es amenable existe
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x′2 ∈ Φ tal que D2 = adx′2 . Finalmente, para a ∈ A y x ∈ X te-
nemos

〈x,D(a)− adx′1(a)〉 = 〈x,D1(a)〉
= 〈x,D2(a+ I)〉
= 〈x, adx′2(a+ I)〉
= 〈x, (a+ I)x′2 − x′2(a+ I)〉
= 〈x, ax′2 − x′2a〉
= 〈x, adx′2(a)〉,

i.e. D = adx′1+x′2
.

17. Por lo tanto, un álgebra de Banach A es amenable si y solo si A1 lo
es.
La condición es suficiente por (2.4.16). Rećıprocamente, dado un
A-bimódulo de Banach X y una derivación acotada D : A → X∗,
extendemos D a una derivación acotada D1 : A1 → X∗ haciendo
D1(1) = 0X∗ . Luego existirá x′ ∈ X∗ tal que D1 = adx′ porque A1

es amenable. Como D = D1 |A, D resulta derivación interna.
18. Toda álgebra de Banach amenable A posee aproximación acotada de

la identidad4.
Para ello, sea Ai sea el A-bimódulo de Banach A, con a · b = ab y
b · a = 0A si a, b ∈ A. Dados a, b ∈ A y a′ ∈ A∗i tenemos

〈a′, aιA(b) + ιA(a)b〉 = 〈a′a, ιA(b)〉+ 〈ba′, ιA(a)〉
= 〈b, a′a〉+ 〈a, ba′〉
= 〈ab, a′〉
= 〈a′, ιA(ab)〉,

o sea ιA ∈ Z1(A,A∗∗i ). Como A es amenable existe G ∈ A∗∗i tal
que ιA = adG. Hay entonces una red acotada {gi}i∈I en A tal que

4Un álgebra de Banach A tiene aproximación acotada de la identidad a izquierda
(resp. a derecha), en cuyo caso escribimos A ∈ BLAI (resp. A ∈ BRAI), si tiene alguna
red acotada {ej} tal que eja→ a (resp. aej → a) para cada a ∈ A. Decimos que A tiene
aproximación acotada de la identidad si A ∈ BAI, donde BAI = BLAI ∩ BRAI.
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G = w∗-ĺımi∈I ιA(gi) [64]. Si a ∈ A y a′ ∈ A∗ obtenemos

〈a, a′〉 = 〈a′, ιA(a)〉
= 〈a′, adG(a)〉
= 〈a′, aG−Ga〉
= 〈a′a,G〉
= ĺım

i∈I
〈gi, a′a〉

= 〈a′a,G〉
= ĺım

i∈I
〈agi, a′〉,

i.e. a = w-ĺımi∈I(agi). Aśı a ∈ [aconv({gi}i∈I)]− y conv({gi}i∈I)
es acotado. Por lo tanto A ∈ BRAI (cf. [1]; [17], Prop. 2, p. 58).
Asimismo se prueba que A ∈ BLAI.

19. Un A-bimódulo de Banach X se llama pseudounitario si X = AXA.
20. Un álgebra de Banach A con aproximación acotada de la unidad es

amenable si y solo si H1(A,X∗) = (0) cualquiera sea el A-bimódulo
pseudounitario X.
I (i) Evidentemente la condición es necesaria.
(ii) Por otra parte, seaX unA-bimódulo de Banach yD ∈ Z1(A,X∗).
Por el teorema de factorización de Cohen

X0 , cl(AXA) y X1 = cl(AX)

son A-sub-bimódulos cerrados de X, X0 = AXA y X1 = AX (cf.
[25]; [17], Th. 11.10).
(iii) Considerando al operador de restricción ρ1 : X∗ → X∗1 , como
ρ1 ∈A BA(X∗, X∗1 ) resulta ρ1 ◦D ∈ H1(A,X∗1 ).
(iv) Escribamos D1 = ρ1 ◦ D y sea ρ0 : X∗1 → X∗0 el operador de
restricción. Entonces ρ0 ◦D1 ∈ Z1(A,X∗0 ) pues ρ0 ∈A BA(X∗1 , X

∗
0 ).

(v) Como X0 es pseudounitario por hipótesis existe x′0 ∈ X∗0 tal que
ρ0 ◦D1 = adx′0 .

(vi) Luego D1 − adx′0 ∈ Z
1(A,X⊥0 ). Más aún, hay un isomorfismo

de A-bimódulos de Banach X⊥0 ≈ (X1/X0)∗.
(vii) Aśı D1 − adx′0 ∈ Z

1(A, (X1/X0)∗.

(viii) Pero (X1/X0)A = (0X1/X0
). Dadas una aproximación acotada

de la identidad {ej}j∈J de A y D2 ∈ Z1(A, (X1/X0)∗), considerando
eventualmente alguna subred podemos suponer existe

ξ = w∗-ĺımj∈J D2(ej)
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en (X1/X0)∗. Entonces si a ∈ A vemos que

D2(a) = w∗ − ĺım
j∈J

D2(eja)

= w∗ − ĺım
j∈J

(D(ej)a+ ejD2(a))

= ξa

= adξ(a).

(ix) En particular, D1 será derivación interna, digamos D1 = adx′1
para cierto x′1 ∈ X∗1 . Luego D − adx′1 ∈ Z(A,X⊥1 ) y nuevamente

Z1(A,X∗1 ) ≈ (X/X1)∗. Como A(X/X1) = (0X/X1
), razonando como

antes conclúımos que D deberá ser derivación interna.

2.5. Caracterización de álgebras amenables

1. Sea A un álgebra de Banach compleja. Llamamos diagonal virtual a
todo elemento V ∈ (A⊗̂A)∗∗ tal que aπ̂∗∗A (V ) = ιA(a) y aV = V a
para cada a ∈ A, donde ιA : A ↪→ A∗∗ es la inmersión isométrica
natural de A en A∗∗.

2. Llamamos además diagonal aproximada de A a toda red {vj}j∈J de
elementos de A⊗̂A tal que

avj − vja
w−→ 0A⊗̂A y aπ̂A(vj)

w−→ a.

para cada a ∈ A.
3. [91], [33] Son equivalentes5:

(a) A es álgebra de Banach amenable.
(b) A posee alguna diagonal virtual.
(c) A posee alguna diagonal aproximada acotada.
(a⇒ b) Sea {ej}j∈B una aproximación acotada de la identidad de A.
Considerando eventualmente una subred, podemos asumir que existe
V1 = w∗-ĺımj∈J ιA⊗̂A(ej ⊗ ej) en (A⊗̂A)∗∗. Dados a ∈ A tenemos

π̂∗∗A (adV1(a)) = π̂∗∗A (aV1 − V1a)

= w∗- ĺım
j∈J

π̂∗∗(ιA⊗̂A((aej)⊗ ej − ej ⊗ (eja)))

= w∗- ĺım
j∈J

ιA(ae2
j − e2

ja)

= 0A∗∗ ,

porque además, si C > 0 es tal que ‖ ej ‖≤ C si j ∈ J , en todo caso
tenemos

‖ ae2
j − e2

ja ‖ ≤‖ (aej − a)ej ‖ + ‖ aej − eja ‖ + ‖ ej(a− eja) ‖
≤‖ aej − a ‖‖ ej ‖ + ‖ aej − eja ‖ + ‖ ej ‖‖ a− eja ‖
≤ C(‖ aej − a ‖ + ‖ a− eja ‖)+ ‖ aej − eja ‖,

5V. (2.7.6) y (2.7.10)
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de donde ĺımj∈J(ae2
j − e2

ja) = 0.

Aśı adV1(A) ⊆ ker(π̂∗∗A ). Veamos que

(2.5.1) ker(π̂∗∗A ) = j∗∗(ker(π̂A)∗∗),

donde j : ker(π̂) ↪→ A⊗̂A es la inclusión, y que j∗∗ es monomorfismo
de espacios de Banach.
Por un lado, dados S ∈ ker(π̂A)∗∗ y F ∈ (A⊗̂A)∗ tenemos

〈F, π̂∗∗A (j∗∗(S))〉 = 〈(π̂A ◦ j)∗(F ), S〉
= 〈F ◦ π̂A◦ |ker(π̂A), S〉
= 0

y resulta la inclusión ⊇. Sea ahora W ∈ ker(π̂∗∗A ) y veamos existe
m ∈ ker(π̂A)∗∗ tal que j∗∗(m) = W . Puesto que, por el teorema de
Hahn-Banach,

j∗ : (A⊗̂A)∗∗ → ker(π̂A)∗

es suryectiva, dado x ∈ ker(π̂A)∗ tomemos G ∈ (A⊗̂A)∗ tal que
x = j∗(G). Escribamos entonces m(x) = W (G). Veamos que m está
bien definida ya que ker(j∗) ⊆ ker(W ).
En efecto, sea H ∈ (A⊗̂A)∗ tal que H |ker(π̂A)≡ 0. Como W ◦ π̂∗A = 0
bastará ver que existe a′ ∈ A∗ tal que H = π̂∗A(a′). Sea entonces
a′(π̂A(u)) = H(u), u ∈ A⊗̂A. En particular, si u ∈ ker(π̂A) entonces
H(u) = 0, de modo que a′ está bien definida sobre Im(π̂A). Pero
A ∈ BAI porque es amenable. Por el teorema de factorización de
Cohen todo elemento a ∈ A es del tipo a = bc para ciertos b, c ∈ A
(cf. [25]; [17], Th. 11.10). Luego a = π̂A(b⊗ c) y π̂A es suryectiva y
a′ : A→ C. Es fácil ver que a′ es C-lineal.
Además, por el teorema de la función abierta existe η > 0 tal que
(A)η ⊆ π̂A((A⊗̂A)1). Dado v ∈ A⊗̂A − ker(π̂A) existe w ∈ (A⊗̂A)1

y tal que

η

2
π̂A(v)
‖π̂A(v)‖ = π̂A(w).

En consecuencia existe z ∈ ker(π̂A) tal que

v =
2

η
‖ π̂A(v) ‖ w + z.
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Notemos que la identidad anterior también es cierta si v ∈ ker(π̂A).
En todo caso,

| a′(π̂A(v)) | = 2

η
‖ π̂A(v) ‖| a′(π̂A(w)) |

=
2

η
‖ π̂A(v) ‖| H(w) |

≤ 2

η
‖ π̂A(v) ‖‖ H ‖‖ w ‖∧

≤ 2

η
‖ π̂A(v) ‖‖ H ‖,

o sea a′ ∈ A∗, por construcción H = π̂∗A(a′) y sigue (2.5.1).
Puesto que j∗ es epimorfismo j∗∗ deviene monomorfismo. Por el
teorema de la función abierta j∗∗ |ker(π̂∗∗A ) es isomorfismo de espacios
de Banach, más aún, de A-bimódulos de Banach.
Aśı (j∗∗)−1 ◦adV1 : A→ ker(π̂A)∗∗ deviene derivación acotada y, por
la amenabilidad de A, existe T ∈ ker(π̂A)∗∗ tal que

(j∗∗)−1 ◦ adV1 = adT .

Escribiendo V2 = j∗∗(T ) es adV1 = adV2 . Haciendo V = V1 − V2

en (A⊗̂A)∗∗ tenemos aV = V a para cada a ∈ A. Finalmente, sean
b ∈ A y b′ ∈ A∗. Como para cada j es

‖ e2
jb− b ‖ ≤‖ e2

jb− ejb ‖ + ‖ ejb− b ‖
≤‖ ej ‖‖ ejb− b ‖ + ‖ ejb− b ‖
≤ (C + 1) ‖ ejb− b ‖

sigue que e2
jb→ b. Entonces

〈b′, π̂∗∗A (V )b〉 = 〈bb′, π̂∗∗A (V1)〉
= 〈π̂∗A(bb′), V1〉
= ĺım

j∈J
〈ej ⊗ ej , π̂∗A(bb′)〉

= ĺım
j∈J
〈e2
jb, b

′〉

= 〈b, b′〉

y V es diagonal virtual de A.
(b⇒ c) Dada una diagonal virtual V de A, por el teorema de Golds-
tine, hay una red acotada {vj}j∈J tal que V = w∗-ĺımj∈J ιA⊗̂A(vj).

Si a ∈ A, a′ ∈ A∗ y F ∈ (A⊗̂A)∗ tenemos

0 = 〈F, aV − V a〉 = 〈Fa− aF, V 〉 = ĺımj∈J〈avj − vja, F 〉
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y además

〈a, a′〉 = 〈a′, π̂∗∗A (V )a〉
= 〈π̂∗A(aa′), V 〉
= ĺım

j∈J
〈vj , π̂∗A(aa′)〉

= ĺım
j∈J
〈π̂A(vj)a, a

′〉,

de modo que {vj}j∈J es diagonal aproximada de A.
(c ⇒ a) Sean {vj}j∈J diagonal aproximada de A, X un A-bimódulo
de Banach y D ∈ Z1(A,X∗). Por (2.4.20) vamos a asumir que X es
pseudounitario.
Existe D̂ ∈ B(A⊗̂A,X∗) único tal que D̂(a⊗ b) = aD(b) para cada
a, b ∈ A.
Sea vj =

∑∞
n=1 an,j ⊗ bn,j , con

∑∞
n=1 ‖ an,j ‖‖ bn,j ‖< ∞ para

cada j. Entonces {D̂(vj)}j∈J será acotado en X∗ y por el teorema
de Banach-Alaoglu, pasando eventualmente a una subred, existirá
x′ ∈ X∗ tal que x′ = w∗-ĺımj∈J D̂(vj).
Dados a ∈ A y x ∈ X tenemos

〈x, ax′〉 = 〈xa, a′〉

= ĺım
j∈J
〈xa, D̂(vj)〉

= ĺım
j∈J

∞∑
n=1

〈xa, an,jD(bn,j)〉

= ĺım
j∈J

∞∑
n=1

〈x, aan,jD(bn,j)〉

= ĺım
j∈J
〈x, D̂(avj)〉

= ĺım
j∈J
〈x, D̂(vja)〉

= ĺım
j∈J

∞∑
n=1

〈x, an,jD(bn,ja)〉

= ĺım
j∈J

∞∑
n=1

〈x, an,jbn,jD(a) + an,jD(bn,j)a〉

= ĺım
j∈J

[〈xπ̂A(vj), D(a)〉+ 〈x, D̂(vj)a〉] (por la pseudounitaridad de X)

= 〈x,D(a)〉+ 〈x, x′a〉,

i.e. D = adx′ .
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2.6. Módulos libres, colibres, proyectivos, inyectivos, playos

1. Fijada un álgebra de Banach A y un espacio de Banach E llamamos
libre y colibre a todo A módulo a izquierda del tipo A1⊗̂E y B(A1, E)
respectivamente.
Notar que B(A1, E) resulta A-módulo de Banach a izquierda (resp.
a derecha) si (aT )(b1) = T (b1a) (resp. (Ta)(b1) = T (ab1)) para cada
a ∈ A, b1 ∈ A1, T ∈ B(A1, E).

2. Sean M,N dos A-módulos de Banach y T ∈ B(M,N) un morfismo
de A-módulos de Banach. Se dice que T es admisible si im(T ) es
cerrado y tanto ker(T ) como im(T ) son complementables en M y N
respectivamente.

3. [80] Un A-módulo a izquierda (resp. a derecha) de Banach P se
dice proyectivo si dados A-módulos de Banach a izquierda (resp. a
derecha) M,N , un morfismo de A-módulo de Banach a izquierda
(resp. a derecha) U : P → N y un epimorfismo admisible de A-
módulos de Banach a izquierda (resp. a derecha) S : M → N existe
un morfismo de A-módulos de Banach a izquierda (resp. a derecha)
T : P →M tal que U = S ◦ T .

4. Un A-módulo a izquierda (resp. a derecha) de Banach I se dice
inyectivo si dados A-módulos de Banach a izquierda (resp. a derecha)
M,N , un morfismo de A-módulo de Banach a izquierda (resp. a
derecha) U : M → I y un monomorfismo admisible de A-módulos de
Banach a izquierda (resp. a derecha) T : M → N existe un morfismo
de A-módulos de Banach a izquierda (resp. a derecha) S : N → I
tal que U = S ◦ T .

5. Sean A1 la unitización de un álgebra de Banach A y P un A-módulo
de Banach a izquierda (resp. a derecha). Sea πA,P : A × P → P
(resp. πP,A : P × A → P ) la correspondiente acción a izquierda
(resp. a derecha) de A en P . También escribiremos π̂A,P : A⊗̂P → P
(resp. π̂P,A : P ⊗̂A→ P ) a los correspondientes operadores sobre los
productos proyectivos inducidos.

6. Sea P un A-módulo de Banach a izquierda. Son equivalentes:
(i) P es proyectivo.
(ii) π̂A1,P es una retracción, i.e. existe ρ ∈A B(P,A1⊗̂P ) tal que
π̂A1,P ◦ ρ = IdP .
(iii) La sucesión exacta corta

0→ ker(π̂A1,P )
ι−→ A1⊗̂P

π̂A1,P−−−−→ P → 0

es escindida.
(iv) Hay algún A-módulo a izquierda Q tal que P ⊕Q es libre.
((i)⇔(ii)) Precisamente,

(2.6.1) A1⊗̂P = A⊗̂P ⊕ 1⊗̂P.
En efecto, sea u ∈ A1⊗̂P , digamos u =

∑
(an + αn) ⊗ pn, con∑

‖ an + αn ‖‖ pn ‖< ∞. En consecuencia
∑
‖ an ‖‖ pn ‖< ∞ y



2.6. MÓDULOS LIBRES, COLIBRES, PROYECTIVOS, INYECTIVOS, PLAYOS 61∑
| αn |‖ pn ‖<∞ y podemos escribir

u =
∑

(an + αn)⊗ pn

=
∑

an ⊗ pn +
∑

αn ⊗ pn

=
∑

an ⊗ pn + 1⊗
∑

(αnpn).

Además, si v ∈ A⊗̂P ∩ 1⊗̂P entonces 0C⊗̂P = (h∞ ⊗ IdP )(v) = v,
donde h∞ : A1 → C es el homomorfismo h∞(a, α) = α para cada
(a, α). Aśı sigue (2.6.1).
Con la notación anterior, obtenemos

u =
∑

(an + αn)⊗ pn

=
∑

(an ⊗ pn − 1⊗ (anpn)) + 1⊗
∑

(anpn + αnpn).

Supongamos existe w ∈ ker(π̂A1,P ) ∩ (1⊗̂P ), w = w1 + 1 ⊗ p con
w1 ∈ A⊗̂P y p ∈ P . Por (2.6.1) debe ser w1 = 0A⊗̂P , y por lo tanto

p = 0P porque w ∈ ker(π̂A1,P ). Aśı A1⊗̂P = ker(π̂A1,P ) ⊕ (1⊗̂P ) y
como π̂A1,P es epimorfismo resulta admisible. Asumiendo que P es
proyectivo la condición resulta ahora necesaria.
Rećıprocamente, sean dados M,N dos A-módulos de Banach a iz-
quierda, U ∈A B(P,N) y un epimorfismo admisible S ∈A B(M,N).
Sea M = ker(S)⊕M1 para cierto subespacio cerrado M1 de M . Sea
V : A1 × P →M tal que V (a+ α, p) = m1 si m1 ∈M1 y

S(m1) = (U ◦ π̂A1,P )((a+ α)⊗ p).
Entonces V resulta funcional biaditiva acotada e induce un operador
V o ∈ B(A1⊗̂P,M) tal que en todo caso V o((a+α)⊗p) = V (a+α, p).
Más aún, V o deviene homomorfismo de A-módulos a izquierda. Sea
ahora ρ ∈A B(P,A1⊕̂P ) tal que π̂A1,P ◦ρ = IdP . Haciendo T = V o◦ρ
se tiene T ∈A B(P,M) y

S ◦ T = S ◦ (V o ◦ ρ)

= (S ◦ V o) ◦ ρ
= (U ◦ π̂A1,P ) ◦ ρ
= U ◦ (π̂A1,P ◦ ρ)

= U ◦ IdP

= U.

((ii)⇔(iii)) Es inmediato.
((ii)⇒(iv)) Es inmediato.
((iv)→(i)) Sean M,N dos A-módulos a izquierda, U ∈A B(P,N) y
S ∈A B(M,N) epimorfismo admisible. Consideremos P⊕Q = A1⊗̂E
para ciertos espacios de Banach Q y E.
Entonces S ⊕ IdQ ∈A B(M ⊕Q,N ⊕Q) es epimorfismo y

U ⊕ IdQ ∈A B(P ⊕Q,N ⊕Q).
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Suponiendo exista Λ ∈A B(P ⊕Q,M ⊕Q) tal que

(S ⊕ IdQ) ◦ Λ = U ⊕ IdQ

será U = S◦(πM◦Λ◦ιP ). Podemos suponer entonces que P = A1⊗̂E.
Sea T ∈ B(N,M) tal que S ◦ T = IdN . Haciendo R = T ◦ U ,

R ∈ B(P,M). Existe R̂ ∈ B(A1⊗̂P,M) único tal que R̂(1⊗p) = R(p)

si p ∈ P . Haciendo T = R̂◦j, con j : P ↪→ A1⊗̂P resultará S◦T = U .
7. Sea I un A-módulo de Banach a izquierda. Son equivalentes:

(i) El homomorfismo canónico ∆A1,I : I →A B(A1, I) admite un
inverso a izquierda en AB(B(A1, I), I).
(ii) Hay algún A-módulo a izquierda G tal que I es sumando directo
de B(A1, G).
(iii) I es inyectivo.
(iv) Cada sucesión exacta corta 0 → I → E → E/I → 0 de A-
módulos de Banach es escindida.
I ((i)⇒(ii)) Sea ρ ∈A B(B(A1, I), I) tal que ρ◦∆A1,I = IdI . Entonces

B(A1, I) = ker(ρ)⊕ im(∆A1,I).

Puesto que ∆A1,I es inyectivo basta tomar G = I.
((ii)⇒(iii)) Podemos asumir que I es colibre, digamos I = B(A1, G)
para cierto A-módulo de Banach G. Consideremos el diagrama de
morfismos y A-módulos de Banach a izquierda.

0 → E
α−→ F = α(E)⊕ F1

β ↓
B(A1, G)

Hay un isomorfismo de A-módulos

∆F,G :A B(F,G)→A B(F,B(A1, G)),

∆F,G(T ) = ∆A1,G ◦ T.

Entonces ∆F,G está bien definido pues ∆A1,G ∈A B(G,B(A1, G)). Es

fácil ver que ∆−1
F,G(θ)(f) = θ(f)(1) para cada θ ∈A B(F,B(A1, G))

y f ∈ F . Dado entonces γ ∈A B(F,E) tal que γ ◦ α = IdE es
β ◦ γ ∈A B(F,B(A1, G)). Sea δ = Γ−1

F,G(β ◦ γ) en B(F,G). Como

β ◦ γ = ∆F,G(δ) es β = ∆F,G(δ) ◦ α, i.e. β = (∆A1,G ◦ δ) ◦ α, con

∆A1,G ◦ δ ∈A B(F,B(A1, G)).
((iii)⇒(iv)) Es evidente.
((iv)⇒(i)) Puesto que ∆A1,I es inyectiva basta considerar la sucesión
exacta corta

0→ I
∆A1,I−−−−→A B(A1, I)→ AB(A1, I)

im(∆A1,I)
→ 0.

8. Sean A un álgebra de Banach y F ∈ A-Mod (resp. F ∈ Mod-A).
Decimos que F es playo si el functor ?⊗̂AF :Mod-A→ Ban (resp. el
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functor FA⊗̂? : A-Mod→Ban) transforma sucesiones exactas cortas
admisibles6 en sucesiones exactas cortas.

9. Un A-módulo de Banach a izquierda (derecha) F es playo si y solo
si F ∗ es A-módulo de Banach a derecha (izquierda) inyectivo.
(⇒) Consideremos el diagrama de módulos

0 → L
ξ−→ N

η ↓
F ∗

de A-módulos a derecha y morfismos, en particular ξ-admisible. En-
tonces

0→ L
ξ−→ N → N/ξ(L)→ 0

es sucesión exacta corta admisible en Mod-A. Por la playicidad de
F ,

0→ L⊗̂AF
ξ⊗IdF−−−−→ N⊗̂AF → N

ξ(L)⊗̂AF → 0

es sucesión exacta corta, como asimismo la sucesión

0← (L⊗̂AF )∗
(ξ⊗IdF )∗←−−−−−− (N⊗̂AF )∗ ← ( N

ξ(L)⊗̂AF )∗ ← 0.

Como η ∈ BA(L,F ∗) existe η̂ ∈ (L⊗̂AF )∗ único tal que

η̂(l ⊗ f) = η(l)(f)

en tensores básicos. Por lo tanto existe Θ ∈ (N⊗̂AF )∗ tal que

η̂ = (ξ ⊗ IdF )∗(Θ).

Queda inducido θ ∈ BA(N,F ∗) tal que θ(n)(f) = Θ(n ⊗ f) para
cada n ∈ N y f ∈ F . Dados entonces l ∈ L y f ∈ F tenemos

(θ ◦ ξ)(l)(f) = θ(ξ(l))(f)

= Θ(ξ(l)⊗ f)

= (Θ ◦ (ξ ⊗ IdF ))(l ⊗ f)

= η̂(l ⊗ f)

= η(l)(f),

o bien θ ◦ ξ = η y F ∗ resulta inyectivo.
(⇐) Supongamos F ∗ inyectivo y consideremos una sucesión exacta
corta admisible

0→M
ϕ−→ N

φ−→ O → 0

en Mod-A.

(i) Veamos que M⊗̂AF
ϕ⊗IdF−−−−→ N⊗̂AF es inyectiva. Para ello bas-

tará probar que (ϕ ⊗ IdF )∗ es suryectiva. Consideremos entonces
Λ ∈ (M⊗̂AF )∗ y sea λ ∈ BA(M,F ∗) tal que λ(m)(f) = Λ(m ⊗ f)
cualesquiera sean m ∈M y f ∈ F . Puesto que F ∗ es inyectivo existe

6Una sucesión exactas corta de A-módulos 0 → F → E
π−→ E/F → 0 es admisible si

π es una retracción.
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α ∈ BA(N,F ∗) tal que λ = α◦ϕ. Existe además A ∈ (N⊗̂AF ) único
tal que A(n⊗ f) = α(n)(f) en tensores básicos. Aśı

(ϕ⊗ IdF )∗(A)(m⊗ f) = A(ϕ(m)⊗ f)

= α(ϕ(m))(f)

= λ(m)(f)

= Λ(m⊗ f)

en tensores básicos, de donde (ϕ⊗ IdF )∗(A) = Λ.

(ii) N⊗̂AF
φ⊗IdF−−−−→ O⊗̂AF es suryectiva: Sea u ∈ O⊗̂AF , digamos

u =
∑∞

k=1 ok ⊗ fk, con
∑∞

k=1 ‖ ok ‖‖ fk ‖<∞. Como φ es operador
lineal acotado suryectivo entre espacios de Banach existe ε > 0 tal
que (O)ε ⊆ φ((N)1). Existe (nk)k∈N ⊆ (N)1 tal que

u =

∞∑
k=1

(
ε

2

ok
‖ ok ‖

)⊗ (
2

ε
‖ ok ‖ fk)

=

∞∑
k=1

φ(nk)⊗ (
2

ε
‖ ok ‖ fk).

Como ∑∞
k=1 ‖ nk ‖‖

2
ε ‖ ok ‖ fk ‖≤

2
ε

∑∞
k=1 ‖ ok ‖‖ fk ‖<∞

está definido
∑∞

k=1 nk ⊗ (2
ε ‖ ok ‖ fk) en N⊗̂AF y

u = (φ⊗ IdF )(
∑∞

k=1 nk ⊗ (2
ε ‖ ok ‖ fk)).

(iii) Finalmente im(ϕ ⊗ IdF ) = ker(φ ⊗ IdF ). La inclusión ⊆ es
inmediata. Puesto que ϕ es admisible existe ϕ1 ∈ BA(N,M) tal que
ϕ1 ◦ ϕ = IdM . Por ello sigue enseguida que im(ϕ⊗ IdF ) es cerrado.
Sea

B : N⊗̂AF
im(ϕ⊗IdF )

→ O⊗̂AF

tal que B(u+im(ϕ⊗ IdF )) = (φ⊗ IdF )(u). Notamos que B está bien
definido. Además, como φ es admisible existe φ1 ∈ BA(O,N) tal que
φ ◦ im(ϕ⊗ IdF )φ1 = IdO. Podemos definir

B1 : O⊗̂AF → N⊗̂AF
im(ϕ⊗IdF )

tal que B1(o⊗ f) = φ1(o)⊗ f + im(ϕ⊗ IdF ) en tensores básicos. Es
fácil ver que los operadores B y B1 son rećıprocos, de modo que B
es isomorfismo de espacios de Banach y sigue la inclusión ⊇.

2.7. Biproyectividad y biplayicidad

1. Un álgebra de Banach A se dice biproyectiva si es proyectiva en
cuanto A-bimódulo de Banach.

2. Son equivalentes:
(i) A es biproyectiva.
(ii) 1π̂1 : A1⊗̂A⊗̂A1 → A es una retracción.
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(iii) π̂ es una retracción.
I (i⇒ ii) Si ρ1 ∈A BA(A,A1⊗̂A), ρ2 ∈A BA(A,A⊗̂A1) son inversos
a derecha de 1π̂ y π̂1 sea ρ = (IdA1 ⊗ ρ2) ◦ ρ1. Dados a, b ∈ A sean

ρ1(b) =

∞∑
n=1

un ⊗ bn, con

∞∑
n=1

‖ un ‖‖ bn ‖<∞,

ρ1(a) =
∞∑
n=1

vn ⊗ an, con
∞∑
n=1

‖ vn ‖‖ an ‖<∞, .

Tendremos

ρ(ab) = (IdA1 ⊗ ρ2)(aρ1(b))

=
∞∑
n=1

(aun)⊗ ρ2(bn)

= a(IdA1 ⊗ ρ2)(

∞∑
n=1

un ⊗ bn)

= aρ(b).

Asimismo,

ρ(a)b = (IdA1 ⊗ ρ2)(ρ1(a))b

=
∞∑
n=1

vn ⊗ ρ2(an)b

=

∞∑
n=1

vn ⊗ ρ2(anb)

= (IdA1 ⊗ ρ2)(
∞∑
n=1

vn ⊗ (anb))

= (IdA1 ⊗ ρ2)(ρ1(a)b)

= (IdA1 ⊗ ρ2)(ρ1(ab))

= ρ(ab).

Aśı ρ ∈A BA(A,A1⊗̂(A⊗̂A1)) y

1π̂ ◦ (IdA1 ⊗ π̂1) ◦ (IdA1 ⊗ ρ2) ◦ ρ1 =1 π̂ ◦ (IdA1 ⊗ (π̂1 ◦ ρ2)) ◦ ρ1

=1 π̂ ◦ (IdA1 ⊗ IdA) ◦ ρ1

=1 π̂ ◦ ρ1

= IdA.

(ii ⇒ iii) Sea ρ ∈A BA(A,A1⊗̂A⊗̂A1) tal que 1π̂1 ◦ ρ = IdA. Consi-
deremos es isomorfismo natural U : (A1⊗̂A)⊗̂A1 → A1⊗̂(A⊗̂A1) y
sea ρ = (IdA1 ⊗ π̂1) ◦ U ◦ ρ en ABA(A,A1⊗̂A). Entonces

1π̂ ◦ ρ = [1π̂ ◦ (IdA1 ⊗ π̂1) ◦ U ] ◦ ρ =1 π̂1 ◦ ρ = IdA.
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Claramente ρ(A2) ⊆ A⊗̂A. Bastará ver entonces que cl(A2) es denso
en A. Para ello, dado a ∈ A podemos escribir

ρ(a) =
∑∞

n=1(an + αn1)⊗ bn,

con
∑∞

n=1 ‖ an+αn1 ‖‖ bn ‖<∞. Evidentemente
∑∞

n=1 ‖ an ‖‖ bn ‖
y
∑∞

n=1 ‖ αnbn ‖ son series convergentes y podemos escribir

ρ(a) =

∞∑
n=1

an ⊗ bn + 1⊗
∞∑
n=1

αnbn

= ξ + 1⊗ c,

con c ∈ A y ξ ∈ A⊗̂A. Entonces a =1 π̂(ξ) + c, i.e.

ρ(a) = ξ + 1⊗ (a−1 π̂(ξ)).

En consecuencia

ρ(a2) = aρ(a) = aξ + a⊗ a− a⊗1 π̂(ξ)

= ρ(a)a = ξa+ 1⊗ a2 − 1⊗ π̂(ξ)a.

Sea θ ∈ cl(A2)⊥ y extendamos θ a θ1 ∈ A∗1 de modo que θ1(1) = 1.
Entonces

〈ρ(a2), θ1 ⊗ θ〉 = 〈a, θ〉2

= 〈a2, θ〉
= 0,

i.e. 〈a, θ〉 = 0. Puesto que a ∈ A es arbitrario θ = 0 y cl(A2) deviene
denso en A.
(iii⇒ i) Sea ρ ∈A BA(A⊗̂A) tal que π̂ ◦ρ = IdA. Si h : A ↪→ A1 es la
inmersión natural de A en A1 sea ζ = (h⊗IdA)◦ρ ∈A BA(A,A1⊗̂A).
Entonces 1π̂ ◦ ζ = π̂ ◦ρ = IdA y A es proyectivo en cuanto A-módulo
a izquierda. Análogamente se da el caso a derecha.

3. Un álgebra de Banach A se dice biplaya si es biplaya en cuanto
A-bimódulo de Banach.

4. Toda álgebra de Banach biplaya A es esencial.
I (i) Como π̂A1,A es epimorfismo π̂∗A1,A

: A∗ → (A1⊗̂A)∗ es mono-

morfismo. Por (2.6.9) A∗ es inyectivo y existe η ∈A BA((A1⊗̂A)∗, A∗)
tal que η ◦ π̂∗A1,A

= IdA∗ .

(ii) Si A no fuere esencial sean a ∈ A y a′ ∈ A∗ tal que 〈a, a′〉 = 1 y
a′ |A2≡ 0.
(iii) Sea f ∈ (A1⊗̂A)∗ único tal que 〈(b+β)⊗ c, f〉 = 〈b, a′〉〈c, a′〉 en
tensores básicos y escribamos b′ = η(f).
(iv) Como Af = {0(A1⊗̂A)∗} entonces Ab′ = {0A∗}, o sea b′ |A2≡ 0.
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(v) Además

(fa)((b+ β)⊗ c) = f((ab+ βa)⊗ c)
= β〈a, a′〉〈c, a′〉
= β〈c, a′〉
= 〈βc+ bc, a′〉
= 〈(b+ β)⊗ c), π̂∗A1,A(a′)〉

en tensores básicos, i.e. fa = π̂∗A1,A
(a′).

(vi) Entonces

a′ = η(fa) = b′a.

Luego

1 = 〈a, a′〉 = 〈a2, b′〉 = 0,

lo que es absurdo.
5. Sea A un álgebra de Banach. Son equivalentes:

(i) A es biplaya.
(ii) π̂∗A es una co-retracción.
(iii) Existe σ ∈A BA[A, (A⊗̂A)∗∗] tal que π̂∗∗A ◦ σ = ιA.
I (i ⇒ ii) Si A es biplaya existe ν ∈A BA[(A1⊗̂A)∗, A∗] de manera
que IdA∗ = ν ◦ π̂∗A1,A

. Con ι : A⊗̂A ↪→ A1⊗̂A tenemos la siguiente
composición de morfismos de A-bimódulos

(A1⊗̂A)∗
ι∗−→ (A⊗̂A)∗ → 0

π̂∗A1,A
↖↘ ν ↑ π̂∗A

A∗

Sea f ∈ (A⊗̂A)∗, digamos f = ι∗(F ) para cierto F ∈ (A1⊗̂A)∗.
Hagamos η(f) = ν(F ). Si ι∗(F ) = 0(A⊗̂A)∗ entonces F ∈ (A⊗̂A)⊥.

Luego dado a ∈ A es Fa = 0(A1⊗̂A)∗ , y también ν(F )a = 0A∗ . Como

a es arbitrario ν(F ) ∈ (A2)⊥. Como A es esencial ν(F ) = 0A∗ y η
está bien definida.
Es claro ahora que η es morfismo acotado de A-bimódulos y

η ◦ π̂∗A = η ◦ (ι∗ ◦ π̂∗A1,A
) = (η ◦ ι∗) ◦ π̂∗A1,A

= ν ◦ π̂∗A1,A
= IdA∗ .

(ii ⇒ iii) Sea η ∈A BA[(A⊗̂A)∗, A∗] tal que η ◦ π̂∗A = IdA∗ . Es fácil
ver que η∗ ◦ ιA ∈A es morfismo de A-bimódulos y

ιA = IdA∗∗ ◦ ιA = (η ◦ π̂∗A)∗ ◦ ιA = π̂∗∗A ◦ (η∗ ◦ ιA).

(iii ⇒ ii) Sea σ ∈A BA[A, (A⊗̂A)∗∗] tal que π̂∗∗A ◦ σ = ιA. Definimos
ζ : (A⊗̂A)∗ → A∗ tal que ζ(g)(a) = 〈g, σ(a)〉 para cada a, g. Es
inmediato que se trata de un homomorfismo acotado de A-bimódulos
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de Banach y

ζ(π̂∗A(a′))(a) = 〈π̂∗A(a′), σ(a)〉
= 〈a′, π̂∗A(σ(a))〉
= 〈a′, ιA(a)〉
= 〈a, a′〉,

i.e. ζ ◦ π̂∗A = IdA∗ .
(ii ⇒ i)(a) Veamos, aplicando (2.6.7), que (A1⊗̂A)∗ es A-módulo de
Banach a izquierda inyectivo. En efecto, sea

S :A B[A1, (A1⊗̂A)∗]→ (A1⊗̂A)∗,

S(ϕ) = ϕ(1).

Se trata de un operador acotado bien definido y dados a ∈ A y
ϕ ∈A B[A1, (A1⊗̂A)∗] tenemos

S(aϕ) = (aϕ)(1) = ϕ(a) = aϕ(1) = aS(ϕ).

Si F ∈ (A1⊗̂A)∗ tenemos también

(S ◦∆A1,(A1⊗̂A)∗)(F ) = ∆A1,(A1⊗̂A)∗(F )(1) = 1F = F .

(ii ⇒ i)(b) Sea η ◦ π̂∗A = IdA∗ para cierta η ∈A BA[(A⊗̂A)∗, A∗].
Haciendo η1 = η ◦ ι∗ resulta η1 ◦ π̂∗A1,A

= IdA∗ .

(ii ⇒ i)(c) Sean M,N ∈ A-Mod, x ∈A B(M,N) monomorfismo
admisible, y ∈A B(M,A∗). Por la inyectividad de (A1⊗̂A)∗ existe
z ∈A B[N, (A1⊗̂A)∗] tal que π̂∗A1,A

◦y = z ◦x. Escribiendo z1 = η1 ◦z
resulta z1 ∈A B(N,A∗) y

z1◦x = (η1◦z)◦x = η1◦(z◦x) = η1◦(π̂∗A1,A
◦y) = (η1◦π̂∗A1,A

)◦y = y,

o sea A∗ resulta A-módulo de Banach inyectivo a izquierda.
(ii ⇒ i)(d) Análogamente (A1⊗̂A)∗ es A-módulo de Banach a dere-
cha inyectivo, como sigue observando que el operador S es también
homomorfismo de módulos de Banach a derecha. Con ligeras mo-
dificaciones de argumento se ve que A∗ es asimismo A-módulo de
Banach inyectivo a derecha. La conclusión sigue de (2.6.9).

6. Sea A un álgebra de Banach. Entonces (i ⇒ ii ⇒ iii), donde
(i) A es amenable.
(ii) A ∈ BAI y π̂∗A es una co-retracción.
(iii) A ∈ BAI y π̂∗es : (A∗)es → [(A⊗̂A)∗]es es co-retracción de A-
bimódulos, con π̂∗es = π̂∗A |(A∗)es .

7

I (i ⇒ ii) Sean A amenable y V ∈ (A1⊗̂A1)∗∗ una diagonal virtual
de A. En particular, sabemos que A ∈ BAI. Dados f ∈ (A⊗̂A)∗

y a ∈ A sea 〈a, λ(f)〉 = 〈af, V 〉. Claramente λ(f) ∈ A∗. Dados

7Si X es A-módulo de Banach a izquierda (o derecha) escribimos Xes al A-submódulo
a izquierda (o a derecha) esencial de X, o sea Xes = clc(AX)− (o Xes = clc(XA)−).
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a, b, c ∈ A, f ∈ (A⊗̂A)∗ resulta

〈a, λ(bfc)〉 = 〈a(bfc), V 〉)
= 〈f, c(V a)b〉
= 〈f, (cab)V 〉
= 〈f(cab), V 〉
= 〈cab, λ(f)〉
= 〈a, bλ(f)c〉,

o sea λ es morfismo acotado de A-bimódulos. Si además a′ ∈ A∗ es

〈a, (λ ◦ π̂∗A(a′)〉 = 〈π̂∗A(a′)a, V 〉
= 〈a′, π̂∗∗A (aV )〉
= 〈a′, aπ̂∗∗A (V )〉
= 〈a, a′〉,

i.e. λ ◦ π̂∗A = IdA∗ .
(ii⇒ iii) Sea λ ∈A BA[(A⊗̂A)∗, A∗] inverso a izquierda de π̂∗A. Como
π̂∗A es morfismo de A-bimódulos de Banach

π̂∗A(AA∗A) ⊆ A(A⊗̂A)∗A ⊆ [(A⊗̂A)∗]es.

Como además π̂∗A es acotado π̂∗A((A∗)es) ⊆ [(A⊗̂A)∗]es. Análogamen-
te λ([(A⊗̂A)∗]es) ⊆ (A∗)es. Aśı λ |[(A⊗̂A)∗]es

∈A BA([(A⊗̂A)∗]es, (A
∗)es)

y λ |[(A⊗̂A)∗]es
◦π̂∗es = Id(A∗)es .

7. Sean A-álgebra de Banach, X ∈ Mod-A e I-ideal a izquierda de A
tal que I ∈ BRAI. Entonces X⊗̂AI ≈ ccl(XI).
I Si {ej}j∈J ∈ BRAI(I), es fácil ver que {ej}j∈J ∈ BRAI(ccl(XI)).
Por el teorema de Cohen será ccl(XI) = XI. Luego la aplicación

π̂X,I |ccl(XI): X⊗̂AI → ccl(XI) es suryectiva.
Sea u ∈ X⊗̂AI, con u =

∑∞
k=1 xk ⊗ ak y

∑∞
k=1 ‖ xk ‖‖ ak ‖< ∞.

Sea K > 0 tal que ‖ ej ‖≤ K para todo j ∈ J . Dado ε > 0 sea n ∈ N
tal que

∑
k>n ‖ xk ‖‖ ak ‖< ε/(1 +K). Si j ∈ J estimamos

‖ u− π̂X,I(u)⊗ ej ‖∧ =‖
∞∑
k=1

xk ⊗ ak − (

∞∑
k=1

xkak)⊗ ej ‖∧

=‖ [
n∑
k=1

+
∑
k>n

]xk ⊗ (ak − akej) ‖∧

≤‖
n∑
k=1

xk ⊗ (ak − akej) ‖∧ +ε.

Luego ĺımj∈J ‖ u− π̂X,I(u)⊗ ej ‖∧≤ ε, i.e. u = ĺımj∈J(π̂X,I(u)⊗ ej).
Aśı π̂X,I resulta inyectiva y la afirmación sigue del teorema de la
función abierta.
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8. Sean X,Y A-módulos de Banach a derecha e izquierda respectiva-
mente. Dado ϕ ∈ BA[X⊗̂AA, Y ∗] (resp. ψ ∈ BA[X, (A⊗̂AY )∗]) existe
un único morfismo ψ (resp. ϕ) tal que el siguiente diagrama de A-
módulos y morfismos conmuta

X⊗̂AA
ϕ−→ Y ∗

π̂X,A ↓ ↓ π̂∗A,Y
X

ψ−→ (A⊗̂AY )∗

Precisamente, basta observar la existencia de isomorfismos f , g, h
tales que

BA[X⊗̂AA, Y ∗]
f−→ [(X⊗̂AA)⊗̂AY ]∗

g∗−→ [X⊗̂A(A⊗̂AY )]∗
h−→ BA[X, (A⊗̂AY )∗].

Haciendo Λ = h ◦ g∗ ◦ f y ψ = Λ(ϕ), en tensores básicos resulta

〈b⊗ y, (ψ ◦ π̂X,A)(x⊗ a)〉 = 〈b⊗ y, h((g∗ ◦ f)(ϕ))(xa)〉
= 〈xa⊗ (b⊗ y), f(ϕ) ◦ g〉
= 〈((xa)⊗ b)⊗ y, f(ϕ)〉
= 〈y, ϕ((xa)⊗ b)〉
= 〈y, ϕ(x⊗ (ab))〉
= 〈y, ϕ(x⊗ a)b〉
= 〈by, ϕ(x⊗ a)〉
= 〈b⊗ y, (π̂∗A,Y ◦ ϕ)(x⊗ a)〉

y sigue la afirmación.
9. Sean A ∈ BAI y X,Y A-módulos de Banach a derecha e izquierda

respectivamente. Si Y es esencial cada morfismo de A-módulos a
derecha de Xes en Y ∗¨se extiende uńıvocamente un morfismo de A-
módulos a derecha de X en Y ∗.
Basta notar que en (2.7.8) π̂A,Y es isomorfismo y asimismo resulta
X⊗̂AA ≈ Xes.

10. Las afirmaciones en (2.7.6) son equivalentes.
I Falta ver (iii ⇒ ii) y (ii ⇒ i):
(iii ⇒ ii): Sigue de (2.7.9), ya que A resulta esencial por el teorema
de Cohen.
(ii ⇒ i): Sean λ ∈A BA[(A⊗̂A)∗, A∗] inverso a izquierda de π̂∗A y
{ej}j∈J ∈ BAI(A). Considerando eventualmente alguna subred exis-
te E = w∗-ĺımj∈J ιA(ej). Hagamos V = λ∗(E). Si a ∈ A y a′ ∈ A∗
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tenemos

〈a′, π̂∗∗A (V )a〉 = 〈a′, (π̂∗∗A ◦ λ∗)(E)a〉
= 〈aa′, (λ ◦ π̂∗A)∗(E)〉
= 〈aa′, Id∗A∗(E)〉
= 〈aa′, IdA∗∗(E)〉
= 〈aa′, E〉
= ĺım

j∈J
〈ej , aa′〉

= ĺım
j∈J
〈eja, a′〉

= 〈a, a′〉
y además

〈a′, aE − Ea〉 = 〈a′a− aa′, E〉
= ĺım

j∈J
〈ej , a′a− aa′〉

= ĺım
j∈J
〈aej − eja, a′〉

= 0.

Luego π̂∗∗A (V )a = ιA(a) y aE − Ea = 0A∗∗ para todo a ∈ A. Luego

aV − V a = aλ∗(E)− λ∗(E)a

= λ∗(aE − Ea)

= λ∗(0A∗∗)

= 0(A⊗̂A)∗∗

y sigue la afirmación.
11. Si G es grupo amenable separable entonces L1(G) es amenable.

I Aplicaremos (2.7.10) definiendo ((L1(G)⊗̂L1(G))∗)es
ξ−→ UC(G)

morfismo de L1(G)-bimódulos de Banach tal que ξ ◦ π̂∗es = IdUC(G).

(i) Por (2.10.4) resulta (L1(G)∗)es = UC(G).
(ii) Además sabemos, por (2.10.8), que hay un isomorfismo de L1(G)-
bimódulos de Banach

Λ : L1(G×G)→ L1(G)⊗̂L1(G)

tal que Λ(x × y) = x ⊗ y para cualesquiera x, y ∈ L1(G), donde
(x× y)(s, t) = x(s)y(t) para cada s, t ∈ G. En consecuencia

(Λ∗)es : ((L1(G)⊗̂L1(G))∗)es → UC(G×G),

donde (Λ∗)es = Λ∗ |
((L1

(G)⊗̂L1
(G))∗)es

.

(iii) Tenemos aśı

UC(G)
π̂∗es−−→ ((L1(G)⊗̂L1(G))∗)es

(Λ∗)es−−−−→ UC(G×G).
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(iv) Sean M -promedio invariante a izquierda de G y U ∈ UC(G×G).
Para s, t ∈ G

L(U)(s)(t) = U(st, t−1),

R(U)(s)(t) = U(t, t−1s).

Aśı L(U)(s), R(U)(s) ∈ Cb(G) si s ∈ G.
(v) Más aún, L(U) ∈ C(G,L∞(G)): por un lado Cb(G) ↪→ L∞(G).
Sea {sj}j∈J una red convergente a cierto s en G y fijemos ε > 0.
Como U ∈ LUC(G×G) hay algún entorno V de (e, e) enG×G tal que
V = V−1 y | U(ψ) − U(η) |< ε si ψη−1 ∈ V. Claramente la función
f : G → G × G tal que f(t) = (t, e) si t ∈ G es continua. Luego
existe un entorno N de e en G tal que N ⊆ f−1(V). Observamos
que N = N−1 y Ns es entorno de s en G. Sea j0 ∈ J tal que sj ∈ Ns
si j ≥ j0 en J . Con j ≤ j0 y t ∈ G será

(sjt, t
−1)(st, t−1)−1 = (sjs

−1, e),

o sea | U(sjt, t
−1)− U(st, t−1) |< ε y

‖ L(U)(sj)− L(U)(s) ‖∞≤ ε.
Asimismo resulta R(U) ∈ C(G,L∞(G)).
(vi) Definimos l, r : G→ C mediante

l(s) = 〈L(U)(s),M〉,
r(s) = 〈R(U)(s),M〉.

Puesto que M ∈ L∞(G)∗ podemos concluir ahora que l ∈ LUC(G)
y r ∈ RUC(G).
(vii) Dados s, t, t′ ∈ G se tiene

t′L(U)(s)(t) = L(U)(s)(t′t)

= U(st′t, t−1t′−1)

= U(st′t, t−1t′−1s−1s)

= R(U)(s)(st′t)

=st′ R(U)(s)(t),

i.e. tL(U)(s) =st R(U)(s). Por la invariancia a izquierda de M ob-
tenemos que

l(s) = 〈L(U)(s),M〉
= 〈tL(U)(s),M〉
= 〈stR(U)(s),M〉
= 〈R(U)(s),M〉
= r(s),

i.e. l = r, función que indicaremos ζ(U) en UC(G). Veamos que basta
hacer ξ = ζ ◦ (Λ∗)es.
(viii) Evidentemente ζ ∈ B[UC(G×G),UC(G)] y ‖ ζ ‖≤ 1.
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(ix) Sea u = f ∗ φ ∗ g en UC(G), donde f, g ∈ L1(G) y φ ∈ L∞(G).
Hagamos U = (Λ∗)es[π̂

∗
es(u)] en UC(G×G). Si s ∈ G tenemos

u(s) =
∫
G

∫
G φ(t−1

1 st−1
2 )f(t1)g(t2)dt1dt2.

Dados x, y ∈ L1(G) podemos escribir

〈x× y, U〉 = 〈x ∗ y, u〉

=

∫
G
u(s)

∫
G
x(t)y(t−1s)dtds

=

∫
G

[

∫
G

∫
G
φ(t−1

1 st−1
2 )f(t1)g(t2)dt1dt2]

∫
G
x(t)y(t−1s)dtds

=

∫
G
x(t)

∫
G
f(t1)

∫
G
g(t2)

∫
G
y(t−1s)φ(t−1

1 st−1
2 )dsdt2dt1dt

=

∫
G
x(t)

∫
G
f(t1)

∫
G
g(t2)

∫
G
y(v)φ(t−1

1 tvt−1
2 )dvdt2dt1dt

=

∫
G

∫
G

(x× y)(t, v)u(tv)dtdv

y podemos concluir que U(s, t) = u(st) para cada s, t ∈ G. Entonces

L(U)(s)(t) = U(st−1, t) = u(s)

para cada s, t ∈ G, o sea L(U)(s) = u(s)1 y ζ(U) = u porque
〈1,M〉 = 1. Aśı ξ deviene inverso a izquierda de π̂∗es.
(x) ζ ∈L1

(G)
BL1

(G)
[UC(G×G),UC(G)], con lo cual ξ resulta mor-

fismo de L1(G)-bimódulos de Banach:
(x)(a) Sean f ∈ L1(G), U ∈ UC(G × G), s ∈ G y {fj}j∈J red en

[L1(G)]1 tal que M = w∗-ĺımj∈J fj . Entonces

ζ(fU)(s) = 〈L(fU)(s),M〉

= ĺım
j∈J

∫
G
fj(t)L(fU)(s)(t)dt

= ĺım
j∈J

∫
G
fj(t)(fU)(st, t−1)dt

= ĺım
j∈J

∫
G
fj(t)

∫
G
f(tr)U(st, r)drdt

= ĺım
j∈J

∫
G
fj(t)

∫
G
f(u)U(st, t−1u)dudt(2.7.1)
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Además

(fζ(U))(s) =

∫
G
f(s−1v)〈L(U)(v),M〉dv

=

∫
G
f(s−1v)〈R(U)(v),M〉dv

=

∫
G
f(s−1v)〈sR(U)(v),M〉dv

=

∫
G
f(s−1v) ĺım

j∈J

∫
G
fj(t)R(U)(v)(st)dtdv

=

∫
G
f(s−1v) ĺım

j∈J

∫
G
fj(t)U(st, t−1s−1v)dtdv

=

∫
G
f(u) ĺım

j∈J

∫
G
fj(t)U(st, t−1u)dtdu(2.7.2)

(x)(b) Sea ψs(u)(t) = U(st, t−1u), t, u ∈ G. Es ψs ∈ C(G,L∞(G)) y
la identidad de (2.7.1) y (2.7.2) equivale a

(2.7.3) 〈
∫
G
f(u)ψs(u)du,M〉 =

∫
G
f(u)〈ψs(u),M〉du.

La integral del miembro izquierdo en (2.7.3) es integral de Bochner
de una función L∞(G)-valuada.. Evidentemente ‖ fψs ‖∞∈ L1(G)
y además fψs es fuertemente medible8, luego existe dicha integral
[16].
(x)(c) La fuerte medibilidad se ψs debe a que es débilmente medible9

y tiene imágen a.e.-λ separable [123] 10. Precisamente,

im(ψs) = {sR(U)(st) : t ∈ G}
=s R(U)(sG)

=s R(U)(G)

=s im(R(U)).

Además dados t1, t2 ∈ G se tiene

sR(U)(t1)(t2) = R(U)(t1)(st2)

= U(st2, t
−1
2 s−1t1)

= (st2, (st2)−1)(e, t1)

= q(st2)(e, t1)

= [sq(◦)(e, t1)](t2),

8O sea hay una sucesión de funciones simples {sn} de G en L∞(G) tal que
ĺımn→∞ sn = fψs a.e. λ.

9O sea Θ ◦ψs es continua sobre G cualquiera sea Θ ∈ L∞(G)∗, lo que es evidente por
la continuidad de ψs.

10O sea existe un subconjunto N de G de λ-medida nula tal que ψs(G − N) es
separable.
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con q : G→ G×G tal que q(t) = (t, t−1) si t ∈ G. En consecuencia
im(ψs) =s q(◦) · ({e} ×G) resulta separable ya que G lo es.
(x)(d) Si f ∈ L1(G)+ hay una sucesión ascendente {s1

n} de funciones
simples de G en R≥0 tal que en todo caso s1

n ≤ f y ĺımn→∞ s1
n = f

a.e. λ (cf. [149], Th. 4.13). Sea además {s2
n} sucesión de funciones

simples de G en L∞(G) tal que ψs = ĺımn→∞ s
2
n a.e. λ. Haciendo

sn = s1
ns

2
n para cada n resulta una sucesión {sn} de funciones simples

de G en L∞(G) y fψs = ĺımn→∞ sn, lo que establece que fψs es
fuertemente medible.
(x)(e) Como ‖ ψs(u) ‖∞≤‖ U ‖∞ para u ∈ G, cualquiera sea n se
tiene ‖ s2

n ‖∞≤ 2 ‖ U ‖∞ a.e. λ. Luego

s1
n | 〈s2

n,M〉 |≤ 2f ‖ U ‖∞
y por el teorema de convergencia mayorada∫

G
f〈ψs,M〉λ = ĺım

n→∞

∫
G
s1
n〈s2

n,M〉dλ

= ĺım
n→∞

∫
G
〈sn,M〉dλ

=

∫
G
f〈ψs,M〉dλ

y sigue (2.7.3).
(x)(f) El resultado sigue enseguida para el caso general de f . Análo-
gamente se prueba que ζ es morfismo de L1(G)-módulos a derecha.

2.8. Connes-amenabilidad

1. Sea A-álgebra de Banach. Decimos que A es álgebra de Banach dual
si hay algún submódulo de Banach A∗ de A∗ tal que A ≈ (A∗)

∗.
En ese caso, se dice que A∗ es un predual de A, no necesariamente
único. Asumiremos impĺıcitamente dada una terna (A,A∗, α), donde
α : A → (A∗)

∗ es isomorfismo de A-bimódulos de Banach. P. ej., si
A = l1(N) con el producto punto a punto se tiene (l1(N)0)∗ = c0(N)
y α(x) = ιl1(N) |c0(N) para cada x ∈ l1(N).

2. (i) Si A es álgebra de Banach dual α ◦ πA : A×A→ A es separada-
mente w∗-continua.
(ii) Si A es álgebra de Banach, A = X∗ para cierto espacio de Banach
X y si el producto de A es separadamente w∗-continuo entonces A
es álgebra de Banach dual.
I (i) Sea aj → 0 en A. Dados b ∈ A y a∗ ∈ A∗ tenemos

〈a∗, α(ajb)〉) = 〈a∗, α(aj)b〉 = 〈ba∗, α(aj)〉
(j)−−→ 0

y, análogamente, 〈a∗, α(baj)〉 → 0.
(⇐) Si A = X∗, A∗ = X∗∗ y ιX(X) es A-submódulo cerrado de A∗.
En efecto, sean dados x ∈ X, a ∈ A y {aj}j∈J red en A tal que

aj
w∗−−→ 0A. Luego
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〈aj , aιX(x)〉 = 〈aja, ιX(x)〉 = 〈x, aja〉 → 0,

y asimismo 〈aj , ιX(x)a〉 → 0. Aśı aιX(x), ιX(x)a ∈ ιX(X). Además

ιX(X)
(ιX |ιX (X))−1

−−−−−−−−→ X es isomorfismo de espacios de Banach. Haga-

mos A∗ = ιX(X) y α = (ιX |ιX(X))−1)∗ en B(A, (A∗)∗). Más aún, si
a, b ∈ A y x ∈ X tenemos

〈ιX(x), α(ab)〉 = 〈x, ab〉
= 〈ab, ιX(x)〉
= 〈a, bιX(x)〉

= 〈(ιX |ιX(X))−1(bιX(x)), a〉
= 〈bιX(x), α(a)〉
= 〈ιX(x), α(a)b〉,

i.e. α(ab) = α(a)b. Análogamente resulta α(ab) = aα(b) y α es
isomorfismo de A-bimódulos de Banach.

3. Un álgebra de Banach dual A es unitaria si y solo si tiene aproxima-
ción acotada de la unidad.
I La necesidad es evidente. Rećıprocamente, sea {ej}j∈J ∈ BAI(A).
por el teorema de Banach-Alaoglu, como {α(ej)}j∈J es acotado en
(A∗)

∗, pasando eventualmente a alguna subred podemos suponer
existe F = w∗-ĺımj∈J α(ej). Dados e = α−1(F ) y x ∈ A tenemos

α(xe) = xα(e)

= xF

= w∗- ĺım
j∈J

xα(ej)

= w∗- ĺım
j∈J

α(xej)

= α(x),

i.e. xe = x. Análogamente ex = x y sigue la afirmación.
4. Sean A un álgebra de Banach dual y X un A-bimódulo de Banach.

Decimos que X es w∗-bimódulo de Banach si para cada x′ ∈ X∗

las aplicaciones a → ax′ y a → x′a de A en X∗ son w∗-continuas.
Indicamos Z1

w∗(A,X
∗) a las derivaciones w∗-continuas de A en X∗.

SiN 1(A,X∗) es la clase de derivaciones internas de A enX∗ entonces
N 1(A,X∗) ⊆ Z1

w∗(A,X
∗) y haremos

H1
w∗(A,X

∗) =
Z1
w∗(A,X

∗)

N 1(A,X∗)
.

Un álgebra de Banach dual A se denomina Connes-amenable si
H1
w∗(A,X

∗) = (0) si X es w∗-A-bimódulo de Banach [27].
5. Toda álgebra de Banach A Connes-amenable es unitaria.

En efecto, consideremos el A-bimódulo de Banach A munido del
producto a ∗x = ax y x ∗a = 0A, con a, x ∈ A. Sea α : A→ (A∗)

∗ el
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isomorfismo de A-bimódulos de Banach asociado a A. Dados a, b ∈ A
y a∗ ∈ A∗ resulta

〈a∗, aα(b) + α(a)b〉 = 〈a∗a, α(b)〉+ 〈ba∗, α(a)〉
= 〈a∗a, α(b)〉
= 〈a∗, α(ab)〉.

Sigue entonces que α ∈ Z1
w∗(A, (A∗)

∗). Por la Connes-amenabilidad
de A existe e1 ∈ A tal que α = adα(e1). O sea

α(a) = aα(e1)− α(e1)a = −α(e1a),

o a = −e1a para cada a ∈ A. Aśı −e1 es unidad a izquierda de A.
Análogamente se ve que A tiene alguna unidad a derecha, resultando
a la postre unitaria.

6. Sean A-álgebra de Banach, B-álgebra de Banach dual, h : A → B
homomorfismo continuo de álgebras tal que h(A)−w

∗
= B.

(i) Si A es amenable entonces B es Connes-amenable.
(ii) Si A es álgebra de Banach dual Connes-amenable y h es w∗-
continuo entonces B es Connes-amenable.
I (i) Sean X un B-w∗-bimódulo de Banach y d ∈ Z1

w∗(B,X
∗).

Haciendo a∗x = h(a)x y x∗a = xh(a) para a ∈ A y x ∈ X entonces
X deviene A-bimódulo de Banach. La aplicación D = d ◦ h de A en
X∗ es C-lineal y dados a1, a2 ∈ A y x ∈ X tenemos

〈x,D(a1a2)〉 = 〈x, d(h(a1a2))〉
= 〈x, d(h(a1)h(a2))〉
= 〈x, d(h(a1))h(a2) + h(a1)d(h(a2))〉
= 〈h(a2)x,D(a1)〉+ 〈xh(a1), D(a2)〉
= 〈a2 ∗ x,D(a1)〉+ 〈x ∗ a1, D(a2)〉
= 〈x,D(a1) ∗ a2 + a1 ∗D(a2)〉,

i.e. D es una derivación. Veamos que D es acotada: Sea {an}n∈N
tal que (an, D(an)) → (a, x′) en A ⊕1 X

∗ para ciertos a ∈ A y
x′ ∈ X∗. Entonces an → a y h(an)→ h(a) pues h es continuo. Luego

h(an)
w∗−−→ h(a) y, como d es w∗-continuo, D(an)

w∗−−→ D(a). Aśı, si
x ∈ X tenemos

〈x,D(a)〉 = ĺımn→∞〈x,D(an)〉 = 〈x, x′〉,

o bien x′ = D(a). Por el teorema del gráfico cerrado D resulta aco-
tada.
Luego D ∈ Z1(A,X∗). Como A es amenable existe x′0 ∈ X∗ tal
que D = adx′0 . Dado b ∈ B sea {aj}j∈J una red en A de modo que

b = w∗-ĺımj∈J h(aj). Como X es w∗-B-bimódulo de Banach dado
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x ∈ X tenemos

〈x, d(b)〉 = ĺım
j∈J
〈x, d(h(aj))〉

= ĺım
j∈J
〈x,D(aj)〉

= ĺım
j∈J
〈x, aj ∗ x′0 − x′0 ∗ aj〉

= ĺım
j∈J
〈x ∗ aj − aj ∗ x, x′0〉

= ĺım
j∈J
〈xh(aj)− h(aj)x, x

′
0〉

= ĺım
j∈J
〈x, h(aj)x

′
0 − x′0h(aj)〉

= 〈x, adx′0(b)〉,

o sea d = adx′0 y B es Connes-amenable.

(ii) Sean ahora X un w∗-B-bimódulo de Banach y d ∈ Z1
w∗(B,X

∗).
Mediando h sabemos que X deviene A-bimódulo de Banach. Más
aún, si h es w∗-continua entonces X es w∗-A-bimódulo de Banach.
Asimismo D = d ◦ h es derivación w∗-continua de A en X∗, de
modo que si A es Connes-amenable D = adx′1 para cierto x′1 ∈ X∗.
Razonando como en (i) sigue la tesis.

7. Sea A álgebra de Banach Arens regular11. Si A es amenable entonces
A∗∗ es Connes-amenable [3] [4].
I Sean a′′ ∈ A∗∗ y {a′′j }j∈J red an A∗∗ tal que w∗-ĺımj∈J a

′′
j = 0A∗∗ .

11Para a, b ∈ A, a′ ∈ A∗, a′′, b′′ ∈ A∗∗ se definen sendas operaciones �, 4 en A∗∗,
mediante

〈a′, a′′�b′′〉 = 〈b′′a′, a′′〉,
〈a′, a′′ 4 b′′〉 = 〈a′a′′, b′′〉,

con b′′a′, a′a′′ ∈ A∗ a saber:

〈a, b′′a′〉 = 〈a′a, b′′〉,
〈a, a′a′′〉 = 〈aa′, a′′〉,

y además

〈b, a′a〉 = 〈ab, a′〉,
〈b, aa′〉 = 〈ba, a′〉.

Con estas operaciones A∗∗ deviene álgebra de Banach, siendo A regular cuando � = 4.

En particular, A
ιA−−→ A∗∗ deviene homomorfismo isométrico de álgebras de Banach con

ambos productos y en todo caso se verif́ıcan las identidades

a′′�ιA(a) = a′′ 4 ιA(a) = a′′a,

ιA(a)�a′′ = ιA(a)4 a′′ = aa′′.
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Si a′ ∈ A∗ vemos que

〈a′, a′′j�a′′〉 = 〈a′′a′, a′′j 〉 → 0,

〈a′, a′′ 4 a′′j 〉 = 〈a′a′′, a′′j 〉 → 0,

y como A es regular entonces el producto en A∗∗ es separadamen-
te continuo. Por (2.8)(2)(ii) A∗∗ es álgebra de Banach dual. Por
(2.8)(6)(i), con B = A y h = IdA, sigue que A es Connes-amenable.

8. Sea A álgebra de Banach Arens regular que es ideal en A∗∗. Son
equivalentes: (i) A es amenable. (ii) A∗∗ es Connes-amenable (cf.
[134], Th. 4.4).
I (⇒) Sigue de (2.8)(7).
(⇐) (a) Sean A∗∗ Connes-amenable y D ∈ Z1(A,X∗), para cierto
A-bimódulo de Banach X. Veremos que D es derivación interna.
(b) Puesto que A∗∗ es Connes-amenable, resulta unitaria. Sea E la
unidad de A∗. Por el teorema de Goldstine existe alguna red acotada
{ej}j∈J en A tal que E = w∗-ĺımj∈J ιA(ej). Dados F ∈ A∗∗ y a′ ∈ A∗
es

〈a′, F 〉 = 〈a′, E 4 F 〉 = 〈a′E,F 〉,

o bien a′ = a′E. Entonces si a ∈ A tenemos

〈a, a′〉 = 〈a, a′E〉
= 〈aa′, E〉
= ĺım

j∈J
〈ej , aa′〉

= ĺım
j∈J
〈eja, a′〉,

i.e. eja
w−→ a. Aśı a ∈ [conv({ej}j∈J)a]− y conv({ej}j∈J) es acotado.

Por lo tanto A ∈ BLAI (cf. [1]; [17], Prop. 2, p. 58). Asimismo en
todo caso

〈a′, F 〉 = 〈a′.F�E〉 = 〈Ea′, F 〉

y también 〈a, a′〉 = ĺımj∈J〈aej , a′〉. Dado a ∈ A es aej
w∗−−→ a y,

análogamente, A ∈ BRAI. En consecuencia, A ∈ BAI.
(c) Para establecer la amenabilidad de A podemos asumir que X es
A-bimódulo de Banach pseudounitario (V. (2.4)(19).
(d) Si X es pseudounitario deviene A∗∗-bimódulo de Banach. Para
ello, sean x ∈ X, a′′, b′′ ∈ A∗∗. Podemos escribir x = ax1 = x2b para
ciertos x1, x2 ∈ X y a, b ∈ A. Puesto que A es ideal en A∗∗ definimos
a′′ ∗ x = ι−1

A (a′′a)x1 y x ∗ b′′ = x2ι
−1
A (bb′′).
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Si además x = cx3, con c ∈ A y x3 ∈ X, tenemos

ι−1
A (a′′a)x1 = ĺım

j∈J
ι−1
A (a′′eja)x1

= ĺım
j∈J

[ι−1
A (a′′ej)ι

−1
A (ιA(a))]x1

= ĺım
j∈J

ι−1
A (a′′ej)(ax1)

= ĺım
j∈J

ι−1
A (a′′ej)(cx3)

= ĺım
j∈J

[ι−1
A (a′′ej)ι

−1
A (ιA(c))]x3

= ĺım
j∈J

ι−1
A (a′′ejc)x3

= ι−1
A (a′′c)x3.

Aśı la acción a izquierda, y análogamente la acción a derecha de
A∗∗ en X, están bien definidas. Es fácil ver que ambas verifican las
condiciones requeridas.
(e) Notemos que las acciones a derecha e izquierda de A∗∗ en X
restringidas a A coinciden con la acción a derecha e izquierda de A

en X. Sean x ∈ X, x′ ∈ X∗ y {a′′j }j∈J red en A∗∗ tal que a′′j
w∗−−→ 0A∗∗ .

Entonces

〈x, a′′jx′〉 = 〈x′x, a∗∗j 〉 → 0,

o sea a′′jx
′ w∗−−→ 0X∗ . Por otra parte, notemos que aιX(x) = ιA(a)ιX(x)

para todo a ∈ A y x ∈ X. Con x = ax1 tenemos

〈x, x′a′′j 〉 = 〈a′′jx, x′〉
= 〈ι−1

A (a′′ja)x1, x
′〉

= 〈x1, x
′ι−1
A (a′′ja)〉

= 〈x′ι−1
A (a′′ja), ιX(x1)〉

= 〈x′, ι−1
A (a′′ja)ιX(x1)〉

= 〈x′, (a′′ja)ιX(x1)〉
= 〈ιX(x1)x′, a′′ja〉
= 〈aιX(x1)x′, a′′j 〉
(j)−−→ 0.

Por lo tanto X es A∗∗-w∗-bimódulo de Banach.
(f) Hagamos ahora D́ : A∗∗ → X∗, con

(2.8.1) D́(a′′) = w∗- ĺım
j∈J

[D(a′′ej)− a′′D(ej)].
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Sea x ∈ X, x = ax1 = x2b para ciertos a, b ∈ A y x1, x2 ∈ X.
Aplicando (2.8.1) tenemos

〈ax1, D(a′′ej)− a′′D(ej)〉 = 〈x1, D(a′′ej)a− a′′D(ej)a〉
= 〈x1, D(a′′eja)− a′′D(eja)〉
(j)−−→ 〈x1, D(a′′a)− a′′D(a)〉.(2.8.2)

Asimismo

〈x2b,D(a′′ej)− a′′D(ej)〉 = 〈x2, bD(a′′ej)− ba′′D(ej)〉
= 〈x2, bD(a′′ej)− ba′′D(ej)〉
(j)−−→ 〈x2, D(ba′′)−D(b)a′′〉.(2.8.3)

Por otra parte

〈x2, D(ba′′)−D(b)a′′〉 = ĺım
j∈J
〈x2, D(beja

′′)−D(bej)a
′′〉

= ĺım
j∈J
〈x2, bD(eja

′′)− bD(ej)a
′′〉

= ĺım
j∈J
〈ax1, D(eja

′′)−D(ej)a
′′〉

= ĺım
j∈J
〈x1, D(eja

′′)a−D(ej)a
′′a〉

= ĺım
j∈J
〈x1, ejD(a′′a)− eja′′D(a)〉

= 〈x1, D(a′′a)− a′′D(a)〉.(2.8.4)

Por (2.8.1), (2.8.2), (2.8.3) y (2.8.4) vemos que D́ está bien definida.

(g) Es claro ahora que D́ es C-lineal. Con la notación de (f), si
además b′′ ∈ A∗∗,

〈x, D́(a′′b′′)〉 = 〈x1, D(a′′b′′a)− a′′b′′D(a)〉 (por (2.8.2))

= 〈x1, [D(a′′(b′′a))− a′′D(b′′a)] + [a′′(D(b′′a)− b′′D(a))]〉

= 〈b′′x, D́(a′′)〉+ 〈xa′′, D́(b′′)〉 (por (2.8.2))

= 〈x, D́(a′′)b′′ + a′′D́(b′′)〉.

Luego D́ es una derivación.
(h) Sean {a′′i }i∈I red en A∗∗ tal que w∗-ĺımi∈I = 0A∗∗ y x ∈ X,
x = ax como antes. ComoX es A∗∗-w∗-bimódulo de Banach tenemos

〈x, D́(a′′i )〉 = 〈x1, D(a′′i a)− a′′iD(a)〉
= 〈D(ι−1

A (a′′i a)), ιX(x1)〉 − 〈x1, a
′′
iD(a)〉

= 〈aD∗(ιX(x1)), a′′i 〉 − 〈x1, a
′′
iD(a)〉

(i)−→ 0,
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es decir D́ ∈ Z1
w∗(A

∗∗, X∗).

(i) Como A∗∗ es Connes-amenable existe x′0 ∈ X∗ tal que D́ = adx′0 .

(j) Dados x ∈ X y a ∈ A vemos que

〈x, D́(ιA(a)) = ĺım
j∈J
〈x,D(aej)− ιA(a)D(ej)〉

= ĺım
j∈J

[〈x,D(aej)〉 − 〈xa,D(ej)〉]

= ĺım
j∈J
〈x,D(a)ej〉

= 〈x,D(a)〉,

i.e. D́(ιA(a)) = D(a). En consecuencia

〈x,D(a)〉 = 〈x, D́(ιA(a))〉
= 〈x, ιA(a)x′0 − x′0ιA(a)〉
= 〈xιA(a)− ιA(a)x, x′0〉
= 〈xa− ax, x′0〉
= 〈x, adx′0(a)〉,

i.e. D = adx′0 y D es derivación interna.

9. [18] Sean A y B un álgebra de Banach y un álgebra de Banach
dual respectivamente, y sea θ : A → B un morfismo de álgebras de
Banach. Si A es amenable, o bien si A es Connes-amenable y θ es
(w∗, w∗)-continua, hay una cuasi-expectación Q : B → ZB(θ(A)).12

I(i) Sean E = B⊗̂B∗ y β ∈B BB(B, (B∗)
∗) isomorfismo. Entonces

E es A-bimódulo de Banach de modo que

a(b⊗ b∗) = b⊗ (θ(a)b∗),

(b⊗ b∗)a = b⊗ (b∗θ(a)),

en tensores básicos.
(ii) Hay una aplicación F : E∗ → B(B), a saber: fijado e′ ∈ E∗, para
cada b ∈ B existe F (e′)(b) ∈ B único tal que β[F (e′)(b)] = 〈b⊗(◦), e′〉
en (B∗)

∗. Es fácil ver que F está bien definido y es operador lineal
acotado cuya norma no excede ‖ β−1 ‖. Más aún, es isomorfismo
de espacios de Banach y F−1(T )(b ⊗ b∗) = 〈b∗, β(T (b))〉 para cada
b ∈ B y b∗ ∈ B∗.
(iii) Queda inducida en B(B) la estructura de A-bimódulo en la
que (aT )(b) = θ(a)T (b) y (Ta)(b) = T (b)θ(a) para a ∈ A, b ∈ B
y T ∈ B(B). Además F -deviene isomorfismo de A-bimódulos de
Banach.
(iv) Supongamos que A es álgebra de Banach dual y θ es (w∗, w∗)-
continua. Veamos que E es w∗-bimódulo de Banach. Para ello sea

12Dadas un álgebra de Banach A y una subálgebra de Banach B se llama cuasi-
expectación a todo proyector q : A → B tal que q(b1xb2) = b1q(x)b2 cuando b1, b2 ∈ B y
x ∈ A.
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e′ ∈ E∗ y {aj}j∈J red en A tal que aj
w∗−−→ 0A. Si b∗ ∈ B∗ y b ∈ B

para cada j tenemos

〈b⊗ b∗, aje′〉 = 〈b⊗ (b∗θ(aj)), e
′〉

= 〈b∗θ(aj), β(F (e′)(b))〉
= 〈b∗, β(θ(aj)F (e′)(b))〉
= 〈b∗, β(θ(aj))F (e′)(b)〉
= 〈F (e′)(b)b∗, β(θ(aj))〉,

i.e. ĺımj∈J〈b⊗ b∗, aje′〉 = 0. Es fácil ver ahora que

w∗-ĺımj∈J(aje
′) = 0E∗ .

Análogamente es w∗-ĺımj∈J(e′aj) = 0E∗ .
(v) Sea S en subespacio complejo de E generado por elementos de
la forma (zb) ⊗ b∗ − b ⊗ (b∗z), (bz) ⊗ b∗ − b ⊗ (zb∗) y z ⊗ b∗, con
b ∈ B, b∗ ∈ B∗ y z ∈ ZB(θ(A)). Veamos que S⊥ es w∗-A-bimódulo
de Banach. Si e′ ∈ S⊥ es

〈(zb)⊗ b∗ − b⊗ (b∗z), ae
′〉 = 〈(zb)⊗ (b∗θ(a))− b⊗ (b∗zθ(a)), e′〉

= 〈(zb)⊗ (b∗θ(a))− b⊗ (b∗θ(a)z), e′〉
= 0,

y también

〈(bz)⊗ b∗ − b⊗ (zb∗), ae
′〉 = 〈(bz)⊗ (b∗θ(a))− b⊗ (zb∗θ(a)), e′〉

= 0.

Además

〈z ⊗ b∗, ae′〉 = 〈z ⊗ (b∗θ(a), e′〉 = 0,

o sea ae′ ∈ S⊥. Análogamente e′a ∈ S⊥.
(vi) Haciendo Σ = S⊥, Σ es w∗-cerrado en E∗ y Σ = p∗(( E

⊥Σ
)∗),

donde p es la proyección al cociente y p∗ es isomorfismo de espacios
de Banach. Notamos que ⊥Σ deviene A-bimódulo de Banach, por
lo que E

⊥Σ
es A-bimódulo de Banach y p es homomorfismo de A-

bimódulos de Banach. Más aún, si A es álgebra de Banach dual
claramente Σ es w∗-A-bimódulo de Banach.
(vii) Sea D : A → B(B), D = adIdB . Si a ∈ A, b ∈ B y b∗ ∈ B∗ se
tiene

F−1(D(a))(b⊗ b∗) = 〈b∗, β(D(a)(b))〉
= 〈b∗, β(θ(a)b− bθ(a))〉
= 〈b∗, β(θ(a))b− bβ(θ(a))〉(2.8.5)

= 〈bb∗ − b∗b, β(θ(a))〉.
En consecuencia, si A es álgebra de Banach dual deducimos que
F−1 ◦D es (w∗, w∗)-continua.
(viii) Observando que F− es morfismo acotado de A-bimódulos de
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Banach vemos que F−1 ◦D es derivación acotada. Es fácil ver que
im(F−1 ◦D) ⊆ Σ.
(ix) Si A es álgebra de Banach dual F−1 ◦D ∈ Z1

w∗(A,Σ), mientras

que se A es amenable (p∗)−1◦F−1◦D ∈ Z1(A, (
E
⊥Σ

)∗), ya que (p∗)−1

es morfismo de A-bimódulos de Banach.
(x) Si A es Connes-amenable sea p ∈ Σ tal que F−1◦D = adp, o bien
D = adF (p). Hagamos Q = IdB − F (p). Con la notación de (2.8.5)
obtenemos en todo caso

〈b∗, β(θ(a)b− bθ(a))〉 = adp(a)(b⊗ b∗)
= 〈b⊗ b∗, ap− pa〉
= 〈b⊗ b∗θ(a)− b⊗ θ(a)b∗, p〉
= 〈b∗, β[θ(a)F (p)(b)− F (p)(b)θ(a)]〉.

Aśı θ(a)b−bθ(a) = θ(a)F (p)(b)−F (p)(b)θ(a), oQ(b)θ(a) = θ(a)Q(b)
para cada a ∈ A y b ∈ B. O sea Q ∈ B(B,ZB(θ(A)).
Por otra parte, en todo caso es

〈b∗, β(F (p)(Q(b))〉 = 〈Q(b)⊗ b∗, p〉 = 0,

i.e. F (p) ◦ Q = 0B(B). Luego Q2 = Q y Q es proyector.
Dados z1, z2 ∈ ZB(θ(A)), b ∈ B y b∗ ∈ B∗ tenemos

〈b∗, β(F (p)(z1bz2))〉 = 〈z1bz2 ⊗ b∗, p〉
= 〈bz2 ⊗ b∗z1, p〉
= 〈b⊗ z2b∗z1, p〉
= 〈z2b∗z1, β(F (p)(b))〉
= 〈b∗, β(z1F (p)(b)z2)〉,

de donde F (p)(z1bz2) = z1F (p)(b)z2. Conclúımos entonces que Q es
una cuasi-expectación.
(xi) Análogamente, si A es amenable existirá q ∈ ( E

⊥Σ
)∗ tal que

(p∗)−1 ◦ F−1 ◦ D = adq, o bien D = adF (p∗(q)). Se ve entonces que
R = IdB − F (p∗(q)) es una cuasi-expectación.

2.9. Amenabilidad de C∗-álgebras

1. Sean A1, A2 sendas C∗-álgebras. El producto tensorial A1 ⊗ A2 de-
viene naturalmente álgebra involutiva, de modo que

(a1 ⊗ a2)(b1 ⊗ b2) = (a1b1)⊗ (a2b2),

(a1 ⊗ a2)∗ = (a∗1 ⊗ a∗2)

en tensores básicos.
2. Llamamos norma C∗ sobre A1⊗A2 a toda norma submultiplicativa
α tal que α(u)2 = α(u∗u) para todo u ∈ A1⊗A2. La correspondiente
completación A1 ⊗α A2 es una C∗-álgebra.
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3. (i) Sean S1(A) y S2(A) los espacios de estado de A1 y A2
13. Dado

u ∈ A1 ⊗A2 escribamos

(2.9.1) ‖ u ‖mı́n= sup
v∈A1⊗A2,(ϕ1,ϕ2)∈S1(A1)×S2(A2)

[
(ϕ1 ⊗ ϕ2)(v∗u∗uv)

(ϕ1 ⊗ ϕ2)(v∗v)
]1/2,

donde en todo caso el correspondiente denominador es no nulo.
(ii) Si A1, A2 son unitarias, por la construcción de Gélfand-Naimark-
Segal (cf. [59] [140]; [29], Ch. VIII, §5), fijados ϕ1, ϕ2 para i =
1, 2 tenemos representaciones de álgebras involutivas 14 πϕi : Ai →
B(Hϕi) en espacios de Hilbert Hϕi determinados15 , de modo que

ϕi(ai) = 〈πϕi(ai)(ξi), ξi〉ϕi ,

cualquiera sea ai ∈ Ai, y ciertos vectores ćıclicos16 ξi ∈ Hϕi .
(iii) Ahora

πϕ1 ⊗ πϕ2 : A1 ⊗A2 → B(Hϕ1)⊗ B(Hϕ2) ↪→ B(Hϕ1 ⊗Hϕ2)

es *-representación de A1 ⊗A2.
(iv) Dado u ∈ A1 ⊗A2 es

‖ (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u) ‖2= sup‖x‖=1 ‖ (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u)(x) ‖2 .

13Se llama estado de una C∗-álgebra A a todo funcional positivo A, i.e. a toda formal
lineal compleja f ∈ [A∗]1 tal que f(x∗x) ≥ 0 para todo x ∈ A. Si A es unitaria y f es un
estado tal que f(1) = 1 decimos que f es un estado normalizado.

14Dados una *-álgebra U y un espacio de Hilbert H, llamamos representación invo-
lutiva de U en H a todo homomorfismo de *-álgebras de U en B(H).

15El conjunto Li = {ai ∈ Ai : ϕ(a∗i ai) = 0} es ideal a izquierda cerrado de Ai.
Se considera Ai/Li en cuanto espacio vectorial complejo, munido del producto interno
〈ai +Li, bi +Li〉ϕi = ϕi(b

∗
i ai). Aśı Hϕi será el espacio de Hilbert que resulta al completar

al espacio prehilbertiano Ai/Li.
16Si π : U → B(H) es una representación de un álgebra de Banach U en un espacio

de Hilbert H, se llama vector ćıclico a todo v ∈ H tal que π(U)v es denso en H.
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Con u =
∑n

i=1 a1,i ⊗ a2,i y x =
∑m

j=1(b1,j + L1)⊗ (b2,j + L2) es

‖ (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u)(x) ‖2 = 〈(πϕ1 ⊗ πϕ2)(u)(x), (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u)(x)〉
= 〈x, (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u)∗(πϕ1 ⊗ πϕ2)(u)(x)〉
= 〈x, (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u∗u)(x)〉

= 〈x, (πϕ1 ⊗ πϕ2)(

n∑
i,l=1

a∗1,ia1,l ⊗ a∗2,ia2,l)(x)〉

=
m∑

j,k=1

n∑
i,l=1

〈b1,k + L1, a
∗
1,ia1,lb1,j + L1〉ϕ1

〈b2,k + L2, a
∗
2,ia2,lb2,j + L2〉ϕ2

=
m∑

j,k=1

n∑
i,l=1

ϕ1(b∗1,ja
∗
1,la1,ib1,k)ϕ2(b∗2,ja

∗
2,la2,ib2,k)

= (ϕ1 ⊗ ϕ2)(x∗u∗ux),(2.9.2)

donde x =
∑m

j=1 b1,j ⊗ b2,j en A1 ⊗A2. Además

‖ x ‖2 = 〈x, x〉Hϕ1⊗Hϕ2

=
m∑

j,k=1

〈(b1,j + L1)⊗ (b2,j + L2), (b1,k + L1)⊗ (b2,k + L2)〉Hϕ1⊗Hϕ2

=
m∑

j,k=1

ϕ1(b∗1,kb1,j)ϕ2(b∗2,kb2,j)

= (ϕ1 ⊗ ϕ2)(x).(2.9.3)

(v) Por (2.9.1), (2.9.2) y (2.9.3) vemos que

‖ u ‖mı́n= sup(ϕ1,ϕ2)∈S1(A)×S2(A) ‖ (πϕ1 ⊗ πϕ2)(u) ‖ .
(vi) Sea u =

∑n
i=1 a1,i ⊗ a2,j no nulo en A1 ⊗ A2 y veamos que

α0(u) > 0.
(vi-a) Si n = 1 existen ψ1 ∈ S(A1) y ψ2 ∈ S(A2) tales que

ψ1(a∗1,1a1,1) =‖ a∗1,1a1,1 ‖ y ψ2(a∗2,1a2,1) =‖ a∗2,1a2,1 ‖
(cf. [13], Th. 61.10). Luego

α0(u) ≥‖ πψ1 ⊗ πψ2)(u) ‖

= 〈a1,1 + Lψ1 , a1,1 + Lψ1〉
1/2
ψ1
〈a2,1 + Lψ2 , a2,1 + Lψ2〉

1/2
ψ2

= ψ1(a∗1,1a1,1)1/2ψ2(a∗2,1a2,1)1/2

=‖ a1,1 ‖‖ a2,1 ‖
> 0.

(vi-b) Podemos suponer n > 1 y {a1,1, ..., a1,n} linealmente inde-
pendiente. Sea ψ ∈ S(A2) tal que ψ(a∗2,1a2,1) > 0. Sea además
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{b1 + Lψ, ..., bd + Lψ} base de clC({a2,1 + Lψ, ..., a2,n + Lψ}) para
cierto d ≤ n, donde b1 = a2,1. Si 1 ≤ i ≤ n podemos escribir

a2,i + Lψ =
∑d

j=1 ci,j(bj + Lψ) para únicos escalares ci,j ’s.

(vi-c) En particular, c1,1 = 1 y el elemento

a = a1,1 + c2,1a1,2 + ...+ cn,1a1,n

es no nulo en A1 por la independencia lineal de {a1,1, ..., a1,n}.
(vi-d) Sea ϕ ∈ S(A1) tal que ϕ(a∗a) > 0.
(vi-e) Con ξ =

∑n
i=1(a1,i + Lϕ)⊗ (a2,i + Lψ) en Hϕ ⊗Hψ tenemos

ξ =

n∑
i=1

(a1,i + Lϕ)⊗
d∑
j=1

ci,j(bj + Lψ)

=

d∑
j=1

aj ⊗ (bj + Lψ),

con aj =
∑n

i=1 ci,j(a1,i + Lϕ) para cada j. Como {bj + Lψ}1≤j≤d
es linealmente independiente y a1 = a es no nulo, ψ es no nulo (cf.
[135], Lemma 1.1; v. (4.17.81)).
(vi-f) Por lo tanto

α0(u) ≥‖ (πϕ ⊗ πψ)(u)(eA1 + Lϕ, eA2 + ψ) ‖

=‖
n∑
i=1

(a1,i + Lϕ)⊗ (a2,i + Lψ) ‖

=‖ ξ ‖
> 0.

(vii) Es fácil ver ahora que ‖ ◦ ‖mı́n es norma C∗, la C∗-norma mi-
nimal o espacial [146]. Se trata de la menor norma C∗ [144]. Indi-
caremos A1⊗mı́nA2 al correspondiente espacio completado respecto
a la norma minimal.

4. Desde luego ‖ ◦ ‖mı́n) ≤‖ ◦ ‖∧. Hagamos

‖ u ‖máx= sup{α(u) : α es C∗ − norma de A1 ⊗A2}.
Entonces ‖ ◦ ‖máx es otra C∗-norma, la C∗-norma maximal [71].
Indicaremos A1 ⊗máx A2 al correspondiente espacio completado res-
pecto a la norma maximal.

5. Una C∗-álgebra A se llama nuclear si para toda C∗-álgebra B hay
una única norma C∗ en A⊗B [103].

6. Para cada n ∈ N, Mn(C) es C∗-álgebra nuclear.
I (i) Sean B una C∗-álgebra no unitaria y ρ : B1 → B(H) una *-
representación isométrica en un espacio de Hilbert H (cf. [13], Th.
62.1).
(ii) Hay un único isomorfismo de grupos abelianos

F : Mn(C)⊗B → Mn(B)
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tal que F (z ⊗ b) = (zi,jb)1≤i,j≤n en tensores básicos.
(iii) Con la estructura natural de álgebra compleja, hay inducida una
representación

ρn : Mn(B)→ B(Hn),

ρn(b)(h) = (
n∑
j=1

ρ(bi,j)(hj))1≤i≤n.

Si b ∈ Mn(B) sea b∗ ∈ Mn(B) tal que (b∗)i,j = b∗j,i para 1 ≤ i, j ≤ n
y hagamos ‖ b ‖,‖ ρn(b) ‖.
(iv) Aśı Mn(B), y por lo tanto Mn(C)⊗B, devienen C∗-álgebras.
(v) Además observamos que

Mn(B1) ≈ Mn(C)⊗B1

= Mn(C)⊗ (B ⊕ C)

≈ (Mn(C)⊗B)⊕ (Mn(C)⊗ C)

≈ Mn(B)⊕Mn(C).

(vi) Hay una única estructura C∗ en Mn(B1) (cf. [110], Prop. 2.1.10).
Dicha estructura induce una única estructura C∗ en Mn(B).
(vii) Si B es C∗ álgebra unitaria hay asimismo una única estructura
C∗ en Mn(B).
(viii) En todo caso sigue la afirmación.

2.10. Ejemplos

2.10.1. Paradojalidad de N respecto a biyecciones de Z. Con-
sideremos la acción del grupo Bi(Z) de biyecciones de Z en Z tal que
fm = f(m) para f ∈ Bi(Z) y m ∈ Z. Sean P y I las clases de enteros
pares e impares impares respectivamente. Escribiremos

N = f0R0 ∪ f1R1 = f2R2 ∪ f3R3,

donde Ri = {4m + i : m ∈ Z}, i = 0, 1, 2, 3, y f0, f1, f2, f3 ∈ Bi(Z) dis-
tintos. Notemos que R0, ..., R3 son disjuntos. Si P e I son los subconjuntos
de números naturales pares e impares claramente se puede definir f0, ..., f3

tales que

f0(R0) = f2(R2) = P,

f1(R1) = f3(R3) = I,

f0(Z−R0) = f2(Z−R2) = Z− P

f1(Z−R1) = f3(Z−R3) = Z− I.

2.10.2. Promedios topológicos y amenabilidad.

1. En esta sección G designará un grupo localmente compacto Haus-
dorff. Además LUC(G) y RUC(G) serán las subclases de Cb(G) de
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funciones uniformemente continuas respectivamente.17 Es fácil ver
que se trata de subespacios de Banach de Cb(G). Indicaremos tam-
bién UC(G) =LUC(G)∩RUC(G) a la clase de funciones uniforme-
mente continuas sobre G.

2. Notar que L∞(G) es M(G)-bimódulo de Banach si para v ∈ L∞(G),
µ ∈ M(G) y x ∈ G hacemos

(µ ∗ v)(x) =

∫
G
v(y−1x)dµ(y),

(v ∗ µ)(x) =

∫
G
v(xy−1)dµ(y).

En particular, δx ∗ v =x−1 v y v ∗ δx = vx−1 . Por otra parte, si λ
designa la medidad de Haar a izquierda de G y f ∈ L1(G) entonces
fv = (fdλ) ∗ v en cuanto consideramos L∞(G) ∈ L1(G)-Mod, mien-
tras que (vf)(x) = (v̌∗(fdλ))(x−1) en cuanto L∞(G) ∈ Mod-L1(G),
donde v̌(x) = v(x−1).

3. Se verifican las siguientes relaciones:

C0(G) ⊆ UC(G),(2.10.1)

LUC(G) = L1(G) ∗ L∞(G) = L1(G) ∗ LUC(G),(2.10.2)

RU(G) = RUC(G) ∗ L1(G) = L∞(G) ∗ L1(G),(2.10.3)

UC(G) = L1(G) ∗ L∞(G) ∗ L1(G) = L1(G) ∗UC(G) ∗ L1(G).(2.10.4)

Luego LUC(G) es L1(G)-módulo de Banach a izquierda, RUC(G) es
L1(G)-módulo de Banach a derecha y UC(G) es L1(G)-bimódulo de
Banach.

4. Consideremos

P(G) = {f ∈ L1(G)+ :‖ f ‖1= 1}.
Entonces P(G) ↪→M(G) y P(G)−w

∗
=M(G). Para ello:

(i) De no ser aśı existe m0 ∈ M(G) − P(G)−w
∗
. Por el teorema de

Hahn-Banach existirán ε > 0 y Λ : L∞(G)∗ → C aplicación lineal
w∗-continua tal que Re(Λ)(n) ≤ Re(Λ)(m0)−ε para cada n ∈ P(G).
(ii) Existe F ∈ L∞(G) tal que Λ(m) = 〈F,m〉 si m ∈ L∞(G)∗.
Razonando como en (2.4.6)(iii) se puede suponer que F es R-valuada
a.e. λ y si f ∈ P(G) es

(2.10.5)

∫
G
fFdλ < 〈F,m0〉 − ε.

(iii) Sea t > 0 tal que ‖ F ‖∞ −ε/2 < t y λ({| F |> t}) > 0.
Existirá un subconjunto compacto C con medida de Haar positiva
de {| F |> t}. Hagamos f = χC/λ(C).
(iv) Observar que (2.10.5) es válida si reemplazamos F por F + r,

17O sea, f ∈ LUC(G) si y solo si a →a−1 f (resp. a → fa−1) es función continua de
G en Cb(G), lo que equivale a que para cada ε > 0 hay un entorno simétrico U de e en G
tal que | f(x)− f(y) |< ε si xy−1 ∈ U (resp. si x−1y ∈ U).
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cualquiera sea r ∈ R. Podemos suponer entonces F ≥ 0 a.e. λ.
(v) Por lo tanto

‖ F ‖∞ + ε
2 < 〈F,m0〉 ≤‖ F ‖∞,

de donde sigue la tesis.
5. [47], [114] Sean G un grupo localmente compacto. Un promedio M

de G se dice invariante por conjugación si M(τ∗x(f)) = M(f) para
todo f ∈ L∞(G) y x ∈ G, con τx ∈ B(L1(G)) tal que

τx(u)(y) = u(x−1yx)∆G(x)

si u ∈ L1(G) e y ∈ G. Decimos que G es internamente amenable si
posee algún promedio invariante por conjugación. Son equivalentes:
(a) A es internamente amenable.
(b) Hay una red {uk}k∈K en P(G) tal que ĺımk∈K ‖ τx(uk)−uk ‖1= 0
para todo x ∈ G.
I (a⇒ b) Sea M ∈M(G) un promedio invariante por conjugación.
Por (2.10.2).(4) podemos considerar alguna red {uk}k∈K en P(G)
tal que M = w∗-ĺımk∈K uk. Si f ∈ L∞(G) y x ∈ G tenemos

ĺım
k∈K
〈uk, f〉 = M(f)

= M(τ∗x(f))

= ĺım
k∈K
〈uk, τ∗x(f)〉

= ĺım
k∈K
〈τx(uk), f〉,

i.e. 0L1
(G)

= w-ĺımk∈K(τx(uk)− uk) para todo x ∈ G. Luego

0L1
(G)
∈ co({τx(uk)− uk) : k ∈ K})−.

Si K(G) es la familia de subconjuntos compactos con interior no
vaćıo de G, dados C ∈ K(G) y ξ > 0 sea vC,ξ ∈ L1(G) tal que existe
x ∈ C de modo que ‖ τx(vC,ξ) − vC,ξ) ‖1< ξ. Bastará considerar la
red {v(C,ξ) : (C, ξ) ∈ K(G)×R+}, en la que (C, ξ) ≤ (D, η) si y solo
si D ⊆ C y η ≤ ξ.
(b⇒ a) Como es fácil de verificar, por el teorema de Alaoglu bastará
considerar algún punto de acumulación M de la red {uk}k∈K .

6. Sea E subespacio de Banach de L∞(G) tal que P(G) ∗E ⊆ E, p. ej.
Cb(G), LUC(G), RUC(G) o UC(G). Si m ∈ E∗, decimos que m es
promedio topológico invariante a izquierda de E si ‖ m ‖= 〈1,m〉 = 1
y 〈f ∗ ϕ,m〉 = 〈ϕ,m〉 cualesquiera sean f ∈ P(G) y ϕ ∈ E. Indi-
caremos LIM(E) y TLIM(E) a las clases de promedios invariantes
a izquierda y promedios topológicos invariantes a izquierda de E
respectivamente [87].

7. Cada promedio topológico invariante a izquierda de L∞(G), Cb(G),
LUC(G), RUC(G) o UC(G) es promedio invariante a izquierda.
I Sean m promedio topológico a izquierda de E, a ∈ G, f ∈ P(G)
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y ϕ ∈ E. Entonces δa ∗ f ∈ P(G) y

〈δa ∗ ϕ,m〉 = 〈f ∗ (δa ∗ ϕ),m〉
= 〈(f ∗ δa) ∗ ϕ,m〉
= 〈ϕ,m〉.

8. Todo promedio invariante a izquierda m de UC(G) es promedio to-
pológico invariante a izquierda.
I Por (2.10.4) dados a ∈ G, u ∈ UC(G) y f ∈ L1(G) resulta

(2.10.6) 〈f ∗ u,m〉 = 〈δa ∗ (f ∗ u),m〉.
Escribiendo Tu(f) = 〈f ∗ u,m〉 sigue que Tu ∈ L1(G)∗. Entonces
existe u′ ∈ L∞(G) único tal que 〈f ∗ u,m〉 =

∫
G fu

′dλ para cada f .
Por (2.10.6) vemos que∫

G
fu′dλ = 〈(δa ∗ f) ∗ u,m〉

=

∫
G

(a−1f)u′dλ

=

∫
G
f(au

′)dλ.

Por lo tanto u′ =a u
′ para todo a ∈ G, i.e. u′ = c(u) en L∞(G) para

cierta c(u) ∈ C. Aśı 〈f ∗ u,m〉 = c(u) cualquiera sea f ∈ P(G).
Sea {es}s∈σ ∈ BLAI(L1(G)). Por (2.10.4) la misma es aproximación
acotada de la identidad a izquierda de UC(G) y si f ∈ P(G) es

〈f ∗ u,m〉 = ĺım
s∈σ
〈es ∗ (f ∗ u),m〉

= ĺım
s∈σ
〈(es ∗ f) ∗ u,m〉

= c(u)

= ĺım
s∈σ
〈es ∗ u,m〉

= 〈u,m〉.
9. Son equivalentes

(i) G es amenable.
(ii) LIM(Cb(G)) 6= ∅.
(iii) LIM(LUC(G)) 6= ∅.
(iv) LIM(RUC(G)) 6= ∅.
(v) LIM(UC(G)) 6= ∅.
I (i⇒ ii) Sean j1 : Cb(G) ↪→ L∞(G) la inclusión ym ∈ LIM(L∞(G)).
Claramente

∅ 6= j∗1(LIM(L∞(G)) ⊆ LIM(Cb(G)).

(ii ⇒ iii) Ídem al punto anterior.

(ii ⇒ iv) Ídem.

(iii ⇒ v) Ídem.
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(iv ⇒ v) Ídem.
(v ⇒ i) Sean m ∈ TLIM(UC(G)) y {es}s∈S ∈ BAI(L1(G)) en P(G).
Sea Σ un ultrafiltro que domina el orden de S y consideremos

m̂ : L∞(G)→ C,
〈φ, m̂〉 = ĺım

s∈Σ
〈es ∗ φ ∗ es,m〉.

Por (2.10.4) m̂ está bien definida y es fácil ver que se trata de un
promedio. Más aún, si f ∈ P (G), φ ∈ L∞(G) y s ∈ Σ tenemos

es ∗ f ∗ φ ∗ es − f ∗ es ∗ φ ∗ es = (es ∗ f − f) ∗ φ ∗ es + (f − f ∗ es) ∗ φ ∗ es.

Luego ĺıms∈Σ(es ∗ f ∗ φ ∗ es − f ∗ es ∗ φ ∗ es) = 0L∞(G) y

〈f ∗ φ, m̂〉 = ĺım
s∈Σ
〈es ∗ f ∗ φ ∗ es,m〉

= ĺım
s∈Σ
〈f ∗ es ∗ φ ∗ es,m〉

= ĺım
s∈Σ
〈es ∗ φ ∗ es,m〉

= 〈φ, m̂〉

y sigue la tesis.

2.10.3. Amenabilidad de productos tensoriales. SiA,B, son álge-
bras de Banach amenables entonces A⊗̂B es álgebra de Banach amenable.
En efecto, sean C = (A⊗̂A)⊗̂(B⊗̂B) y D = (A⊗̂B)⊗̂(A⊗̂B).
(i) C es A⊗̂B-bimódulo de Banach y

(a⊗ b) · (α⊗ β) = (aα)⊗ (bβ),

(α⊗ β) · (a⊗ b) = (αa)⊗ (βb)

en tensores básicos. Para ello, fijados a ∈ A y b ∈ B sea

fa,b : (A⊗̂A)× (B⊗̂B)→ C,

fa,b(α, β) = (aα)⊗ (bβ).

Como fa,b es biaditivo y acotado existe f1
a,b ∈ B(C) tal que

f1
a,b(α⊗ β) = (aα)⊗ (bβ)

en tensores básicos. Asimismo f1 : A × B → B(C) es biaditivo y acotado
y existe f2 ∈ B(A⊗̂B,B(C)) tal que f2(a ⊗ b) = f1

a,b en tensores básicos.

Hacemos entonces u · ξ , f2(u)(ξ), u ∈ A⊗̂B, ξ ∈ C. Es fácil ver que aśı
C ∈ (A⊗̂B)-Mod. Análogamente resulta C ∈ Mod-(A⊗̂B).
(ii) Existe Λ ∈ B(C,D) homomorfismo de (A⊗̂B)-bimódulos tal que

Λ((a1 ⊗ a2)⊗ (b1 ⊗ b2)) = (a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)

para cada a1, a2 ∈ A y b1, b2 ∈ B. Para ello, fijados a1, a2 ∈ A sea

ga1,a2 : B ×B → D,

ga1,a2(b1, b2) = (a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2).
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Por la universalidad del producto tensorial existe g1
a1,a2

∈ B(B⊗̂B,D) tal
que

g1
a1,a2

(b1 ⊗ b2) = (a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)

en tensores básicos. Asimismo, g1 : A × A → B(B⊗̂B,D) es biaditiva
acotada y nuevamente por la universalidad del producto tensorial existe
g2 ∈ B(A⊗̂A,B(B⊗̂B,D)) tal que g2(a1 ⊗ a2) = g1

a1,a2
en tensores básicos.

Hacemos ahora

λ : (A⊗̂A)× (B⊗̂B)→ D,

λ(α, β) = g2(α)(β).

Por la universalidad del producto tensorial existe Λ ∈ B(C,D) de modo que
Λ(α⊗ β) = λ(α, β) en tensores básicos. Entonces

Λ((a1 ⊗ a2)⊗ (b1 ⊗ b2)) = λ(a1 ⊗ a2, b1 ⊗ b2)

= g2(a1 ⊗ a2)(b1 ⊗ b2)

= g1
a1,a2

(b1 ⊗ b2)

= (a1 ⊗ b1)⊗ (a2 ⊗ b2)

para cualesquiera a1, a2, b1, b2. Como

Λ(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ a3)⊗ (b2 ⊗ b3)(a4 ⊗ b4) = Λ(a1a2 ⊗ a3a4)⊗ (b1b2 ⊗ b3b4)

= (a1a2 ⊗ b1b2)⊗ (a3a4 ⊗ b3b4)

= (a1 ⊗ b1)Λ((a2 ⊗ a3)⊗ (b2 ⊗ b3))(a4 ⊗ b4)

en tensores básicos sigue la afirmación.
(iii) Sean {αi}i∈I , {βj}j∈J diagonales aproximadas de A y B respectivamen-
te, con

αi =
∞∑
n=1

an,i ⊗ a′n,i,
∞∑
n=1

‖ an,i ‖‖ a′n,i ‖<∞,

βj =

∞∑
m=1

bm,j ⊗ b′m,j ,
∞∑
m=1

‖ bm,j ‖‖ b′m,j ‖<∞

en cada caso. Escribamos γi,j = Λ(αi ⊗ βj) para cada i, j y consideremos la
red -acotada- {γi,j}(i,j)∈I×J con el orden parcial natural. Veremos que ésta

es diagonal aproximada de A⊗̂B.
(iv) Sea u ∈ A⊗̂B, digamos u =

∑∞
l=1 al ⊗ bl, con

∑∞
l=1 ‖ al ‖‖ bl ‖< ∞.

Sea r > 0 tal que ‖ αi ‖∧≤ r y ‖ βj ‖∧≤ r cualesquiera sean i, j. Dado ε > 0
sea L ∈ N tal que

∑
l>L ‖ al ‖‖ bl ‖< ε/(2r2 ‖ Λ ‖).
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Dados i, j tenemos

‖ uγi,j − γi,ju ‖∧≤‖ Λ ‖‖ u(αi ⊗ βj)− (αi ⊗ βj)u ‖∧

≤‖ Λ ‖ [
L∑
l=1

‖ alαi ⊗ blβj − αial ⊗ βjbl ‖∧ +2
∞∑

l=L+1

‖ al ‖‖ bl ‖‖ αi ‖∧‖ βj ‖∧]

≤‖ Λ ‖
L∑
l=1

‖ alαi ⊗ blβj − αial ⊗ βjbl ‖∧ +ε

=‖ Λ ‖
L∑
l=1

‖ (alαi − αial)⊗ blβj + αial ⊗ (blβj − βjbl) ‖∧ +ε.

Luego ĺım(i,j)∈I×J ‖ uγi,j − γi,ju ‖∧≤ ε, i.e. uγi,j − γi,ju→ 0D.

(iv) Dado ψ > 0 sea L′ ∈ N tal que
∑

l>L′ ‖ al ‖‖ bl ‖< ψ/(1 + r2). Fijados
i, j resulta

‖ π̂A⊗̂B(γi,j)u− u ‖∧=‖
∞∑
l=1

[π̂A(αi)al ⊗ π̂B(βj)bl)− al ⊗ bl] ‖∧

=‖
L′∑
l=1

[π̂A(αi)al ⊗ π̂B(βj)bl)− al ⊗ bl] ‖∧ +ψ

=
L′∑
l=1

[(π̂A(αi)al − al)⊗ π̂B(βj)bl + al ⊗ (π̂B(βj)bl − bl)] + ψ.

Luego ĺım(i,j)∈I×J ‖ π̂A⊗̂B(γi,j)u − u ‖∧≤ ψ, y siendo ψ arbitrario sigue la
tesis.

2.10.4. Diagonal virtual de grupos amenables discretos.

1. Construyamos una diagonal virtual de un grupo amenable discreto
(V. (2.11.21)). Definimos θ : l1(G)→ l1(G)⊗̂l1(G) tal que

θ(f) =
∑

a∈G f(a)δa ⊗ δa−1 .

Evidentemente θ es operador lineal bien definido y acotado.
2. Dado m ∈ l1(G)∗∗ promedio invariante de G sea V = θ∗∗(m) en

(l1(G)⊗̂l1(G))∗∗. Si a, b ∈ G y N ∈ (l1(G)⊗̂l1(G))∗ tenemos

〈N, δaV 〉 = 〈Nδa, θ∗∗(m)〉
= 〈θ∗(Nδa),m〉.

Además

〈δb, θ∗(Nδa)〉 = 〈δaθ(δb),N〉
= 〈δab ⊗ δb−1 ,N〉
= 〈θ(δab), δaN〉
= 〈δb, θ∗(δaN)δa〉.
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Luego θ∗(Nδa) = θ∗(δaN)δa para cada a. Por la invariancia de m
resulta

〈N, δaV 〉 = 〈θ∗(δaN)δa,m〉
= 〈θ∗(δaN),m〉
= 〈N, θ∗∗(m)δa〉
= 〈N, V δa〉

y conclúımos que δaV = V δa, más aún fV = V f cualquiera sea
f ∈ 11(G).

3. Dados ahora x ∈ l∞(G) y f ∈ l1(G) escribimos

〈x, π̂∗∗
l1(G)

(V )f〉 = 〈fx, (πθ)∗∗(m)〉

= 〈(πθ)∗(fx),m〉.

Si además g ∈ l1(G) es

〈g, (πθ)∗(fx)〉 =
∑
a∈G

g(a)〈δe, fx〉

= 〈g, 1〉〈f, x〉,

i.e. (πθ)∗(fx) = 〈f, x〉1. Luego 〈x, π̂∗∗
l1(G)

(V )f〉 = 〈f, x〉 y sigue la

tesis.

2.10.5. Productos tensoriales e independencia lineal. Sean E-
espacio normado sobre un cuerpo K, n ∈ N y x1, ..., xn ∈ E. Entonces
{xi}ni=1 es linealmente dependiente si y solo si

(2.10.7)
∑
σ∈Pn

(−1)sig(σ)xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(n) = 0E⊗...⊗E .

I Sea {xi}ni=1 linealmente independiente con base dual {x′j}nj=1. Por el teo-

rema de Hahn-Banach podemos suponer {x′j}nj=1 ⊆ E∗. Le condición resulta
suficiente porque

〈
∑

σ∈Pn
(−1)sig(σ)xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(n), x

′
1 ⊗ ...⊗ x′n〉 = 1.

Rećıprocamente, podemos asumir n > 1 y que xn = k1x1 + ... + kn−1xn−1

para ciertos k1, ..., kn−1 ∈ K. Indicando Tn al primer miembro en (2.10.7) es

Tn =

n∑
i=1

∑
σ:σ(i)=n

(−1)sig(σ)xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(i−1) ⊗
n−1∑
j=1

kjxj ⊗ xσ(i+1)...⊗ xσ(n)

=

n−1∑
j=1

kj

n∑
i=1

∑
σ:σ(i)=n

(−1)sig(σ)xσ(1) ⊗ ...⊗ xσ(i−1) ⊗ xj ⊗ xσ(i+1)...⊗ xσ(n).

Hagamos

Ψn,j =
∑n

i=1

∑
σ:σ(i)=n(−1)sig(σ)xσ(1)⊗ ...⊗xσ(i−1)⊗xj ⊗xσ(i+1)...⊗xσ(n).
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En todo sumando de Ψn,j cada término xj aparece solo dos veces en cada
tensor, pues si σ(i) = n entonces σ({1, ..., n} − {i}) = {1, ..., n − 1}. Escri-
biendo Fi = {σ ∈ Pn : σ(i) = n}, con 1 ≤ i ≤ n, claramente {F1, ..., Fn} es
partición disjunta de Pn, en la que cada miembro tiene (n− 1)! elementos.
Además, si 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, resulta Fi(ij) = Fj . Cada permutación de
Fi está entonces en correspondencia con una permutación de Fj de signo
contrario, por lo que cada Ψn,j es nulo y sigue la afirmación.

2.10.6. Amenabilidad de A(X).

1. Sean X espacio de Banach complejo, A(X) el álgebra de Banach
de operadores aproximables de X, o sea A(X) = F(X)− en B(X),
donde F(X) es la clase de operadores acotados de rango finito. Sean
n ∈ N, x1, ..., xn ∈ X, x′1, ..., x

′
n ∈ X∗ un sistema finito bi-ortogonal ,

o sea 〈xi, x′j〉 = δi,j si 1 ≤ i, j ≤ n. Queda inducida un homomorfismo
de álgebras de Banach

E : Mn(C)→ A(X),

E(a) =
n∑

i,j=1

ai,jxi � x′j .

2. Decimos que X tiene la propiedad (A) si hay una red de sistemas
biortogonales {Sl}l∈Λ, con Sl = {xi,l, x′j,l : 1 ≤ i, j ≤ nl} y ho-

momorfismos asociados El : Mnl(C) → A(X). Además, escribiendo
Al = El(1Mnl

(C)) para cada l se verifican las siguientes propiedades:

(a) IdX = s-ĺıml∈ΛAl.
(b) IdX∗ = s-ĺıml∈ΛA

∗
l .

(c) Para cada l ∈ Λ hay un subgrupo irreducible Gl de Mnl(C) (V.
(2.11).(2)) tal que

κ , sup{‖ El(g) ‖: g ∈ Gl, l ∈ Λ} <∞.
3. (a) Supongamos queX tiene la propiedad (A) y sea C ⊆ X compacto

no vaćıo. Veamos que IdX |C= u- ĺıml∈ΛAl.
En efecto, por (2.10.6).(2) x = ĺıml∈ΛAl(x) para cada x ∈ X. Dado
ε > 0 cada x determina algún l(x) ∈ Λ tal que ‖ x − Al(x) ‖< ε si
l ≥ l(x). Por la compacidad de C existen ν ∈ N e y1, ..., yν ∈ C tales
que C ⊆ ∪νj=1Bε(yj). Sea l0 ∈ Λ tal que l0 ≥ l(yj) si 1 ≤ j ≤ ν.

Dados l ≥ l0 y x ∈ C, si ‖ x− yj ‖< ε, tendremos

‖ x−Al(x) ‖ ≤‖ x− yj ‖ + ‖ yj −Al(yj) ‖ + ‖ Al(yj − x) ‖
≤ ε(2+ ‖ Al ‖)
≤ ε(2 + κ),

y como ε es arbitrario sigue la afirmación.
(b) Luego A(X) ∈ BLAI.
Precisamente, sea A ∈ A(X). Si l ∈ Λ y x ∈ [X]1, puesto que
A([X]1)− es compacto, tenemos
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‖ (AlA)(x)−A(x) ‖≤ supy∈T ([X]1)− ‖ Al(y)− y ‖ .
Luego

ĺıml∈Λ ‖ AlA−A ‖≤ ĺıml∈Λ supy∈T ([X]1)− ‖ Al(y)− y ‖= 0.

(c) Asimismo A(X) ∈ BRAI, pues si x ∈ [X]1 tenemos

‖ (AAl)(x)−A(x) ‖ = sup
‖x′‖=1

| 〈(AAl −A)(x), x′〉 |

= sup
‖x′‖=1

| 〈x,A∗l (A∗(x′))−A∗(x′)〉 | .

Luego

‖ AAl −A ‖ ≤ sup
y′∈A∗([X∗]‖A∗‖)−

‖ A∗l (y′)− y′ ‖ .

Razonando como antes sigue que

ĺıml∈Λ ‖ AAl −A ‖≤ ĺıml∈Λ supy′∈A∗([X∗]‖A∗‖)− ‖ A
∗
l (y
′)− y′ ‖= 0.

4. Si X tiene la propiedad (A) es amenable (cf. [70], Th. 4.2).
I Si l ∈ Λ, dl = 1

|Gl|
∑

g∈Gl g⊗̂g
−1 es diagonal de Mnl(C). Escribire-

mos Dl = (El⊗̂El)(dl) en A(X)⊗̂A(X).
Ya sabemos que {Al}l∈Λ ∈ BLAI(A(X)). Por otra parte si A ∈ A(X)
resulta

ADl −DlA = (A−AlAAl)Dl

+ (AlAAl)Dl −Dl(AlAAl)

+Dl(AlAAl −A).

Fijados x ∈ X y x′ ∈ X∗ tenemos

Al(x� x′)Al = Al(x)�A∗l (x′)

=

nl∑
i=1

〈x, x′i,l〉xi,l �
nl∑
j=1

〈xj,l, x′〉x′j,l

= El(ml(x, x
′)),

con ml(x, x
′) = [〈x, x′i,l〉〈xj,l, x′〉] en Mnl(C). Entonces

(Al(x� x′)Al)Dl = El(m(x, x′))(El⊗̂El)(dl)
= (El⊗̂El)(m(x, x′)dl)

= (El⊗̂El)(dlm(x, x′))

= (El⊗̂El)(dl)El(m(x, x′))

= Dl(Al(x� x′)Al)

y podemos inferir que (AlAAl)Dl = Dl(AlAAl) si A ∈ A(X). Como
{Al}l∈Λ ∈ BAI(A(X)) es

A−AlAAl = A−Al(AAl −A)−AlA
l∈Λ−−→ 0A(X)
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y podemos concluir que ADl −DlA
l∈Λ−−→ 0A(X)⊗̂A(X).

5. Sean (X,Σ, µ) espacio de medida positiva, 1 < p < ∞. Entonces
A(Lp(X,Σ, µ)) es amenable.
I (i) Dados n ∈ N y X1, ..., Xn ∈ Σ disjuntos de µ-medida finita
positiva se tiene un sistema biortogonal

{X1, ..., Xn} : µ(Xi)
−1/pχXi , µ(Xj)

−1/qχXj ,

con 1 ≤ i, j ≤ n y 1/p + 1/q = 1. Si S es el conjunto de dichos
sistemas y s1, s2 ∈ S escribiremos s1 ≤ s2 si cada elemento de s1

es la unión de algunos elementos de s2. Fijado s ∈ S escribiremos
ns =| s | .
(ii) Dado s = {X1, ..., Xns} ∈ S tenemos

Es : Mns(C)→ A(Lp(X,Σ, µ)),

Es(a)(f) =

ns∑
i,j=1

ai.j

µ(Xj)1/q

∫
Xj

fdµ
χXi

µ(Xi)1/p
.

Sean Y ∈ Σ de medida finita positiva y s = {X1, ..., Xns} ∈ S tal
que {Y } ≤ s. Existirán t ∈ N y 1 ≤ n1 < n2 < ... < nt ≤ ns tales
que Y = ∪tj=1Xnj y, con As = Es(1Mns (C)),

As(χY ) =
t∑

j=1

1

µ(Xnj )
1/q

∫
Xnj

χY dµ
χXnj

µ(Xnj )
1/p

=

t∑
j=1

1

µ(Xnj )
µ(Xnj )χXnj

=

t∑
j=1

χXnj

= χY .

En consecuencia ĺıms∈S As(f) = f toda vez que f sea función simple.
(iii) Sean s ∈ S y Gs subgrupo irreducible de Mns(C) como en
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(2.11.3). Dados f ∈ Lp(X,Σ, µ), DεAσ ∈ Gs vemos que

‖ Es(DεAσ)(f) ‖pp =‖ Es(
ns∑
i=1

εiei,i

ns∑
j,k=1

δσ(j),kej,k)(f) ‖pp

=‖ Es(
ns∑

j,k=1

εjδσ(j),kej,k)(f) ‖pp

=

ns∑
j,k=1

εjδσ(j),k(
χAj

µ(Aj)1/p
� χAk
µ(Ak)1/q

)(f) ‖pp

=‖
ns∑
j=1

εj

µ(Aσ(j))1/q

∫
Aσ(j)

fdµ
χAj

µ(Aj)1/p
‖pp

=

ns∑
l=1

| 1

µ(Al)1/q

∫
Al

fdµ |p

≤
ns∑
l=1

1

µ(Al)p/q
‖ f |Al‖

p
p µ(Al)

p/q

=‖ f ‖pp .

Por lo tanto sups∈S supgs∈Gs ‖ Es(gs) ‖p≤ 1. Dados f ∈ Lp(X,Σ, µ)
y ε > 0 sea ‖ f−g ‖p< ε/2 para cierta función simple g ∈ Lp(X,Σ, µ).
Entonces

‖ As(f)− f ‖p ≤‖ As(f − g) ‖p + ‖ As(g)− f ‖p
≤‖ f − g ‖p + ‖ As(g)− f ‖p

≤ ε

2
+ ‖ As(g)− f ‖p .

Luego

ĺım
s∈S
‖ As(f)− f ‖p ≤

ε

2
+ ‖ f − g ‖p

≤ ε

y aśı IdLp(X,Σ,µ) = s-ĺıms∈S As.

6. Sea (X,σ, µ) espacio de medida finita positiva. Dados n ∈ N y
X1, ..., Xn ∈ Σ disjuntos el arreglo

{X1, ..., Xn} :
χXi
µ(Xi)

, χXj ,

con 1 ≤ i, j ≤ n es sistema biortogonal de L1(X,Σ, µ). Razonando
como en (2.10.6).(5) vemos que L1(X,Σ, µ) tiene la propiedad (A).
Más aún, claramente esta propiedad también es válida si (X,Σ, µ)
es espacio de medida σ-finita.

7. Sea X espacio de Banach cuyo dual tiene la propiedad (A). Entonces
X tiene la propiedad (A).
I (i) Sea S = {Sl}l∈Λ alguna red de sistemas biortogonales de X∗,
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digamos Sl = {x′i,l, x′′j,l : 1 ≤ i, j ≤ nl}, en las condiciones de la pro-

piedad (A). Si l ∈ Λ sean El : Mnl(C) → A(X∗) el correspondiente
homomorfismo de álgebras y Al = El(1Mnl

(C)). Por el principio de

reflexividad local [114][116], dados F ∈ Pf (X), F ′ ∈ Pf (X∗) y l ∈ Λ
existe un operador lineal

Tl,F,F ′ : cl({x′′1,l, ..., x′′nl,l} ∪ F )→ X

tal que ‖ Tl,F,F ′ ‖≤ 2, Tl,F,F ′ |F= IdF y 〈Tl,F,F ′(x′′j,l), x′〉 = 〈x′, x′′j,l〉
para cada x′ ∈ cl(F ′ ∪ {x′1,l, ..., x′nl,l}) y j = 1, ..., nl.

18

(ii) Queda definida una red de sistemas biortogonales finitos de X,
U = {Ul,F,F ′}(l,F,F ′)∈Λ×Pf (X)×Pf (X∗), con

Ul,F,F ′ = {Tl,F,F ′(x′′i,l), x′j,l : 1 ≤ i, j,≤ nl}.
(iii) Dados l, F, F ′, x notar que Tl,F,F ′(A

∗
l (ιX(x))) = Al,F,F ′(x), don-

de ahora

Al,F,F ′ =
∑nl

j=1 Tl,F,F ′(x
′′
j,l)� x′j,l.

Precisamente,

A∗l (ιX(x)) =

nl∑
j=1

〈ιX(x), x′′j,l � ιX∗(x′j,l)〉

=

nl∑
j=1

〈x, x′j,l〉x′′j,l,

de donce

Tl,F,F ′ [A
∗
l (ιX(x))] =

nl∑
j=1

〈x, x′j,l〉Tl,F,F ′(x′′j,l)

= Al,F,F ′(x).

Sabemos que ĺıml∈ΛA
∗
l (ιX(x)) = ιX(x) y si {ιX(x)} ≤ F se tiene

además que Tl,F,F ′(ιX(x)) = x. Entonces

Al,F,F ′(x) = Tl,F,F ′(A
∗
l (ιX(x)))

= Tl,F,F ′(A
∗
l (ιX(x))− ιX(x)) + x

y, como ‖ Tl,F,F ′ ‖≤ 2 en todo caso, IdX = s-ĺıml,F,F ′ Al,F,F ′ .
(iv) Usando (2.10.6).(7) vemos que Al |F ′= A∗l,F,F ′ cualesquiera sean
l, F , de donde IdX∗ = s-ĺıml,F,F ′ A

∗
l,F,F ′ .

8. Dado un espacio localmente compacto separadoX, C0(X)∗ ≈ M(X).
Además M(X) es espacio (AL)19. Suponiendo que M(X) tiene una

18Sea Z espacio de Banach. El principio de reflexividad establece que si ε > 0 y
S1 y S2 son subespacios finito dimensionales de Z∗ y Z∗∗ respectivamente, hay una ε-
isometŕıa lineal T : S2 → Z (i.e. 1− ε ≤‖ T (z′′) ‖Z≤ 1 + ε si ‖ z′′ ‖Z∗∗= 1) de modo que
T |S2∩Z= IdS2∩Z y 〈T (z′′), z′〉 = 〈z′, z′′〉 cuando z′ ∈ S1 y z′′ ∈ S2.

19Se llama espacio (AL), o L-espacio, a todo espacio de Banach reticular E en el que
la norma es aditiva sobre el cono de elementos positivos de E.
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F-unidad20 existirán un espacio compacto totalmente desconexo ΩX

y cierta medida de Borel completamente aditiva µX sobre ΩX tal que
M(X) ≈ L1(ΩX , µX) [94]. En estas condiciones M(X) ∈ (A), y por
lo tanto también C0(X) ∈ (A), de modo que A(C0(X)) y A(M(X))
son álgebras amenables.

2.10.7. Amenabilidad y la propiedad de Radon-Nykodým.

1. Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Radon-Nikodým, en
cuyo caso escribiremos E ∈ RNP, si dados cualquier espacio de medi-
da finita (X,Σ, µ) y cualquier operador T ∈ B(L1(X,Σ, µ), E) existe
F ∈ L∞µ (X,E) tal que T (f) =

∫
E fFdµ si f ∈ L1(X,Σ, µ) (cf. [41],

p. 61). P. ej., C ∈ RNP.
2. Sean X,Y espacios de Banach, alguno de cuyos duales tiene la pro-

piedad de Radon-Nykodym y alguno de cuyos duales tiene la pro-
piedad de aproximación. Entonces (X⊗̌Y )∗ ≈ X∗⊗̂Y ∗ (cf. [36], Co-
rollary 3.19).

3. Sean X, Y , espacios de Banach munidos de la propiedad (A) tales
que (X⊗̌Y )∗ ≈ X∗⊗̂Y ∗. Entonces X⊗̌Y tiene la propiedad (A).
I (i) Sean S = {Sl}l∈L, T = {Tm}m∈M redes de sistemas biortogo-
nales finitos de X e Y , digamos

Sl = {xi,l, x′j,l : 1 ≤ i, j ≤ nl},
Tm = {yk,m, y′h,m : 1 ≤ k, h ≤ pm}

para cada l,m. Sean El : Mnl(C) → A(X) y Fm : Mpm(C) → A(Y )
los correspondientes homomorfismos de álgebras e indiquemos tam-
bién Al = El(1Mnl

(C)) y Bm = Fm(1Mpm (C)). Sean Gl y Hm subgru-

pos irreducibles de Mnl(C) y Mpm(C) tales que

| E |, sup
l∈L

sup
gl∈Gl

‖ El(gl) ‖<∞,(2.10.8)

| F |, sup
m∈M

sup
hm∈Hm

‖ Fm(hm) ‖<∞.(2.10.9)

(ii) Escribiremos

ST = {SlTm : (l,m) ∈ L×M},
SlTm = {xi,l ⊗ yk,m, x′j,l ⊗ y′h,m : 1 ≤ i, j ≤ nl, 1 ≤ k, h ≤ pm}.

(iii) Fijados n,m ∈ N hay sendas aplicaciones lineales

Mn(C)⊗̂Mm(C)
αn,m−−−→ Mn[Mm(C)]

βn,m−−−→ Mnm(C),

donde αn,m es único de modo que αn,m(a ⊗ u) = (ai,ju)1≤i,j≤n en
tensores básicos y

20Se llama F-unidad de un espacio de Banach reticular E a todo elemento 1 ∈ E tal
que para cada x ∈ E positivo resulta x ∧ 1 > 0 [56]. Por ejemplo, bastaŕıa la existencia
de algún elemento 1 ∈ M(X)+ tal que ‖ 1 ‖= 1, y x ≤ 1 toda vez que ‖ x ‖≤ 1.
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βn,m(U) = [Ui,j(k, h)]1≤i,j≤n,1≤k,h≤m.

(a) Como Mn[Mm(C)] es álgebra compleja en todo caso resulta

αn,m((a⊗ u)(b⊗ v)) = αn,m((ab)⊗ (uv))

= (

n∑
k=1

ai,kbk,juv)1≤i,j≤n

= (

n∑
k=1

ai,kubk,jv)1≤i,j≤n

= αn,m(a⊗ u)αn,m(b⊗ v)

y αn,m deviene homomorfismo de álgebras complejas. Indiquemos
eni,j y emk,h a las matrices canónicas de Mn(C) y Mm(C) respectiva-

mente. Es fácil ver que {emk,heni,j : 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k, h ≤ m} es

base de Mn(Mm(C)) en cuanto espacio vectorial complejo. Puesto

que αn,m(eni,j ⊗ emk,h) = (δi
′,j′

i,j e
m
k,h)1≤i′,j′≤n entonces αn,m es epimor-

fismo y dimC(Mn(C)⊗̂Mm(C)) ≥ nm.
Por otra parte, claramente dimC(Mn(C)⊗̂Mm(C)) ≤ nm, i.e. αn,m
es isomorfismo de álgebras complejas.

(b) Ahora βn,m es suryectivo: Dada una biyección In × Im
ζ−→ Inm

hay únicos (i, k), (j, h) ∈ In × Im tales que ζ(i, k) = p y ζ(j, h) = q.
Sea U ∈ Mn(Mm(C)) tal que Ui′,j′ = 0Mm(C) si i′ 6= i o j′ 6= j y

Ui,j = emk,h. Aśı β(U) = enmp,q , de donde sigue enseguida la afirmación.
Por razones de dimensión βn,m deviene isomorfismo de espacios vec-
toriales complejos.
Notemos que si U, V ∈ Mn(Mm(C)) entonces

(UV )i,j(k, h) =
∑n

s=1

∑m
t=1 Ui,s(k, t)Vs,j(t, h)

para cada i, j ∈ {1, ..., n}, k, h ∈ {1, ...,m}. Dadas µ, ν ∈ Mnm(C)
hagamos

(µ ∗ ν)(i, j, k, h) =
∑n

s=1

∑m
t=1 µ(i, s, k, t)ν(s, j, t, h).

Entonces (Mnm(C),+, ∗) es una C-álgebra asociativa y

βn,m(UV )(i, j, k, h) = (UV )i,j(k, h)

=

n∑
s=1

m∑
t=1

Ui,s(k, t)Vs,j(t, h)

=
n∑
s=1

m∑
t=1

βn,m(U)(i, s, k, t)βn,m(V )(s, j, t, h)

= (βn,m(U) ∗ βn,m(V ))(i, j, k, h),
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i.e. βn,m es isomorfismo de álgebras complejas.
(c) Dados (l,m) ∈ L×M sean

Gl,m : Mnlpm(C)→ A(X⊗̌Y ),

Gl,m(U) =

nl∑
i,j=1

pm∑
k,h=1

Ui,j(k, h)(xi,l ⊗ yk,m)� (x′j,l ⊗ y′h,m).

y Cl,m = Gl,m(1Mnlpm
(C)(C)).

Dados U, V ∈ Mnlpm(C) escribimos

Gl,m(U ∗ V ) =

nl∑
i,j=1

pm∑
k,h=1

(U ∗ V )i,j(k, h)(xi,l ⊗ yk,m)� (x′j,l ⊗ y′h,m)

=

nl∑
i,j=1

pm∑
k,h=1

nl∑
s=1

pm∑
t=1

Ui,s,k,tVs,j,t,h(xi,l ⊗ yk,m)� (x′j,l ⊗ y′h,m)

=

nl∑
i,s=1

pm∑
k,t=1

nl∑
j=1

pm∑
h=1

Ui,s,k,tVs,j,t,h(xi,l ⊗ yk,m)� (x′j,l ⊗ y′h,m)

=

nl∑
i,j=1

pm∑
k,h=1

nl∑
s=1

pm∑
t=1

Ui,j,k,hVj,s,h,t(xi,l ⊗ yk,m)� (x′s,l ⊗ y′m,m)

= [

nl∑
i,j=1

pm∑
k,h=1

Ui,j,k,h(xi,l ⊗ yk,m)� (x′j,l ⊗ y′h,m)]

[

nl∑
i′,j′=1

pm∑
k′,h′=1

Vi′,j′,k′,h′(xi′,l ⊗ yk′,m)� (x′j′,l ⊗ y′h′,m)]

= Gl,m(U) ◦Gl,m(V ),

o seaGl,m es homomorfismo de álgebras complejas entre (Mnlpm(C), ∗)
y A(X⊗̌Y ).
(d) Si (l,m) ∈ L ×M claramente cl(Gl⊗̂Hm) = Mnl(C)⊗̂Mpm(C).
Escribamos

Kl,m = {(βnl,pm ◦ αnl,pm)(gl ⊗ hm) : (gl, hm) ∈ Gl ×Hm}.

Aśı

Kl,m = {g
l
hm , (gli,i′h

m
k,k′)i,i′,k,k′ : (gl, hm) ∈ Gl ×Hm}.

Notar que Kl,m deviene semigrupo irreducible de gl(nlpm,C) dado
que βnl,pm◦αnl,pm define un isomorfismo lineal entre Mnl(C)⊗̂Mpm(C)
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y Mnlpm(C). En tensores básicos u = x⊗ y tenemos

Gl,m(g
l
hm)(u) =

nl∑
i,i′=1

pm∑
k,k′=1

gli,i′h
m
k,k′((xi,l ⊗ yk,m)� (x′i′,l ⊗ y′k′,m))(u)

=

nl∑
i,i′=1

pm∑
k,k′=1

gli,i′h
m
k,k′〈x, x′i′,l〉〈y, y′k′,m〉xi,l ⊗ yk,m

= El(gl)(x)⊗ Fm(hm)(y),

o sea Gl,m(g
l
hm) = El(gl)⊗Fm(hm). Por (2.10.8) y (2.10.9) obtene-

mos que

sup(l,m)∈L×M supκl,m∈Kl,m ‖ Gl,m(κl,m) ‖≤| E || F |<∞.
(e) Es fácil ver que Cl,m = Al⊗̌Bm para cada l,m, de donde

IdX⊗̌Y = s- ĺım(l,m)∈L×M Cl,m |X⊗̌Y .

(f) Asimismo, en todo caso C∗l,m |X∗⊗Y ∗= A∗l⊗B∗m. Como suponemos

(X⊗̌Y )∗ ≈ X∗⊗̂Y ∗ sigue que X∗⊗̌Y ∗ será denso en (X⊗̌Y )∗. Luego,
como IdX∗ = s-ĺıml∈LA

∗
l e IdY ∗ = s-ĺımm∈M B∗m, inferimos que

Id(X⊗̌Y )∗ = s- ĺım(l,m)∈L×M C∗l,m |(X⊗̌Y )∗ .

En definitiva, v́ıa la familia ST de sistemas biortogonales finitos
X⊗̌Y tiene la propiedad (A).

4. Sea X espacio de Hausdorff localmente compacto con M(X) munido
de alguna F -unidad. Sea además E un espacio de Banach tal que
E ∈ (A) y E∗ ∈ RN. Como C0(X,E) ≈ C0(X)⊗̌E, por (2.10.7).(2)
y (2.10.7).(3) sigue que C0(X,E) ∈ (A) y A(C0(X,E)) es amenable.

5. Dado un espacio de Hilbert H, B(H) /∈ AP [143]. Luego B(H) /∈
BAP, es decir, no tiene la propiedad de aproximación acotada, o
bien no hay una red acotada en F(B(H)) convergente uniformemente
sobre compactos a IdB(H).

Como B(H) ≈ (H⊗̂H)∗,A(H⊗̂H) /∈ BAI (cf. [133], Corollary 3.1.5).
Por ello A(H⊗̂H) no es amenable y H⊗̂H /∈ (A).
Sin embargo H ∈ (A) y H∗ ∈ AP. Además H ∈ RNP [124].
Por (2.10.7).(2) es (H⊗̌H)∗ ≈ H⊗̂H.
Por (2.10.7).(3) H⊗̌H ∈ (A). Notar que la afirmación rećıproca de
(2.10.6)(7) es en general falsa, puesH⊗̌H ∈ (A) pero (H⊗̌H)∗ /∈ (A).

2.10.8. Sobre la biproyectividad de L1(G). [78] Sea G grupo lo-
calmente compacto con medida de Haar invariante a izquierda λ. Son equi-
valentes:
(i) L1(G) es biproyectiva.
(ii) C ∈ L1(G)-Mod es proyectivo, donde x · c = c

∫
G xdλ para c ∈ C y

x ∈ L1(G).
(iii) G es compacto.
I (i⇒ ii) Veamos que π̂L1

(G),C : L1(G)⊗̂C→ C es isomorfismo de espacios
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de Banach. Por un lado. esta aplicación es suryectiva pues L1(G) ∈ LBAI y,
por el teorema de Cohen, cada c ∈ C es del tipo c = x · d para ciertos d ∈ C
y x ∈ L1(G). Luego c = π̂L1

(G),C(x ⊗ d). Supongamos π̂L1
(G),C(u) = 0 con

u =
∑∞

n=1 xn ⊗ cn. Entonces

u =
∑∞

n=1 xncn ⊗ 1 = π̂L1
(G),C(u)⊗ 1 = 0A ⊗ 1 = 0L1

(G)⊗̂C.

Finalmente basta invocar el teorema de la función abierta. (ii⇒ iii) La apli-
cación σ : L1(G) → C, σ(x) =

∫
G xdλ es epimorfismo admisible de L1(G)-

módulos a izquierda. Puesto que C es proyectivo sea ρ ∈L1
(G)
B(C,L1(G))

tal que σ ◦ ρ = IdC. Indicando x0 = ρ(1), si x ∈ L1(G) resulta

x ∗ x0 = x ∗ ρ(1) = ρ(x · 1) = ρ(σ(x)1) = σ(x)x0.

Entonces dados g, h ∈ G tendremos

(x ∗g x0(h) =

∫
G
x(k)gx0(k−1h)dk

=

∫
G
x(k)x0(gk−1h)dk

= ∆(g)(xg ∗ x0)(h)

= ∆(g)σ(xg)x0(h)

= σ(x)x0(h),

o bien x ∗g x0 = σ(x)x0 cualesquiera sean x ∈ L1(G) y g ∈ G. Podemos
considerar una aproximación de la unidad {eα}α∈A en L1(G) en la que eα ≥ 0
a.e. λ y σ(eα) = 1 para cada α ∈ A. Luego x0 =g x0 a.e. λ para todo g, y

1 = σ(ρ(1)) = σ(x0) =
∫
G x0(g)dλ(g) =

∫
G gx0(1)dλ(g) = x0(1)λ(G).

Siendo λ(G)-finito G debe ser compacto (cf. [82], Th. 15.9).
(iii ⇒ i) Por (2.7.2) bastará ver que π̂L1

(G)
es una retracción. Para ello:

(a) Hay un único isomorfismo de espacios de Banach

(2.10.10) = : L1(G)⊗̂L1(G)→ L1(G,L1(G))

tal que =(x⊗ y)(g1)(g2) = x1(g1)x2(g2) para cada x1, x2, g1, g2.
(b) Si H es otro grupo localmente compacto, L1(G×H) ∈ L1(G)-Mod-L1(H)
si para γ ∈ L1(G), h ∈ L1(H), A ∈ L1(G×H), g ∈ G y h ∈ H hacemos

(γ ·A)(g, h) = (γ ∗A(◦, h))(g),

(A · h)(g, h) = (A(g, ◦) ∗ h)(h).

(c) Asimismo L1(G,L1(H)) ∈ L1(G)-Mod-L1(H) haciendo, para γ ∈ L1(G),
h ∈ L1(H), Φ ∈ L1(G,L1(H)), g ∈ G y h ∈ H,

(γ · Φ)(g)(h) =

∫
G
γ(g1)Φ(g−1

1 g)(h)dg1,

(Φ · h)(g)(h) =

∫
H

Φ(g)(h1)h(h−1
1 h)dh1.
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(d) Hay un isomorfismo de L1(G)-bimódulos de Banach

(2.10.11) iG,H : L1(G,L1(H))→ L1(G×H)

tal que iG,H(Φ)(g, h) = Φ(g)(h) para cada Φ, g, h.

(e) Por (2.10.10) y (2.10.11) hay un isomorfismo de L1(G)-bimódulos de
Banach

(2.10.12) L1(G)⊗̂L1(G) ≈ L1(G×G).

(f) Definimos ρ : L1(G) → L1(G × G) tal que ρ(x)(g1, g2) = x(g1g2) para
cada x ∈ L1(G) y g1, g2 ∈ G. Puesto que∫
G×G | x(g1g2) | d(g1×g2) =

∫
G

∫
G | x(g1g2) | dg2dg1 =‖ x ‖L1

(G)
λ(G) <∞

ρ está bien definida y claramente es operador lineal acotado. Más aún, se
trata de un morfismo de L1(G)-bimódulos.
(g) Sea p : L1(G×G)→ L1(G), p(A)(g) =

∫
G A(g1, g

−1
1 g)dg1. Entonces p es

morfismo acotado de L1(G)-bimódulos de Banach.
(h) Dados x1, x2 ∈ L1(G), resulta

π̂L1
(G)

(x1 ⊗ x2)(g) =

∫
G
x1(g1)x2(g−1

1 g)dg

=

∫
G

(x1 × x2)(g1, g
−1
1 g)dg1,

donde x1 × x2 ∈ L1(G × G) es tal que =(x1 ⊗ x2) = i−1
G,G(x1 × x2) y

π̂L1
(G)

(x1 ⊗ x2) = p(x1 × x2).

(i) En consecuencia π̂L1
(G)

= p ◦ iG,G ◦ = y

(iG,G=)−1 ◦ ρ ∈L1
(G)
BL1

(G)
(L1(G),L1(G)⊗̂L1(G))

es inverso a derecha de π̂L1
(G)

.

2.10.9. Biproyectividad de álgebras amenables compactas. To-
da álgebra de Banach amenable compacta 21 A es biproyectiva [115].
I (i) Sean I ideal cerrado de A y {dl}l∈L diagonal aproximada de A, di-
gamos dl =

∑∞
n=1 a

l
n ⊗ bln para cada l ∈ L. Sea Λ un ultrafiltro22 de L que

21Un álgebra de Banach A es compacta a izquierda (derecha) si cada operador de
multiplicación a izquierda (derecha) es compacto. Decimos que A es compacta si lo es a
izquierda y derecha.

22Sea X un conjunto no vaćıo. Llamamos filtro de X a cada subfamilia no vaćıa F
de partes de X tal que cada uno de sus miembros es no vaćıo y, dados α, β ∈ F, existe
γ ∈ F tal que γ ⊆ α ∩ β.
Si X es espacio topológico, x ∈ X y F es un filtro de X, escribimos F → x si para cada
U ∈ Ux existe α ∈ F tal que α ⊆ U .
Si F,G son filtros de X escribimos F ↪→ G si para cada g ∈ G existe f ∈ F tal que f ⊆ g.
Decimos que F está subordinado a G. En particular, si F ↪→ G y G→ x entonces F→ x.
Por ejemplo, sean A espacio topológico y x : N→ X una sucesión. Entonces

Fx = {ϕn(x) = {xn, xn+1, ...} : n ∈ N}
es un filtro de X. Sea además x′ : N→ X una subsucesión de x, digamos x′ = {xkn}n∈N.
Entonces Fx′ ↪→ Fn, pues ϕkn(x′) ⊆ ϕn(x) para cada n.
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domina el orden de L. Veremos que existe η ∈A BA(A/I,A⊗̂(A/I)) inverso
a derecha de π̂A,A/I . El resultado seguirá después considerando I = (0A).

(ii) Sea η(a + I) = ĺıml∈Λ
∑∞

n=1 a
l
n ⊗ (blna + I). Veamos que η está bien

definida. Evidentemente η(a+ I) es independiente de a, mas debemos ver la
existencia del ĺımite.
(iii) Por la amenabilidad A tiene aproximación acotada de la identidad. Da-
do a ∈ A, por el teorema de factorización de Cohen existen a, b ∈ A tales que
a = bc. Si pI : A→ A/I es la proyección al cociente, fijado l ∈ Λ escribimos
∞∑
n=1

aln ⊗ (blna+ I) =

∞∑
n=1

aln ⊗ (blnb+ I)(c+ I)

= (IdA ⊗ ((Rc+I ◦ pI))(dlb)
= (IdA ⊗ (pI ◦Rc))(dlb)
= (IdA ⊗ (pI ◦Rc))(dlb− bdl) + (Lb ⊗ (pI ◦Rc))(dl).

Pero ĺıml∈Λ(dlb − bdl) = 0A⊗̂A y Lb ⊗ (pI ◦ Rc) ∈ K(A⊗̂A) porque Lb y
(pI ◦ Rc) son operadores compactos (cf. [85], Th. 3; v. (2.11.19)). Sigue
entonces la buena definición de η.
(iv) Claramente η es es homomorfismo de A-bimódulos de Banach a derecha.
(v) Dado d ∈ A tenemos

dη(a+ I) = ĺım
l∈Λ

(IdA ⊗ (Ra+I ◦ pI))(ddl)

= ĺım
l∈Λ

(IdA ⊗ (Ra+I ◦ pI))(dld)

= ĺım
l∈λ

∞∑
n=1

aln ⊗ (blnda+ I)

= η(da+ I),

o sea η es también homomorfismo de A-módulos de Banach a izquierda.
(vi) Finalmente para cada a ∈ A tenemos

(π̂A,A/I ◦ η)(a+ I) = ĺım
l∈Λ

∞∑
n=1

(alnb
l
na+ I)

= ĺım
l∈Λ

(π̂A(dl)a+ I).

= a+ I.

2.10.10. Biproyectividad de álgebras de Banach abelianas.

1. Sea A álgebra de Banach compleja. Se llama espectro deA al conjunto
de homomorfismos complejos no nulos sobre A, que indicamos σ(A).
Es fácil ver que σ(A) ⊆ [A∗]1 y, cuando I es unitaria, σ(A) ⊆ ∂[A∗]1.

Un filtro M de X se llama ultrafiltro si dado cualquier filtro F tal que F ↪→ M resulta
M ↪→ F.
Dado cualquier filtro F hay un ultrafiltro M tal que M ↪→ F (cf. [43], Th. 7.3). Se observa
entonces que F→ x si y solo si M→ x.
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2. Sea A un álgebra de Banach compleja abeliana e I ideal cerrado de
A. Hay un w∗-homeomorfismo σ(I) ≈ σ(A)− I⊥.

3. Sea A un álgebra de Banach compleja abeliana e I ideal cerrado de
A. Sea Γ1 el único operador acotado tal que

A+⊗̂I
Γ1−→ C(σ(A+)× σ(A+)),

Γ1(a+ ⊗ b)(α, β) = α(a+)β(b)

en tensores básicos y cualesquiera α, β.
Hay en C(σ(A+)×σ(A+)) una estructura de A-bimódulo de Banach
haciendo (aF )(s, t) = s(a)F (s, t) y (Fb)(s, t) = F (s, t)t(b) para cua-
lesquiera a, b ∈ A, s, t ∈ σ(A+) y F ∈ C(σ(A+) × σ(A+)). De esta
manera Γ1 deviene morfismo de A-bimódulos de Banach.

4. Dados ρ ∈A BA(I, A+⊗̂I), (s, t) ∈ σ(I)× σ(A+) y a, b ∈ I tales que
s(a) = s(b) = 1. En particular, existe s1 ∈ σ(A) − I⊥ único tal que
s1 |I= s (cf. [60], [61]; [96], Lemma 2.2.15) y resulta

(Γ1 ◦ ρ)(a)(s1, t) = s(b)Γ1(ρ(a))(s1, t)

= (bΓ1(ρ(a))(s1, t)

= (Γ1 ◦ ρ)(ab)(s1, t)

= (aΓ1(ρ(b))(s1, t)

= s(a)Γ1(ρ(b))(s, t)

= (Γ1 ◦ ρ)(b)(s1, t).

Podemos definir

Eρ : σ(I)× σ(A+)→ C,
Eρ(s, t) = (Γ1 ◦ ρ)(a)(s1, t),

el esqueleto de ρ.
5. Fijemos (s, t) ∈ σ(I)× σ(A+). Sean s1 ∈ σ(A+)− I⊥ único tal que
s1 |I= s y a ∈ I tal que s(a) = 1. Indiquemos

U = {u ∈ σ(I) :| 1− u(a) |< 1}.
Entonces U es w∗-entorno de s y u(a) 6= 0 si u ∈ U . Más aún,

Eρ(u, t) = (Γ1 ◦ ρ)(
a

u(a)
)(u, t)

=
(Γ1 ◦ ρ)(a)(u, t)

u(a)

si u ∈ U . Luego Eρ deviene continua en (s, t). Como (s, t) es arbitra-
rio, Eρ resulta continua.

6. Consideremos el diagrama conmutativo

A+⊗̂I
IdA+

⊗ι
−−−−−→ A+⊗̂A+

Γ2−→ C(σ(A+)× σ(A+))
π̂A+,I ↓ ↓ π̂A+ ↓ ∆

I
ι−→ A+

ΓA+−−−→ C(σ(A+))
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en el que ∆(F )(ψ) = F (ψ,ψ) si F ∈ C(σ(A+)×σ(A+)) y ψ ∈ σ(A+).
Notamos que Γ1 = Γ2 ◦ (IdA+ ⊗ ι). Dado (s, t) ∈ σ(I)× (σ(A)∩ I⊥),

con s1 ∈ σ(A)−I⊥ tal que s1 |I= s y a ∈ I tal que s(a) = 1, tenemos

Eρ(s, t) = Γ1(ρ(a))(s1, t)

= Γ2(ρ(a))(s1, t)

= π̂C(s1 ⊗ t)(ρ(a))

= 0.

7. Supongamos que I es ideal proyectivo y sea ρ ∈A B(I, A+⊗̂I) tal
que π̂A+,I ◦ ρ = IdI . Entonces

Eρ(s, s1) = Γ1(ρ(a))(s1, s1)

= ∆(Γ1(ρ(a))(s1)

= ΓA+(π̂A+,I(ρ(a)))(s1)

= s(a)

= 1.

8. (a) Si un álgebra de Banach abeliana A es biproyectiva su espectro
es discreto. (b) En particular, si Ω es discreto, C0(Ω) es biproyectiva.
I (a) Sean ρ ∈A BA(A,A⊗̂A) retracto de π̂A y Eρ su función esque-
leto. Dados s, t ∈ σ(A) distintos existe a ∈ A tal que s(a) = 1 y
t(a) = 0. Sean s1, t1 ∈ σ(A+) únicos tales que s1 |A= s y t1 |A+= t.
Entonces

Eρ(s, t1) = (Γ1 ◦ ρ)(a2)(s1, t1)

= (Γ1(ρ(a))a)(s1, t1)

= Γ1(ρ(a))(s1, t1)t(a)

= 0.

Luego Eρ(s, t1) = χ{(s1,t1)} y por la continuidad de la función esque-
leto σ(A) deviene discreto.
I(b)(i) Sea Ω espacio discreto. Evidentemente Ω es localmente com-
pacto y paracompacto.23

(b)(ii) Hay entonces una 2-partición de la unidad {fµ}µ∈M de Ω. O
sea, {fµ}µ∈M ⊆ C00(Ω, [0, 1]), para cada w ∈ Ω es

| {µ ∈M : fµ(w) > 0} |≤ 2,

y dado K ⊆ Ω compacto existen n ∈ N y µ1, ..., µn ∈ M tales que∑n
j=1 fµj = 1 sobre K (cf. [80], Appendix A).

(b)(iii) Hagamos gµ = f
1/2
µ para cada µ.

(b)(iv) Dado F ∈ Pf (M) sea uF =
∑

µ∈F gµ ⊗ gµ y consideremos

23Un espacio topológico de Hausdorff T es paracompacto si cada cubrimiento abierto
U = {Ua}a∈A de T admite un subrecubrimiento abierto V = {Vb}b∈B localmente finito de
T . O sea para cada b ∈ B existe a ∈ A tal que Vb ⊆ Ua y además, para todo t ∈ T hay
algún entorno abierto W de t tal que W ∩ Vb 6= ∅ solo para finitos b’s en B.
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Pf (M) ordenado parcialmente por inclusión.
(b)(v) Sea h ∈ C0(Ω) y veamos que {huF }F∈Pf (M) es red de Cauchy.
Para ello, dado ε > 0 sean n ∈ N y µ1, ..., µn ∈ M tales que∑n

j=1 fµj = 1 sobre el compacto {| h |≥ ε}. Sean F0 = {µ1, ..., µn} y

F1, F2 ∈ Pf (M) tales que F0 ≤ F1 y F0 ≤ F2. Podemos escribir

huF1 − huF2 =
∑

µ∈F1−F0

hgµ ⊗ gµ −
∑

µ∈F2−F0

hgµ ⊗ gµ.

Sean ri =| Fi − F0 | y ζ1, ζ2 ráıces ri-unitarias de la identidad,
i = 1, 2.
(b)(vi) En general, sean X,Y espacios normados complejos y sea
u ∈ X⊗̂Y del tipo u =

∑n
i=1 xi ⊗ yi. Dada una ráız n-ésima de la

unidad ζ tenemos

1

n

n∑
k=1

(
n∑
l=1

ζ lkxl)⊗ (
n∑

m=1

ζ−mkym) =
n∑

l,m=1

1

n

n∑
k=1

ζ(l−m)kxl ⊗ ym

=

n∑
i=1

xi ⊗ yi

= u.

Decimos que u es elemento C-diagonal si hay una constante C > 0
tal que para cada ráız n-ésima de la unidad ζ se tiene

‖
∑n

l=1 ζ
lxl ‖‖

∑n
m=1 ζ

−mym ‖≤ C.

Entonces resulta ‖ u ‖∧≤ C.
(b)(vii) Sea Fi − F0 = {µi,j}1≤j≤ri , i = 1, 2. Notemos que

∪rij=1{gµi,j > 0} ⊆ Ω− {| h |≥ ε}
y resulta

‖ h
∑ri

j=1 ζ
j
i gµi,j ‖‖

∑ri
j=1 ζ

−j
i gµi,j ‖≤ 4ε

En consecuencia huF1 − huF2 ‖∧≤ 4ε.
(b)(viii) Definimos entonces ρ : C0(Ω) → C0(Ω)⊗̂C0(Ω) de modo
que ρ(h) = ĺımF∈Pf (M)(huF ). Claramente ρ es morfismo acotado de

C0(Ω)-módulos a izquierda y para cada h tenemos

π̂C0(Ω)(ρ(h)) = ĺım
F∈Pf (M)

h
∑
µ∈F

g2
µ

= ĺım
F∈Pf (M)

h
∑
µ∈F

fµ

= h.

Análogamente se muestra la proyectividad a derecha de C0(Ω) y
sigue la afirmación.
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2.10.11. Inyectividad de B(X,Y ).

1. Dados A-álgebra de Banach y X,Y A-módulos de Banach a izquier-
da resulta B(X,Y ) ∈ A-Mod-A de modo que (aT )(x) = aT (x) y
(Ta)(x) = T (ax) para cada a, x, T .

2. Sea Ae = A1⊗̂Aop1 el álgebra envolvente de A . Hay una correspon-
dencia biuńıvoca natural entre A-Mod-A y Ae-Mod.

3. En particular, B(X,Y ) deviene Ae-módulo de Banach a izquierda24,
y por ello B(Ae,B(X,Y )) es Ae-bimódulo de Banach25. Asimismo,
B(A1, Y ) resulta Ae-módulo de Banach a izquierda. Además A1⊗̂X
es A-bimódulo de Banach de modo que

a(b1 ⊗ x) = b1 ⊗ (ax) y (a1 ⊗ x)b = (a1b)⊗ x
en tensores básicos. Luego A1⊗̂X es Ae-módulo de Banach a izquier-
da. Luego B(A1⊗̂X,B(A1, Y )) es Ae-bimódulo de Banach26.

4. Hay un isomorfismo de Ae-bimódulos de Banach a izquierda

Γ : B(Ae,B(X,Y ))→ B(A1⊗̂X,B(A1, Y )).

(a) Para esto, dado Υ ∈ B(Ae,B(X,Y )) sea Υ1 : A1×X → B(A1, Y )
tal que Υ1(a1, x)(b1) = Υ(a1⊗b1)(x). Entonces Υ1 está bien definido
porque b1 → Υ(a1 ⊗ b1)(x) es C-lineal y

‖ Υ(a1 ⊗ b1)(x) ‖ ≤‖ Υ(a1 ⊗ b1) ‖‖ x ‖
≤‖ Υ ‖‖ a1 ⊗ b1 ‖∧‖ x ‖
=‖ Υ ‖‖ a1 ‖‖ b1 ‖‖ x ‖,

o sea ‖ Υ1(a1, x) ‖≤‖ Υ ‖‖ a1 ‖‖ x ‖. Además Υ1 es C-bilineal, de
modo que existe Γ(Υ) : A1⊗̂X → B(A1, Y ) lineal acotado único tal
que Γ(Υ)(a1⊗x) = Υ1(a1, x) en tensores básicos. En particular, sea
u ∈ A1 ⊗X, digamos u =

∑∞
i=1 a

i
1 ⊗ xi. Entonces

‖ Γ(Υ)(u) ‖ =‖
∞∑
i=1

Υ1(ai1, xi) ‖

≤‖ Υ ‖
∞∑
i=1

‖ ai1 ‖‖ xi ‖,

24Dados a1, b1 ∈ A1 y T ∈ B(X,Y ) será (a1 ⊗ b1)T = a1Tb1 en B(X,Y ).
25Dados a1, b1, c1, d1 ∈ A1 y Υ ∈ B(Ae,B(X,Y )) es

[(a1 ⊗ b1)Υ](c1 ⊗ d1) = a1Υ(c1 ⊗ d1)b1,

[Υ(a1 ⊗ b1)](c1 ⊗ d1) = Υ((a1c1)⊗ (d1b1)).

26Dados χ ∈ B(A1⊗̂X,B(A1, Y )), a1, b1, c1 ∈ A1 y x ∈ X es

[(a1 ⊗ b1)χ](c1 ⊗ x) = a1χ(c1 ⊗ x)b1,

[χ(a1 ⊗ b1)](c1 ⊗ x) = χ((a1c1b1)⊗ x).
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o sea ‖ Γ(Υ)(u) ‖≤‖ Υ ‖‖ u ‖∧. Aśı Γ resulta bien definido, lineal y
contractivo.
(b) Dado Q ∈ B(A1⊗̂X,B(A1, Y )) sea Q1 : A1 × Aop1 → B(X,Y )
tal que Q1(a1, b1)(x) = Q(a1 ⊗ x)(b1). Es fácil ver que Q1 es forma
bilineal acotada bien definida y determina Θ(Q) ∈ B(Ae,B(X,Y ))
único tal que Θ(Q)(a1 ⊗ b1) = Q1(a1, b1) en tensores básicos. Más
aún, Θ es operador lineal acotado y Γ y Θ son operadores rećıprocos.
(c) Por otra parte,

Γ((a1 ⊗ b1)Υ)(c1 ⊗ x)(d1) = ((a1 ⊗ b1)Υ)1(c1, x)(d1)

= ((a1 ⊗ b1)Υ)(c1 ⊗ d1)(x)

= (a1Υ(c1 ⊗ d1)b1)(x)

= a1Υ(c1 ⊗ d1)(b1x)

= a1Γ(Υ)(c1 ⊗ (b1x))(d1)

= a1Γ(Υ)(b1(c1 ⊗ x))(d1)

= (a1Γ(Υ)b1)(c1 ⊗ x)(d1)

= ((a1 ⊗ b1)Γ(Υ))(c1 ⊗ x)(d1).

5. Sean X un A-módulo proyectivo de Banach a izquierda e Y un A-
módulo de Banach inyectivo a izquierda. Entonces B(X,Y ) es A-
bimódulo de Banach inyectivo.
I (i) Sean ρX ∈A B(X,A1⊗̂X) y ρY ∈A B(B(A1, Y ), Y ) tales que
π̂A1,X ◦ ρX = IdX y ρY ◦∆A1,Y = IdY (V. (2.6.7)). Debemos probar
que existe

ρB(X,Y ) ∈A B[B(A1,B(X,Y )),B(X,Y )]

tal que ρB(X,Y ) ◦∆A1,B(X,Y ) = IdB(X,Y ).
(ii) Dada h ∈ B(A1,B(X,Y )) sea L(h) ∈ B(Ae,B(X,Y )) único tal
que L(h)(a1 ⊗ b1) = h(b1)a1 en tensores básicos.
Definimos ρB(X,Y )(h) = ρY ◦ Γ(L(h)) ◦ ρX .

Dado x ∈ X sea ρX(x) =
∑∞

n=1 a
n
1 ⊗ xn, con x =

∑∞
n=1 a

n
1xn.

Entonces

Γ(L(h))(ρX(x))(b1) =
∞∑
n=1

Γ(L(h))(an1 ⊗ xn)(b1)

=

∞∑
n=1

L(h)(an1 ⊗ b1)(xn)

=

∞∑
n=1

(h(b1)an1 )(xn)

= h(b1)(x).
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Si l ∈ B(X,Y ), con h = ∆A1,B(X,Y )(l), es h(b1) = b1l. O sea

Γ(L(h))(ρX(x))(b1) = (b1l)(x)

= b1l(x)

= ∆A1,Y (l(x))(b1).

Luego Γ(L(h))◦ρX = ∆A1,Y ◦l, de donde ρB(X,Y )(∆
A1,B(X,Y )(l)) = l.

(iii) Notar que B(Ae,B(X,Y )) ∈ A-Mod mediante aΥ = (a ⊗ 1)Υ
para a ∈ A y Υ ∈ B(Ae,B(X,Y )).
Entonces B(A1,B(X,Y )) ∈ A-Mod y si h ∈ B(A1,B(X,Y )), a ∈ A
y a1, b1 ∈ A1 tenemos

L(ah)(a1 ⊗ b1) = (ah)(b1)a1

= ah(b1)a1

= aL(h)(a1 ⊗ b1)

= (aL(h))(a1 ⊗ b1),

o sea L es morfismo de A-módulos a izquierda. Finalmente usando
(2.10.11)(4)(c) tenemos

ρB(X,Y )(ah) = ρY ◦ Γ(L(ah)) ◦ ρX
= ρY ◦ Γ[(a⊗ 1)L(h)] ◦ ρX
= ρY ◦ (a⊗ 1)Γ(L(h)) ◦ ρX
= ρY ◦ aΓ(L(h)) ◦ ρX
= aρB(X,Y (h).

2.10.12. Playicidad de F ⊗̂G.

1. Sea F un A-módulo de Banach playo a izquierda. Por (2.6.9) F ∗ es
A-módulo de Banach inyectivo a derecha.

2. Luego π̂∗A+,F
deviene coretracción, o sea existe α ∈ BA((A+⊗̂F )∗, F ∗)

tal que α ◦ π̂∗A+,F
= IdF ∗ .

3. Dado G ∈ Mod-A consideremos el functor

B(G, ?) : Mod-A→ A-Mod-A.

Aśı se obtiene la coretracción

B(G,F ∗)
u=B(G,π̂∗A+,F

)

−−−−−−−−−→ B(G, (A+⊗̂F )∗), U → π̂∗A+,F
◦ U.

Haciendo v = B(G,α) será v ◦ u = IdB(G,F ∗).
4. Por otra parte hay un único isomorfismo de espacios de Banach

L : B(G, (A+⊗̂F )∗)→ B(A+⊗̂F,G∗)
tal que L(Θ)(a+⊗f)(g) = Θ(g)(a+⊗f) cualesquiera sean a+ ∈ A+,
f ∈ F , g ∈ G.

5. Por (2.10.11)(5), B(A+⊗̂F,G∗) es A-bimódulo de Banach inyectivo.
6. B(G,F ∗) ∈ A-Mod-A si (aT )(g) = T (ga) y (Ta)(g) = T (g)a para
a ∈ A, g ∈ G y T ∈ B(G,F ∗).
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7. B(G,F ∗) resulta inyectivo: sean dadosA-bimódulos de BanachM,N ,
un monomorfismo s ∈A BA(M,N) y t ∈A BA(M,B(G,F ∗)). Enton-
ces L ◦ u ◦ t ∈A BA(M,B(G,B(A+⊗̂F,G∗))). Por lo tanto existe
η ∈A BA(N,B(G,B(A+⊗̂F,G∗))) tal que η ◦ s = L ◦ u ◦ t. En conse-
cuencia t = (v ◦ L−1 ◦ η) ◦ s.

8. En las condiciones anteriores (F ⊗̂G)∗ ≈ B(G,F ∗) resulta inyectivo,
o bien F ⊗̂G es A-bimódulo playo.

2.10.13. Super-amenabilidad de álgebras de Banach duales
amenables. Sea A un álgebra de Banach dual, amenable, con las propieda-
des de aproximación y de Radon-Nikodým, munida de una familia {Il}l∈L
de ideales w∗-cerrados de codimensión finita tal que ∩l∈LIl = (0A). Entonces
A es super-amenable (cf. [134], Th. 3.1).
I (i) Sea A∗ un predual de A y α : A→ (A∗)

∗ isomorfismo de A-bimódulos
de Banach. Por (2.10.7).(2) A⊗̂A ≈ (A∗⊗̌A∗)∗.
(ii) Sea {mj}j∈J diagonal aproximada de A. Hay inducida una w∗-topoloǵıa
en A⊗̂A, de modo que considerando eventualmente alguna subred podemos
suponer existe m ∈ A⊗̂A tal que m = w∗-ĺımj∈J mj .
(iii) Por la amenabilidad A tiene aproximación acotada de la unidad, y por
(2.8).(3) deviene unitaria, con unidad e.
(iv) Por (2.3).(2) bastará ver que am = ma para todo a ∈ A y π̂A(m) = e.
(v) Dado a ∈ A es

am−ma = w∗- ĺımj∈J(amj −mja) = 0A⊗̂A.

(vi) Fijado l ∈ L sea ιl :⊥ α(Il) ↪→ A∗ la inclusión. Definimos

Fl :
A

Il
→ (⊥α(Il))

∗,

Fl(a+ Il)(a∗) = 〈a∗, α(a)〉 si a∗ ∈⊥ α(Il).

Claramente Fl está bien definida y es operador acotado entre espacios de
Banach, con ‖ Fl ‖≤‖ α ‖.
Dado a+Il ∈ ker(Fl) es α(a) ∈ (⊥α(Il))

⊥, o bien α(a) ∈ α(Il)
−w∗ . Como Il es

w∗-cerrado α(a) ∈ α(Il), y como α es inyectiva a ∈ Il, o sea a+ Il = 0A/Il .

Sea g ∈ (⊥α(Il))
∗. Por el teorema de Hahn-Banach existe una extensión

g ∈ (A∗)
∗ de g. Además existe b ∈ A tal que α(b) = g. Dado a∗ ∈⊥ α(Il)

tenemos

Fl(b+ Il)(a∗) = 〈a∗, α(b)〉
= 〈a∗, g〉
= 〈a∗, g〉,

i.e. Fl(b+ Il) = g. Por el teorema de la función abierta Fl es isomorfismo de
espacios de Banach.
(vii) Como Il tiene codimensión finita A/Il es finito-dimensional, de modo
que tiene las propiedades de aproximación y de Radón-Nikodým. Además
⊥α(Il) = (A/Il)∗ y
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A
Il
⊗̂A
Il
≈ (⊥α(Il)⊗̌⊥α(Il))

∗.

(viii) Notar que el diagrama

A⊗̂A α⊗α−−−→ (A∗⊗̌A∗)∗
pl ⊗ pl ↓ ↓ (ιl ⊗ ιl)∗
A
Il
⊗̂A
Il

Fl⊗Fl−−−−→ (⊥α(Il)⊗̌⊥α(Il))
∗

es conmutativo. Luego pl ⊗ pl es w∗-continuo: Sea ni
w∗−−→ 0A⊗̂A. Dados

a∗, b∗ ∈⊥ α(Il) resulta

〈a∗ ⊗ b∗, (Fl ⊗ Fl)((pl ⊗ pl)(ni))〉 = 〈a∗ ⊗ b∗, (ιl ⊗ ιl)∗((α⊗ α)(ni))〉
= 〈a∗ ⊗ b∗, (α⊗ α)(ni)〉
→ 0,

o sea (pl ⊗ pl)(ni)
w∗−−→ 0A

Il
⊗̂A
Il

.

(ix) Aśı (pl⊗pl)(m) = w∗-ĺımj∈J(pl⊗pl)(mj). Como A
Il
⊗̂A
Il

es finito-dimensio-

nal el ĺımite anterior es ĺımite fuerte y

pl(π̂A(m)) = π̂A/Il((pl ⊗ pl)(m))

= ĺım
j∈J

π̂A/Il((pl ⊗ pl)(mj))

= ĺım
j∈J

pl(π̂A(mj))

= pl(e).

Como l ∈ L es arbitrario deducimos, por la hipótesis, que π̂A(m) = e.

2.10.14. Amenabilidad, Connes-amenabilidad y amenabilidad
interna de grupos localmente compactos.

1. (Cf. [133], Th. 4.4.13) Si G es grupo localmente compacto amenable
entonces M(G) es Connes-amenable.
I (i) Por (2.8.6)(i) bastará ver que L1(G)−w

∗
= M(G).

(ii) Supongamos existe µ ∈ M(G)−L1(G)−w
∗
. Debe ser µ 6= 0M(G).

(iii) Por el teorema de Hahn-Banach existe un operador lineal w∗-
continuo Θ : M(G)→ C tal que Θ(µ) = 1 y Θ |L1

(G)
≡ 0.

(iv) Por la w∗-continuidad existe f ∈ C0(G) tal que Θ(ζ) =
∫
G fdζ

para cada ζ ∈ M(G).
(v) En particular

∫
G fxdλ = 0 para cada x ∈ L1(G), donde λ denota

la medida de Haar invariante a izquierda de G.
(vi) Como

∫
G fdµ = 1 existe g0 ∈ G tal que f(g0) 6= 0.

(vii) Como G es localmente compacto existe un entorno compacto
K1 de g0. Sea además U entorno abierto de g0 tal que U ⊆ K1 y
f(g) 6= 0 si g ∈ U .
(viii) Sea K2 subconjunto compacto de U tal que g0 ∈ int(K2) (cf.
[132], Th. 2.7).
(ix) Por el lema de Urysohn existe g : G → [0, 1] función continua
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nula al exterior de U tal que g |K2≡ 1. Observar que g ∈ C00(G).
(x) Sea x = fg. Entonces x ∈ C00(G), por lo que x ∈ L1(G). Además∫

G
fxdλ =

∫
G
| f |2 gdλ

≥
∫
K2

| f |2 dλ

≥ mı́n
K2

| f |2 λ(int(K2)) > 0,

en contradicción con (v). Luego sigue la tesis.
2. Si M(G) es Connes-amenable y 1 < p < ∞ entonces PMp(G) es

Connes-amenable.
Basta notar que la representación Λp : M(G)→ B(Lp(G)) es (w∗, w∗)-
continua, de modo que im(Λp) ⊆ PMp(G). Además es claro que
im(Λp) es denso en PMp(G). Además PMp(G) es álgebra de Banach
dual y, siendo M(G) Connes-amenable basta aplicar (2.8.6)(ii) (V.
(2.11.25) y (2.11.26)).

3. Si PMp(G) es Connes-amenable si 1 < p < ∞ entonces VN(G) es
Connes-amenable.
La afirmación es trivial, porque VN(G) = P2(G) es el álgebra de von
Neumann del grupo G.

4. Si VN(G) es Connes-amenable entonces PMp(G) es Connes-amenable
para algún p ∈ (1,∞).

5. Si G es internamente amenable y PMp(G) es Connes-amenable para
algún p ∈ (1,∞) entonces G es amenable.
I (i) Por (2.10.2).(5) hay alguna red {fj}j∈J en P(G) tal que

ĺımj∈J ‖ τx(fj)− fj ‖1= 0

cualquiera sea x ∈ G.
(ii) Si s, t ∈ [0,+∞) y 1 ≤ p <∞ se tiene

(2.10.13) | s− t |p≤| tp − sp |≤ p | t− s | (s+ t)p−1.

Claramente podemos soponer p > 1. Para la desigualdad izquierda,
por homogeneidad bastará ver que la función f(u) = 1−up−(1−u)p

es no negativa si 0 ≤ u ≤ 1. Si 0 ≤ u < 1 tenemos

f ′(u) = p(1− u)p−1(1− ( u
1−u)p−1).

La derivada de f es no negativa en [0, 1/2] y no positiva en [1/2, 1).

En particular, f(0) = f(1) = 0 y f(1/2) = 1 − 2−(p−1). Como f es
creciente en [0, 1/2] y decreciente en [1/2, 1] vemos que resulta no
negativa.
Asimismo, por homogeneidad para la desigualdad de la derecha en
(2.10.13) bastaŕıa ver que la función

g(u) = p(1− u)(1 + u)p−1 + up − 1
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es no negativa si si 0 ≤ u ≤ 1. Precisamente, por el teorema del valor
medio para cada u ∈ (0, 1) existe ξ ∈ (0, u) tal que

g(u)

1− u
= p(1 + u)p−1 − 1− up

1− u
= p[(1 + u)p−1 − ξp−1]

> 0,

g(0) = p− 1 y g(1) = 0.
(iii) Para 1 ≤ p <∞ indiquemos

λp : G→ B(Lp), λp(x)(f)(y) = f(x−1y),

ρp : G→ B(Lp), ρp(x)(f)(y) = f(yx)∆G(x)1/p.

Se trata de representaciones y antirepresentaciones isométricas de G
en Lp(G) respectivamente. Tenemos entonces

0 = ĺım
j∈J
‖ τx(fj)− fj ‖1

= ĺım
j∈J

∫
G
| fj(x−1yx)∆G(x)− fj(y) | dλ(y)

= ĺım
j∈J

∫
G
| λ1(x)(fj)(yx)∆G(x)− fj(y) | dλ(y)

= ĺım
j∈J

∫
G
| ρ1(x)(λ1(x)(fj))(y)− fj(y) | dλ(y)

= ĺım
j∈J
‖ ρ1(x)(λ1(x)(fj))− fj ‖1

= ĺım
j∈J
‖ λ1(x)(fj)− ρ1(x−1)(fj) ‖1 .(2.10.14)

(iv) Con 1/p + 1/q = 1 y j ∈ J sean ξj = f
1/p
j y ηj = f

1/q
j . Por

(2.10.13) y (2.10.14) tenemos

0 ≤ ĺımj∈J ‖ λp(x−1)(ξj)− ρp(x)(ξj) ‖pp

= ĺımj∈J

∫
G
| ξj(xt)− ξ(tx)∆G(x)1/p |p dλ(p)

≤ ĺımj∈J ≤
∫
G
| fj(xt)− fj(tx)∆G(t) | dλ(t)

= ĺımj∈J ‖ λ1(x−1)(fj)− ρ1(x)(fj) ‖1
= 0.

Análogamente ĺımj∈J ‖ λq(x−1)(ηj)− ρq(x)(ηj) ‖q= 0.
(v) Si PMp(G) es Connes amenable sea θ : PMp(G) ↪→ B(Lp(G))
la inclusión. Entonces θ resulta (w∗, w∗)-continua. En efecto, sea
0PMp(G) = w∗-ĺımi∈I pi, i.e. 0Aq(G)∗ = w∗-ĺımi∈I Fq(pi) (V. (2.11.26)).

Sea u ∈ Lp(G)⊗̂Lq(G), u =
∑∞

n=1 fn ⊗ gn, con∑∞
n=1 ‖ fn ‖p‖ gn ‖q<∞ .
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El elemento ζ =
∑∞

n=1 gn ∗ f̌n pertenece a Aq(G) y tenemos

ĺımi∈I〈u, θ(pi)〉 = ĺımi∈I〈ζ, Fq(pi)〉 = 0.

Por (2.8.9) hay alguna cuasi-expectación Q : B(Lp(G))→ PMp(G)′.
(vi) Dado φ ∈ L∞(G) sea Mφ ∈ B(Lp(G)) tal que Mφ(f) = φf para
cada f . Definimos 〈φ,mj〉 = 〈Q(Mφ)(fj), gj〉 para cada j ∈ J . Sea
además J un ultrafiltro tal que J ↪→ J y sea

〈φ,m〉 , ĺımj∈J 〈Q(Mφ)(fj), gj〉.
(vii) Evidentemente m ∈ L∞(G)∗. Sean ahora a, b ∈ G, φ ∈ L∞(G),
x ∈ L1(G) y f ∈ Lp(G). Tenemos

(2.10.15) ρp(a
−1) ◦Mφ ◦ ρp(a) = Mφ∗δa .

Por otra parte

Λp(xdλ)(ρp(a)(f))(b) = (x ∗ (ρp(a)(f)))(b)

=

∫
G
x(c)f(c−1ba)∆G(a)1/pdc

=

∫
G
x(c−1)f(cba))∆G(a)1/p∆G(c−1)dc

=

∫
G
f(e)x(bae−1)∆G(a)1/p∆G(e−1)de

= ∆G(a)1/p

∫
G
f(e−1)x(bae)de

= ∆G(a)1/p

∫
G
x(c)f(c−1ba)dc

= (x ∗ f)(ba)∆G(a)1/p

= ρp(a)(x ∗ f)(b)

= ρp(a)(∆p(xdλ)(f))(b),

o sea ρp(G) ⊆ PMp(G)′.
(viii) Por (2.10.15) y la observación anterior resulta

〈φ ∗ δa,m〉 = ĺım
j∈J
〈Q(Mφ∗δa)(fj), gj〉

= ĺım
j∈J
〈(ρp(a−1) ◦ Q(Mφ) ◦ ρp(a))(fj), gj〉

= ĺım
j∈J
〈Q(Mφ)(ρp(a)(fj)), ρq(a)(gj)〉

= ĺım
j∈J
〈Q(Mφ)(fj), gj〉

= 〈φ,m〉

(ix) Como Q es un proyector y IdL1
(G)
∈ PMp(G)′ necesariamente

Q(IdLp(G)) = IdLp(G). En consecuencia 〈1,m〉 = 1.

(ix-a) Sean K = σ(L∞(G)) y L∞(G)
γ−→ C(K) la transformada de
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Gélfand de L∞(G). Entonces γ es isomorfismo isométrico de C∗-álge-

bras y K es compacto. Por el teorema de Riesz M(K)
γ∗−→ L∞(G)∗

es isomorfismo de espacios de Banach y existe µ ∈ M(K) único tal
que m = µ ◦ γ, i.e.

〈φ,m〉 =
∫
K k(φ)dµ(k)

para cada k ∈ K.
(ix-b) Tendremos µ = h | µ | para cierta función compleja h sobre
K (cf. [132], Th. 6.12).
(ix-c) Fijado a ∈ G sea Ra ∈ B(L∞(G)) tal que Ra(φ) = φa. En-
tonces Ra induce un (w∗, w∗)-isomorfismo Ra : K → K tal que
Ra(k) = k ◦Ra para cada k ∈ K.
(ix-d) Con la notación anterior podemos escribir

〈γ(φa), | µ |〉 = 〈φa, γ∗(| µ |)〉

=

∫
K
k(φa)d | µ | (k)

=

∫
K
k(φ)d | µ | (k)

= 〈γ(φ), | µ |〉,
o sea | µ | es G-invariante a derecha.

(ix-e) Sean ν = |µ|
‖µ‖ y n = γ∗(ν) en L∞(G)∗. Entonces

〈1L∞(G), n〉 = 〈1C(K), ν〉 = 1 =‖ n ‖ .
Además

〈φa, n〉 = 〈γ(φa), ν〉
= 〈γ(φ), ν〉
= 〈φ, n〉,

de donde sigue la amenabilidad de G.

2.10.15. Sobre fuerte Connes-amenabilidad.

1. Sea A un álgebra de Banach dual, X un A-bimódulo de Banach,
x′ ∈ X∗. Decimos que x es elemento w∗ de A si las aplicaciones
a→ ax′ y a→ x′a de A en X∗ son w∗-continuas.

2. Un álgebra de Banach dual unitariaA es fuertemente Connes-amena-
ble si toda derivación w∗-continua, con valores en el dual de un
bimódulo de Banach unitario X y cuya imágen consta de elementos
w∗, es necesariamente interna.

3. Sean A álgebra de Banach dual y B2
w∗(A;C) el espacio de formas bili-

neales separadamente w∗-continuas. Entonces B2
w∗(A;C) ⊆ B2(A;C).

En efecto, fijados f ∈ B2
w∗(A;C) y a ∈ A sea af : A → C tal que

af(b) = f(a, b). Evidentemente af es C-lineal y, por el teorema del
gráfico cerrado, af ∈ A∗. Análogamente, si fb(a) = f(a, b) para cada
a, b ∈ A se tiene fb ∈ A∗. Por el teorema de acotación uniforme
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tendremos o sup‖a‖=1 | f(a, b) |= +∞ para algún b ∈ B. Como la

segunda posibilidad no puede darse sup‖a‖=‖b‖=1 | f(a, b) |< +∞,
de donde la afirmación.

4. B2
w∗(A;C) es cerrado en B2(A;C).
I Sean {fn}n∈N ⊆ B2

w∗(A;C) y fn → f en B2(A;C). Sean a ∈ A

y {bj}j∈J red en A tal que bj
w∗−−→ 0A. Por el teorema de acotación

uniforme existe κ > 0 tal que ‖ bj ‖≤ κ para todo j. Dados n, j
tenemos

| f(a, bj) | ≤| f(a, bj)− fn(a, bj) | + | fn(a, bj) |
≤‖ f − fn ‖‖ a ‖ κ+ | fn(a, bj) | .

Dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que ‖ f − fn0 ‖‖ a ‖ κ < ε. Luego
ĺımj∈J | f(a, bj) |≤ ε y f es w∗-continua en la segunda variable.
Análogamente se ve que f es w∗-continua en la primer variable.

5. B2
w∗(A;C) es A-subbimódulo de B2(A;C).

Dados f ∈ B2
w∗(A;C) y a, x, y ∈ A hagamos (af)(x, y) = f(x, ya)

y (fa)(x, y) = f(ax, y). Es fácil ver que af, fa ∈ B2
w∗(A;C) y sigue

enseguida la afirmación. En particular, con estas acciones F deviene
homomorfismo de A-bimódulos de Banach.

6. Sea F : B2(A;C)→ (A⊗̂A)∗ el isomorfismo tal que para cualesquiera
f, a, b es F (f)(a⊗ b) = f(a, b). Entonces

F−1((α ◦ π̂A)∗(ιA∗(A∗))) ⊆ B2
w∗(A;C).

En efecto, sea f = F−1((α◦π̂A)∗(ιA∗(a∗)) para cierto a∗ ∈ A∗. Luego

f(a, b) = F−1(F (f))(a, b) = F (f)(a⊗ b) = 〈a∗, α(ab)〉.
Como el producto deA es w∗-separadamente cont́ınuo f ∈ B2

w∗(A;C).
7. Sea U = F−1 ◦ (α ◦ π̂A)∗ ◦ ιA∗ en ABA[A∗,B2

w∗(A;C)] y hagamos
∆w∗ = α−1 ◦ U∗. Obtenemos un homomorfismo de A-bimódulos de
Banach ∆w∗ : B2

w∗(A,C)∗ → A.
8. Sea A un álgebra de Banach dual unitaria. Llamamos diagonal vir-

tual normal de A a todo W ∈ B2
w∗(A,C)∗ tal que aW = Wa y

a∆w∗(W ) = a para cada a ∈ A.
9. Toda álgebra de Banach dual A con alguna diagonal virtual normal
W es fuertemente Connes-amenable (cf. [134], Th. 4.7).
I (i) Sean X un A bimódulo de Banach unitario y D ∈ Z1

w∗(A,X
∗)

derivación cuya imágen consta de w∗-elementos. Veremos que D es
derivación interna.
(ii) Dado f ∈ B2

w∗(A;C) escribiremos

〈f,W 〉 =
∫ ∫

A×A f(a, b)dW (a, b)).

(iii) Sea ahora x′D ∈ X∗ tal que

〈x, x′D〉 =
∫ ∫

A×A〈x, aD(b)〉dW (a, b)

para cada x ∈ X. Notemos que x′D está bien definida para cada
x porque D(b) es siempre elemento w∗, el producto de A es w∗-
separadamente continuo y D es w∗-continuo.
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(iv) Dado c ∈ A tenemos

〈x, cx′D〉 = 〈xc, x′D〉

=

∫ ∫
A×A
〈x, caD(b)〉dW (a, b)

=

∫ ∫
A×A
〈x, aD(bc)〉dW (a, b) (pues cW = Wc)

=

∫ ∫
A×A
〈x, aD(b)c+ abD(c)〉dW (a, b)

= 〈x, x′Dc〉+

∫ ∫
A×A
〈x, abD(c)〉dW (a, b).(2.10.16)

(v) Dados x ∈ X y x′ ∈ X∗ un w∗-elemento sea fx,x′(a, b) = 〈x, abx′〉
para a, b ∈ A. Evidentemente fx,x′ ∈ B2

w∗(A;C).
(vi) Sea η : X → C tal que η(x) = 〈fx,x′ ,W 〉 para cada x ∈ X.
Evidentemente η es C-lineal y ‖ η ‖≤‖ x′ ‖‖W ‖, i.e. η ∈ X∗.
(vii) Veamos que η = x′. En efecto, podemos suponer x′ 6= 0X∗ . Sea
x1 ∈ X tal que 〈x1, x

′〉 = 1. Entonces X = ker(x′) ⊕ Cx1. Dado
x ∈ X existe x0 ∈ ker(x′) único tal que x = x0 + 〈x, x′〉x1.
(viii) Podemos escribir x′x0 = α∗(a′′∗0) para cierto a′′∗0 ∈ (A∗)

∗∗ úni-
co. Sea {aj}j∈J red de A tal que 0A = w∗-ĺımj∈J aj , o equivalente-
mente 0(A∗)∗ = w∗-ĺımj∈J α(aj). En todo caso

〈α(aj), a
′′
∗0〉 = 〈aj , x′x0〉

= 〈x0aj , x
′〉

= fx0,x′(aj , e),

i.e. ĺımj∈J〈α(aj), a
′′
∗0〉 = 0. Por lo tanto a′′∗0 = ιA∗(a∗0) para a∗0 ∈ A∗

único.
(ix) Aśı fx0,x′ = U(a∗0) y tenemos

η(x0) = 〈fx0,x′ ,W 〉
= 〈U(a∗0),W 〉
= 〈a∗, U∗(W )〉
= 〈U∗(W ), a′′∗0〉
= 〈U∗(W ), (α−1)∗(x′x0)〉
= 〈∆w∗(W ), x′x0〉
= 〈e, x′x0〉
= 〈x0, x

′〉
= 0.

(x) Análogamente se razona reemplazando x0 por x1 para concluir
que η(x1) = 1 e, inmediatamente, que η = x′.
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(xi) Por (2.10.16) tenemos ahora

〈x, cx′D〉 = 〈x, x′Dc〉+ 〈fx,D(c),W 〉
= 〈x, x′Dc〉+ 〈x,D(c)〉,

o sea D = adx′D y sigue la tesis.

10. Sean A un álgebra de Banach fuertemente Connes-amenable y sea
J : ker(∆w∗) ↪→ B2

w∗(A;C)∗ la inclusión canónica.
Sea δ : A→ B2

w∗(A,C)∗ tal que δ(a)(f) = f(a, e)−f(e, a) para cada
a ∈ A y f ∈ B2

w∗(A;C).
Si J es débilmente compacto e im(δ∗) ⊆ α∗(ιA∗(A∗)) entonces A
posee alguna diagonal virtual normal.
I (i) Claramente δ ∈ Z1

w∗ [A,B2
w∗(A;C)∗].

(ii) Sea δ̂ : A→ B2
w∗(A,C)∗∗∗ el operador δ̂ = ιB2

w∗ (A;C)∗ ◦δ. Entonces

δ̂ ∈ Z1[A,B2
w∗(A,C)∗∗∗].

(iii) Además δ̂ ∈ Z1
w∗ [A,B2

w∗(A,C)∗∗∗] si y solo si

im(δ∗) ⊆ α∗(ιA∗(A∗)).
(iv) Dados a ∈ A y a′ ∈ A∗ resulta

〈a′,∆∗∗w∗(δ̂(a))〉 = 〈∆∗w∗(a′), δ̂(a)〉
= 〈δ(a),∆∗w∗(a

′)〉
= 〈∆w∗(δ(a)), a′〉
= 〈α−1(U∗(δ(a))), a′〉
= 0,

porque dado a∗ ∈ A∗ es

〈a∗, U∗(δ(a))〉 = 〈U(a∗), δ(a)〉
= U(a∗)(a, e)− U(a∗)(e, a)

= (ιA∗(a∗) ◦ α)(π̂A(a⊗ e− e⊗ a))

= 〈a∗, 0(A∗)∗〉
= 0.

En consecuencia δ̂(A) ⊆ ker(∆∗∗w∗).
(v) J∗∗[ker(∆w∗)

∗∗] = ker(∆∗∗w∗), siendo además J∗∗ inyectiva.
(v-a) Dado Γ ∈ ker(∆∗∗w∗) tenemos

0A∗∗ = ∆∗∗w∗(Γ) = Γ ◦∆∗w∗ = Γ ◦ U∗∗ ◦ (α−1)∗,

o sea Γ ◦ U∗∗ = 0A∗∗∗∗ .
(v-b) Si u ∈ ker(∆w∗)

∗, por el teorema de Hahn-Banach, hay algún
funcional µ ∈ B2

w∗(A;C)∗∗ tal que µ |ker(∆w∗ )= u y ‖ µ ‖≤‖ u ‖.
Escribamos γ(u) = 〈µ,Γ〉. Si hubiere además µ1 ∈ B2

w∗(A;C)∗∗

tal que µ1 |ker(∆w∗ )= u entonces µ − µ1 ∈ ker(J∗). Veremos que
µ − µ1 = U∗∗(a) para cierto a ∈ A∗∗∗ , pues entonces γ estará bien
definida.
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(v-c) Sea a0(U∗(s)) = (µ− µ1)(s), con s ∈ B2
w∗(A;C)∗.

Como ker(U∗) ⊆ ker(∆w∗) y µ − µ1 ∈ ker(∆w∗)
⊥ entonces a0 está

bien definida y es claramente C-lineal.
(v-d) ∆w∗ es epimorfismo. En efecto, dado a ∈ A sea λa ∈ B2

w∗(A;C)∗

tal que λa(f) = f(a, e) para cada f . Si a∗ ∈ A∗ y x, y ∈ A es

U(a∗)(x, y) = ((α ◦ π̂A)∗(ιA∗(a∗)))(x⊗ y)

= 〈a∗, α(xy)〉.

Aśı λa(U(a∗)) = 〈a∗, α(a)〉 para cada a∗, i.e. ∆w∗(λa) = a.
(v-e) En consecuencia U∗ : B2

w∗(A;C)∗ → A∗∗ es operador lineal,
acotado y suryectivo. Por el teorema de la función abierta de Banach
existe ε > 0 tal que (A∗∗)ε ⊆ U∗((B2

w∗(A, ;C)∗)1).
(v-f) Dado s ∈ B2

w∗(A, ;C)∗−ker(U∗) sea t ∈ (B2
w∗(A, ;C)∗)1 tal que

ε
2
U∗(s)
‖U∗(s)‖ = U∗(t),

desigüaldad válida también si s ∈ ker(U∗). En consecuencia

| a0(U∗(s)) | =| (µ− µ1)(s) |

≤ 2

ε
‖ U∗(s) ‖| (µ− µ1)(t) |

≤ 2

ε
‖ µ− µ1 ‖‖ U∗(s) ‖ .

(v-g) Por el teorema de Hahn-Banach hay un funcional a ∈ A∗∗∗ tal
que a |im(U∗)= a0. Aśı si s ∈ B2

w∗(A, ;C)∗ resulta

(µ− µ1)(s) = a0(U∗(s)) = a(U∗(s)) = U∗∗(a)(s),

i.e. sigue (iv-b).
(vi) Claramente γ es C-lineal y ‖ γ ‖≤‖ Γ ‖, o sea γ ∈ ker(∆w∗)

∗∗.
Además dado x ∈ B2

w∗(A;C)∗∗ es

(γ ◦ J∗)(x) = γ(J∗(x)) = 〈x,Γ〉,

de donde J∗∗(γ) = Γ.
(vii) Sea γ ∈ ker(J∗∗). Como J∗ es epimorfismo γ = 0ker(∆w∗ )∗∗ , o
sea J∗∗ es inyectiva.
(viii) Dados β ∈ ker(∆w∗)

∗∗ y a′ ∈ A∗ es

〈a′,∆∗∗w∗(J∗∗(β))〉 = 〈(∆w∗ |ker(∆w∗ ))
∗(a′), β〉 = 0.

Por el teorema de la función abierta de Banach sigue (v).
(ix) Sean χ : B2

w∗(A;C) ↪→ B2(A;C) la inclusión, Ψ ∈ B2
w∗(A;C)∗∗,

a ∈ A. Indiquemos e⊗e = u en A⊗̂A y G = F |B2
w∗ (A;C). Dada alguna

red acotada {fl}l∈L en B2
w∗(A;C) tal que Ψ = w∗-ĺıml∈L ιB2

w∗ (A;C)(fl)
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tenemos

〈Ψ, δ̂(a)〉 = 〈δ(a),Ψ〉
= ĺım

l∈L
〈fl, δ(a)〉

= ĺım
l∈L

(fl(a, e)− fl(e, a))

= ĺım
l∈L

G(fl)(adu(a))

= 〈fl, adG∗(ιA⊗̂A(u))(a)〉
= 〈adG∗(ιA⊗̂A(u))(a),Ψ〉
= 〈Ψ, adu(a)〉,

con u = ιB2
w∗ (A;C)∗(G

∗(ιA⊗̂A(u))). Aśı δ̂ = adu.

(x) Sabemos que cada a ∈ A determina un único δ0(a) ∈ ker(∆w∗)
∗∗

tal que δ̂(a) = J∗∗(δ0(a)). Es fácil ver que δ0 es derivación de A en
ker(∆w∗)

∗∗.
Además, por el teorema de Hahn-Banach cada θ ∈ ker(∆w∗)

∗ admite
alguna extensión θ0 ∈ B2

w∗(A;C)∗∗ cuya norma no supera la de θ.
Luego

‖ δ0(a) ‖ = sup
‖θ‖ker(∆w∗ )=1

| 〈θ, δ0(a)〉 |

= sup
‖θ‖ker(∆w∗ )=1

| 〈J∗(θ0), δ0(a)〉 |

= sup
‖θ‖ker(∆w∗ )=1

| 〈θ0, δ̂(a)〉 |

≤‖ δ̂(a) ‖B2
w∗ (A;C)∗∗∗

=‖ δ̂ ‖‖ a ‖,

o sea δ0 ∈ Z1(A, ker(∆w∗)
∗∗).

(xi) Más aún, δ0 ∈ Z1
w∗(A, ker(∆w∗)

∗∗) si im(δ∗) ⊆ α∗(ιA∗(A∗)) .

En efecto, con la notación anterior sean aj
w∗−−→ 0A y θ ∈ ker(∆w∗)

∗.
Entonces

0 = ĺımj〈θ0, δ̂(aj)〉 = ĺımj〈J∗(θ0), δ0(aj)〉 = ĺımj〈θ, δ0(aj)〉.
Si además b ∈ A resultan

0 = ĺım
j
〈θ, δ0(ajb)− δ0(aj)b〉 = ĺım

j
〈θ, ajδ0(b)〉,

0 = ĺım
j
〈θ, δ0(baj)− bδ0(aj)〉 = ĺım

j
〈θ, δ0(b)aj〉,

o sea im(δ0) consta de w∗-elementos.
(xii) En las condiciones anteriores, por la fuerte Connes-amenabilidad
de A existe v ∈ ker(∆w∗)

∗∗ tal que δ0 = adv. Haciendo v = J∗∗(v),
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con la notación de (ix) tenemos

〈Ψ, adu(a)〉 = 〈Ψ, δ̂(a)〉
= 〈Ψ, J∗∗(δ0(a))〉
= 〈J∗(Ψ), adv(a)〉
= 〈J∗(Ψ)a− aJ∗(Ψ), v〉
= 〈J∗(Ψa− aΨ), v〉
= 〈Ψa− aΨ, J∗∗(v)〉
= 〈Ψ, adv(a)〉,

i.e. adu = adv.
(xiii) Como J es operador débilmente compacto existe v ∈ B2

w∗(A;C)∗

tal que v = ιB2
w∗ (A;C)∗(v) [57]. Sea además u = G∗(ιA⊗̂A(u)) en

B2
w∗(A;C)∗. Dado a ∈ A sabemos que a(u − v) = (u − v)a y co-

mo ιB2
w∗ (A;C)∗ es monomorfismo de A-bimódulos de Banach resulta

a(u− v) = (u− v)a. Si además a′ ∈ A∗ tenemos

〈∆w∗(v), a′〉 = 〈v,∆∗w∗(a′)〉
= 〈∆∗w∗(a′), v〉
= 〈a′,∆∗∗w∗(J∗∗(v))〉
= 〈a′, (∆w∗ |ker(∆w∗ ))

∗∗(v)〉
= 0,

o sea ∆w∗(v) = 0A. Por otra parte, dado a∗ ∈ A∗ tenemos

〈a∗, α(∆w∗(u))〉 = 〈ιA∗(a∗) ◦ (α ◦ π̂A), ιA⊗̂A(u)〉
= 〈a∗, α(e)〉,

y como α es inyectiva ∆w∗(u) = e. En definitiva, u − v es diagonal
virtual normal de A.

2.11. Problemas

1. Sean n ∈ N, A = Mn(C) y ∆ =
1

n

∑n
j,k=1 ej,k ⊗ ek,j .

(i) Mostrar que ∆ es diagonal virtual de A.
(ii) Si δ es diagonal virtual de A y de Aop entonces δ = ∆.

2. Sea G subgrupo finito irreducible de Gl(n,C), i.e. clC(G) = Mn(C).

Entonces ∆ =
1

| G |
∑

σ∈G eσ ⊗ eσ−1 es diagonal virtual de Gl(n,C),

donde eσ = (δσ(i),j))1≤i,j≤n para cada σ.
3. L(Cn, ‖ ◦ ‖p) es amenable si n ∈ N y 1 ≤ p ≤ ∞. Para ello:

(i) Dada σ ∈ Pn sea Aσ =
∑n

i,j=1 δσ(i),jei,j en gl(n,C). Dado además

ε ∈ {−1, 1}n sea Dε =
∑n

i=1 εiei,i.
(i) G = {DεAσ : σ ∈ Pn, ε ∈ {−1, 1}n} es subgrupo irreducible de
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gl(n,C) y cada elemento de G define una isometŕıa de L(Cn, ‖ ◦ ‖p).
(ii) Inferir el resultado.

4. (i) Indiquemos S2(R) = R×R>0 con la estructura de grupo definida
por la operación

(b, a)(b′, a′) = (ab′ + b, aa′).

Se trata de un grupo localmente compacto, con medida de Haar
dλ(b, a) = a−2dbda.
(ii) Si n ∈ N escribimos

An = {(b, a) ∈ S2(R) : 1 ≤| b |≤ n2,
| b |
n
≤ a ≤ n o | b |≤ 1,

1

n
≤ a ≤ n}

y fn = 1
λ(An)χAn . Si φ ∈ L∞(S2(R)) y (b, a) ∈ S2(R) se tiene

| 〈fn, δ(b,a) ∗ φ− φ〉 |≤
λ([(b, a)An]4An)

λ(An)
‖ φ ‖∞ .

(iii) Probar que ĺımn→∞
λ([(b, a)An]4An)

λ(An)
= 0, por lo que S2(R) es

amenable [122].
5. Dado C ≥ 1, un álgebra de Banach A se dice C-amenable si tiene

alguna diagonal aproximada en [A⊗̂A]C , o equivalentemente, si po-
see alguna diagonal virtual en [(A⊗̂A)∗∗]C .
(i) Si G es grupo amenable discreto entonces l1(G) es 1-amenable.
(ii) Toda C∗-álgebra abeliana unitaria es 1-amenable.
(iii) Sea {Aj}j∈J una familia dirigida de C-subálgebras amenables
de un álgebra de Banach A cuya unión es densa en A. Entonces A
es C-amenable.
(iv) K(c0(N)) y K(lp(N)), 1 ≤ p <∞, son 1-amenables. Para ello:
(iv)(a) Si E = c0(N) o lp(N) , 1 ≤ p <∞, dado n ∈ N sea Pn ∈ B(E)
la proyección a las primeras n coordenadas. Si K ∈ K(E) y x ∈ E
resulta

(PnK(E)Pn)(x) = Pn[K(x1, ..., xn, 0, 0, ...)] y
(2.11.1)

(K − PnKPn)(x) = (K − PnK)(x) + (PnK)(0, ..., 0, xn+1, xn+2, ...).
(2.11.2)

(iv)(b) Por (2.11.2) {PnK(E)Pn}∞n=1 es sucesión de subálgebras de
Banach de K(E) y (∪∞n=1PnK(E)Pn)− = K(E).
(iv)(c) Por (2.11.1), para n ∈ N y 1 ≤ p < ∞ se tienen los isomor-
fismos de espacios de Banach

PnK(lp(N))Pn ≈ L(Cn, ‖ ◦ ‖p),
PnK(c0(N))Pn ≈ L(Cn, ‖ ◦ ‖∞).

(iv)(d) Concluir la tesis.
6. Dada una familia de álgebras de Banach C-amenables {Aj}j∈J se

tiene que c0-⊕j∈JAj es C-amenable. Para ello:
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(a) Dadas álgebras de Banach C-amenables A1, A2 entonces A1⊕A2

es C-amenable.
(b) Si F ∈ Pf (J) sea

AF = {x ∈ c0-⊕j∈J : xj = 0Aj si j /∈ F}.
Probar que cada AF es álgebra de Banach C-amenable y ∪F∈Pf (J)AF
es denso en c0-⊕j∈JAj .

7. Probar (2.10.2).(3).
8. Probar las afirmaciones de (2.10.10)(1).

9. Ídem con (2.10.10)(2).
10. Sea X espacio localmente compacto. Indicamos κ, β y σ a las to-

poloǵıas en Cb(X) de convergencia uniforme sobre compactos, la
C0(X)-topoloǵıa estricta y la topoloǵıa métrica, respectivamente. En
particular, κ es la topoloǵıa generada por la familia de seminormas
{pK : K ⊆ X,K compacto}, con pK(f) = supx∈K | f(x) | para
cada K, mientras que β es la generada por la familia de seminormas
{qg : g ∈ C0(X)}, con qg(f) =‖ fg ‖∞ para cada g.
(i) κ ≤ β ≤ σ.
(ii) Una sucesión {fn}n∈N es β-convergente si y solo si es σ-acotada
y κ-convergente.
(iii) El espacio C00(X) de funciones complejas sobre X continuas
con soporte compacto es β-denso en Cb(X).
(iv) Dada µ ∈ M+(X) sea Lµ(f) =

∫
X fdµ, f ∈ C00(X). Entonces

Lµ es lineal y continuo. Sean {fn}n∈N en C00(X) tal que ‖ fn ‖∞= 1
para cada n y Lµ(fn)→‖ Lµ ‖. Hagamos Sµ = ∪n∈NSop(fn).
(v) Sea g ∈ C00(X) nulo sobre Sµ. Podemos suponer ‖ g ‖∞< 1 y
Lµ(g) ∈ R. Para cada n es Lµ(fn± g) ≤‖ Lµ ‖, de donde Lµ(g) = 0.
Luego Lµ(f) =

∫
Sµ
fdµ para cada f ∈ C00(X).

(vi) Probar que ‖ Lµ ‖= µ(Sµ) =‖ µ ‖.
(vii) Sea L ∈ Cb(X)∗β no negativo, i.e. L(f) ≥ 0 si f : X → [0,+∞)

es continuo y acotado. Puesto que β ≤ σ, L ∈ Cb(X)∗. En conse-
cuencia L resulta lineal continuo sobre C00(X) y existe µ ∈ M+(X)
única tal que L(f) =

∫
X fdµ si f ∈ C00(X).

(viii) La identidad anterior es válida en Cb(X). Para ello, bastaŕıa
ver que L1 : f →

∫
X fdµ es β-continuo sobre Cb(X). Para ello:

(viii)(a) Dada una sucesión de números positivos {εn}n∈N convergen-
te a cero hay una sucesión de conjuntos compactos {Kn}n∈N tales
que Kn ⊆ Ko

n+1 y µ(X −Kn) < εn para cada n. 27

(viii)(b) Para cada n ∈ N existe φn ∈ C00(X) tal que 0 ≤ φn ≤ 1,
φ(Kn) = {1} y φn(X −Ko

n+1) = {0}.
(viii)(c) Con la notación anterior,

‖ µ ‖= µ(K1) +
∑∞

n=2 µ(Ko
n −Kn−1).

27Existe K1 ⊆ X compacto tal que µ(X) − ε1 < µ(K1). Observar además que X es
localmente compacto.
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Sean a1 = µ(K1) y an = µ(Ko
n − Kn−1) para cada n ≥ 2, y sea

{bn}n∈N sucesión de números positivos, convergente a cero, tal que

µ(K1) +
∑∞

n=2 an/bn ≤ 2 ‖ µ ‖,
donde en particular b1 = 1.
(viii)(d) Con cn = bn− bn+1, n ≥ 1, resulta bn = cn + cn+1 + ... para
cada n.
(viii)(e) Sea {ψn}n∈N en C00(X) tal que para cada n ∈ N≥2 es

Kn−1 � ψn−1 � K0
n,

o sea 0 ≤ ψn−1 ≤ 1, ψn−1(Kn−1) = {1} y ψn−1(X − Ko
n) = {0}.

Escribiremos ψ : X → R, ψ(x) =
∑∞

n=1 cnψn(x). Mostrar que ψ
está bien definida.
(viii)(f) Probar que para cada x ∈ Sµ es ψ(x) = 1 o existe n ∈ N≥2

mı́nimo tal que x ∈ Ko
n y ψ(x) = cn−1ψn−1(x) + bn. Deducir que

ψ ∈ C0(X) y {ψ 6= 0} ⊆ Sµ.
(viii)(g) Notando que para cada n ≥ 2 es ψ |Ko

n
≥ bn inferir que

ψ−1 ∈ L1(µ).
(viii)(h) Probar que

{f ∈ Cb(X) :‖ fψ ‖<‖ ψ−1 ‖L1
(µ)
} ⊆ L−1

1 (D(0, 1)),

i.e. L1 ∈ Cb(X)∗β.
11. Sean A, B álgebras de Banach, A-amenable, y h : A → B un ho-

momorfismo continuo de álgebras con rango denso. Probar que B es
amenable.

12. Si A es álgebra de Banach amenable e I es ideal cerrado entonces
A/I es álgebra de Banach amenable.

13. Sean A un álgebra de Banach amenable e I ideal cerrado de A. En-
tonces I es amenable si y solo si I ∈ BAI. Para ello:
(i) La condición es necesaria.
(ii) Para la afirmación rećıproca sea {es}s∈σ aproximación acotada
de la unidad de I. Considerar cualquier I-módulo de Banach pseu-
dounitario X y D ∈ Z1(I,X∗). Probar que X admı́te una estructura
de A-bimódulo de Banach.
(iii) Sea D1 : A → X∗ tal que D1(a) = w∗-ĺıms∈σD(aes) − aD(es).
Mostrar que D1 ∈ B(A,X∗).
(iv) Probar que D1 |I= D y D es continuo respecto a la I-topoloǵıa
estricta de A y la w∗-topoloǵıa de X∗.
(v) Concluir que D1 ∈ Z1(A,X∗).
(vi) D deviene derivación interna.

14. Sea A un algebra de Banach amenable, I un ideal a izquierda cerrado
de A. Entonces I ∈ BRAI si y solo si I es débilmente complementable,
i.e. si I⊥ es complementable en A∗. Para ello:
(i) Sean I ∈ BRAI y {es}s∈σ una aproximación acotada de la unidad
a derecha de I. Sea P : A∗ → A∗ tal que P (a′) = w∗-ĺıms∈σ(a′−esa′).
Probar que P ∈ B(A∗) y P es proyector de A∗ sobre I⊥.
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Rećıprocamente, sea ahora P un proyector de A∗ sobre I⊥ y hagamos
Q = IdA∗∗ − P ∗ en B(A∗∗). Entonces:
(ii) Q es proyector de A∗∗ sobre I⊥⊥ e I⊥⊥ ≈ I∗∗.
(iii) Sea {uj}j∈J diagonal virtual de A, digamos

uj =
∑∞

n=1 an,j ⊗ bn,j , con
∑∞

n=1 ‖ an,j ‖‖ bn,j ‖<∞ para cada j.

Hagamos a′′j = Θ(uj) si j ∈ J , con Θ = π̂A∗∗ ◦ (IdA∗∗⊗̂Q) ◦ (ιA⊗ ιA)

en B(A⊗̂A, I∗∗). Probar que ĺımj∈J(aa′′j ) = ιA(a) si a ∈ I.

(iv) Considerando eventualmente una subred, podemos suponer que
existe a′′ = w∗-ĺımj∈J a

′′
j en I∗∗. Luego aa′′ = a si a ∈ I, de donde

I ∈ BRAI.
15. Completar (2.10.8)(a) ... (i).
16. Sean A-álgebra de Banach compleja, P un A-módulo de Banach a

izquierda esencial , o sea la çápsula lineal compleja de AP es densa
en P . Probar que P es proyectivo si y solo si π̂A,P : A⊗̂P → P tiene
un inverso a derecha en AB(P,A⊗̂P ).

17. Sean A-álgebra de Banach compleja, P un A-módulo de Banach a
izquierda. Entonces P es A- módulo de Banach proyectivo si y solo
si es A1-módulo de Banach proyectivo.

18. Sea A un álgebra de Banach biproyectiva. Mostrar que A⊗̂A, A1⊗̂A
y A⊗̂A1 son biproyectivas.

19. Sean E1, E2, F1, F2 espacios normados, Ti ∈ B(Ei, Fi), i = 1, 2.
I (a) Si T1 o T2 es compacto entonces T1⊗̂T2 ∈ K(E1⊗̂E2, F1⊗̂F2).
(i) Sea A : B(F1, F

∗
2 )→ B(E1, E

∗
2), A(α) = T ∗2 ◦α◦T1. Evidentemente

A es operador compacto.
(ii) (T1⊗̂T2)∗ = Λ−1

E1,E2
◦A ◦ ΛF1,F2 , con

ΛE1,E2 : (E1⊗̂E2)∗ → B(E2, E
∗
2), ΛF1,F2 : (F1⊗̂F2)∗ → B(F2, F

∗
2 ),

isomorfismos canónicos.
I (b) Si T1 y T2 son compactos entonces T1⊗̌T2 ∈ K(E1⊗̌E2, F1⊗̌F2).
(iii) Hagamos ιj ∈ B(Fj , l

∞([F ∗j ]1)) tal que ιj(fj) = {〈fj , f ′j〉}‖f ′j‖=1,

j = 1, 2. Si Sj = ιj ◦ Tj , Sj ∈ K(Ej , l
∞([F ∗j ]1)) si j = 1, 2.

(iv) Dado un conjunto no vaćıo I, l∞(I) ∈ AP, o sea tiene la pro-
piedad de aproximación 28. Para ello:
(iv-1) Puesto que l∞(I) es C∗-algebra abeliana unitaria basta probar
que C(Ω) ∈ AP, cualquiera sea el espacio compacto Hausdorff Ω.
(iv-2) Sean K subconjunto compacto de C(Ω) y ε > 0. Por la equi-
continuidad de K dado w ∈ Ω existe Ww entorno de w en Ω tal que
| f(w1) − f(w) |< ε si w1 ∈ Ww y f ∈ K [98], 7.17) Como Ω es
compacto existen n ∈ N y w1, ..., wn ∈ Ω tales que Ω = ∪ni=1Wwi .
(iv-3) Sea {fi}ni=1 partición de la unidad de Ω subordinada al cubri-
miento {Ww1 , ...,Wwn}.

28Un espacio normado E tiene la propiedad de aproximación, en cuyo caso escribimos
E ∈ AP, si hay alguna red de operadores de rango finito sobre E que converge uniforme-
mente sobre compactos a IdE .
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(iv-4) Sea F (f) =
∑n

i=1

∫
Ω fdδwifi, f ∈ C(Ω). Entonces F ∈ F(C(Ω))

y supf∈K ‖ F (f)− f ‖≤ ε.
(v) Sean {F jn}n∈N en F(l∞([F ∗j ]1)), j = 1, 2, tales que

Idl∞([F ∗j ]) |Sj([Ej ])−= lim unifn→∞F
j
n |Sj([Ej ])− .

Probar que ĺımn→∞(F 1
nS1)⊗̌(F 2

nS2) = S1⊗̌S2, resultando S1⊗̌S2

operador compacto.
(vi) S1⊗̌S2 = (ι1⊗̌ι2) ◦ (T1⊗̌T2) e ι1⊗̌ι2 es isométrico, de donde
T1⊗̌T2 deviene compacto.

20. Sea (E,F ) un par dual de espacios de Banach, o sea E y F son
espacios de Banach munidos de una forma bilineal acotada no dege-
nerada 〈◦, ◦〉 : E × F → C.
(i) Hay una inmersión natural F ↪→ E∗.
(ii) Sea BF (E) = {T ∈ B(E) : T ∗(F ) ⊆ F}. Dado T ∈ BF (E) resul-
ta T ∗ |F∈ B(F ).
(iii) Si T ∈ BF (E) sea

‖ T ‖BF (E)= máx{‖ T ‖B(E), ‖ T ∗ |B(F )‖}.
Probar que queda definida una norma con la que BF (E) es álgebra
de Banach.
(iv) Existe A ∈ B(E⊗̂F,B(E)) único tal que A(e ⊗ f) = e � f en
tensores básicos, con (e � f)(e1) = 〈e1, f〉e para e, e1 ∈ E y f ∈ F .
Además im(A) ⊆ BF (E).
(v) I Si E o F tienen la propiedad de aproximación Λ es monomor-
fismo.
(v-1) Sea u ∈ E⊗̂F no nulo, u =

∑∞
n=1 en ⊗ fn, con∑∞

n=1 ‖ en ‖‖ fn ‖<∞.

Si E ∈ AP puede suponerse (en) ∈ c0(E) y (fn) ∈ l1(F ), ya que
para cada n se tiene

en ⊗ fn = k(
en
k
⊗ fn

k
)

y se puede ajustar k convenientemente.

(v-2) Sea S ∈ F(E) tal que supn∈N ‖ S(en) − en ‖<
‖ u ‖∧

2 ‖ f ‖1
. En-

tonces

‖ (S ⊗ IdF )(u)− u ‖∧<
‖ u ‖∧

2
y (S ⊗ IdF )(u) 6= 0.
(v-3) Deducir que existe e′ ∈ E∗ tal que

∑∞
n=1〈en, e′〉fn 6= 0F .

(v-4) Luego existe e ∈ E tal que 〈A(u)(e), e′〉 6= 0, i.e. A(u) 6= 0BF (E).
(vi) Sea NF (E) = im(A) la clase de operadores F -nucleares sobre E,
munido de la norma

‖ T ‖= ı́nf{‖ u ‖∧: A(u) = T}.
Entonces NF (E) es álgebra de Banach. Si E o F tienen la propiedad
de aproximación finita resulta NF (E) ≈ E⊗̂F , o bien NF (E) es



2.11. PROBLEMAS 131

isomorfo a un cociente de E⊗̂F en el caso general.
(vii) NF (E) es ideal de BF (E) y la inclusión NF (E) ↪→ BF (E) es
una contracción.
(viii) E⊗̂F es álgebra de Banach de modo que

(e1 ⊗ f1)(e2 ⊗ f2) = 〈e2, f1〉e1 ⊗ f2

en tensores básicos. Mostrar que E⊗̂F es biproyectiva.
21. Probar que cada grupo localmente compacto abeliano G es amena-

ble. Para ello:
(i) El conjuntoM(G) de conjunto de promedios deG es w∗-compacto
y convexo (v. (2.4.3)).
(ii) Dados g ∈ G y φ ∈ L∞(G) se tiene δg ∗ φ ∈ L∞(G), con
δg ∗ φ =g−1 φ. Queda inducido además Tg ∈ B(L∞(G)∗) tal que
Tg(n)(φ) = 〈δg ∗ φ, n〉 para cada n, φ. Probar que {Tg}g∈G es grupo
abeliano de operadores acotados y Tg(M(G)) ⊆ M(G) para cada
g ∈ G.
(iii) Existe m ∈ M(G) tal que Tg(m) = m si g ∈ G. Luego m será
promedio invariante de G y G devendrá amenable. Para ello:

(a) Fijados g ∈ G y n ∈ N0 sea T
(n)
g = 1

n+1

∑n
j=0 T

j
g . Si p ∈ M(G)

se tiene {T (n)
g (p)}n∈N0 ⊆M(G).

(b) Por la compacidad de M(G) existen q ∈M(G) y alguna subsu-

cesión (nk)k tal que q = w∗-ĺımk→∞ T
(nk)
g (p).

(c) Dado k ∈ N probar que

Tg(T
(nk)
g (p)) = T

(nk)
g (p) + 1

nk+1 [Tnk+1
g (p)− p].

(d) Sea Λ : L∞(G)∗ → C forma lineal w∗-continua. Mostrar que
Λ(q) = Λ(Tg(q)).
(e) Concluir que Tg(q) = q.
(f) Entonces cada Tg posee algún punto fijo. Se probará que hay
algún punto fijo común a todo g ∈ G. Dado F ∈ Pf (G) sea

MF = {p ∈M(G) : Tg(p) = p si g ∈ F}.
La familia F = {MF }F∈Pf (G) consta de subconjuntos w∗-cerrados

de M(G). Probar que ∩F tiene la propiedad de intersección finita,
por lo que ∩F 6= ∅.

22. Sea θ : A → B homomorfismo acotado de álgebras de Banach con
rango denso. Si A es amenable entonces B es amenable.

23. Toda C∗-álgebra compleja abeliana A es amenable. Para ello:
(i) Suponer primero que A es unitaria y considerar

G = {exp(if) : f ∈ C(σ(A)) e im(f) ⊆ R}.
Entonces G es subgrupo de Inv(C(σ(A)).
(ii) Sea θ : l1(G) → C(σ(A)) tal que θ(δg) = g si g ∈ G y aplicar
(2.11.22).
(iii) En el caso general aplicar (2.4.17).

24. Si un complejo C es admisible entonces K(C) es admisible.
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25. (i) Sea G un grupo localmente compacto separado y p ∈ [1,∞). Sea
Λp : M(G) → B(Lp(G)) tal que Λp(µ)(f) = µ ∗ f para f ∈ Lp(G) y
µ ∈ M(G). Probar que Λp es una representación acotada de M(G)
en Lp(G).
(ii) Indiquemos PMp(G) = Λp(G)−wot al espacio de p-pseudomedidas
de G. Probar que PMp(G) es cerrado y además w∗-cerrado v́ıa el
isomorfismo B(Lp(G)) ≈ (Lp(G)⊗̂Lq(G))∗, con p−1 + q−1 = 1.
(iii) Probar que PMp(G) es subálgebra compleja de B(Lp(G)), en
definitiva, una subálgebra de Banach.
(iv) Probar que Λp es (w∗, w∗)-continuo.
(v) Usando (2.10.14.1)(i) concluir que im(Λp) ⊆ PMp(G).

26. Con 1 < p, q,< ∞ y p−1 + q−1 = 1 se considera el álgebra de Figà-
Talamanca-Herz Ap(G). En particular, A2(G) es la llamada álgebra
de Fourier de G [51]. Ap(G) consta de elementos ζ ∈ C0(G) del
tipo ζ =

∑∞
n=1 fn ∗ ǧn, con {fn} ⊆ Lp(G), {gn} ⊆ Lq(G) y además∑∞

n=1 ‖ fn ‖p‖ gn ‖q<∞. Con las operaciones naturales y la norma

‖ ζ ‖Ap(G)= ı́nf{
∑∞

n=1 ‖ fn ‖p‖ gn ‖q: ζ =
∑∞

n=1 fn ∗ ǧn}
se obtiene un álgebra de Banach [77]. Evidentemente, Ap(G) es iso-
morfo a un cociente de Lp(G)⊗̂Lq(G).
(i) Dados x ∈ L1(G), f ∈ Lp(G), g ∈ Lq(G) es

〈f,Λq(x)(g)〉 = 〈x, f ∗ ǧ〉.
(ii) Queda inducida una aplicación lineal compleja

Fp(Λq(x)) : Ap(G)→ C,

Fp(Λq(x))(ζ) =
∞∑
n=1

〈x, fn ∗ ǧn〉

si ζ =
∑∞

n=1 fn ∗ ǧn, está bien definida y Fp(Λq(x)) ∈ Ap(G)∗.
Hay un isomorfismo de espacios de Banach Fp : PMq(G)→ Ap(G)∗

tal que Fp(T )(ζ) =
∑∞

n=1〈fn, T (gn)〉 si ζ =
∑∞

n=1 fn ∗ ǧn (cf. [133],
Th. A.3.6).
(iii) Por (2.8.2) PMq(G) es álgebra de Banach dual.



Caṕıtulo 3

ANEXO 1: Grupos

3.1. Grupos, semigrupos, subgrupos. Grupo opuesto.

1. Llamamos semigrupo a todo par (S, ∗), formado por un conjunto no
vaćıo S y una aplicación binaria entre elementos de S, de modo que
si x, y ∈ S está definido de manera única x ∗ y ∈ S. Además, esta
aplicación es asociativa, o sea (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) cualesquiera
sean x, y, z ∈ S.

2. Sean (S, ∗) semigrupo, u ∈ S. Decimos que u es unidad a izquierda
(resp. unidad a derecha) si ux = x (resp. xu = x) si x ∈ S. Se dice
que u es unidad de S si lo es tanto a derecha como a izquierda. Es
fácil ver que, en caso de tener S alguna unidad, la misma es única.

3. Sean (S, ∗) un semigrupo con unidad u y x ∈ S. Decimos que x es
inversible a izquierda (resp. inversible a derecha) si existe y ∈ S tal
que y ∗ x = u (resp. x ∗ y = u).
Se dice que x es inversible si lo es tanto a derecha como a izquierda.
De ser aśı, sean y, z ∈ S tales que y ∗ x = x ∗ z = u. Entonces

y = y ∗ u = y ∗ (x ∗ z) = (y ∗ x) ∗ z = u ∗ z = z.

Podemos indicar, sin lugar a confusión, x−1 al único elemento de S
que es inverso tanto a derecha como a izquierda de x.

4. Llamamos grupo a todo semigrupo (G, ∗) unitario en el que todo
elemento es inversible.

5. Sea (G, ∗) un grupo. Un subconjunto S de G se denomina subgrupo
de G si contiene a la unidad de G y (S, ∗) es grupo. En ese caso
escribimos S ≤ G.

6. (a) La clase S(G) de subgrupos de G1 está parcialmente ordenada
por la relación de inclusión, o sea si S, T ∈ S(G) hacemos S ≤ T si
y solo si S ⊆ T .
(b) Evidentemente, si e ∈ G es la unidad de G, {e} ≤ S ≤ G para
cada S ∈ S(G).
(c) Si {Si}i∈I ⊆ S(G),

⋂
i∈I Si ∈ S(G) y

⋂
i∈I Si = ı́nf{Si : i ∈ I}, o

sea
⋂
i∈I Si ≤ Sj para cada j ∈ I y

⋂
i∈I Si contiene a todo subgrupo

T de G tal que T ≤ Si si i ∈ I.
(d) Asimismo, existe S ∈ S(G) tal que Si ≤ S para cada i ∈ I y S
está contenido en cada subgrupo U de G tal que Si ⊆ U si i ∈ I. En
efecto, sea U el conjunto de elementos x = xi1 ∗ ... ∗ xin en G, donde

1Abusamos de la notación identificando G con (G, ∗)

133
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n ∈ N, i1, ..., in ∈ I, xij ∈ Sij , 1 ≤ j ≤ n. Es fácil ver que U reune las
condiciones necesarias. Indicamos U = sup{Si : i ∈ I}.
Por (a), (b), (c) y (d), (S(G),≤) es un ret́ıculo completo.

7. Sean G grupo, S un subconjunto no vaćıo de G. Hay un subgrupo
de G, que indicamos 〈S〉 y llamado subgrupo generado por S, el que
es mı́nimo respecto de la inclusión y contiene a S. Precisamente,
〈S〉 =

⋂
{H ∈ S(G) : S ⊆ H}.

8. Dado un grupo (G, ∗), se llama grupo opuesto (Gop, ∗op) al que re-

sulta con la operación x ∗op y , y ∗ x si x, y ∈ G.

3.2. Grupos abelianos. Generadores. Centro y orden de un
grupo y de un elemento. Grupos ćıclicos.

1. Un grupo (G, ∗) se dice abeliano o conmutativo si x ∗ y = y ∗ x
cualesquiera sean x, y ∈ G.

2. Dado un grupo (G, ∗) introducimos el centro de G mediante

Z(G) = {x ∈ G : x ∗ y = y ∗ x si x ∈ G}
Claramente se trata de un subgrupo abeliano de G (V. Ej. §3.12(1)).

3. Si G es un grupo, se llama generador de G a todo subconjunto G de
G tal que todo elemento x ∈ G es representable como x =

∏n
j=1 x

mj
j ,

donde n ∈ N, {x1, ..., xn} ⊆ G y {m1, ...,mn} ⊆ Z. En particular, G
se dice grupo ćıclico si admı́te algún conjunto generador con un solo
elemento.

4. Escribiremos | G |, card (G), llamado orden de G.
5. Dado x ∈ G escribimos ord(x) =| 〈x〉 |. Notar que

ord(x) = mı́n{n ∈ N : xn = e}.
.

3.3. Homomorfismos de grupos

1. Sean (G, ∗), (H, ◦) grupos y h : G → H una función. Decimos que
h es un homomorfismo(o un morfismo) entre G y H si para cuales-
quiera x, y ∈ G resulta h(x ∗ y) = h(x) ◦ h(y).

2. Indicamos Hom(G;H) al conjunto de homomorfismos de G en H.
En particular, si G = H entonces Hom(G;G) es semigrupo idéntico
con la composición.

3. Si eG, eH son las respectivas unidades de G y H y h es un homomor-
fismo tenemos

h(eG) = h(eG ∗ eG) = h(eG) ◦ h(eG),

e inferimos que h(eG) = eH .
4. Sea h un morfismo de G en H.

Indicamos Ker(h) = {x ∈ G : h(x) = eH} al núcleo de h.
Asimismo sea Im(h) = {h(x) : x ∈ G} la imágen de h.
Evidentemente Ker(h) ≤ G e Im(h) ≤ H.
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5. Un morfismo h : G → H es monomorfismo si Ker(h) = {eG} y es
epimorfismo si Im(h) = H. Es fácil ver que todo monomorfismo es
inyectivo y todo epimorfismo es suryectivo. Se llama isomorfismo a
todo morfismo biyectivo. Todo isomorfismo es biyectivo y su inversa
es un morfismo. Indicamos Aut(G) al conjunto de isomorfismos de
G en G, o automorfismos .

6. Si h : G → H es isomorfismo de grupos decimos que G y H son
grupos isomorfos, lo que indicamos mediante G ≈ H.

7. Si G,H son grupos indicamos Hom(G,H) a la clase de morfismos
de grupos de G en H.

8. Si G es grupo ćıclico existe n ∈ Z tal que G ≈ Zn.

3.4. Productos directos, subgrupos normales y cocientes.

1. Dada {Gi}i∈I una familia de grupos sea G =
∏
i∈I Gi el producto

cartesiano de la misma, o sea el conjunto de elementos x = {xi}i∈I
de modo que xi ∈ Gi para cada i ∈ I. Dados x, y ∈ G hacemos
x · y = {xiyi}, donde xiyi denota en Gi el producto de los elementos
xi e yi para cada i. Aśı G es un grupo, denominado el producto
directo de la familia de grupos dada.

2. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es sub-
grupo normal de G, en cuyo caso escribimos H EG, si xHx−1 = H
cualquiera sea x ∈ G.

3. Sea G grupo, H un subgrupo de G. Indicamos

NG(H) = {x ∈ G : xHx−1 = H}.

Claramente se trata de un subgrupo de G, llamado subgrupo norma-
lizador de H en G .

4. Sean G grupo y H subgrupo normal de G. Elementos x, y ∈ G
se dirán H-equivalentes módulo, y escribiremos x ∼ y mod(H), si
x−1y ∈ H. La relación ∼ es relación de equivalencia, de modo que
queda definido el espacio cociente, que indicamos G/H, de las corres-
pondientes clases de equivalencia. Sea π : G → G/H la proyección
al cociente, o sea

π(x) = {y ∈ G : x ∼ y mod(H)} = xH.

Introduciremos en G/H un producto que defina una estructura de
grupo, a saber: sean a, b ∈ G/H, digamos a = π(x), b = π(y). De-
finimos a ∗ b = π(xy). Ciertamente a ∗ b ∈ G/H, pero debemos ver
que es independiente de la elección de x e y. En efecto, supongamos
que a = π(x′) y b = π(y′). Como x ∼ x′ mod(H) y y ∼ y′ mod(H)
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existen z, z′ ∈ H tales que x = x′z e y = y′z′. Entonces

(x′y′)−1(xy) = (y′−1x′−1)(xy)

= [(y′−1x′−1)x]y

= [y′−1(x′−1x)]y

= (y′−1z)y

= (y′−1z)(y′z′)

= (y′−1zy′)z′,

de donde x′y′ ∼ xy mod(H) pues H es normal. Aśı el producto ∗ está
bien definido y es fácil ver que (G/H, ∗) es grupo y π : G → G/H
es morfismo de grupos.
En particular, como para x ∈ G es xH = (xHx−1)x = Hx el co-
ciente G/H es el mismo respecto a la relación x ∼1 y H si y solo si
xy−1 ∈ H.

5. (i) Si N EG, hay una correspondencia biyectiva entre S(G/N) y la
familia SN (G) = {H ∈ S(G) : N ⊆ H}.
Precisamente, basta hacer F : S(G/N) → SN (G), F (Σ) = π−1(Σ),
donde π : G→ G/H es la proyección al cociente. Es fácil ver que F
es biyectiva y F−1(H) = π(H) si H ∈ SN (G). Podemos escribir, de
manera precisa, π(H) = H/N para cada H ∈ SN (G).
(ii) Además T ≤ S en SN (G) sii T/N ≤ S/N en S(G/N) y entonces
[S : T ] = [S/N, T/N ] (v. §3.6(3)).
(iii) Por otra parte, T E S en SN (G) sii T/N E S/N en S(G/N),

resultando entonces S/T ≈ S/N

T/N
.

6. Sea G grupo abeliano finitamente generado. Existen únicos r, s ∈ N0

y (si s > 0) enteros n1, ..., ns ∈ Z≥2 tales que nj | nj+1 si 1 ≤ j < s
y G ≈ Zr × Zn1 × ...× Zns . (cf. [129], Th. 10.20).

3.5. Teoremas de isomorfismo

1. Sean G,H grupos, f : G→ H un morfismo. Entonces Ker(f)EG y
G/Ker(h) ≈ Im(f).
I Si y ∈ Ker(f) y x ∈ G,

f(xyx−1) = f(x)f(y)f(x−1) = f(x)eHf(x)−1 = eH ,

o sea xKer(f)x−1 ⊆ Ker(f). Asimismo x−1Ker(f)x ⊆ Ker(f), de
donde Ker(f) ⊆ xKer(f)x−1, i.e. Ker(f) = xKer(f)x−1. Definimos
ahora

F : G/Ker(f)→ Im(f), F (xKer(f)) = f(x).
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Si xKer(f) = yKer(f) resulta f(x−1y) = eH , o sea f(x) = f(y) y F
está bien definida. Además

F (xKer(f)yKer(f)) = F ((xy)Ker(f))

= f(xy)

= f(x)f(y)

= F (xKer(f))F (yKer(f))

y F es morfismo de grupos. Es inmediato que se trata de un isomor-
fismo.

2. Sea, G grupo, S,N ∈ S(G), N EG. Se tiene entonces

NS = SN = sup{N,S}, N E SN , S ∩N E S

y
SN

N
≈ S

S ∩N
.

I Dados s, s′ ∈ S, n, n′ ∈ N , por ser el producto asociativo, resulta

(3.5.1) (ns)(n′s′) = [n(sn′s−1)](ss′).

SiendoN normalNS es semigrupo. Análogamente también lo es SN .
Como sn = (sns−1)s sigue que SN ⊆ NS. Asimismo NS ⊆ SN , o
sea SN = NS. Luego (ns)−1 = s−1n−1 ∈ NS.
Como S y N son subgrupos de SN entonces sup{S,N} ≤ SN .
Además SN ≤ sup{S,N} porque S yN son subgrupos de sup{S,N}.
Evidentemente N E SN y S ∩N E S.

Sea f : NS → S

S ∩N
, f(ns) = π(s), donde π : S → S

S ∩N
es la

proyección al cociente. Si ns = n′s′ será

s−1s′ = s−1n′−1ns ∈ S ∩N ,

o sea π(s) = π(s′) y f está bien definida.
Por (3.5.1),

f((ns)(n′s′)) = π(ss′) = π(s)π(s′) = f(ns)f(n′s′),

aśı f es morfismo claramente suryectivo. Puesto que Ker(f) = S∩N
la tesis sigue por el Teo. 1.

3. Sean G un grupo y H,K subgrupos de G tales que H E K E G.

Entonces hay un isomorfismo de grupos
G

K
≈ G/H

K/H
.

I Vemos que K/H E G/H porque K E G. Si pH : G → G/H y
pK : G → G/K son las correspondientes proyecciones al cociente
definimos

g : G/H → G/K, g(pH(x)) = pK(x).

Si pH(x) = pH(y), x−1y ∈ H. Luego x−1y ∈ K y pK(x) = pK(y), o
sea g está bien definida y define claramente un morfismo de grupos.
Como pK es suryectiva sigue que g es suryectiva. Además, como pH
es suryectiva, vemos que g(pH(x)) = 0G/K si y solo si k ∈ K, i.e. si
pH(x) ∈ K/H (v. §3.4.(5)).
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3.6. Teorema de Lagrange

1. Sean G grupo, H ≤ G. Vı́a la relación de equivalencia x ∼ y mod(H)
sii x−1y ∈ H sabemos que G puede representarse como unión dis-
junta de conjuntos del tipo xH, o de coclases a izquierda de H en G.
Análoga situación se da con coclases a derecha de H en G. Hagamos
L(H,G) = {xH : x ∈ G} y R(H,G) = {Hy : y ∈ G}.

2. Veamos que hay una biyección φ : L(H,G) → R(H,G). Para ello,
sea φ(xH) = Hx−1. Si fuera xH = yH, dado h ∈ H existirá k ∈ H
tal que

hx−1 = (xh−1)−1 = (yk)−1 = k−1y−1 ∈ Hy−1,

o sea Hx−1 ⊆ Hy−1. Análogamente, reemplazando x por y sigue la
otra inclusión, i.e. Hx−1 = Hy−1. Luego φ está bien definida.
Asimismo, si Hx−1 = Hy−1 entonces xH = yH, o sea φ es inyectiva.
Es evidente que φ es suryectiva. (V. Ej. §3.12(2)).

3. En las condiciones anteriores, indicamos [G : H] el ı́ndice de H en

G, mediante [H : G] , card (L(H,G)).
4. [101] Si G es grupo de orden finito y H es subgrupo de G entonces
| G |=| H | [G : H].
I Dado x ∈ G la aplicación Lx : G→ G tal que Lx(y) = xy si y ∈ G
es biyectiva, pues G es un grupo. Luego card(xH) = card(H). El
resultado es ahora inmediato.

5. Si G es grupo finito, el orden de cada elemento de G divide al orden
de G (V. Ej. §3.12(1)).

3.7. Acciones y representaciones de grupos

1. Sean (G, ∗) un grupo, X un conjunto no vaćıo. Decimos que una
aplicación α : G ×X → X es una acción a izquierda de G en X si
α(1G, x) = x y α(a, η(b, x)) = α(ab, x) cualesquiera sean a, b ∈ G y
x ∈ X. Si escribimos α(a, x) = ax para cada a, x y entonces 1Gx = x
y (a ∗ b)x = a(bx) para cada a, b, x.
Asimismo, se llama acción a derecha de G en X a toda acción a
izquierda de Gop en X. Mientras no se especifique lo contrario, su-
pondremos que las acciones que consideremos serán a izquierda (V.
Ej. §3.12(3.12.3)).

2. Se llama acción trivial a aquella para la que ax = x cualesquiera
sean a ∈ G y x ∈ X.

3. Si G es grupo se llama G-grupo a todo conjunto X sobre el que hay
definida una acción de G.

4. Sea F (X) el conjunto de funciones de X en X. Entonces (F (X), ◦) es
un semigrupo unitario, donde ◦ es la operación usual de composición
de funciones. La acción a izquierda α induce una función

ρα : G→ F (X), ρα(a)(x) = α(a, x) si a ∈ G, x ∈ X.
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Notamos que ρα(1G) = IdF (X) y ρα es homomorfismo de semigrupos.
Decimos por ello que ρα es una representación de G en X.
Rećıprocamente, si r es una representación de G en un conjunto X,
haciendo

αr : G×X → X, αr(a, x) = r(a)(x) para cada a, x,

queda definida una acción a izquierda de G en X. Es fácil ver que
αρα = α y ραr = r, de modo que hay una identificación entre acciones
de un grupo sobre un conjunto dado y representaciones del grupo
sobre dicho conjunto.

5. Con la notación anterior, observamos que ρα(G) ⊆ U(F (X)) cual-
quiera sea la acción de G en X, y ρα(a)−1 = ρα(a−1) para todo
a ∈ G.

6. Si G actúa sobre X y x ∈ X escribiremos

Ox = {ax : a ∈ G}, Ex = {a ∈ G : ax = x},
la órbita y el estabilizador de x respectivamente.
Fijados a, b ∈ G y x ∈ X vemos que

b ∈ Eax ⇔ b(ax) = ax⇔ (a−1ba)x = x⇔ a−1ba ∈ Ex,
o sea Eax = aExa

−1.
7. Decimos que la acción es transitiva si ex́ıste x ∈ X tal que X = Ox.
8. La acción es fiel si verifica alguna de las siguientes condiciones equi-

valentes: (i) La representación asociada es inyectiva. (ii) Si a, b ∈ G
y ax = bx si x ∈ X resulta a = b. (iii) ∩x∈XEx = {1G}.

9. La acción es libre si Ex = {1G} cualquiera sea x ∈ X.
10. Sean X,Y dos G-grupos. Una función f : X → Y se dice morfismo

de G-grupos si dados a ∈ G y x ∈ X se tiene f(ax) = af(x).
El mismo se dice monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de G-
grupos si es morfismo de G-grupos inyectivo, suryectivo o biyectivo
respectivamente.

11. Sea X un G-grupo, x ∈ X. Hay entonces un isomorfismo de G-
grupos Ox ≈ G/Ex, de modo que si G es grupo de orden finito
| Ox |=| G : Ex |.
Precisamente, es claro que Ox es G-grupo.
Por otra parte, sea ν : G → G/Ex la proyección al cociente. Si

a, b ∈ G sea aν(b) , ν(ab). Si fuera ν(b1) = ν(b2), puesto que
(ab1)−1(ab2) = b−1

1 b2 ∈ Ex, tenemos ν(ab1) = ν(ab2). Sigue ensegui-
da que G/Ex es G-grupo.

Hagamos f : G/Ex → Ox tal que f(ν(a)) , ax. Si ν(a1) = ν(a2),
como a−1

1 a2 ∈ Ex, a1x = a2x. Luego f está bien definida. Como

f(aν(b)) = f(ν(ab)) = (ab)x = a(bx) = af(ν(b))

es f morfismo de G-grupos, y es simple ver que es biyectivo.
12. Sean X un G-grupo,

EX(G) , {x ∈ X : ax = x para todo a ∈ G}
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el conjunto de puntos fijos por la acción de G en X. Entonces EX
contiene a los puntos cuyas órbitas constan de un solo punto. Si la
acción es no trivial y X es finito existirá n ∈ N único, elementos
x1, ..., xn ∈ X distintos y subgrupos S1, ..., Sn de G tales que

X = ∪x∈EX{x}
⋃
∪ni=1Oxi y(3.7.1)

| X | =| EX(G) | +
n∑
i=1

[G : Si].(3.7.2)

Aśı (3.7.1) indica la partición de X mediante órbitas disjuntas y
(3.7.2) es la llamada ecuación de clases.

13. (cf. [19]) Sea X un G-grupo finito , o sea tanto X como G son finitos.
(i) Si N es el número de G-orbitas resulta

N =
1

| G |
∑
g∈G
| Fg |,(3.7.3)

donde Fg , {x ∈ X : gx = x}.
En efecto, cada x ∈ X es contado | Ex | veces en la suma de (3.7.3).
Si además Ox = Oy, resulta | Ex |=| Ey |.
Aśı, en cada orbita, la suma en (3.7.3) aporta | Ex || Ox |=| G |.
Como X es la unión disjunta de todas las G-orbitas sigue (3.7.3).
(ii) Si X es G-grupo finito transitivo y | X |> 1 ex́ıste g ∈ G sin
puntos fijos.
Precisamente, | G |=

∑
g∈G | Fg | pues la acción se supone transitiva

y F (1G) > 1 pues | X |> 1. Esta condición indica que X es un G-
grupo no trivial.
Si fuera | Fg |> 1 para cada g ∈ G,

| G |=
∑

g∈G | Fg |>
∑

g∈G 1 =| G |,
lo que es obviamente absurdo.

3.8. Automorfismos interiores

1. Sea G un grupo, ada : G → G, ada(x) = axa−1 si x ∈ G. Entonces
ad : G → Aut(G) es morfismo de grupos y ker(ad) = Z(G). Escri-
biremos Inn(G) = Im(ad), y llamaremos automorfismos interiores a
sus elementos.

2. Notamos que EG(Inn(G)) = Z(G) la ecuación de clases (3.7.2) toma
la forma

| G |=| Z(G) | +
n∑
i=1

[G : {xci}](3.8.1)

para ciertos subgrupos x1, ..., xn ∈ G de G, con

{xi}c = Exi = {a ∈ G : axi = xia} si 1 ≤ i ≤ n.
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3.9. Teorema de Cauchy

[A. Cauchy; [22]; [30], Lema 1.7.16; [129], Th. 4.2] Si G es grupo finito,
p ∈ N es primo y | G | es múltiplo de p entonces G contiene algún elemento
de orden p.
I (1) Supongamos en principio que G es abeliano.
(1)(i) Sea | G |= prm, con r ∈ N y (m : p) = 1. Dado x ∈ G cuyo orden es

múltiplo de p es fácil ver que x|x|/p tiene orden p.
(1) (ii) Sea y ∈ G − {e} cuyo orden sea coprimo con p. Por el teorema de
Lagrange m debe ser múltiplo de | 〈y〉 |.
(1)(iii) Además, siendo G abeliano 〈y〉EG y | G

〈y〉
|= pr

m

| 〈y〉 |
.

(1)(iv) Como
m

| 〈y〉 |
< m, inductivamente podemos suponer que existe un

elemento ξ ∈ G

〈y〉
de orden p.

(1)(v) Sean π : G→ G

〈y〉
la proyección al cociente y z ∈ G tal que π(z) = ξ.

(1)(vi) Luego ξ|z| = 1G/〈y〉 y | z | debe ser múltiplo de p. Podemos concluir
entonces que habrá en G algún elemento de orden p.
(2) Consideremos el caso general. Claramente el resultado vale si m = 1. Por
inducción, podemos asumir el resultado cierto para grupos finitos de orden
menor que el de G, y que G es no abeliano.
(2)(i) En (3.8.1), [G : Exi ] =| Oxi |> 1, o sea | Exi |<| G | si 1 ≤ i ≤ n. Si
el orden de algún subgrupo Exi es divisible por p sigue la tesis por hipótesis
inductiva.
(2)(ii) Para cada i podemos suponer p -| Exi |, o p | [G : Exi ] pues

| G |= [G : Exi ] | Exi |,
p || G | y p es primo.
(2)(iii) Por (3.8.1) sigue que p || Z(G) | e inferimos la tesis.

3.10. Teoremas de Sylow

1. Dado un primo p ∈ N, se llama p-grupo a todo grupo en el que el
orden de cada elemento es una potencia de p (V. Ejs. §3.12.1, §3.12.2,
§3.12.3, §3.12.5).

2. Del teorema de Cauchy sigue enseguida que un grupo finito G es
p-grupo si y solo si su orden es potencia de p.

3. SeanG grupo finito y p primo. Indicamos | G |p a la máxima potencia
de p que divide a | G |. Se llama p-subgrupo de Sylow a todo subgrupo
de G de orden | G |p. Indicaremos Sylp(G) a la clase de p-subgrupos
de Sylow de G.

4. (cf. [142]; [5], p. 19) Sea G grupo finito, p ∈ N primo. Entonces:
(1) Sylp(G) 6= ∅ (cf. [30], Teorema 1.7.18).
(2) G actúa transitivamente sobre Sylp(G) por conjugación (cf. [30],
Teorema 1.7.19).
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(3) | Sylp(G) |= [G : NG(P )] ≡ 1 mod p y | Sylp(G) | | | G |
| G |p

cualquiera sea P ∈ Sylp(G).
I (1)(i) Sea | G |= prm, con r,m ∈ N y (p : m) = 1. Debemos probar
la existencia en G de un subgrupo de orden pr. Haremos para ello
inducción en el orden de G.
(1) (ii) Evidentemente podemos suponer G no trivial.
(1) (iii) Si p | | Z(G) | por el teorema de Cauchy existe x ∈ Z(G)
elemento de orden p. Evidentemente 〈x〉EG y | G/〈x〉 |= pr−1m. Por
hipótesis inductiva, podemos suponer la existencia de un subgrupo
S∗ en G/〈x〉 de orden pr−1. Si π : G → G/〈x〉 es la proyección al

cociente, S , π−1(S∗) es subgrupo de G y

pr−1 =| S∗ |=| S
〈x〉
|= | S |
| 〈x〉 |

=
| S |
p
,

o sea S es subgrupo de G de orden pr.
(1)(iv) Si p - | Z(G) |, por (3.8.1) existirá y /∈ Z(G) tal que
p - [G : Ey].
(1)(v) Como p es primo y | G |= [G : Ey] | Ey |, será pr | | Ey |.
(1)(vi) Pero [G : Ey] > 1 porque y es no central, de modo que
| Ey |<| G |. Por hipótesis inductiva podemos inferir que Ey, y por
lo tanto G, contiene un subgrupo de orden pr.
(2)(i) Fijemos S, T ∈ Sylp(G) y consideremos X = {xS : x ∈ G} co-
mo T -grupo mediante la acción y · xS = (yx)S, con y ∈ T y x ∈ G.
Por la ecuación de clases | X |≡| EX(T ) | mod p.
(2)(ii) Como | X |= [G : S] y S ∈ Sylp(G), p - | X |.
(2)(iii) Luego existe xS ∈ EX(T ), o sea yxS = xS cualquiera sea
y ∈ T , o bien x−1yxS = S si y ∈ T .
(2)(iv) Luego x−1Tx ⊆ S, e inferimos que T = xSx−1.
(3)(i) Sea S un p-subgrupo de Sylow de G y consideremos Sylp(G) en
cuanto S-grupo por conjugación. Por la ecuación de clases tenemos
| Sylp(G) |≡| ESylp(G)(S) | mod(p).

(3)(ii) Pero cualquier p-subgrupo de Sylow T invariante por con-
jugación bajo S es necesariamente S. Precisamente, si sTs−1 = T
cualquiera sea s ∈ S, i.e. si S ⊆ NG(T ), entonces TS ≤ G. Para ello,
si s, s1, s2 ∈ S y t, t1, t2 ∈ T resulta

(t1s1)(t2s2) = [t1(s1t2s
−1
1 )][s1s2],

(ts)−1 = (s−1t−1s)s−1.

Más aún, T E TS pues en todo caso

(t1s1)t2(t1s1)−1 = t1(s1t2s
−1
1 )t−1

1 ∈ T.

(3)(iii) Además es inmediato que S∩T ES. Luego
TS

T
≈ S

S ∩ T
por

el tercer teorema de isomorfismo, de donde | TS |= | S || T |
| S ∩ T |

y ST
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es p-subgrupo de G.
Por otra parte, S ≤ ST ≥ T y conclúımos que S = T = ST .
(3)(iv) Sigue que | Sylp(G) |≡ 1 mod p.
(3)(v) Como además Sylp(G) es G-transitivo resulta

| Sylp(G) |= [G : EG(S)] = [G : NG(S)] =
| G |

| NG(S) |
.

Como S ⊆ NG(S), | G |p|| NG(S) |, digamos | NG(S) |= c | S | para
cierto c ∈ N. Entonces

| Sylp(G) |= | G |
c | S |

=
| G |
c | G |p

,

o bien
| G |
| G |p

= c | Sylp(G) | y tenemos la tesis.

3.11. Grupos abelianos finitos.
Teoremas de Gauss y de Schering - Kronecker

1. Dado p-primo, llamamos p-primario a todo p-grupo abeliano finito.
2. [58] Cada grupo abeliano finito es suma directa de grupos p-primarios.

Para ello, sea | G |= n y observemos:
(i) Podemos suponer n =

∏s
i=1 p

mi
i , con s,m1, ...,ms ∈ N, p1, ..., ps

primos distintos.
(ii) Dado p-primo indiquemos

Gp = {x ∈ G : ∃l ∈ N/plx = 0}.
Claramente Gp-es p-subgrupo de G.

(iii) Haciendo ni , n/pmi , 1 ≤ i ≤ s, hay α1, ..., αs ∈ Z tales que
1 =

∑s
i=1 αini.

(iv) Luego x =
∑s

i=1 αinix si x ∈ G y αinix ∈ Gpi si 1 ≤ i ≤ s, o
sea G =

∑s
i=1Gpi .

(v) Sea y ∈ Gpj ∩〈∪i∈{1,...,s}−{j}Gpi〉, digamos y =
∑

i∈{1,...,s}−{j} yi,

j ∈ {1, ..., s} fijo. Para cada i sea li ∈ N tal que plii yi = 0 y sea

µ =
∏
i∈{1,...,s}−{j} p

li
i . Sea lj ∈ N tal que p

lj
j y = 0.

Hay enteros a, b tales que 1 = ap
lj
j + bµ. Luego

y = ap
lj
j y + bµ

∑
i∈{1,...,s}−{j} yi = 0

y G = ⊕si=1Gpi .
3. Dado n ∈ N, un subconjunto {x1, ..., xn} de elementos no nulos de

un grupo abeliano G se dice independiente si dados m1, ...,mn ∈ Z
tales que

∑n
j=1mjxj = 0 entonces mjxj = 0 para cada j.

4. Si G es grupo abeliano, n ∈ N y C = {x1, ..., xn} es subconjunto de
G, C es independiente si y solo si

〈x1, ..., xn〉 = ⊕ni=1〈xi〉.
5. Sean p-primo, n ∈ N y {x1, ..., xn} subconjunto independiente de un

grupo p-primario G.
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(i) Dados z1, ..., zn ∈ G tales que pzi = xi si 1 ≤ i ≤ n, el conjunto
{z1, ..., zn} es independiente.
En efecto, sean m1, ...,mn ∈ Z rales que

∑n
i=1mizi = 0.

Luego
∑n

i=1mixi = 0 y debe ser m1x1 = ... = mnxn = 0.
Por lo tanto ord(xi) | mi si 1 ≤ i ≤ n.
Como G es p-grupo, cada mi es múltiplo de p. Tenemos

0 =
∑n

i=1mizi =
∑n

i=1
mi
p pzi =

∑n
i=1

mi
p xi,

de donde 0 = mi
p xi = mizi = 0 si 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Dados k1, ..., kn enteros tales que kixi 6= 0 si 1 ≤ i ≤ n, el
conjunto {k1x1, ..., knxn} es claramente independiente.

6. Todo grupo abeliano finito es suma directa de grupos ćıclicos prima-
rios.

7. (cf. [99], [136]) Todo grupo abeliano finito G es suma directa de
subgrupos primarios ćıclicos.
I (i) Por §3.11.2 podemos suponer que G es grupo p-primario, para
cierto primo p.
(ii) Sea n ∈ N tal que pnG = (0G). Haremos inducción en n.
(iii) Supongamos pG = (0G).
Entonces G deviene Zp-espacio vectorial y por ello hay alguna base
{x1, ..., xr} de G. Puesto que se trata de un conjunto de generadores
y por §3.11.4 es

G = 〈x1, ..., xr〉 = ⊕ri=1〈xi〉.
(iv) Asumamos que pn+1G = (0G) y hagamos H = pG. Entonces H
es grupo p-primario y pnH = (0H). Inductivamente podemos escri-
bir H = ⊕sj=1〈yj〉 para ciertos s ∈ N e y1, ..., ys ∈ H.

(v) Dado 1 ≤ j ≤ s sea zj ∈ G tal que yj = pzj .
Por §3.11.5 {z1, ..., zs} es independiente. Sea L = ⊕sj=1〈zj〉.
(vi) Si 1 ≤ j ≤ s notamos que ord(yj)zj tiene orden p y {ord(yj)zj}1≤j≤s
es subconjunto linealmente independiente del Zp - espacio vectorial

G[p] , {w ∈ G : pw = 0G}.
(vii) Extendamos el conjunto anterior a una base de G[p], digamos

{ord(y1)z1, ..., ord(ys)zs, w1, ..., wt}.
Escribamos K = ⊕tk=1〈wk〉.
(viii) Dado x ∈ G tenemos px ∈ H, digamos px =

∑s
j=1 ajyj para

ciertos enteros a1, ..., as. Aśı

px =
∑s

j=1 ajyj = p
∑s

j=1 ajzj

y x−
∑s

j=1 ajzj ∈ G[p]. Luego hay únicos escalares b1, ..., bs, c1, ..., ct
tales que

x−
∑s

j=1 ajzj =
∑s

j=1 bjord(yj)zj +
∑t

k=1 ckwk,

o sea G = L+K.
(ix) Sea v ∈ L ∩K, digamos v =

∑s
j=1 djzj =

∑t
k=1 ekwk.

Luego
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0G = pv =
∑s

j=1 djyj

y ord(yj) | dj porque cada djyj = 0G. Sea dj =ord(yj)δj , 1 ≤ j ≤ s.
Aśı

−
∑s

j=1 δjord(yj)zj +
∑t

k=1 ekwk = 0G

e inferimos que v = 0G, o sea G = L⊕K.

3.12. Ejemplos

3.12.1. Grupos de permutaciones.

1. (i) Sean n ∈ N y Pn = {π : {1, ..., n} → {1, ..., n} biyectiva}. Con
la composición, Pn deviene grupo, el grupo de permutaciones de n
elementos.
(ii) Notar que es no abeliano si n > 2 y card(Pn) = n!.
(iii) Si σ ∈ Pn, indicamos

σ =

(
1 2 ... n
σ1 σ2 ... σn

)
,

de modo que σ(i) = σi si 1 ≤ i ≤ n. Por ejemplo, con n = 5, sea

(3.12.1) σ =

(
1 2 3 4 5
3 5 2 4 1

)
.

También se puede representar (3.12.1) en la forma σ = (1, 3, 2, 5), lo

que expresa que 1
σ−→ 3

σ−→ 2
σ−→ 5

σ−→ 1 y σ(4) = 4.

(iv) Sea Θ : Pn → {−1, 1}, Θ(σ) ,
∏

1≤i<j≤n
xσ(i) − xσ(j)

xi − xj
.

(v) P. ej., sea σ una transposición, digamos σ = (k, h) para ciertos
1 ≤ k < h ≤ n, i.e. σ(k) = h, σ(h) = k y por otra parte σ(l) = l si
l ∈ {1, ..., n} − {k, h}. Evidentemente, Θ(σ) = −1.
(vi) Toda permutación es producto de transposiciones, pues si r ∈ N
se tiene

(1, 2, ..., r) = (1, r)(1, r − 1)...(1, 2).

(vii) Notar que {−1, 1} es grupo con la multiplicación.
Dados σ, η ∈ Pn tenemos

Θ(σ ◦ η) =
∏

1≤i<j≤n

xσ(η(i)) − xσ(η(j))

xη(i) − xη(j)
·
xη(i) − xη(j)

xi − xj

=
∏

1≤k<h≤n

xσ(k) − xσ(h)

xk − xh
·
∏

1≤i<j≤n

xη(i) − xη(j)

xi − xj

= Θ(σ)Θ(η).

Luego Θ define un morfismo de grupos.
(viii) Sea σ ∈ Pn producto de k-transposiciones, con k ∈ N. Enton-
ces Θ(σ) = (−1)k. En consecuencia, el número k puede no ser único,
pero será siempre par o siempre impar.
(ix) Se denota An , ker(Θ) al subgrupo de permutaciones pares de
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Pn, o n−grupo alternado. Vemos que | An |= n!/2. Las permutacio-
nes impares las constituye el conjunto Pn −An.
(x) Si n ∈ N≥2 sea D2n el grupo dihedral de orden 2n, generado por
elementos s, t tales que sn = t2 = 1D2n

y tst = s−1.

2. (V. §3.13(4)) Veamos que SP(Σ4) ≈ A4.
(i) Puede verse que A4 consta de la identidad, tres elementos de
orden dos y ocho de orden tres. Precisamente:

A4 = {(1),

(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3),

(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 2), (1, 4, 3), (2, 4, 3), (3, 4, 2)}.

(ii) Indiquemos s = (1, 2)(3, 4), t = (1, 2, 3). Es fácil ver que

(3.12.2) s2 = t3 = (st)3 = (1).

y, en particular, st 6= ts. Entonces

A4 = 〈s, t〉
= {1, s, t, t2, st, ts, st2, tst, t2s, sts, tst2, st2s}.

(iii) Considerando un tetraedro regular de vértices a, b, c, d, cada
vértice fijo proyecta perpendicularmente en el baricentro de la cara
opuesta (i.e. el punto de intersección de las medianas, coincidente con
el ortocentro o punto de intersección de las alturas porque las caras
son triángulos equiláteros). Si se tratare del vértice a, hay rotaciones
de amplitud π/3 o 2π/3 que fijan a a e intercambian los vértices b, c, d
mediante b → c → d → b o b → d → c → b, respectivamente. Hay
ocho de tales rotaciones.
(iv) Por otra parte, cada punto medio de cada arista determina un
eje que pasa por el punto medio de la arista opuesta. Si se tratara del
eje determinado por los puntos medios de las aristas [a, c] y [b, d], la
rotación de amplitud π respecto al mismo intercambiará los vértices
ay cy a y by dy b.
(iv)(a) En efecto, consideremos el tetraedro regular centrado en el
origen con aristas de longitud uno. El mismo tiene vértices en

a = (
1

2
,− 1

2
√

3
, 0), b = (0,

1√
3
, 0),

c = (−1

2
,− 1

2
√

3
, 0), d = (0, 0,

√
2

3
).

(iv)(b) Los puntos medios e = (0,− 1

2
√

3
, 0) y f = (0,

1

2
√

3
,

1√
6

) de

las aristas [a, c] y [b, d] determinan la recta

L : e+ t(f − e), (t ∈ R).
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(iv)(c) Dado v ∈ R3, el único plano perpendicular a L que contiene
a v es

Πv , {x ∈ R3 : 〈x− v, f − e〉 = 0}.
Además

Πv ∩ L = {e+
〈v − e, f − e〉
‖ f − e ‖2

(f − e)},

de modo que

dist(v, L) =‖ v − e− 〈v − e, f − e〉
‖ f − e ‖2

(f − e) ‖ .

(iv)(d) Observamos que c ∈ Πa y b ∈ Πd. Como los planos son
convexos, [a, c] ⊆ Πa y [b, d] ⊆ Πd. Aśı L∩Πa = {e} y L∩Πd = {f},
por lo que una rotación de amplitud π alrededor de L intercambia
los puntos a y c, y b y d.
(v) Sea s : R3 → R3 tal que

s(v) = −v + 2[e+
〈v − e, f − e〉
‖ f − e ‖2

(f − e)].

Entonces:

s2(v) = −s(v) + 2[e+
〈s(v)− e, f − e〉
‖ f − e ‖2

(f − e)]

= −s(v) + 2e+ 2〈v − e, f − e〉 f − e
‖ f − e ‖2

= v − 2[e+
〈v − e, f − e〉
‖ f − e ‖2

(f − e)] + 2e+ 2〈v − e, f − e〉 f − e
‖ f − e ‖2

= v,

i.e. s2 = IdR3 pues v es arbitrario.
(vi) La rotación

t : R3 → R3, t(x, y, z) = (
x+
√

3y

2
,
−
√

3x+ y

2
, z)

fija el vértice d y aplica

a
t−→ b

t−→ c
t−→ d

t−→ a.

(vii) Tenemos s, t ∈ SP(Σ4) y se verifica (3.12.2). Por (ii) sigue la
afirmación.

3. Cada grupo G admite una inmersión en B(G), donde B(G) es el
grupo de biyecciones de G en G, o sea ex́ıste un monomorfismo
π : G ↪→ B(G). En particular, si | G |= n ∈ N, G ↪→ Pn.
Este resultado se conoce como teorema de Cayley [23]. Para ello,
sea π : G → B(G), la transformada o representación de Cayley de
modo que, para g ∈ G, hacemos π(g) : G→ G tal que π(g)(h) = gh
para cada h ∈ G. Es fácil ver que π está bien definida y que es
monomosfismo de grupos.
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3.12.2. Grupos dihedral y cuaterniónico.

1. Si n ∈ N≥3, Dn denota el grupo dihedral de simetŕıas de un poĺıgono
regular de n-vértices, lo que incluye rotaciones y simetŕıas. Tienen
orden 2n y son no abelianos.

2. En particular,

D4 = {(1), (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (13), (24)}.
3. El grupo de cuaterniones

Q8 = {1, i, j, k,−1,−i,−j,−k}
es dado por las relaciones i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k,
ki = −ik = j, jk = −kj = i. Considerando (3.12,3), Q8 se identifica
con su imágen por la transformada de Cayley, o sea

Q8 ≈ {(1),(1, i,−1,−i)(j, k,−j,−k),

(1, j,−1,−j)(i,−k,−i, k),

(1, k,−1,−k)(i, j,−i,−j),
(1,−1)(i,−i)(j,−j)(k,−k),

(1,−i,−1, i)(j,−k,−j, k),

(1,−j,−1, j)(i, k,−i,−k),

(1,−k,−1, k)(i,−j,−i, j)}.
Notamos que D4 contiene cinco elementos de orden dos, y Q8 posee
solo uno, de modo que no son grupos isomorfos.

3.12.3. Grupo lineal.

1. Sean n ∈ N, gl(n,C) el grupo lineal de matrices cuadradas inversibles
de n-filas y n-columnas con coeficientes complejos. Con el producto
usual de matrices, gl(n,C) es un grupo. Si det(z) designa el determi-
nante de una matriz z entonces det: gl(n,C)→ C× es homomorfismo
de grupos. Introducimos los grupos especial lineal y ortogonal , a sa-
ber:

sl(n,C) ,{z ∈ gl(n,C) : det(z) = 1},
O(n,C) ,{z ∈ gl(n,C) : ztz = 1gl(n,C)},

donde zti,j = zj,i si z = (zi,j)1≤i,j≤n.
Vemos que el grupo especial lineal es el núcleo del determinante.
Además, z−1 = zt si z ∈ O(n,C). Más aún, si 1 ≤ r, s ≤ n se tiene

δr,s = (ztz)r,s =
∑n

j=1 z
t
r,jzj,s =

∑n
j=1 zj,rzj,s = 〈zs, zr〉,

donde zs y zr son las r y s-esimas columnas de z consideradas como
vectores en Cn. Entonces {z1, ..., zn} constituye una base ortonormal
de Cn. Análogamente, el conjunto de filas {z1, ..., zn} de z también
resulta base ortonormal.
Sea Ω = {ω ∈ Cn :‖ ω ‖2, [

∑n
j=1 | ωj |2]1/2 = 1} la esfera unitaria

de Cn. Podemos definir una acción de O(n,C) en Ω escribiendo
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z ∗ ω = (
∑n

j=1 zi,jωj)1≤i≤n,

donde z ∈ O(n,C) y ω ∈ Ω.
Precisamente, notemos que

‖ z ∗ ω ‖22 =
n∑
i=1

|
n∑
j=1

zi,jωj |2

=

n∑
i=1

n∑
j=1

zi,jωj

n∑
j=1

zi,jωj

=

n∑
i=1

∑
1≤j,k≤n

zi,jωjzi,kωk

=
∑

1≤j,k≤n
ωjωk

n∑
i=1

zi,jzi,k

=
∑

1≤j,k≤n
ωjωk〈zj , zk〉

=
n∑
i=1

| ωj |2

= 1.

Además

1O(n,C) ∗ ω = (
∑n

j=1 δi,jωj)1≤i≤n = ω

y dados x, y ∈ O(n,C) resulta

(xy) ∗ ω = (
n∑
j=1

ωj

n∑
k=1

xi,kyk.j)1≤i≤n

= (
n∑
k=1

xi,k

n∑
j=1

yk,jωj)1≤i≤n

= (

n∑
k=1

xi,k(y ∗ ω)k)1≤i≤n

= x ∗ (y ∗ ω).

2. Sean p ∈ N primo y Fp un cuerpo finito de p-elementos. Si n ∈ N>1

veamos que | gl(n, p) |=
∏n−1
i=0 (pn− pi), donde gl(n, p) indica el con-

junto de matrices inversibles cuadradas n× n sobre Fp.
Podemos considerar cada matriz en este grupo como representante
de una base de (Fp)n. Para la elección de la primer fila hay pn − 1
opciones. Fijada la misma, (p1,1, ..., p1,n), la segunda no deberá ser
múltiplo de ella, i.e. hay pn − p elecciones posibles. Asimismo, cons-
trúıdas i-filas la siguiente debe ser distinta a

∑i
j=1 cj(pj,1, ..., pj,n),
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i.e. es elegible entre pn − pi alternativas. La afirmación sigue clara-
mente.
Como el determinante es epimorfismo y su núcleo es sl(n, p), el grupo
especial lineal n× n sobre Fp, vemos que

| sl(n, p) |= (p− 1)−1
n−1∏
i=0

(pn − pi).(3.12.3)

3.12.4. Generadores de sl(2, p). Las matrices

S =

(
1 1
0 1

)
y T =

(
1 0
1 1

)
son generadoras de sl(2, p).
Para ello, fijemos A ∈ sl(2,p). Bastará ver que multiplicando a izquierda
A por un número finito ciertas de potencias de S y T se obtiene la matriz
idéntica. Si a2,1 = 0 entonces a1,1 6= 0. Luego

TA =

(
1 0
1 1

)(
a1,1 a1,2

0 a2,2

)
=

(
b1,1 b1,2
b2,1 b2,2

)
, B

y b2,1 6= 0. O sea podemos suponer a2,1 6= 0. En todo caso, si n ∈ N tenemos

SnB =

(
1 n
0 1

)(
b1,1 b1,2
b2,1 b2,2

)
=

(
b1,1 + nb2,1 ∗
∗∗ ∗ ∗ ∗

)
.

Podemos seleccionar n de modo que b1,1 + nb2,1 = 1, y con tal elección

hacemos SnB , C. Ahora

T−c2,1C =

(
1 0

c2,1p− c2,1 1

)(
1 c1,2

c2,1 c2,2

)
=

(
1 c1,2

1

)
= Sc1,2 ,

y sigue enseguida la afirmación.

3.12.5. Grupos, cocientes, ı́ndices.

1. Si G es grupo no abeliano entonces G/Z(G) no es ćıclico. Sino, su-
pongamos G/Z(G) = 〈π(a)〉, donde π es la proyección al cociente
y a ∈ G. Dados x, y ∈ G sean r, s ∈ Z tales que π(x) = π(a)r

y π(y) = π(a)s. Luego existen c1, c2 ∈ Z(G) tales que x = arc1 e
y = asc2. En consecuencia

xy = arc1a
sc2 = ar+sc1c2 = ar+sc2c1 = asc2a

rc1 = yx,

y siendo x, y cualesquiera G resulta abeliano en contradicción con la
hipótesis.

2. (i) Sean G grupo, H, K subgrupos de G de ı́ndice finito. Veamos
que [G : K ∩H] <∞.
En efecto, sean n,m ∈ N y x0, ..., xn, y0, ..., ym en G tales que

G

H
= {x0H, ..., xnH},

G

K
= {y0K, ..., ymK}.

Dado z ∈ G quedan determinados únicos xi, yj tales que

z(H ∩K) ⊆ zH ∩ zK = xiH ∩ yjK.

Sea f :
G

H ∩K
→ G

H
× G

K
,
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f(x(H ∩K)) = (xiH, yjK) si z(H ∩K) ⊆ xiH ∩ yjK.
Bastará ver que esta función es inyectiva pues entonces

[G : H ∩K] ≤ [G : H][G : K] <∞.

Para ello, sea

(xiH, yjK) = f(z(H ∩K)) = f(w(H ∩K))

para ciertos z, w ∈ G, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m. Podemos escribir
z = xih1 = yjk1 y w = xih2 = yjk2 para ciertos h1, h2 ∈ H,
k1, k2 ∈ K. Entonces

z−1w = h−1
1 h2 = k−1

1 k2 ∈ H ∩K,

o sea z(H ∩K) = w(H ∩K).

(ii) Si H es subgrupo de indice finito de G entonces N , ∩x∈GxHx−1

es subgrupo normal de indice finito de G.
Para ello, evidentemente N es subgrupo normal de G. Si u, v ∈ G,
Nu = Nv sii vu−1 ∈ N , lo que equivale a x−1vu−1x ∈ H para todo
x ∈ G. En particular, u−1v ∈ H, i.e. uH = vH. Aśı, la función
g : G/N → G/H, g(Nu) = uH está bien definida y es inyectiva, de
donde sigue la afirmación pues H tiene ı́ndice finito.

3.12.6. Sobre p-grupos.

1. Si n, p ∈ N, p es primo y G es grupo de orden pn, hay subgrupos
normales Sk tales que | Sk |= pk para 0 ≤ k ≤ n.
En efecto, haremos inducción en el orden del grupo.
Si n = 1, G ≈ Zp y solo tiene subgrupos triviales, evidentemente
ambos normales.
Supongamos n > 1 y el resultado cierto para grupos de orden pν ,
cuando ν < n. Por la ecuación de clases (3.8.1), p | | Z(G) | y
por ello G contiene algún elemento x ∈ Z(G)− {1G}. Sea | x |= pr,
para cierto 0 < r < n en N. Entonces 〈x〉 E G y | G/〈x〉 |= pn−r.
Por hipótesis inductiva, hay subgrupos normales S∗k de G/〈x〉, con

| S∗k |= pk y 0 ≤ k ≤ n − r. Si π : G → G/〈x〉 es la proyección al
cociente y Sk = π−1(S∗k) entonces 〈x〉 ≤ Sk, Sk EG y

pk =| S∗k |=|
Sk
〈x〉
|= | Sk |

pr
,

o sea | Sk |= pr+k. Obtenemos aśı subgrupos normales Sν tales que
〈x〉 ≤ Sν , de orden pν , con r ≤ ν ≤ n.

2. Sean G un p-grupo finito, {1G} < HEG. Entonces H∩Z(G) 6= {1G}.
Sino, dado h 6= 1G en H existe gh ∈ G tal que ghh 6= hgh. Entonces,
si consideramos H en cuanto G-grupo por la acción de conjugación,
| Oh |> 1. Si X = {gh1g

−1 : g ∈ G, h1 ∈ H}, por la ecuación de
clases resulta | X |≡ 1 mod p porque EG(H) = {1G}. Pero X = H
porque H E G y H es un p-grupo, i.e. | X |=| H |≡ 0 mod p en
contradicción con lo anterior.
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3. Si G es p-grupo finito, H EG y | H |= p, entonces H ≤ Z(G).
En efecto, por §3.12.2 existe h ∈ H ∩ Z(G), h 6= 1G. Como H tiene
orden p tenemos

〈h〉 = H ⊆ H ∩ Z(G) ⊆ Z(G).

4. Sean G-grupo finito, H ≤ G un p-subgrupo. Entonces

[NG(H) : H] ≡ [G : H] mod p.(3.12.4)

(i) Consideremos en L = {xH : x ∈ G} la acción natural a izquierda
de H.
(ii) Sabemos que | L |= (G : H).
(iii) Si x ∈ G tenemos

xH ∈ EH(L)⇔ hxH = xH si h ∈ H
⇔ x−1hx ∈ H si h ∈ H
⇔ x ∈ NG(H).

Ahora (3.12.4) resulta de la ecuación de clases.
5. Sea G un p-grupo finito, H < G tal que | H |= pn para cierto n ∈ N.

Entonces hay un subgrupo K de G tal que H EK y | K |= pn+1.
(i) Como H < G y H es p-grupo, p | [G : H].
(ii) Por (3.12.4), p | [NG(H) : H].
(iii) Como H E NG(H), NG(H)/H es grupo y, por el teorema de
Cauchy, contiene algún subgrupo S de orden p.
(iv) Sea S = K/H, donde K ∈ SH(NG(H)).
(v) Evidentemente H EK y | K |= pn+1.

3.12.7. Sobre subgrupos de Sylow.

1. Veamos que | Syl2(A5) |= 15.
Sabemos que | Syl2(A5) |≡ 1 mod 2 y que | Syl2(A5) || 15, pues
| A5 |= 60 = 22 · 15.
Debe ser | Syl2(A5) |∈ {1, 3, 5, 15}.
Haciendo α = (1, 2)(3, 4), β = (1, 3)(2, 4) es 〈α, β〉 = {1A5

, α, β, αβ},
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con αβ = βα = (1, 4)(2, 3), α−1 = α y β−1 = β, y se tiene un 2-
subgrupo de Sylow de A5. Evaluamos:

(1, 2)(3, 5)〈α, β〉(1, 2)(3, 5) = 〈1A5
, (1, 2)(4, 5), (1, 4)(2, 5), (15)(24)〉,

, S1,

(1, 3)(2, 5)S1(1, 3)(2, 5) = {1A5
, (2, 4)(3, 5), (2, 5)(4, 3), (12)(45)}

, S2

(1, 3)(4, 5)S2(1, 3)(4, 5) = {1A5
, (1, 4)(2, 5), (1, 5)(2, 4), (23)(45)}

, S3,

(1, 4)(2, 3)S3(1, 4)(2, 3) = {1A5
, (1, 4)(3, 5), (1, 3)(4, 5), (15)(23)}

, S4,

(1, 4)(2, 5)S4(1, 4)(2, 5) = {1A5
, (1, 4)(2, 3), (1, 2)(3, 4), (24)(35)}

, S5.

Habiendo al menos seis elementos en la orbita de conjugación de
〈α, β〉 deducimos que hay quince 2-grupos de Sylow en A5.

2. (i) Todo 2-subgrupo de Sylow de P5 es isomorfo a D8.
Precisamente, enumerando 1, 2, 3, 4 los vertices de un cuadrado, el
grupo de simetŕıas correspondiente es S4 = 〈S, T 〉, con S = (1, 2, 3, 4)
y T = (1, 2)(3, 4).
O sea S4 ≡ D8. Evidentemente D8 ↪→ Syl2(P5) pues cada 2-subgrupo
de Sylow de P5 tiene orden 8. La afirmación sigue ahora claramente.
(ii) Todo 2-subgrupo de Sylow de P6 es isomorfo a D8 × Z2.
Para ello, sea

h : S4 × Z2 → P6,

h(g, 02) = g′, con g′ = g ↪→ P6,

h(g, 12) = g′(5, 6).

Evidentemente h es monomorfismo de grupos e Im(h) ∈ Syl2(P6),
porque | Im(h) |= 16 y | P6 |2= 16. La conclusión sigue pues los
2-subgrupos de Sylow son isomorfos.

3. Sean G un grupo, p ∈ N primo, H EG.
(i) Dado K ∈ Sylp(G/H) existe K ∈ Sylp(G) tal que H ≤ K y
K = K/H.
En efecto, ciertamente existe un subgrupo K de G que contiene a H
y K = K/H.
Si [G : H]p = pν con ν ∈ N será | G |p= pν+s para cierto s ∈ N0.
Luego | G | / | H |= pν l para cierto l ∈ N tal que (p : l) = 1 y

pν =| K |= | K |
| H |

.

Entonces
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| K |
| K |

=
| K |
pν

=| H |= | G |
[G : H]

=
| G |
pν l

,

de donde | G |=| K | l y pν+s || K | .
En consecuencia | K |p= pν+s y K ∈ Sylp(G).
(ii) Si H EK ≤ G y K ∈ Sylp(G) entonces K/H ∈ Sylp(G/H).

Basta observar queG/K ≈ G/H

K/H
, y p - | G/H

K/H
| pues | G |p=| K |p,

de modo que | G/H |p=| K/H |p.
4. Sean G-grupo, H,K-subgrupos de G. Entonces | H · K |= |H||K|

|H∩K| ,

con H ·K = {hk : h ∈ H, k ∈ K}.
Para ello, sea f : H × K → H · K tal que F (h, k) = hk cuando
(h, k) ∈ H ×K.
Claramente f es suryectiva.
Sea f(h, k) = f(h1, k1). Entonces hk = h1k1, i.e. h−1

1 h = k1k
−1 , j

y j ∈ H ∩K. Luego (h1, k1) = (hj−1, jk), o sea

f−1({hk}) = {(hj−1, jk) : j ∈ H ∩K}.
Pero H×K es la unión disjunta de conjuntos del tipo f−1({x}), con
x ∈ H ·K, cada uno de los cuales tiene cardinal | H ∩K |, de donde
sigue la afirmación.

5. Todo grupo G de orden 96 no es simple , i.e. G posee algún subgrupo
normal no trivial.

En efecto, como | G |= 25 ·3 y como | Syl2(G) || 96

32
,

96

32
= 3 y tanto 1

como 3 son congruentes a 1 módulo 2, habrá uno o tres 2-subgrupos
de Sylow de G.
Por el teorema de Sylow, en el primer caso dicho subgrupo seŕıa
automáticamente normal.
Supongamos que H,K son 2-subgrupos de Sylow distintos de G y
sea L = H ∩K. Debe ser | L |< 32.

Notar que | H ∩ K |= | H || K |
| HK |

. Precisamente, consideremos la

acción (H ×K) ×G → G, (h, k) · x = hxk−1. Se tiene Oe = HK y
Ee = H ∩K, de donde

| HK |=| Oe |=
| H ×K |
| Ee |

=
| H || K |
| H ∩K |

.

Ahora, si | L |≤ 8 tendremos
210

| HK |
≤ 8, o sea | HK |≥ 27 > 96, lo

que es imposible. En consecuencia | L |= 16.
Como [H : L] = [K : L] = 2, LEH y LEK.
P. ej., en el primer caso dado h ∈ H − L se tiene H/L = {L, hL}
y H/L = {L,Lh}, según se considere la partición de H en coclases
a izquierda o derecha respectivamente. Luego H se representa como
unión disjunta

H = L ∪ hL = L ∪ Lh,
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de donde hL = Lh, o sea L = hLh−1 y, siendo h ∈ H arbitrario, L
deviene normal en H.
Luego H ∪K ⊆ NG(L), | NG(L) |> 32 y | NG(L) | es múltiplo de 32
y divisor de 96, i.e. | NG(L) |= 96.
Aśı NG(L) = G y L es subgrupo normal de G de orden 16.

6. Por (3.12.3) se tiene | sl(2, 3) |= 24.
Luego sl(2, 3) tiene uno o tres 2-subgrupos de Sylow y uno o cuatro
3-subgrupos de Sylow.
Como las matrices (

1 1
0 1

)
y

(
1 0
1 1

)
tienen orden tres sl(2, 3) tiene cuatro 3-subgrupos de Sylow.
Supongamos haya tres 2-subgrupos de Sylow S1, S2, S3. Como sl(2,3)
actúa por conjugación en Syl2(sl(2, 3)) queda inducido un morfismo
de grupos ϕ : sl(2, 3)→ P3.
Tenemos ker(ϕ) = ∩3

i=1Nsl(2,3)(Si) y 24/ | ker(ϕ) |≤ 6, de modo que

(3.12.5) 4 ≤| ker(ϕ) |≤| Nsl(2,3)(Si) ∩Nsl(2,3)(Sj) |

si 1 ≤ i < j ≤ 3.
Pero [sl(2, 3) : Nsl(2,3)(Si)] = 3 y Si ⊆ Nsl(2,3)(Si), de donde con-

clúımos que Nsl(2,3)(Si) = Si para cada i. Por (3.12.5) sigue que

4 ≤| S1 ∩ S2 ∩ S3 |≤| S1 ∩ S2 |≤ 4,

i.e. | S1 ∩ S2 ∩ S3 |= 4.
Habŕıa entonces al menos dieciseis elementos de sl(2,3) cuyo orden
es potencia de dos, y como hay cuatro 3-subgrupos de Sylow hay
ocho elementos de orden tres. O sea todo elemento de sl(2,3) tendŕıa
orden tres o alguna potencia de dos. Sin embargo, el elemento(

−1 −1
0 −1

)
tiene orden seis. Por lo tanto sl(2,3) tiene un único 2-subgrupo de
Sylow S, necesariamente normal.

3.12.8. Sobre conmutadores.

1. Sean G grupo, x, y ∈ G. Indicamos [x, y] = xyx−1y−1 al conmutador

de x e y, yG(1), o tambiénG′, al subgrupo conmutador deG generado
por elementos del tipo [x, y].

2. G′ E G y dado un subgrupo normal H de G, G/H es abeliano si y
solo si G′ ≤ H.

3. Evaluemos gl(2, 2)′ =sl(2, 2)′.
Es fácil ver que gl(2, 2) tiene seis elementos: la identidad, tres elemen-
tos de orden dos y dos de orden tres, i.e. gl(2, 2) ≈ P3 (V. (3.13.1.i)).
Por otra parte, A3 = {(1), (123), (132)} (V. (3.13.1.ix)). En conse-
cuencia P3/A3 = {A3, v}, con v = (12)A3 = (13)A3 = (23)A3.
Puesto que este cociente es abeliano (A3 E P3), P′3 ≤ A3.
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Por el teorema de Lagrange P′3 será trivial o tendrá tres elementos.
Pero no es trivial porque P3 no es abeliano. Luego gl(2, 2)′ ≈ A3.

4. Ídem con gl(2, 3)′ y gl(2, 5)′.
Por (3.12.3.2) es

| gl(2, p)

sl(2, p)
|= p− 1.

Los cocientes
gl(2, 3)

sl(2, 3)
y

gl(2, 5)

sl(2, 5)
devienen abelianos.

En consecuencia gl(2, 3)′ ≤ sl(2, 3) y gl(2, 5)′ ≤ sl(2, 5). Como(
1 a
0 1

)
=

(
1 a/2
0 1

)(
1 0
0 −1

)(
1 −a/2
0 1

)(
1 0
0 −1

)
,(

1 0
a 1

)
=

(
1 0
a/2 1

)(
1 0
0 −1

)(
1 0
−a/2 1

)(
1 0
0 −1

)
,

con a = 1 inferimos que gl(2, 3)′ = sl(2, 3) y gl(2, 5)′ = sl(2, 5) a ráız
de (3.12.4).

5. Sabemos que si S es el único 2-subgrupo de Sylow de sl(2,3) debe
ser S ≈ Q8 o S ≈ D4. Si g ∈ S tuviere orden dos el correspondiente
polinomio minimal dividiŕıa a x2 − 1. Como det(g) = 1 necesaria-
mente g = −Id2×2. Luego S tiene un único elemento de orden dos.
Por (3.12.2.2) es S ≈ Q8.
Luego sl(2, 3)/Q8 deviene grupo abeliano porque tiene orden tres
y sl(2, 3)′ ≤ Q8. Concluiremos que sl(2, 3)′ = Q8 exhibiendo ocho
elementos en sl(2, 3)′. En efecto, puesto que(

−1 0
0 −1

)
=

[(
1 −1
−1 −1

)
,

(
0 1
−1 0

)]
,(

0 1
−1 0

)
=

[(
1 −1
0 1

)
,

(
−1 1
1 1

)]
,(

−1 1
1 1

)
=

[(
−1 −1
0 −1

)
,

(
0 −1
1 0

)]
,

las siguientes seis matrices(
1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
−1 1
1 1

)
,

(
1 −1
−1 −1

)
,

pertenecen a sl(2, 3)′. El producto de la tercer y quinta matrices,(
1 1
1 −1

)
y su inversa (

−1 −1
−1 1

)
constituyen ocho elementos distintos de sl(2, 3)′.
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6. [21] El conjunto de conmutadores de un grupo puede no ser un
subgrupo. Por ejemplo, sean k un cuerpo y G el conjunto de matrices
de la forma

(f, g, h) ,

1 f(x) h(x,y)
0 1 g(y)
0 0 1

,

donde f ∈ k[x], g ∈ k[y], h ∈ k[x,y].
Entonces G resulta grupo con la multiplicación, con

(f, g, h)(f ′, g′, h′) = (f + f ′, g + g′, fg′ + h+ h′),(3.12.6)

1G = (0, 0, 0),

(f, g, h)−1 = (−f,−g, fg − h),(3.12.7)

si (f, g, h), (f ′, g′, h′) ∈ G. Entonces

(f, g, h)−1(f ′, g′, h′)−1 = (−f,−g, fg − h)(−f ′,−g′, f ′g′ − h′),
(3.12.8)

= (−f − f ′,−g − g′, fg′ + fg − h+ f ′g′ − h′),(3.12.9)

y combinando (3.12.6), (3.12.7) y (3.12.8) tenemos

[(f, g, h), (f ′, g′, h′)] = (0, 0, fg′ − f ′g).(3.12.10)

Si h(x,y) =
∑

i,j ai,jx
iyj por (4.3.2) y (4.2) resulta

(0, 0, h) =
∏
i,j [(ai,jx

i, 0, 0), (0, yj , 0)].

En particular, sea h(x,y) = x2 + xy + y2. Si (0, 0, h) fuera un con-
mutador existirán polinomios

f(x) =
∑

i bix
i, f ′(x) =

∑
i b
′
ix
i

en k[x] y g, g′ ∈ k[y] tales que x2 + xy + y2 = f(x)g′(y)− f ′(x)g(y).
Luego

(3.12.11) y2 = f(0)g′(y)− f ′(0)g(y) = b0g
′(y)− b′0g(y).

Además 2x + y =
df

dx
g′(y)− df ′

dx
g(y), o sea

(3.12.12) y =
df

dx
(0)g′(y)− df ′

dx
(0)g(y) = b1g

′(y)− b′1g(y).

También 2 =
d2f

dx2
g′(y)− d2f ′

dx2
g(y), de donde

(3.12.13) 1 =
1

2

d2f

dx2
(0)g′(y)− 1

2

d2f ′

dx2
(0)g(y) = b2g

′(y)− b′2g(y).

Por (3.12.11), 3.12.12 y (3.12.13) sique que {g, g′} generan al con-
junto linealmente independiente 1, y, y2, lo que es imposible.
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3.13. Problemas

1. Sean n ∈ N, α, β ∈ Pn. Decimos que se trata de permutaciones
disjuntas si para 1 ≤ i, j ≤ n es β(i) = i si α(i) 6= i y α(j) = j si
β(j) 6= j.
Probar que αβ = βα si α y β son disjuntas.

2. Sean n, r ∈ N con 1 ≤ r ≤ n, σ ∈ Pn, 1 ≤ i1 < ... < ir. Decimos que
σ es un r-ciclo si

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, ... ,σ(ir−1) = ir y σ(ir) = i1,

mientras que σ(j) = j si j /∈ {i1, ..., ir}.
(i) Sea α = β1β2...bm producto de ri-ciclos disjuntos, con m ∈ N.
Mostrar que | α |= mcm{r1, ..., rm}.
(ii) Sean α = (i1, i2, ..., ir), β = (j1, j2, ..., js). Mostrar que α y β son
disjuntas si y solo si {i1, ..., ir} ∩ {j1, ..., js} = ∅.
(iii) Si α y β son permutaciones disjuntas y αβ = 1, α = β = 1.
(iv) Hay [n(n− 1)...(n− r + 1)]/r r-ciclos en Pn.
(v) Si α, β ∈ Pn son disjuntas, (αβ)k = αkβk si k ∈ N0. Esto no es
válido en el caso general.
(vi) La potencia de un ciclo no es necesariamente un ciclo.
(vii) Una permutación es regular si: o bien es la permutación idéntica
o no tiene puntos fijos y se descompone como producto de ciclos
disjuntos de igual longitud.
Se probará que los n-ciclos de Pn son potencias de n-ciclos. Para
ello:
(a) Toda permutación regular de Pn es potencia de algún n-ciclo.
[Sug.: Sea α = (a1, ..., ak)(b1, ..., bk)...(z1, ..., zk) permutación regular.
Considerar β = (a1, b1, ..., z1, a2, b2, ..., z2, ..., ak, bk, ..., zk)].
(b) Si α es n-ciclo de Pn y k ∈ N, αk es producto de (n : k)-ciclos
disjuntos, todos de longitud n/(n : k). [Sug.: | αk |= n/(n : k)].
(viii) Un r-ciclo es par si y solo si r es impar.

3. Sea V4 = {1, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} el grupo de Klein.
Probar que
(i) V4 ≈ D4.
(ii) D6 ≈ S3.
(iii) V4 � Z4.
(iv) V4 E P4.
(v) V4 ≈ P2 × P2.

4. Sean n ∈ N≥3 y πn = [v1, v2, ..., vn] un poĺıgono regular con vértices
v1, v2, ..., vn. Indicamos S(πn) al grupo de simetŕıas de πn , o sea

S(πn) = {T ∈ O(n,C) : T (πn) = πn}.

Probar que | S(πn) |= 2n. Describir los grupos de simetŕıa de un
triángulo equilátero, un cuadrado, un pentágono y un hexágono.
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5. ¿Cómo generalizaŕıa §3.13(4) al caso de grupos de simetŕıa SP(Σn)
de poliedros regulares?2 .

6. Sea O(R2) = {Tα,a,b : α, a, b ∈ R}, con Tα,a,b : R2 → R2 las transfor-
maciones tales que

Tα,a,b(x, y) = (x cosα+y sinα+a,−x sinα+y cosα+b), (x, y) ∈ R2.

Probar que O(R2) es grupo, conocido como grupo af́ın ortogonal del
plano.

7. Idem para

S(R2) = {Sr,α,a,b , rTα,a,b : r > 0, Tα,a,b ∈ O(R2)},
el grupo de semejanzas del plano .

8. Probar3 que SP(Σ6) ≈ P4 ≈ SP(Σ8).
Sug.: Notar que P4 = 〈s, t〉, con s2 = t3 = (st)4 = 1.

9. Idem SP(Σ12) = A5 ≈ SP(Σ20).
Sug.: A5 = 〈s, t〉, con s2 = t3 = (st)5 = 1.

10. Idem para el grupo de afinidades del plano, de transformaciones
(x, y)→ (x′, y′) tales que

x′ = ax+ by + p,

y′ = cx+ dy + q,

donde a, b, c, d, p, q ∈ R y ad− bc 6= 0.
11. Sea Tr(n,R) el grupo de traslaciones de Rn . Probar que se trata de

un subgrupo abeliano normal de

M(n,R) = {f : Rn → Rn :‖ f(x)− f(y) ‖=‖ x− y ‖ si x, y ∈ Rn},
el grupo de movimientos de Rn , y que

M(n,R)

Tr(n,R)
≈ O(n,R).

12. Sea G4 , {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} en S(P4). Probar que
G4 � Z4.

13. Todo grupo de orden no superior a cinco es abeliano.
14. Sean G,H grupos, f ∈ Hom(G,H). Si x ∈ G tiene orden finito,

ord(f(x)) | ord(x).
15. Sea T = {z ∈ C :| z |= 1}. Probar que f : (R,+) → (T, ·) es

morfismo de grupos continuo sii existe y ∈ R tal que f(x) = exp(ixy)
para todo x ∈ R.

16. Mostrar que ln : (R>0, ·)→ (R,+) es isomorfismo de grupos.
17. Si n ∈ N, describir los endomorfismos de Zn y caracterizar los iso-

morfismos.
18. Si n,m ∈ N determinar Hom(Zn,Zm). Para ello:

(i) Hom(Z,Z) = {hc : Z→ Z/hc(x) = cx si x ∈ Z, con c ∈ Z}.

2Será n = 4, 6, 8, 12, 20 según el poliedro sea tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro o
icosaedro

3Por §3.12(2), este problema y el siguiente, A4,P4 y A5 se denominan grupo tetraedral,
octaedral e icosaedral respecticamente.
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(ii) Hom(Zn,Z) = 0 si n > 1.
(iii) Hom(Z,Zm) = {hc : Z→ Zm/hc(x) = [cx]m si x ∈ Z, c ∈ Z}.
(iv) Sean n,m ∈ N>1 y h ∈ Hom(Zn,Zm). Ex́ıste c ∈ {0, 1, ...,m−1}
único tal que h([1]n) = [c]m. Además

c ∈ {m/d, 2m/d, ..., (d− 1)m/d},

donde d = (m : n). Concluya que Hom(Zn,Zm) ≈ Z(n:m).

19. Sea G un grupo tal que x2 = e para todo x ∈ G. Entonces G es
abeliano.

20. Dado p ∈ N primo, (p− 1)! = 1 mod(p). [Sug.: Z×p , (Zp−{0}, ·) es

grupo. Dado ψ ∈ Z×, ψ2 = 1 mod(p) sii ψ = 1 o ψ = p− 1 mod(p)].
21. Si G es grupo finito y K ≤ H ≤ G, [G : K] = [G : H][H : K].
22. Sean N E G y f : G → H un homomorfismo tal que N ⊆ ker(f).

Probar que f induce un homomorfismo f∗ : N/G→ H.
23. Si S, T son subgrupos de un grupo G, ST es subgrupo de G si y solo

si ST = TS.
24. Probar la llamada ley modular : Sean A,B,C subgrupos de G tales

que A ≤ B. Si A ∩ C = B ∩ C y AC = BC entonces A = B.
25. Probar la siguiente ley de Dedekind : Sean A,B,C subgrupos de G

tales que A ≤ B. Entonces A(B ∩ C) = B ∩ (AC).
26. Todo grupo de orden par tiene un número impar de elementos de

orden 2.
27. (i) Si H ≤ G y [G : H] = 2 entonces x2 ∈ H cualquiera sea x ∈ G.
28. Sean G un grupo, x, y ∈ G, ambos de orden finito, tales que xy = yx.

Entonces xy tiene orden finito.
(ii) Sea G = GL(2,Q) el grupo de matrices inversibles de dos filas
y dos columnas con coeficientes racionales. Los siguientes elementos
de G tienen orden finito

A =

(
0 −1
1 0

)
, B =

(
0 1
−1 −1

)
,

pero | AB |=∞.
29. (i) Sea G = 〈a〉 grupo ćıclico de orden n. Probar que G = 〈ak〉

sii mcd{k, n} = 1. Luego el número de generadores de G es ϕ(n),
donde ϕ : N → N es la función de Euler ϕ(1) = 1 y, si h ∈ N>1,
ϕ(h) = card({j ∈ N : 1 ≤ j < h y mcd{j, h} = 1}).
(ii) Si | a |= rs y mcd{r, s} = 1 existen únicos b, c ∈ G tales que
a = bc, | b |= r y | c |= s.
(iii) Concluir que si r, s ∈ N son coprimos entonces ϕ(rs) = ϕ(r)ϕ(s).

(iv) Si mcd{r, s} = 1 entonces sϕ(r) ≡ 1-mod(r). [Sug.: Notar que
| U(Zn) |= ϕ(n), donde n ∈ N y U(Zn) es el conjunto de unidades
de Zn].
(v) Dado n ∈ N, n =

∑
d|n ϕ(d).

30. Un grupo finito G de orden n es ćıclico sii para cada divisor d de n
G tiene a lo sumo un subgrupo de orden d.
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31. Sea θ : N→ N tal que θ(n) =| {k ∈ N : k | n} |.
(i) Dado n ∈ N>1, existen ν ∈ N, únicos primos positivos p1, ..., pν y
m1, ...,mν ∈ N tales que n =

∏ν
j=1 p

mj
j y θ(n) =

∏ν
j=1(mj + 1).

(ii) Dados n1, n2 ∈ N, θ(n1n2) ≤ θ(n1)θ(n2) y vale la igualdad si y
solo si (n1 : n2) = 1.

32. Sean G,H grupos finitos de orden n y m respectivamente. Entonces
G×H es ćıclico si y solo si G y H devienen ćıclicos y

S(G×H) = S(G)× S(H).

Para ello:
(a) Zmn ≈ Zn × Zm si y solo si (n:m)=1.
(b) Si G×H es ćıclico entonces G y H también lo son.
(c) Evidentemente S(G×H) ⊇ S(G)× S(H).
(d) Si G×H es ćıclico entonces (n : m) = 1.
(e) Por §3.13(31), si G×H es ćıclico se tiene

θ(nm) =| S(G×H) |≥| S(G) || S(H) |= θ(n)θ(m) = θ(nm).

(f) Rećıprocamente, como θ(nm) = θ(n)θ(m) será (n : m) = 1.
33. Sea G′ el subgrupo conmutador de G, generado por elementos de la

forma [x, y] , xyx−1y−1 con x, y ∈ G.
(i) G′ EG.
(ii) si H EG, G/H es abeliano sii G′ ≤ H.

34. Completar las pruebas de §3.4(5).
35. Sea G grupo finito para el que existe n ∈ N tal que (xy)n = xnyn

si x, y ∈ G. Sean G[n] = {x ∈ G : xn = e} y Gn = {xn : x ∈ G}.
Probar que Gn ≤ G, G[n]EG y | Gn |= [G : G[n]].

36. Sean G un grupo, n ∈ N y G1, ..., Gn subgrupos de G. Son equiva-
lentes:
(i) La aplicación

π : G1 × ...×Gn → G, π(x1, ..., xn) = x1...xn

es isomorfismo de grupos.
(ii) G = 〈G1, ..., Gn〉, Gi EG y Gi ∩ 〈Gj : j 6= i〉1≤j≤n = {1G} para
cada i ∈ {1, ..., n}.
(iii) Gi E G si 1 ≤ i ≤ n y cada x ∈ G se escribe en la forma
x = x1...xn de manera unica.

37. Calcular todos los subgrupos de Sylow de:
(i) Z72.
(ii) Z50 × Z30.
(iii) S3 × Z3.
(iv) S3 × S3.

38. (i) S4 consta de la identidad, seis transposiciones, ocho triciclos, seis
cuatriciclos y tres productos de transposiciones.
(ii) A4 consta de la identidad, ocho triciclos y tres productos de
transposiciones.
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(iii) A4 tiene un único 2-subgrupo de Sylow.
(iv) A4 tiene cuatro 3-subgrupos de Sylow.

39. Hay en G , P3 × P3 subgrupos de Sylow A,B,C de manera que
A ∩B = {1G} y A ∩ C 6= {1G}.

40. Sean p ∈ N primo y

UT(3,Zp) , {

1 a b
0 1 c
0 0 1

 : a, b, c ∈ Zp}.

(i) Probar que | gl(3,Zp) |= (p3 − 1)(p3 − p)(p3 − p2).
(ii) UT(3,Zp) ∈ Sylp(gl(3,Zp)).
(iii) Probar que

Z(UT(3,Zp)) = {

1 0 b
0 1 0
0 0 1

 : b ∈ Zp}.

41. Si n ∈ N>1, evaluar Z(gl(n,R)). Para ello:

(i) Sea f
(n)
i,j = ei,j + ej,i +

∑
k∈{1,...,n}−{i,j} ek,k, con 1 ≤ i 6= j ≤ n,

donde cada er,s ∈ Mn(R), con 1 ≤ r, s ≤ n, indica la matriz canónica
nula salvo en la fila r y en la columna s, donde hay un uno.

Entonces cada f
(n)
i,j ∈ gl(n,R).

(ii) Dado x ∈ Mn(R) resultan

(f
(n)
i,j x)k,h = δikxj,h + δjkxi,h + xk,h,(3.13.1)

(xf
(n)
i,j )k,h = δjhxk,i + δihxk,j + xk,h.(3.13.2)

(iii) Si x ∈ Z(gl(n,R)), 1 ≤ i, j, k, h ≤ n inferir que

δikxj,h + δjkxi,h = δjhxk,i + δihxk,j .

(iv) Dado x ∈ Z(gl(n,R)), x1,1 = ... = xn,n y x = xt.

(v) Sea g
(n)
i,j = ei,j − ej,i +

∑
k∈{1,...,n}−{i,j} ek,k, con 1 ≤ i < j ≤ n.

Entonces {g(n)
i,j }1≤i<j≤n ⊆ gl(n,R).

(vi) Usando dichas matrices, si x ∈ Z(gl(n,R)) se tiene

δijxh,k − δhj xi,k = δhkxj,i − δikxj,h, con 1 ≤ i, j, k, h ≤ n.
(vii) Concluir que Z(gl(n,R)) = R 6=0·Idn×n.

42. Evaluar Z(sl(n,R)). Para ello, con la notación de §3.13(41):

(i) {g(n)
i,j }1≤i<j≤n ⊆ sl(n,R).

(ii) Si x ∈ Z(sl(n,R)) se tiene

δijxl,k − δljxi,k = xj,iδ
l
k − xj,lδik, con 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

Luego x tiene diagonal constante y xi,j = −xj,i si 1 ≤ i 6= j ≤ n.
(iii) En particular,

Z(sl(2,R)) ⊆ {
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
: θ ∈ R},
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de donde Z(sl(2,R)) = {Id2×2}.
(iv) Asimismo

Z(sl(3,R)) ⊆ {

 a b c
−b a d
−c −d a

 : a3 + a(b2 + c2 + d2) = 1}

y sigue que Z(sl(3,R)) = {Id3×3}.
(v) Z(sl(n,R)) = {Idn×n} si n > 3.

43. Probar §3.12.8(2).





Caṕıtulo 4

ANEXO 2: Módulos

4.1. Anillos

1. Llamamos anillo a toda terna (A,+, ·) que verifica las siguientes
condiciones:
(i) (A,+) es grupo con elemento neutro 0.
(ii) (A, ·) es un semigrupo, el que podrá o no tener identidad. Si la
hubiere, siendo entonces necesariamente única, decimos que se trata
de un anillo con identidad , y si 1 es el elemento idéntico se asume
que 1 6= 0.
(iii) Dados x, y, z ∈ A se tiene

(x+ y) · z = x · z + y · z y x · (y + z) = x · y + x · z.
Decimos que se trata de un anillo abeliano si x ·y = y ·x cualesquiera
sean x, y ∈ A.
Por abuso de notación, a veces nos referiremos simplemente a un
anillo A sin explicitar la suma + o el producto ·, o escribiremos xy
en vez que x · y si x, y ∈ A.

2. Todo anillo A es unitizable , o sea hay un anillo A1 unitario tal que
A es isomorfo a un subanillo de A1.
Es fácil ver que basta considerar A1 , A × Z munido de las opera-
ciones

(a,m) + (b, n) = (a+ b,m+ n),

(a,m) · (b, n) = (ab+ na+mb,mn),

donde a, b ∈ A, m,n ∈ Z. Por esto, salvo mención contraria, supon-
dremos que los anillos con que tratamos son unitarios.

3. En todo anillo con identidad la suma es necesariamente conmutativa.
En efecto, dados x, y ∈ A tenemos

(1 + 1)(x+ y) = 1(x+ y) + 1(x+ y) = x+ y + x+ y

= (1 + 1)x+ (1 + 1)y = x+ x+ y + y,

de donde x + y = y + x. Puesto que todo anillo es unitizable sigue
claramente que la suma en todo anillo es abeliana.

4. Se llama anillo opuesto de un anillo A al anillo Aop = (A,+, ·op),
donde x ·op y , y · x si x, y ∈ A.

165
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5. Sean A,B sendos anillos. Indicamos Hom(A,B) al conjunto de ho-
momorfismos entre los anillos A y B , i.e. aplicaciones f : A→ B ta-
les que para a, a′ ∈ A es f(a+a′) = f(a)+f(a′) y f(aa′) = f(a)f(a′).
Si ambos anillos fueran unitarios deberá ser además f(1A) = 1B.

6. Dados un anillo A y B ⊆ A no vaćıo, decimos que B es subanillo de
A si B es cerrado por las operaciones de suma y producto de A. Si
además A tuviera unidad, deberá ser además 1A ∈ B.

7. Un homomorfismo de anillos es monomorfismo, epimorfismo e iso-
morfismo de anillos si es inyectivo, suryectivo y biyectivo respecti-
vamente.

8. Un anillo A se llama dominio si no tiene divisores de cero1, o sea: si
a, b ∈ A y ab = 0A entonces a = 0A o b = 0A. Un dominio A se dice
de integridad si es abeliano.

9. Dado un anillo unitario A indicamos

Ui(A) = {a ∈ A : existe x ∈ A tal que xa = 1},
Ud(A) = {a ∈ A : existe x ∈ A tal que ax = 1},

a los conjuntos de unidades a izquierda y derecha de A. El conjunto
de unidades de A es U(A) = Ui(A) ∩Ud(A).

10. Por §4.1.2 si (a,m) ∈ U(A1) sea (b, n) ∈ A1 único tal que

(a,m)(b, n) = (b, n)(a,m) = (0A, 1).

Debe ser m = n = ±1. Luego

0A = ab+ a+ b = ba+ a+ b si m = 1,

0A = ab− a− b = ba− a− b si m = −1.

Dados u, v ∈ A sea u ◦ v , u + v − uv, el llamado producto de
Kaplansky de u y v.. Entonces, con m = 1,

0A = −a− b− ab = −a− b− (−a)(−b) = (−a) ◦ (−b) = (−b) ◦ (−a),

y con m = −1 es a ◦ b = c ◦ a = 0A.
11. Entonces (A, ◦) es un semigrupo y a ◦ 0A = 0A ◦ a = a para a ∈ A,

o sea 0A deviene elemento unidad. Indicamos

LQI(A) = {a ∈ A : existe x ∈ A tal que x ◦ a = 0A},
RQI(A) = {a ∈ A : existe x ∈ A tal que a ◦ x = 0A},

QI(A) = LQI(A) ∩ RQI(A),

a las clases de elementos cuasi-inversibles a izquierda, cuasi-inversibles
a derecha y cuasi-inversibles de A, respectivamente..

12. Dados a, b, c ∈ A se tiene

(ba) ◦ (bca− ba) = b((ab) ◦ c)a,
(bca− ba) ◦ (ba) = b(c ◦ (ab))a.

1Un elemento a ∈ A se dice divisor de cero a izquierda o derecha si a 6= 0A y existe
x ∈ A− (0) tal que ax = 0A o xa = 0A respectivamente.
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Luego ab ∈ RQI(A)⇔ ba ∈ RQI(A) y ab ∈ LQI(A)⇔ ba ∈ LQI(A).
13. En todo anillo A se pueden efectuar operaciones de suma, resta y

multiplicación, mas no necesariamente de división. Se dice que A es
anillo de división si U(A) = A− {0}. Por otra parte A se denomina
cuerpo si es anillo de división conmutativo.

4.2. Módulos

1. Llamamos módulo a izquierda sobre un anillo A a todo par (M,A)
formado por un grupo abeliano (M,+, 0M ) y un anillo A, sujeto a
las siguientes condiciones:
(i) Hay una acción de A en M , o sea una correspondencia

(4.2.1) A×M →M, (a,m)→ am

(ii) Si a, b ∈ A y m,n ∈M resulta

(a+ b)m = am+ bm,(4.2.2)

a(m+ n) = am+ an,(4.2.3)

(ab)m = a(bm),(4.2.4)

1m = m.(4.2.5)

2. Un módulo a derecha sobre sobre un anillo A es todo módulo a
izquierda sobre el anillo Aop. Es ese caso, (4.2.1) define una acción

M ×A→M, (m, a)→ ma

y (4.2.4) toma la forma m(ab) = (ma)b para cada a, b ∈ A y m ∈M .
3. Si M ∈ A-Mod-B se habrá de verificar la condición adicional

(4.2.6) (am)b = a(mb)

cualquiera sea a ∈ A, b ∈ B y m ∈M .
4. Fijados anillo A y B indicamos A-Mod, Mod-B y A-Mod-B a las

clases de A-módulos a izquierda, B-módulos a derecha y de módulos
a izquierda sobre A y a derecha sobre B respectivamente.
También escribiremos AM , MB o AMB para indicar que M es A-
módulo a izquierda, B-módulo a derecha o (A,B)-módulo respecti-
vamente.

5. Por ejemplo, si C es un cuerpo la clase C-Mod-C consiste de la clase
de los espacios vectoriales sobre C, de modo que la teoŕıa de módulos
generaliza a la de espacios vectoriales y al álgebra lineal [104][113].

6. Todo grupo abeliano (G,+, 0G) es naturalmente un Z-módulo. La
teoŕıa de módulos generaliza también la teoŕıa de grupos abelianos.

7. (i) Sea M un A-módulo a izquierda. Notar que Hom(M ;M) es un
anillo si para f, g ∈ Hom(M ;M) definimos f + g y f ◦ g mediante

(f + g)(m) = f(m) + g(m) y (f ◦ g)(m) = f(g(m)) si m ∈M .

(ii) Queda inducida una aplicación

λ : A→Hom(M ;M) tal que λ(a)(m) = am si a ∈ A,m ∈M .
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La misma es un homomorfismo de anillos. Decimos que λ define la
representación regular a izquierda de A en M .
(iii) Más generalmente, se llama representación de un anillo A a
todo homomorfismo de anillos de A en la clase de endomorfismos de
un grupo abeliano en si mismo.
(iv) Si ρ : A→ Hom(M ;M) es una representación de A en un grupo
abeliano M entonces M deviene A-módulo a izquierda: si a ∈ A y
m ∈M basta hacer a ·m , ρ(a)(m).
(v) Hay entonces una correspondencia 1-1 entre las estructuras de
A-módulo sobre un grupo abeliano M y la clase de representaciones
de A en M .

4.3. Álgebras

1. Sean A,R anillos, con R-abeliano. Se dice que A es álgebra sobre el
anillo abeliano R, o una R-álgebra, si A es R-módulo y

r(ab) = (ra)b = a(rb)

para cualesquiera r ∈ R y a, b ∈ A.
2. Si A,B son R-álgebras, una aplicación f : A → B se dice homo-

morfismo de R-álgebras si es un homomorfismo de anillos tal que
f(ra) = rf(a) cuando r ∈ R y a ∈ A.

3. Sean F un cuerpo, n ∈ N>1. Indicamos F 〈x1, ..., xn〉 al álgebra libre
sobre F en las variables x1, ..., xn . Es similar al álgebra F [x1, ..., xn ]
excepto que las variables x1, ..., xn no conmutan entre si aunque śı
con los escalares de F . Notar que

(4.3.1) F 〈x1, ..., xn〉 ≈ ⊕∞ν=1F
nν .

4. Con la notación anterior,

(4.3.2) F [x1, ..., xn ] ≈ F 〈x1, ..., xn〉
〈xixj − xjxi〉1≤i<j≤n

.

5. Además

(4.3.3) H(R) ≈ R〈x,y〉
〈x2 + 1, y2 + 1, xy+yx〉

,

donde H(R) indica el álgebra real de Hamilton:

H(R) , {a1 + bi + cj + dk : a, b, c, d ∈ R},
con i2 = j2 = k2 = −1, xy = k, kx = y e yk = x.

4.4. Homomorfismos de módulos. Submódulos. Módulo
generado.

1. Sean dados un anillo A y A-módulos a izquierda (derecha) M y N
sobre A. Se llama homomorfismo a izquierda (derecha) de M en
N a toda aplicación aditiva f : M → N tal que f(am) = af(m)
(f(ma) = f(m)a) si a ∈ A y m ∈M .
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Indicamos AHom(M ;N) y HomA(M ;N) a las clases de homomor-
fismos a izquierda y derecha de M en N respectivamente. Si B fuere
un segundo anillo y M,N ∈ A-Mod-B, AHomB(M ;N) denota la
clase de homomorfismos a izquierda sobre A y a derecha sobre B de
M en N .

2. Llamamos monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo de módulos
a cada homomorfismo de módulos que sea inyectivo, suryectivo o

biyectivo respectivamente.
3. Sean M un A-módulo a izquierda (derecha) y N un subconjunto de
M . Decimos que N es un A-submódulo a izquierda (derecha) de M
si N ∈ A-Mod (N ∈ Mod-A).

4. Un A-módulo no nulo M se llama simple si sus únicos A-submódulos
son solo los triviales: {0M} y M .

5. Todo anillo A es A-módulo. Los A-submódulos a izquierda (derecha)
se denominan ideales a izquierda (derecha) de A.

6. SeanM ∈ A-Mod-B y Q ⊆M . Indicamos 〈Q〉 alA-Mod-B submódu-
lo de M generado por Q, o sea

〈Q〉 = {
n∑
i=1

aimibi : n ∈ N, ai ∈ A,mi ∈ Q, bi ∈ B, 1 ≤ i ≤ n}

=
⋂
{N : Q ⊆ N y N es A-B submódulo de M}.

4.5. Suma, producto, cocientes y suma directa de módulos.

1. Sea {Mi}i∈I una familia de A-submódulos a izquierda de un A-módu-
lo a izquierda M . Indicamos la suma de módulos de esta familia, a
saber ∑

i∈IMi , {
∑n

j=1mij : n ∈ N,mij ∈Mij , 1 ≤ j ≤ n}.
Esta suma se dice suma directa interna , que representamos mediante⊕

i∈IMi, cuando la escritura de cada elemento en la misma es única.
Entonces, cada Mi se denomina sumando directo interno.

2. Sea {Mi}i∈I una familia de A-módulos a izquierda. Indicamos el
producto directo y la suma directa externa de esta familia mediante∏

i∈I
Mi , {m = (mi)i∈I : mi ∈Mi si i ∈ I} y

⊕i∈IMi , {m = (mi)i∈I : m ∈
∏
i∈I

Mi y card{i ∈ I : mi 6= 0Mi < +∞}}.

Si a ∈ A y m,n ∈
∏
i∈IMi o m,n ∈

∑
i∈IMi, las operaciones

m+ n = (mi + ni)i∈I y am = (ami)i∈I

definen en el producto y la suma estructuras de A-módulo a izquier-
da. Desde luego, construcciones análogas son válidas a derecha.

3. Sean {Mi}i∈I una familia de A-módulos, y si j ∈ I sean

πj :
∏
i∈IMi →Mj e ιj : Mj → ⊕i∈IMi



170 4. ANEXO 2: MÓDULOS

las proyecciones e inmersiones canónicas.
Sean U, V dos A-módulos y

U
fi−→Mi

gi−→ V , i ∈ I,
morfismos de A-módulos. Hay únicos morfismos

p ,
∏
i∈I

fi : U →
∏
i∈I

Mi,

s , ⊕i∈Igi : ⊕i∈IMi → V,

tales que πi ◦ p = fi y s ◦ ιi = gi para cada i ∈ I, dados mediante

p(u) , {fi(u)}i∈I y

s({mi}i∈I) =
∑
i∈I

gi(mi).(4.5.1)

En particular, notar que la suma en (4.5.1) se limita a un número
finito de sumandos no nulos.

4. Las propiedades universales en §4.5(3) determinan al producto y
suma directos salvo isomorfismos.
Por ejemplo sea (P ′, {π′i}i∈I) un par formado por un A-módulo y

una familia de morfismos P ′
π′i−→Mi con la siguiente propiedad: dado

cualquier A-módulo U y dados morfismos U
fi−→Mi hay un morfismo

p′ : U → P ′ tal que π′i ◦ p′ = fi para cada i ∈ I.
Haciendo U =

∏
i∈IMi y fi = πi si i ∈ I hay entonces un morfismo

p′ :
∏
i∈IMi → P ′ tal que π′i ◦ p′ = πi si i ∈ I.

Asimismo, haciendo U = P ′ y fi = π′i si i ∈ I hay un morfismo
p : P ′ →

∏
i∈IMi tal que πi ◦ p = π′i si i ∈ I.

Dados ahora ξ ∈
∏
i∈IMi e i ∈ I tenemos

πi[(p ◦ p′)(ξ)] = (πi ◦ p)(p′(ξ)) = π′i(p
′(ξ)) = πi(ξ),

o sea p ◦ p′ =Id∏
i∈IMi

.

Análogamente, dado ξ′ ∈ P ′ resulta

π′i[(p
′ ◦ p)(ξ′)] = (π′i ◦ p′)(p(ξ′)) = πi(p(ξ

′)) = π′i(ξ
′),

i.e. π′i◦(p′◦p) = π′i para cada i ∈ I. Por unicidad debe ser p′◦p =IdP ′
e inferimos que P ′ ≈

∏
i∈IMi.

En definitiva, todo producto y cada suma directa de {Mi}i∈I son,
salvo isomorfismos, pares (P, {πi}i∈I) y (S, {ιi}i∈I) formados por
ciertos módulos y familias de homomorfismos sujetos a la propiedad
universal descripta.

5. Con la notación precedente, sea ιi : Mi ↪→ M cada inclusión. Son
equivalentes:
(i)
∑

i∈IMi = ⊕i∈IMi.

(ii) ι , ⊕i∈Iιi = ⊕i∈IMi →M es inyectiva,
(iii) {Mi}i∈I es independiente , o sea Mj ∩

∑
i∈I−{j}Mi = {0M} si

j ∈ I.
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(iv) {Mi}i∈F es independiente para cada F ⊆ I finito.
(v) Dados subconjunos disjuntos J,K de I,∑

j∈JMj ∩
∑

k∈KMk = {0M}.
6. Sean M,N módulos a izquierda o derecha sobre un anillo A tales

que N ⊆M . Entonces M/N es A-módulo a izquierda o derecha con
las operaciones

(m+N) + (m′ +N) , (m+m′) +N y a(m+N) , am+N .

o

(m+N) + (m′ +N) , (m+m′) +N y (m+N)a , ma+N ,

respectivamente.

4.6. Módulos libres

1. Dado AM , un subconjunto {xi}i∈I de M se dice A-linealmente in-
dependiente si: toda vez que F es subconjunto finito de I y {ai}i∈F
es subconjunto de A tal que

∑
i∈F aixi = 0M entonces ai = 0A para

cada i ∈ F .
El conjunto {xi}i∈I se dice linealmente dependiente si no es lineal-
mente independiente, y que se trata de una base libre de M sobre A
si es un conjunto de generadores linealmente independiente sobre A.

2. AM se llama A-módulo libre con rango | I | si tiene alguna base libre
con cardinal | I |.

3. Sean {xi}i∈I subconjunto de un A-módulo F y ρi : A → F tal que
ρi(a) = axi, con i ∈ I. Son equivalentes:
(a) Dados AM e {yi}i∈I ⊆ M existe f : F → M homomorfismo
único tal que f(xi) = yi si i ∈ I.

(b) ρ , ⊕i∈Iρi : A(I) → F es isomorfismo, con A(I) , ⊕i∈IA.
(c) F es libre con base libre {xi}i∈I .
(a⇒ b) Por hipótesis existe h ∈A Hom(F,A(I)) tal que h(xi) = ei si
i ∈ I. Observando que h ◦ ρ = IdA(I) sigue que ρ es inyectiva.
Si ρ no fuera suryectiva sea N = F/Im(ρ). Entonces N es A-módulo
a izquierda y, si π : F → N es la proyección al cociente, π(xi) = 0N
para cada i. Además π no es idénticamente nula porque Im(ρ) ( F .
Pero 0F,N ∈A Hom(F,N) y 0F,N (xi) = 0N para todo i ∈ I y se
contradice la hipótesis. Luego ρ es isomorfismo.
(b⇒ c) Sean z ∈ F y b ∈ A(I) tal que z = ρ(b). Luego z =

∑
i∈I bixi

y {xi}i∈I genera a F .
Sea

∑
i∈Λ cixi = 0F , con Λ ∈ Pf (I). Luego ρ(c̃) = 0F , donde hace-

mos c̃i = ci si i ∈ Λ y c̃i = 0A si i ∈ I − Λ. Como ρ es inyectiva
c̃ = 0A(I) , o sea {xi}i∈I es linealmente independiente.
(c ⇒ a) Sea {yi}i∈I subconjunto de un A-módulo a izquierda M .
Hacemos f : F → M tal que f(x) =

∑
i∈I aiyi si x =

∑
i∈I aixi.

Fijado x sabemos que {ai}i∈I está uńıvocamente determinado en A,
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siendo eventualmente ai 6= 0A salvo un conjunto finito de ı́ndices.
Luego f está bien definida y es fácil ver sigue la afirmación.

4. Si I 6= ∅, AF es libre de rango | I | si y solo si F ≈ A(I). Hay entonces
A-módulos libres de rango arbitrario.

5. Si AF es libre, cada epimorfismo f : M → F es escindido , i.e. existe
algún morfismo f ′ : F →M tal que f ◦ f ′ =IdF .2

6. Todo módulo AM es cociente de algún módulo libre.
En efecto, sea f : A(M) →M tal que

f(a) =
∑

m∈M amm

si a = (am)m∈M . Claramente f es morfismo de A-módulos a izquier-
da. Más aún, f(em) = m para cada m ∈M , donde em = {δm,n}n∈M .
Siendo f epimorfismo la conclusión es inmediata.

4.7. Sucesiones exactas

1. Sean A un anillo, ...,M−1,M0,M1, ... una sucesión de A-módulos a
izquierda (derecha) y ..., f−1, f0, f1, ... una sucesión de homomorfis-
mo de A-módulos a izquierda (derecha) sobre A, con fi : Mi−1 →Mi

para cada i. Escribimos

(S) : ...
fi−1−−−→Mi−1

fi−→Mi
fi+1−−−→ ...

Decimos que (S) define una sucesión exacta de módulos y morfismos
si Im(fi−1) = ker(fi) para cada i.
En particular, llamamos sucesión exacta corta a toda aquella del
tipo

(4.7.1) 0→M
f−→ N

g−→ P → 0

en la que f es monomorfismo y g es epimorfismo. Se dice que esta
sucesión exacta corta representa una extensión de M por P .

2. Una sucesión exacta (4.7.1) se dice escindida si f es inversible a
derecha.

3. Con la notación precedente, son equivalentes:
(i) La sucesión (4.7.1) es escindida.
(ii) g es inversible a izquierda.
(iii) Im(f) = ker(g) es sumando directo de N .
(iv) Para cada homomorfismo h : M → N ′ existe un homomorfismo
h′ : N → N ′ tal que h = h′ ◦ f .
(v) Para cada homomorfismo k : P ′ → P existe un homomorfismo
k′ : P ′ → N tal que k = g ◦ k′.

4. Son equivalentes:
(i) La sucesión exacta corta

0→M1
f1−→M

g2−→M2 → 0

2Análogamente, un monomorfismo f : M → N es escindido si existe algún morfismo
f ′ : N →M tal que f ′ ◦ f =IdM .
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es escindida.
(ii) Hay una sucesión de A-módulos y morfismos

0→M2
f2−→M

g1−→M1 → 0,

necesariamente exacta escindida, tal que para i, j ∈ {1, 2}, se tiene
gifj = δi,jIdMi y f1g1 + f2g2 =IdM .
(iii) Hay un isomorfismo h : M1 ×M2 → M tal que f1 = h ◦ ι1 y
g2◦h = π2, donde ι1 y π2 son la inmersión natural de M1 en M1×M2

y la proyección natural de M1 ×M2 sobre M2.

4.8. Productos tensoriales

1. Sean R anillo, M ∈ ModR, N ∈R Mod, G un grupo abeliano aditivo.
Una función f : M × N → G es R- admisible si es biaditiva3 y
además f(mr, n) = f(m, rn) si m ∈M , r ∈ R y n ∈ N . Indiquemos
BR(M,N ;G) al conjunto de tales funciones R-admisibles.

2. [109] Hay un grupo abeliano T y una función t : M ×N → T tales
que para cada f ∈ BR(M,N ;G) existe f ∈ Hom(T,G) único tal que
f = f ◦t, i.e. se verifica la propiedad universal del producto tensorial.
Para ello, sea T = Z(M×N)/T, donde T es el subgrupo generado por
funciones del tipo

δ(m+m′,n) − δ(m,n) − δ(m′,n),

δ(m,n+n′) − δ(m,n) − δ(m,n′),

δ(mr,n) − δ(m,rn),

con m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N y r ∈ R. Definimos t : M ×N → T como
t(m,n) = τ(δ(m,n)), con τ : Z(M×N) → T la proyección al cociente y
(m,n) ∈M ×N .
Sean f ∈ BR(M,N ;G) y x ∈ T , digamos x = τ(X) para cierto

X ∈ Z(M×N). Podemos escribir X =
∑

(m,n)∈M×N X(m,n)δ(m,n).

Definimos f → G mediante

f(x) =
∑

(m,n)∈M×N X(m,n)f(m,n).

Las sumas anteriores constan de un número finito de sumandos por-
que X tiene soporte finito y, en particular, F es nula sobre T. Por
ello F está bien definido y claramente es un morfismo de grupos
único de modo que f = f ◦ t.

3. Haciendo m⊗n , t(m,n) para cada (m,n) se tienen las identidades:

(m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n,
m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′,

(mr)⊗ n = m⊗ (rn),

cualesquiera sean m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N y r ∈ R.

3O sea f(m + m′, n) = f(m,n) + f(m′, n) y f(m,n + n′) = f(m,n) + f(m,n′)
cualesquiera sean m,m′ ∈M y n, n′ ∈ N .



174 4. ANEXO 2: MÓDULOS

4. El par (T, t) es único salvo isomorfismos.
En efecto, sean T ′ grupo abeliano, t′ : M × N → T ′ función R-
admisible tal que para cada función R-admisible g : M × N → G
existe ĝ ∈ Hom(T ′, G) única tal que g = ĝ ◦ t′.
Entonces t = t ◦ t′ y t′ = t̂′ ◦ t, de donde

(t ◦ t̂′)(t(m,n)) = t(t′(m,n)) = t(m,n),

(t̂′ ◦ t)(t′(m,n)) = t̂′(t(m,n)) = t′(m,n),

cualquiera sea (m,n) ∈M ×N . O sea t̂′ ◦ t = IdT ′ , t ◦ t̂′ = IdT y aśı
T ≈ T ′.

5. Indicaremos T = M ⊗R N al producto tensorial de M y N sobre R.
6. Dados M,M ′ ∈ ModR, N,N ′ ∈R Mod, f ∈ HomR(M,M ′) y además
g ∈R Hom(N,N ′) existe f ⊗ g ∈ Hom(M ⊗RN,M ′⊗RN ′) único tal
que (f ⊗ g)(m⊗ n) = f(m)⊗ g(n) para cada m ∈M , n ∈ N .
Basta observar que la función

η : M ×N →M ′ ⊗R N ′,
η(m,n) = f(m)⊗ g(n)

es R-admisible y aplicar entonces la propiedad universal del producto
tensorial.

7. Dados anillos R1, R2, R3, R1MR2 y R2NR3 , M ⊗R2 N ∈ R1-Mod-R3.
En efecto, fijado r1 ∈ R1 la función

F (r1) : M ×N →M ⊗R2 N,F (r1)(m,n) = (r1m)⊗ n
deviene R2-admisible, por lo que existe un único endomorfismo de
grupos F (r1)∗ de M ⊗R2 N tal que F (r1)∗(m⊗n) = (r1m)⊗n para
cada m,n. Escribiendo F (r1)(u) = r1u si u ∈M ⊗R2 N vemos que

r1(m⊗ n) = (r1m)⊗ n
para cada tensor básico m⊗n. Es fácil ver que aśı M ⊗R2 N resulta
R1-módulo a izquierda. Análogamente se realiza M ⊗R2 N como
R3-módulo a derecha.

8. Dados MR, RNS y SP resulta

(M ⊗R N)⊗S P ≈M ⊗R (N ⊗S P ).

Para ello, fijado p′ ∈ P la función

fp : M ×N →M ⊗R (N ⊗S P ), fp(m,n) = m⊗ (n⊗ p),
es R-admisible. Luego existe f∗p ∈ Hom(M ⊗R N,M ⊗R (N ⊗S P ))
único tal que f∗p (m⊗ n) = m⊗ (n⊗ p) para cada m,n. Sea ahora

f : M ⊗R N × P →M ⊗R (N ⊗S P ), f(u, p) , f∗p (u),

con (u, p) ∈M ⊗RN ×P . Es fácil ver que f es S-admisible y existe
por ello un morfismo de grupos

F : (M ⊗R N)⊗S P →M ⊗R (N ⊗S P )
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tal que

F ((m⊗ n)⊗ p) = f(m⊗ n, p)
= f∗p (m⊗ n)

= m⊗ (n⊗ p)

en cada tensor básico. Evidentemente, F es el isomorfismo buscado.
9. Dados MR, NR y RP se tiene

(M ⊕N)⊗R P ≈ (M ⊗R P )⊕ (N ⊗R P ).

4.9. Módulos simples y semisimples

1. Un A-módulo no nulo M se llama simple o irreducible si sus únicos
A-submódulos son solo los triviales: {0M} y M .

2. AM es simple si y solo si M ≈ A/I para cierto ideal a izquierda
maximal de A.

3. Un A-módulo M se llama semisimple o completamente reducible si
cada A-submódulo de M es sumando directo de M (o complemen-
table).

4. Claramente todo módulo simple es semisimple y el módulo nulo es
semisimple pero no es simple.

5. Sean M un A-módulo semisimple y N un A-submódulo de M . En-
tonces N es semisimple.
En efecto, si P ≤ N tenemos M = N ⊕ N ′ = P ⊕ P ′ para ciertos
A-submódulos N ′ y P ′ de M . Sigue enseguida que N = P⊕(N∩P ′).

6. Si AM es no nulo y semisimple entoncesM contiene algúnA-submódu-
lo simple.
Para ello, sea m ∈M−{0M}. Entonces Am es A-módulo semisimple
y bastará ver que Am contiene algún módulo simple.
Sea F la clase de submódulos no nulos N de Am tales que m /∈ N .
Si F = ∅, cada submódulo no nulo N de Am contiene a m, de modo
que N = Am. Aśı Am resulta simple y sigue la tesis.
Podemos suponer F 6= ∅ y considerar F ordenado parcialmente por
inclusión.
Del lema de Zorn hay en F un elemento maximal N .
Hagamos Am = N ⊕N ′, para cierto submódulo N ′ de Am.
Ahora N ′ debe ser simple, pues si N ′′ es submódulo no nulo de N ′
entonces m ∈ N ⊕N ′′ por ser N maximal.
Luego Am = N ⊕N ′′, y debe ser N ′′ = N ′.

7. [20] [102] [2] Para un A-módulo M son equivalentes:
(i) M es semisimple.
(ii) M es suma de una familia de submódulos simples de M .
(iii) M es suma directa de una familia de submódulos simples de M .
I ((i)⇒(ii)) Dado un A-módulo semisimple M sea SM la familia
de submódulos simples de M . Si

∑
SM ( M existe un submódulo

no nulo N de M de modo que M = N ⊕
∑

SM . Por (4.9.5), N es
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semisimple. Luego, por (4.9.6) N contiene algún submódulo simple,
lo cual no es posible porque N ∩

∑
SM = {0M}. Luego sigue (ii).

((ii) ⇒(iii)) Sea M =
∑

i∈I Si, con {Si}i∈I ⊆ SM . Hagamos

F = {J ∈ P(I) :
∑

i∈J Si = ⊕i∈JSi}.
Dado i ∈ I claramente {i} ∈ F y F 6= ∅. Ordenando parcialmente
F por inclusión, del lema de Zorn sigue enseguida que existe J0 ∈ F
maximal. Escribiendo N = ⊕i∈J0Si debe ser M = N . Precisamente,
dado i ∈ I debe ser Si∩N 6= (0M ), sino i /∈ J0 y J0∪{i} ∈ F, lo que
no es posible por el carácter maximal de F. Pero como Si es simple,
Si ∩ N = Si, de donde Si ⊆ N . Como i ∈ I es arbitrario sigue la
afirmación.
((iii)⇒(i)) SeaM = ⊕i∈ISi, con {Si}i∈I ⊆ SM y fijemos un submódu-
lo P de M . Veamos que P es complementable en M .
Pudiendo suponer P < M , sea π : M → M/P la proyección al co-
ciente y consideremos i ∈ I.
Si Si ⊆ P entonces π |Si≡ 0.
Si Si * P entonces π |Si es monomorfismo. En efecto, en este caso
debe ser Si ∩ P = (0M ) porque Si es simple. Tomando u ∈ Si − P ,
Ru = Si. Luego, si π(au) = 0M/P para a ∈ A, au ∈ P ∩ Si, o sea
au = 0M .
Ahora,

M/P = π(M) =
∑

i∈K π(Si),

con K = {i ∈ I : Si * P}. Por la implicación anterior hay un
subconjunto no vaćıo L de K tal que M/P = ⊕i∈Lπ(Si).
Si Q = ⊕i∈LSi, π |Q: Q→M/P es isomorfismo.
Sea f = ιQ,M ◦ (π |Q)−1 : M/P →M .
Aśı f ∈ H(M/P,M) y π ◦ f = IdM/P .
Considerando la sucesión exacta corta 0 → P ↪→ M → M/P → 0
inferimos que P es complementable.

4.10. Módulos proyectivos

1. Un módulo P es proyectivo si dados un morfismo f : P → Q′ y un
epimorfismo g : Q→ Q′ como en el diagrama

(4.10.1)

P
↓ f

Q
g−→ Q′ → 0

hay un morfismo h : P → Q tal que f = g ◦ h.
2. Todo módulo libre AL es proyectivo.

Precisamente, consideremos el diagrama de módulos y morfismos

L
↓ f

Q
g−→ Q′ → 0
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y sea {xi}i∈I una base libre de L. Para cada i ∈ I existe qi ∈ Q tal
que g(qi) = f(xi).
Por §4.6(3) hay un único morfismo h : L → Q tal que h(xi) = qi
para cada i ∈ I.
Dado x ∈ L sean n ∈ N, i1, ..., in ∈ I y ai1 , ..., ain ∈ A tales que
x =

∑n
j=1 aijxij . Por lo tanto

(g ◦ h)(x) =
n∑
j=1

aijg(h(xij ))

=
n∑
j=1

aijg(qij )

=
n∑
j=1

aijf(xij )

= f(x),

o sea f = g ◦ h y sigue la afirmación.
3. Una suma directa de módulos es proyectiva si y solo si cada sumando

es proyectivo.
4. Un A-módulo a izquierda P es proyectivo si y solo si es sumando

directo de algún A-módulo libre.
(⇒) Sea AP proyectivo. Por §4.6(6) hay un módulo libre AL, un
submódulo AN de L y un isomorfismo f : P → L/N .

Si g : L→ L/N es la proyección al cociente, h , f−1 ◦ g : L→ P es
epimorfismo. Tenemos el diagrama de módulos y morfismos

P
↓ IdP

L
h−→ P → 0.

Puesto que P es proyectivo hay un morfismo i : P → L tal que
h ◦ i = IdP . En particular, i es monomorfismo.
Dado ahora l ∈ L se tiene l−i(h(l)) ∈ ker(h), i.e. L = ker(h)+Im(i).
Si p ∈ P e i(p) ∈ ker(h), 0P = h(i(p)) = p, o sea L = ker(h)⊕ Im(i).
Como P ≈ Im(i) la condición es necesaria.
(⇐) Sea P sumando directo de un módulo libre AL y veamos que es
proyectivo. Para ello consideremos el diagrama de módulos y mor-
fismos (4.10.1). Tenemos el siguiente diagrama:

L
↓ π
P
↓ f

Q
g−→ Q′ → 0,

donde π es la proyección de L sobre P . Por §4.10(2) L es proyectivo,
por lo cual existe un morfismo h : L → Q tal que g ◦ h = f ◦ π.
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Si además ι : P → L es la inmersión natural de P en L, como
π ◦ ι = IdP , resulta f = g ◦ (h ◦ ι) y P deviene proyectivo.

5. Un módulo P es proyectivo si y solo si el functor Hom(P, ◦) es exacto.
6. Un R-módulo P es proyectivo si y solo si existen un conjunto no

vaćıo I, {pi}i∈I ⊆ P y {ϕi}i∈I ⊆ Hom(P,R) tales que si p ∈ P se
tiene p =

∑
i∈I ϕi(p)pi, donde además ϕi(p) 6= 0R para a lo sumo un

número finito de ı́ndices.
(⇒) Por §4.10(4) existen un R-módulo libre L y ψ : L→ P epimor-
fismo.
Por §4.17(34) existe θ : P → L tal que ψ ◦ θ = IdP .
Sean {li}i∈I una R-base libre de L y pi = ψ(li) para cada i ∈ I.
Dado p ∈ P hay únicos ϕi(p) ∈ R, nulos salvo un número finito de
ı́ndices, tales que θ(p) =

∑
i∈I ϕi(p)li.

Evidentemente {ϕi}i∈I ⊆ Hom(P,R) y

p = ψ(θ(p)) =
∑

i∈I ϕi(p)pi.

(⇐) En las condiciones de la afirmación sea L un R-módulo libre
con base R-libre {li}i∈I .
Por hipótesis hay un epimorfismo ζ : L → P , ζ(li) = pi si i ∈ I.
Además la aplicación η : P → L tal que η(p) =

∑
i∈I ϕi(p)li está

bien definida, es morfismo de R-módulos a izquierda e IdP = ζ◦η, i.e.
P resulta isomorfo a un sumando directo de L y deviene proyectivo.

4.11. Módulos inyectivos

1. Un módulo Q es inyectivo si dados un monomorfismo f : M → M ′

y un morfismo g : M → Q como en el diagrama

(4.11.1)
0→M

f−→M ′

g ↓
Q

existe un morfismo h : M ′ → Q tal que g = h ◦ f .
2. Todo producto directo de módulos es inyectivo si y solo si cada factor

es inyectivo. (V. §4.16.5).
3. [9] Dados un anillo unitario A y Q ∈ A-Mod, para que Q sea inyec-

tivo es condición necesaria y suficiente que dados un ideal I de A y
f ∈A Hom(I,Q) exista q ∈ Q tal que f(a) = aq si a ∈ I.
(⇒) Sean I ideal de A y f ∈A Hom(I,Q). Si ι : I ↪→ A es la inclu-
sión, por la inyectividad de A hay un morfismo g : A → Q tal que
f = g ◦ ι. Entonces f(a) = g(a) = ag(1) si a ∈ I.
(⇐) Consideremos el diagrama de módulos y morfismos (4.11.1). Sea
F la clase de pares (N,h), con f(M) ≤ N ≤M ′ y h ∈ Hom(N,Q) y
h ◦ f = g.
Puesto que f es monomorfismo evidentemente F 6= ∅.
Dados (N1, h1), (N2, h2) ∈ F hagamos (N1, h1) ≤ (N2, h2) si y solo
si N1 ⊆ N2 y h2 |N1= h1. Aśı F resulta parcialmente ordenado y del
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lema de Zorn sigue que existe (N0, h0) ∈ F maximal.
Suponiendo N0 (M ′ sea m′ ∈M ′ −N0.
El conjunto I = {a ∈ A : am′ ∈ N0} es ideal a izquierda de A.
Sea k : I → Q tal que k(a) = h0(am′).
Como k ∈A Hom(I,Q) existe q ∈ Q tal que h0(am′) = aq si a ∈ I.
Sea l : N0 + Am′ → Q, l(n0 + am′) = h0(n0) + aq si n0 ∈ N0 y
a ∈ A. Entonces l está bien definida: si n0 + am′ = 0M ′ entonces
a ∈ I. Luego

h0(n0) = h0(−am′) = −aq,
i.e. h0(n0) + aq = 0Q. Claramente l ∈A Hom(N0 + Am′, Q) y si
m ∈M vemos que

l(f(m)) = h0(f(m)) = g(m).

Aśı (N0 + Am′, l) ∈ F, pero N0 ( N0 + Am′ y se contradice la
maximalidad de (N0, h0). Luego N0 = M ′ y sigue la tesis.

4. Todo módulo AM se puede sumergir en algún módulo inyectivo.
(i) Sea Φ el conjunto de pares ordenados (I, f), con I ideal a izquier-
da de A y f ∈A Hom(I,M).

(ii) Hagamos F = M ⊕ A(Φ) y sea G el submódulo a izquierda de
F generado por elementos de la forma (f(a),−ae(I,f)), con a ∈ A,

(I, f) ∈ Φ y e(I,f) ∈ A(Φ) la caracteŕıstica de {(I, f)} sobre Φ.
(iii) SeanD(M) = F/G y ϕ : M → D(M) tal que ϕ(m) = [(m, 0A(Φ))]
si m ∈M .
(iv) Evidentemente ϕ ∈A Hom(M,D(M)).
(v) Sea m ∈ ker(ϕ). Existirán n ∈ N, (I1, f1), ..., (In, fn) ∈ Φ y
elementos a1, b1, ..., an, bn ∈ A tales que

(m, 0A(Φ)) =
∑n

j=1 aj(fj(bj),−bje(Ij ,fj)).

Luego m =
∑n

j=1 fj(ajbj) y
∑n

j=1 ajbje(Ij ,fj) = 0A(Φ) , de modo que
m = 0M y ϕ es monomorfismo.
(vi) Fijemos (I, f) ∈ Φ y a ∈ I. Entonces

ϕ(f(a)) = [(f(a), 0A(Φ))]

= [−(f(a),−ae(I,f))] + [(f(a), 0A(Φ))]

= [(0M , ae(I,f))]

= a[(0M , e(I,f))].

O sea, dados un ideal I de A y f ∈A Hom(I,M) existe ξ ∈ D(M)
tal que ϕ(f(a)) = aξ.
(vii) Sea Ω el menor ordinal4 infinito cuyo cardinal es mayor que el

4Un conjunto bien ordenado es un conjunto munido de una relación de orden tal que
cada parte no vaćıa de él tiene elemento mı́nimo. Los ordinales son conjuntos que permiten
clasificar los conjuntos bien ordenados. Precisamente, un conjunto α es un ordinal si
(1) α es transitivo, o sea cada uno de sus elementos es a la vez subconjunto de α. O bien,
si a ∈ α y b ∈ a entonces b ∈ α. Por ejemplo {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, es transitivo.
(2) La relación de pertenencia verifica la condición de tricotomı́a en α. O sea, si a, b ∈ α
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del anillo A.
(viii) Definiremos Qα(M) para α ≤ Ω por inducción transfinita 5.
(ix) Sea Q1(M) = D(M). Haremos también Qα+1 = D(Qα). Si λ es
ordinal ĺımite sea Qλ = ∪α<λQα.
(x) Veamos que QΩ es A-módulo inyectivo.
Sean I ideal de A y f ∈A Hom(I,QΩ). Como | A |<| Ω | existe
α < Ω tal que f(I) ⊆ Qα.
Por (vi) sea ξ ∈ D(Qα) tal que ϕα(f(a)) = aξ si a ∈ A, donde
indicamos ϕα : Qα ↪→ D(Qα).
Pero D(Qα) = Qα+1 ⊆ QΩ y de §4.11(3) sigue la tesis.

5. Un módulo Q es inyectivo si y solo si el functor Hom(◦, Q) es exacto.

4.12. Módulos noetherianos y artinianos

1. Sea C = {Ci}i∈I una familia de subconjuntos de un conjunto C.
Decimos que C satisface una condición de cadena ascendente (resp.
condición de cadena descendente) si no existe una sucesión infinita
Ci1 ( Ci2 ( ... (resp. no existe una sucesión infinita Ci1 ) Ci2 ) ...).

2. Fijados un anillo A y un A-móduloM , decimos queM es noetheriano
(resp. artiniano) si su familia de submódulos satisface la condición
de cadena ascendente (resp. descendente).

3. AM es noetheriano si y solo si cada submódulo de M es finitamente
generado.

4. AM es noetheriano y artiniano si y solo si M tiene una serie de
composición finita, i.e. existe n ∈ N y submódulos

M0 = M > M1 > M2 > ... > Mn = (0M )

tal que Mi/Mi+1 es simple si 0 ≤ i < n.
5. Sea N ≤ M . Entonces M es noetheriano (resp. artiniano) si N y
M/N son noetherianos (resp. artinianos).

6. Si AM es noetheriano, cada submódulo y cada factor deM es noethe-
riano.

7. Sea N ≤ M . Entonces M es noetheriano (resp. artiniano) si N y
M/N son noetherianos (resp. artinianos).

8. La suma directa finita de módulos noetherianos es noetheriana.
9. Sea A un anillo noetheriano. Entonces todo A-módulo finitamente

generado en noetheriano.
10. Sean A,B anillos, ϕ : A → B epimorfismo. Si A es noetheriano

entonces B es noetheriano.

entonces a ∈ b, b ∈ a o a = b.
Si α es un ordinal también lo es α′ = α ∪ {α}, el ordinal siguiente de α . Se dice también
que α es el sucesor de α′ y se escribe α′ = α + 1. Un ordinal ĺımite es todo ordinal no
nulo que no es siguiente de ningún otro.
Si α, β son ordinales hacemos α ≤ β si y solo si α ∈ β.

5Una cláusula g(α) se establece por inducción transfinita si (a) g(1) es cierta. (b)
g(α′) es cierta si g(α) es cierta. (c) g(λ) es cierta si g(α) es cierta toda vez que α < λ.



4.13. MÓDULOS PLAYOS 181

4.13. Módulos playos

1. Un R-módulo a derecha (resp. a izquierda) Q se dice playo si el
functor Q⊗R (resp. ⊗RQ) es exacto [141].

2. Dada la sucesión exacta M
f−→ N

g−→ P → 0 de R-módulos y morfis-
mos a derecha y un R-módulo a izquierda Q se tiene

M ⊗R Q
f⊗IdQ−−−−→ N ⊗R Q

g⊗IdQ−−−−→ P ⊗R Q→ 0,

i.e. el functor ⊗RQ es exacto a derecha.
Claramente g ⊗ IdQ es epimorfismo e

(4.13.1) Im(f ⊗ IdQ) ⊆ ker(g ⊗ IdQ)

Consideremos ν : N ⊗R Q→
N ⊗R Q

Im(f ⊗ IdQ)
la proyección al cociente

y sea Φ :
N ⊗R Q

Im(f ⊗ IdQ)
→ P ⊗R Q tal que Φ(x) = (g ⊗ IdQ)(u) si

x = ν(u). Si fuera además x = ν(u′), u − u′ ∈ ker(g ⊗ IdQ) por
(4.13.1). Aśı Φ está bien definido y g ⊗ IdQ = Φ ◦ ν.

Notemos que Φ es isomorfismo: sea b : P ×Q→ N ⊗R Q
Im(f ⊗ IdQ)

tal que

b(p, q) = ν(n⊗ q) si g(n) = p. Si además fuere g(n′) = p tendremos
n−n′ ∈ ker(g). Como ker(g) = Im(f) será n−n′ = f(m) para algún
m ∈M . Luego

n⊗ q − n′ ⊗ q = f(m)⊗ q = (f ⊗ IdQ)(m⊗ q),

y b está bien definida. Es fácil ver que b es R-admisible, de modo

que existe b∗ : P ⊗R Q →
N ⊗R Q

Im(f ⊗ IdQ)
morfismo de grupos tal que

b∗(p ⊗ q) = b(p, q) en cada tensor básico. Es fácil verificar también
que b∗ = Φ−1.
Finalmente, ker(g ⊗ IdQ) = ker(ν) = Im(f ⊗ IdQ).

3. Análogamente Q⊗R es exacto a izquierda para cada R-módulo a
derecha Q.

4. En definitiva, un R-módulo a derecha (resp. a izquierda) Q es playo
si el functor Q⊗R (resp. ⊗RQ) es exacto a derecha (resp. a izquier-
da) o, equivalentemente, si dado un monomorfismo de R-módulos a
izquierda (resp. a derecha) f entonces IdQ ⊗ f (resp. f ⊗ IdQ) es
monomorfismo.

5. Sea {Qj}i∈J familia de R-módulos a derecha. Entonces Q , ⊕j∈JQj
es playo si y solo cada Qj es playo.

Consideremos 0→R M
f−→R N . Hay morfismos únicos de grupo θ, η
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de modo que el diagrama

(⊕j∈JQj)⊗RM
α=IdQ⊗f−−−−−−→ (⊕j∈JQj)⊗R N

θ ↓ ↓ η

⊕j∈J(Qj ⊗RM)
β=⊕j∈J (IdQj )⊗f
−−−−−−−−−−−→ ⊕j∈J(Qj ⊗R N)

conmuta, θ(q ⊗ m) = {qj ⊗ m}j∈J y η(q ⊗ n) = {qj ⊗ n}j∈J en
tensores básicos.
Sea (IdQ ⊗ f)(u) = 0, con u =

∑
k{qj,k}j∈J ⊗mk en Q⊗RM .

Tenemos

β[
∑
k

θ({qj,k}j∈J ⊗mk)] =
∑
k

β[{qj,k ⊗mk}j∈J ]

=
∑
k

{qj,k ⊗ f(mk)}j∈J

= 0⊕j∈J (Qj⊗RN).

Para cada j ∈ J obtenemos∑
k

qj,k ⊗ f(mk) = (IdQj ⊗ f)(
∑
k

qj,k ⊗mk)

= 0Qj⊗RN .

Si cada Qj es playo será
∑

k qj,k ⊗mk = 0Qj⊗RM . Luego

u =
∑
k

{qj,k}j∈J ⊗mk

=
∑
k

∑
j∈J

ιj(qj,k)⊗mk

=
∑
j∈J

(ιj ⊗ IdM )(
∑
k

qj,k ⊗mk)

= 0Q⊗RM ,

o sea Q es módulo playo.
Rećıprocamente, fijemos j ∈ J y sea uj ∈ Qj ⊗RM tal que

(IdQj ⊗ f)(uj) = 0Qj⊗RN .

Notar que

(ιj ⊗ IdN ) ◦ (IdQj ⊗ f) = (IdQ ⊗ f) ◦ (ιj ⊗ IdM ).

Si Q es playo será (ιj ⊗ IdM )(uj) = 0Q⊗RM , de donde

0Qj⊗RM = (πj ⊗ IdM )[(ιj ⊗ IdM )(uj)] = uj ,

i.e. Qj es playo.
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4.14. Representaciones y radical de Jacobson

1. En esta sección A indicará un anillo.
2. Llamamos representación del anillo A en el grupo abeliano M a todo

homomorfismo de anillos ρ : A→ End(M).
3. Como señalamos en 4.2.7(v) cada representación ρ : A → End(M)

induce una estructura de A-módulo a izquierda sobre M y rećıpro-
camente.

4. Una tal representación se dice: fiel si es inyectiva, y trivial si es
idénticamente nula.

5. Un submódulo S de M se dice ρ-invariante si ρ(A)(S) ⊆ S.
6. Una representación no trivial se dice irreducible si sus únicos subes-

pacios invariantes son triviales.
7. Sea L ideal a izquierda de A. Entonces A/L es A-módulo a izquierda

y queda inducida una aplicación ρL : A → L(A/L) de modo que

ρL(a)(b+L) , ab+L. Entonces ρL está bien definida y si a1, a2, b ∈ A
tenemos

ρL(a1a2)(b+ L) = (a1a2)b+ L

= a1(a2b) + L

= ρL(a1)(a2b+ L)

= (ρL(a1) ◦ ρL(a2))(b+ L).

Se dice que ρL es la representación regular a izquierda de A en A/L.
En particular,

ker(ρL) = {a ∈ A : aA ⊆ L} , (L : A),(4.14.1)

y diremos que (L : A) es el cociente de L en A. Notar que se trata
de un ideal bilátero de A.

8. Sean dados un ideal a izquierda (resp. a derecha) L (resp. R) de
A y u ∈ A. Decimos que u es unidad modular a derecha (resp. a
izquierda) de L (R) si A(1− u) ⊆ L (resp. (1− u)A ⊆ R). Decimos
también que un tal ideal L (resp. R) es ideal modular a izquierda
(resp. a derecha) si posee alguna unidad modular a derecha (resp. a
izquierda).

9. Un ideal bilátero P de A se dirá primitivo si P = (L : A) para cierto
ideal modular maximal a izquierda L de A.

10. Un ideal es primitivo si y solo si es el núcleo de alguna representación
irreducible.
(⇒) Sea P = (L : A) ideal primitivo, con L ideal modular maximal
a izquierda de A. Sabemos que P = ker(ρL) y basta ver que ρL es
representación irreducible.
Para ello, sea u ∈ A unidad modular a derecha de L. Puesto que
A(1 − u) ⊆ L, L es propio por ser ideal maximal y L es ideal a
izquierda, u /∈ L. Luego u−u2 ∈ L y, necesariamente, u2 /∈ L. O sea
ρL(u)(u+ L) 6= 0A/L y ρL es no nula.
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Sea E un A-submódulo a izquierda invariante no nulo de A/L e indi-
quemos pL : A→ A/L a la proyección al cociente. Entonces p−1

L (E)

es ideal a izquierda de A y L ( p−1
L (E). Aśı p−1

L (E) deviene ideal
modular a izquierda de A, y como L es ideal modular a izquierda
maximal, p−1

L (E) = A. Luego E = A/L.
(⇐) Sea ρ : A → L(M) una representación irreducible de A. Como
es no nula existen a ∈ A y m ∈ M tales que am 6= 0M . Por la
irreducibilidad de la representación, Am = M . Además si b ∈ A

b ∈ ker(ρ)⇔ bM = (0M )

⇔ b(Am) = (0M )

⇔ bA ⊆ ker(m),

con ker(m) , {c ∈ A : cm = 0M}. Claramente ker(m) es ideal a
izquierda de A y resulta ker(ρ) = (ker(m) : A). Como Am = M
existe d ∈ A tal que dm = m. Luego

(e− ed)m = em− e(dm) = em− em = 0M

para cada e ∈ A, i.e. A(1 − d) ⊆ ker(m) y ker(m) es ideal modular
a izquierda de A.
Sea ahora L ideal a izquierda de A tal que ker(m) ( L. Conside-
rando a1 ∈ L − ker(m) entonces a1m 6= 0M . Por la irreducibilidad
A(a1m) = (0M ) o A(a1m) = M . Si A(a1m) = (0M ) sea

N = {m′ ∈M : Am′ = (0M )}.
Notar que N es A-submódulo de M a izquierda y a1m ∈ N , o sea
N 6= (0M ). Debe ser N = M y AM = AN = (0M ), lo que contradice
que ρ es no nula. En consecuencia, A(a1m) = M . Dado ahora a2 ∈ A
existe a3 ∈ A tal que a3(a1m) = a2m, i.e. a2−a3a1 ∈ ker(m), y como
L ⊇ ker(m), a1 ∈ L y L es ideal a izquierda de A entonces a2 ∈ L,
o sea L = A.

11. Del razonamiento anterior sigue que si M es un A-módulo irreducible
y m ∈ M − (0M ) entonces Am = M , ker(m) es ideal modular a
izquierda maximal de A y Am ≈ A/ ker(m).

12. Sea P ideal primitivo de A. Sabemos que hay un A-módulo irre-
ducible M tal que P = {a ∈ A : aM = (0M )}. Si P0 denota la
intersección de la clase de ideales modulares maximales que contie-
nen a P tenemos

P = ∩m∈M−(0M ) ker(m) ⊇ P0 ⊇ P,
o sea P = P0.

13. [88] El radical de Jacobson de A, J(A), es la intersección de los
núcleos de todas las representaciones irreducibles de A. Decimos
que el anillo A es semisimple (resp. radical) si J(A) = {0A} (resp.
si A no posee representaciones irreducibles, en cuyo caso escribimos
J(A) = A).
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14. Se tiene

J(A) = ∩{P : P es ideal primitivo de A}(4.14.2)

= ∩{L : L es ideal modular a izquierda maximal de A}.(4.14.3)

En efecto, (4.14.2) sigue de §4.14.(10).
Si J0(A) denota la intersección de ideales modulares maximales a
izquierda de A es claro que J(A) ⊇ J0(A). Además, dado a /∈ J0(A)
sea L ideal modular maximal a izquierda de A tal que a /∈ L. Si
u ∈ A es unidad modular a derecha de L entonces a−au ∈ L. Como
a = au + (a − au) debe ser au /∈ L, o sea ρL(a)(u + L) 6= 0A/L y
a /∈ ker(ρL). Entonces a /∈ J(A) y sigue (4.14.3).

15. A/J(A) es semisimple.

En efecto, sea v ∈ J(
A

J(A)
) y veamos que v = 0A/J(A). Para ello,

fijemos ρ : A → L(X) una representación irreducible. Definimos

ρ′ :
A

J(A)
→ L(X) tal que ρ′(a + J(A))(x) , ρ(a)(x) si a ∈ A y

x ∈ X. En particular, si a ∈ J(A) resulta ρ(a) = 0L(X) y ρ′(a+J(A))

no depende del representante que se considere. Es fácil ver que ρ′

es homomorfismo de anillos. Más aún, es no nulo porque ρ es no

nulo. Además, si Y fuere subgrupo de X tal que ρ′(
A

J(A)
)(Y ) ⊆ Y

será ρ(A)(Y ) ⊆ Y . Por lo tanto Y habrá de ser trivial y ρ′ deviene

representación irreducible de
A

J(A)
en X.

Si escribimos v = a0 + J(A) para cierto a0 ∈ A dado x ∈ X resulta

0X = ρ′(v)(x) = ρ(a0)(x),

o sea ρ(a0) = 0L(X). Como ρ es arbitraria, a0 ∈ J(A) y v = 0A/J(A).

16. Sea P ideal primitivo de A y sean L1, L2 ideales a izquierda de A
tales que L1L2 ⊆ P . Entonces L1 ⊆ P o L2 ⊆ P .

17. Sea J ideal a izquierda de A. Si cada elemento de J es cuasi-inversible
a izquierda entonces J ⊆ QI(A). Por lo tanto J(A) ⊆ QI(A).

18. J(A) = {a ∈ A : Aa ⊆ QI(A)}.
Sabemos que J(A) es ideal a izquierda, de modo que

AJ(A) ⊆ J(A) ⊆ QI(A).

Sea ahora a /∈ J(A), i.e. hay algún A-módulo irreducible X tal que
aX 6= (0X). Dado x ∈ X tal que ax 6= 0X , como A(ax) = X, existe
b ∈ A tal que b(ax) = x. Entonces A(1− ba) ⊆ ker(x). Como ker(x)
es ideal a izquierda modular maximal de A y ba es unidad modular
a derecha del mismo, ba /∈ ker(x). Si fuere ba ∈ QI(A) sea c ∈ A tal
que c ◦ (ba) = 0A. O sea c + ba − cba = 0A, o ba = −c + cba. Pero
entonces c ∈ A(1− ba), lo que contradice que x /∈ ker(x).

19. Por §4.1.12 y §4.14.18, J(A){a ∈ A : aA ⊆ QI(A)}.
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4.15. Teoremas de Wedderburn, Schur y Jacobson

1. Un anillo R se dice semisimple a izquierda o derecha si es semisimple
a izquierda o derecha en cuanto módulo sobre si mismo.

2. Sea R un anillo. Son equivalentes
(i) R es semisimple.
(ii) Cada R-módulo es semisimple.
(iii) Cada sucesión exacta corta de R-módulos es escindida.
En efecto, ((i)⇒(ii)): Por (4.6.6), dado un R-módulo M existe algún

conjunto no vaćıo I tal que M ≈ R(I)/S para cierto R-submódulo

S de R(I). Pero R(I) es claramente semisimple. Luego S es sumando
directo de R(I), digamos R(I) = S ⊕ T para cierto R-submódulo T .
En consecuencia M ≈ T y por (4.9.5) T es semisimple.
Ahora ((ii)⇒(iii)): basta notar que si π : M → N es epimorfismo de
R-módulos, puesto que M es semisimple ker(π) es complementable
en M y por lo tanto π es una retracción.
Finalmente ((iii)⇒(i)): Cada R-submódulo U de R será sumando
directo de R porque la sucesión exacta corta

0→ U ↪→ R
q−→ R/U → 0

es escindida, donde q es la proyección al cociente.
3. Sea R-anillo semisimple, digamos R ≈ ⊕i∈IMi para cierta familia de
R-módulos simples {Mi}i∈I . Si R es unitario I resulta finito, o sea
R tiene longitud finita. Además, dados cualquier R-módulo simple
M y x ∈M no nulo tendremos

⊕i∈IMi ≈ R
fx−→M → 0

con fx(r) = rx o fx(r) = xr según sea M un R-módulo a izquierda
o derecha respectivamente. En ambos casos fx resulta epimorfismo.
Luego fx será una retracción y M ≈Mi para un único i ∈ I. O sea,
habrá un número finito de R-módulos simples no isomorfos.

4. Sea M un R-módulo semisimple de longitud finita, digamos

M ≈ ⊕ni=1M
νi
i ,

donde n, ν1, ..., νn ∈ N y M1, ...,Mn son R-módulos simples no iso-
morfos. Hay un isomorfismo de grupos abelianos

(4.15.1) EndR(M) ≈
n∏
i=1

Mνi(EndR(Mi)).

Para ello observar lo siguiente:
(a) Sean ιj : M

νj
j ↪→ ⊕ni=1M

νi
i y πj : ⊕ni=1M

νi
i → M

νj
j las inmersio-

nes y proyecciones naturales, 1 ≤ j ≤ n. Definimos

F : EndR(⊕ni=1M
νi
i )→

n∏
i=1

EndR(Mνi
i ),

F (f) = (π1 ◦ f ◦ ι1, ..., πn ◦ f ◦ ιn).
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Evidentemente F es aditiva.
(b) Fijado f escribimos

f(ξ1, ..., ξn) =

n∑
i=1

f(ιi(ξi))

=
n∑
i=1

(π1(f(ιi(ξi))), ..., πn(f(ιi(ξi)))).

(c) Supongamos (πj ◦ f ◦ ιi)(ξi) 6= 0
M
νj
j

para ciertos 1 ≤ i, j ≤ n,

i 6= j. Haciendo ξi = (m1
i , ...,m

νi
i ) será (πj ◦ f ◦ ιi)(χl,i(ml

i)) 6= 0
M
νj
j

para algún l ∈ {1, ..., νi}, con χl,i la inmersión canónica de Mi en
Mνi
i en el l-ésimo lugar. Además existirá k ∈ {1, ..., νj} tal que

pj,k((πj ◦ f ◦ ιi)(χl,i(ml
i))) 6= 0Mj ,

donde pj,k : M
νj
j → Mj es la proyección a la k-ésima coordenada.

Conclúımos entonces que EndR(Mi,Mj) 6= (0).
(d) Pero si g ∈ EndR(Mi,Mj) es no nulo, g debe ser suryectivo
porque Mj es R-módulo simple e Im(g) es R-submódulo no nulo de
Mj . Asimismo, g debe ser inyectivo, porque ker(g) es R-submódulo
de Mi, que es simple. Por ello, si ker(g) no fuera trivial debeŕıa ser
ker(g) = Mi, lo que contradice que g es no nulo. En definitiva, seŕıa
Mi ≈Mj , lo que no es cierto pues i 6= j.6

(e) Con la notación anterior tenemos

f(ξ1, ..., ξn) = (F1(f)(ξ1), ..., Fn(f)(ξn)),

de donde sigue que F es inyectiva.
(f) Dado g ∈

∏n
i=1 EndR(Mνi

i ) sea f = g1⊕...⊕gn. Tenemos entonces
f ∈ EndR(⊕ni=1M

νi
i ) y si 1 ≤ i ≤ n y ξ ∈Mνi

i resulta

Fi(f)(ξi) = (πi ◦ f ◦ ιi)(ξi)
= πi(0, ..., 0, gi(ξi), 0, ..., 0))

= gi(ξi),

o bien Fi(f) = gi. Aśı F (f) = g y F es isomorfismo.
(g) Fijado i ∈ {1, ..., n} sea

Gi : EndR(Mνi
i )→ Mνi(EndR(Mi)),

Gi(h) = (ht,s)1≤t,s≤νi ,

donde ht,s = pit◦h◦χis, χis : Mi ↪→Mνi
i y pit : Mνi

i →Mi la inmersión
canónica en el s-ésimo lugar y la proyección canónica a la t-ésima

6Este es básicamente el alcance del siguiente teorema de I. Schur [137]: Dados R-anillo
y un R-módulo simple M a izquierda REnd(M) es anillo de división.
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coordenada para cada s, t. Claramente Gi es morfismo de grupos
abelianos. Para mi ∈Mνi

i se tiene

h(mi) = h(mi
1, ...,m

i
νi)

=

νi∑
s=1

(h ◦ χis)(mi
s)

=

νi∑
s=1

(h1,s(m
i
s), ..., hνi,s(m

i
s)),

y sigue enseguida que Gi es inyectiva.
Finalmente, si k ∈ Mνi(EndR(Mi)) la aplicación

h : Mνi
i →Mνi

i ,

h(mi) =

νi∑
s=1

(k1,s(m
i
s), ..., kνi,s(m

i
s))

es endomorfismo de R-módulos y Gi(h) = k, o sea Gi resulta biyec-
tiva y

(4.15.2) EndR(Mνi
i ) ≈ Mνi(EndR(Mi)),

(h) Puesto que F es isomorfismo de (4.15.2) obtenemos (4.15.1).
(i) Sea θ :R End(R) → Rop tal que θ(f) = f(1) para cada f . Evi-
dentemente θ es aditiva y dados f, g es

θ(f ◦ g) = f(g(1)) = f(g(1)1) = g(1)f(1) = f(1) ◦op g(1).

Luego θ es morfismo de anillos. Más aún, es fácil ver que se trata de
un isomorfismo de anillos.
(j) Si n ∈ N sea τ : Mn(Rop)→ Mn(R)op la aplicación traspuesta. Si
a, b ∈ Mn(Rop) y 1 ≤ i, j ≤ n tenemos

τ(ab)i,j = (ab)j,i

=

n∑
k=1

aj,k ◦op bk,i

=

n∑
k=1

bk,iaj,k

=

n∑
k=1

τ(b)i,kτ(a)k,j

= (τ(b)τ(a))i,j

= (τ(a) ◦op τ(b))i,j .

Luego τ es homomorfismo de anillos, más aún, un isomorfismo de
anillos.
(k) Todo anillo unitario semisimple R tiene longitud finita. Sabemos
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que ex́ısten n ∈ N, ν1, ..., νn ∈ N y anillos de división D1, ..., Dn tales
que

Rop ≈R End(R) ≈
∏n
i=1 Mνi(Di).

En consecuencia

R ≈ (Rop)op ≈
∏n
i=1 Mνi(Di)

op ≈
∏n
i=1 Mνi(D

op
i ).

(l) Queda establecido el siguiente teorema de Wedderburn [148]:
Todo anillo semisimple unitario es isomorfo a un producto directo
finito de anillos de matrices sobre anillos de división.

5. Vamos a necesitar, y además tiene interés propio, del llamado teo-
rema de densidad de Jacobson: [89] Sean R anillo, M un R-módu-
lo a izquierda simple, n ∈ N, {x1, ..., xn} subconjunto REnd(M)-
linealmente independiente de M . Dados y1, ..., yn ∈ M existe r ∈ R
tal que rxi = yi si i = 1, ..., n.
(a) Se hará inducción de n. Si n = 1 es resultado es inmediato. Su-
pongamos n > 1 y el resultado cierto para valores menores a n.
(b) Veremos que existen r′1, ..., r

′
n ∈ R tales que r′ixi 6= 0M cuando

i = 1, ..., n y r′ixj = 0M si i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n.
Entonces, por el caso n = 1, existirán r1, ..., rn ∈ R tales que
rir
′
ixi = yi si 1 ≤ i ≤ n. Haciendo r = r1r

′
1 + ... + rnr

′
n tendre-

mos que rxi = yi en cada caso y será válido el paso inductivo.
(c) Si (b) no fuere cierto, si r′′ ∈ R verifica r′′x1 = ... = r′′xn−1 = 0M
entonces r′′xn = 0M .
Definimos f : Mn−1 → M , a saber: dado m ∈ Mn−1, por hipóte-
sis inductiva sea r′′′ ∈ R tal que r′′′ ∈ R tal que r′′′xi = mi si
1 ≤ i ≤ n− 1. Hacemos entonces f(m) = r′′′xn.
Vemos que f está bien definida, porque si además r′′′1 xi = xi si
1 ≤ i ≤ n entonces (r′′′ − r′′′1 )xi = 0M si 1 ≤ i ≤ n. Por ello,
(r′′′ − r′′′1 )xn = 0M , o sea r′′′xn = r′′′1 xn.
Por otra parte, f(rm + m′) = rf(m) + f(m′) si m,m′ ∈ Mn−1 y

r ∈ R. En efecto, sean r, r ∈ R tales que rxi = mi y rxi = m′i si

1 ≤ i ≤ n− 1. Entonces (rr + r)xi = rmi +m′i si 1 ≤ i ≤ n− 1 y

f(rm+m′) = (rr + r)xn = rf(m) + f(m′).

Sea ahora fi = f ◦ ιi, con ιi la inmersión natural de M en Mn−1,
1 ≤ i ≤ n − 1. Dado m ∈ Mn−1 tenemos f(m) =

∑n−1
i=1 fi(mi). En

particular,

xn = 1xn = f(x1, ..., xn−1) = f1(x1) + ...+ fn(xn−1),

lo cual contradice que {x1, ..., xn} es EndR(M)-linealmente indepen-
diente.

6. El teorema de Wedderburn es válido para cada álgebra compleja fi-
nito dimensional semisimple A en el sentido de (4.14.13).
(a) Como A es semisimple la intersección de la clase de ideales pri-
mitivos de A es trivial.
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Sean P1, P2, ... ideales primitivos de A, digamos Pi = ker(ρi) para
representaciones irreducibles ρi’s de A. Supongamos

P1 ) P1 ∩ P2 ) ...

y sea ai ∈ P1 ∩ ... ∩ Pi − Pi+1 si i = 1, 2, ... Pero {a1, a2, ...} es li-
nealmente independiente: supongamos z1a1 + ... + znan = 0A para
ciertos n ∈ N y z1, ..., zn ∈ C. Como ρ2(a2) = ... = ρ2(an) = 0 re-
sulta z1ρ2(a1) = 0 y como ρ2(a1) 6= 0 entonces z1 = 0. Razonando
inductivamente sigue la afirmación.
(b) Puesto que A es finito dimensional existen n ∈ N e ideales pri-
mitivos P1, ..., Pn tales que

P1 ) P1 ∩ P2 ) ... ) P1 ∩ ... ∩ Pn = (0A).

Dicho valor n no solo existe sinó puede elegirse máximo, se trata de
la dimensión de Krull de A [100] .
(c) Con la notación anterior, sean ρj : A→ End(Xj), 1 ≤ j ≤ n.
(d) Como cada ρj es representación irreducible de A y A es finito
dimensional, cada Xj deviene finito dimensional, digamos de dimen-
sión dj .
(e) En cada caso, por el teorema de densidad de Jacobson

A/Pj ≈ ρj(A) = End(Xj) ≈ Mdj (C).

(f) Pero Mdj (C) es anillo simple, por lo que cada Pj será ideal mo-
dular maximal.
(g) Hay un isomorfismo

ρ : A→ ⊕nj=1End(Xj),

ρ(a) = ⊕nj=1ρj(a).

Evidentemente ρ es monomorfismo. Veamos que además es epimor-
fismo.
Para ello, sea Ij = ∩i∈{1,...,n}−{j}Pi, 1 ≤ j ≤ n. Fijado j, si Ij ⊆ Pj
entonces

∏
i∈{1,...,n}−{j} Pi ⊆ Pj . Pero Pj es ideal primo7 , de modo

que existe i ∈ {1, ..., n}−{j} tal que Pi ⊆ Pj . Por (f) deberá ser en-
tonces Pi = Pj , lo cual no es cierto. Luego Ij * Pj , i.e. IjXj 6= (0Xj ).
Más aún, sea Y un Ij-submódulo a izquierda de Xj no nulo. Como
A = Ij + Pj sigue que Y es A-submódulo no nulo de Xj y, por
irreducibilidad, Y = Xj . Por lo tanto Xj deviene Ij-módulo sim-
ple de dimensión finita y por el teorema de densidad de Jacobson
ρj(Ij) = End(Xj).
Sean (T1, ..., Tn) ∈ End(X1)× ...× End(Xn), sean aj ∈ Ij tales que
Tj = ρj(aj) si j = 1, ..., n y a = a1 + ...+ an. Por construcción,

7Un ideal bilátero propio P de A se dice ideal primo si dados ideales biáteros I, J de
A tales que IJ ⊆ P será entonces I ⊆ P o J ⊆ P .
Notar que todo ideal primitivo es primo. En efecto, sean P -ideal primitivo y X un A-
módulo irreducible a izquierda tal que PX = (0X). En particular, sabemos que P es ideal
bilátero propio. Sean I, J ideales biláteros de A tales que IJ ⊆ P . Si J * P entonces

JX 6= (0X). En consecuencia AJX = X e IX ⊆ IJX = (0X), o sea I ⊆ P .
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ρj(a) = ρj(aj) +
∑

i∈{1,...,n}−{j} ρj(ai) = Tj , 1 ≤ j ≤ n.

4.16. Ejemplos

4.16.1. Sobre anillos.

1. Sean A-anillo unitario y a ∈ A inversible a izquierda mas no divisor
de cero a derecha. Veamos que a es inversible.
En efecto, por las hipótesis la aplicación Ra : A→ A, Ra(x) = xa si
x ∈ A es biyectiva.
Dado y ∈ A tal que ya = 1 existe y′ ∈ A único tal que ay = Ra(y

′).
Tenemos

Ra(1) = 1a = a = a1 = aya = y′a2 = Ra(y
′a),

i.e. y′a = 1, de donde ay = 1 y a resulta inversible.
2. Dado p ∈ N primo, todo anillo unitario R de orden p2 es abeliano.

Precisamente, sea f : Z → R tal que f(m) = m1R si m ∈ Z.
Entonces f es homomorfismo de grupos abelianos y Im(f) tendrá
orden p o p2.
Si | Im(f) |= p2, R ≈ Zp2 y R resulta abeliano.
Suponiendo | Im(f) |= p entonces R deviene Zp álgebra. Para ello,
sea xp · r′ = f(x)r′ para x ∈ Z y r′ ∈ R.
Si xp = yp existe c ∈ Z tal que x = y + cp. Luego f(x)r′ = f(y)r′

porque pf(c)r′ = 0Rr
′ = 0R.

O sea xp · r′ = xr′ si x ∈ Z y r′ ∈ R, y claramente ahora R es
Zp-álgebra.
Dado r ∈ R− Z1R, {1R, r} es Zp-linealmente independiente.
Debe ser entonces R = Zp · 1R ⊕ Zp · r, de donde sigue que R es
abeliano.

4.16.2. Anillos Zp∞ y Z[x, y]/〈xy〉.
1. Fijado p ∈ N primo sea

Z(p) = {a/b ∈ Q : a ∈ Z, b ∈ N y p - b}.
Evidentemente Z(p) es un anillo y U(Z(p)) = Z(p) − pZ(p).
Por otra parte, pZ(p) es ideal maximal de Z(p).
En efecto, claramente pZ(p) es subconjunto propio de Z(p).
Sea J ideal de Z(p) tal que pZ(p) ( J .
Si r ∈ J − pZ(p), r resulta inversible y resulta 1 ∈ J , i.e. J = Z(p).
Observemos que pZ(p) es el único ideal maximal de Z(p), porque si

hubiere otro ideal maximal K y K * pZ(p) entonces K contendrá
alguna unidad, y por lo tanto K = Z(p) lo que no es posible.
Decimos que Z(p) es anillo local , pues tiene un único ideal maximal.

2. (i) Se tiene R ≈ Z[x, y]/〈xy〉, donde

R = {(p, q) ∈ Z[x]× Z[y] : p(0) = q(0)}.
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Dado r ∈ Z[x, y] podemos escribir

r = r(x, y) =
∞∑
n=0

n∑
i=0

ri,n−ix
iyn−i

= −r0,0 + r(x, 0) + r(0, y) + xy
∞∑
n=2

n−1∑
i=1

ri,n−ix
i−1yn−i−1,(4.16.1)

con ri,j∈Z nulos salvo un número finito de ı́ndices.
Si π : Z[x, y]→ Z[x, y]/〈xy〉 es la proyección al cociente será

π(r) = π(r0,0 +
∞∑
n=1

(rn,0x
n + r0,ny

n))

= π(−r0,0 + r(x, 0) + r(0, y)).

Definimos

f :
Z[x, y]

〈xy〉
→ Z[x]× Z[y],

f(ξ) = (r(x, 0), r(0, y)) si ξ = π(r).

Si además ξ = π(s) existirá t ∈ Z[x, y] tal que

−r0,0 + r(x, 0) + r(0, y) = −s0,0 + s(x, 0) + s(0, y) + xyt(x, y).

Haciendo x = 0 e y = 0 vemos que r(0, y) = s(0, y) y r(x, 0) = s(x, 0)
respectivamente, de modo que f está bien definida.
Claramente f es un morfismo de Z-módulos.
Además f es inyectivo, pues si f(ξ) = (0, 0) y ξ = π(r), resulta

r(x, 0) = r(0, y) = 0 y r0,0 = r(x, 0) |x=0= 0.

Por (4.16.1) inferimos que r ∈ 〈xy〉, o sea ξ = 0.
Evidentemente Im(f) ⊆ R.
Dado ahora (p, q) ∈ R, hagamos η = π(−p(0) + p(x) + q(y)) en
Z[x, y]/〈xy〉. Entonces f(π(ξ)) = (p, q) y sigue la afirmación.
(ii) R no es anillo simple. Por ejemplo R(0, y) o R(x, 0) son ideales
propios de R.

4.16.3. Gráficos de endomorfismos de A-módulos. Sean M un
A-módulo no nulo,

M1 = {(m, 0) ∈M2 : m ∈M},
M2 = {(0,m) ∈M2 : m ∈M}

y K ≤M2. Si σ ∈ End(AM) claramente Graf(σ) ≤M2. Entonces:
(i) M2 = K ⊕M2 si y solo si existe σ ∈ End(AM) tal que K =Graf(σ). En
efecto, supongamos M2 = K ⊕M2.
Notemos que si (k1, k2), (k1, k

′
2) ∈ K tendremos k1 = k2, pues entonces

(0, k2 − k′2) ∈ K ∩M2.
Además dado m ∈ M existen únicos (k′′1 , k

′′
2) ∈ K y m′ ∈ M tales que

(m, 0) = (k′′1 , k
′′
2) + (0,m′). Necesariamente k′′1 = m y queda definida una
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aplicación σ : M → M tal que σ(m) = k′′2 . Notamos además que m′ =
−σ(m).
Veamos que σ ∈End(AM): si m1,m2 ∈M , a ∈ A y j = 1, 2 tenemos

(mj , 0) = (mj , σ(mj)) + (0,−σ(mj)).

Por unicidad en la representación tendremos

(m1 +m2, 0) = (m1 +m2, σ(m1) + σ(m2)) + (0,−σ(m1)− σ(m2))

= (m1 +m2, σ(m1 +m2)) + (0,−σ(m1 +m2)).

Aśı σ(m1 +m2) = σ(m1) + σ(m2). Asimismo

a(m1, 0) = a[(m1, σ(m1)) + (0,−σ(m1))]

= (am1, aσ(m1)) + (0,−aσ(m1)).

Además

a(m1, 0) = (am1, 0)

= (am1, σ(am1)) + (0,−σ(am1)).

Por unicidad de representación inferimos que σ(am1) = aσ(m1) y sigue la
afirmación.
Por construcción, Graf(σ) ⊆ K.
Y si (k1, k2) ∈ K, como (k1, σ(k1)) ∈ K, deberá ser k2 = σ(k1), o sea
K ⊆Graf(σ), con lo que la condición es necesaria.
Rećıprocamente, sea dado η ∈End(AM).
Si m ∈ M y (m, η(m)) ∈ M2 entonces m = 0 y (m, η(m)) = (0, 0), o sea
Graf(η) ∩M2 = {0M2}.
Finalmente, si (m1,m2) ∈M2 tenemos

(m1,m2) = (m1, η(m1)) + (0,m2 − η(m1))

y M2 =Graf(η)⊕M2.
(ii) Es fácil ver que si K es el gráfico de algún automorfismo a izquierda
sobre M entonces M2 = M1 ⊕K.

4.16.4. Sobre anillos semisimples.

1. (i) Sea A =
∏
i∈I Fi producto directo de cuerpos. El anillo A es

semisimple si y solo si | I |<∞.
En efecto, indiquemos ej = {δj,k1Fk}k∈I , con j ∈ I.
Sean S un submódulo simple de A y x ∈ S − {0A}.
Si i ∈ I es tal que xi 6= 0Fi , como eix = xiei, resulta ei ∈ S.
Luego S = Aei = ιi(Fi).
Es claro ahora que si | I |=∞ entonces A no puede realizarse como
suma de módulos simples, con lo que la condición es necesaria.
Rećıprocamente, si | I |< ∞ se tiene A = ⊕i∈Iιi(Fi), i.e. A es
semisimple.
(ii) Determinemos los Z-módulos semisimples.
Sean M un Z-módulo semisimple y S ≤M simple.
Si m ∈ S − {0M} tenemos
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Zm = S ≈ Z/ ker(m),

donde ker(m) = {ν ∈ Z : νm = 0M}.
Puesto que S es simple ker(m) habrá de ser ideal maximal de Z, i.e.
S ≈ Zp para cierto primo p.
Por lo tanto, si M es semisimple será suma directa de una familia
de submódulos simples.
Habrá entonces un conjunto P de números primos y un subconjunto
{np}p∈P de N tales que

M ≈ ⊕p∈PZ
(np)
p .

2. (i) Sean A-anillo semisimple a izquierda, I ideal a izquierda y J ideal
a derecha de A. Entonces IJ = I ∩ J .
Para ello, tenemos A = J ⊕K para cierto ideal a izquierda K de A.
En particular, 1A = j + k, para únicos j ∈ J y k ∈ K.
Si x ∈ I ∩ J , x = xj + xk.
Como xk = x− xj, xk ∈ J pues x ∈ J y J es ideal a izquierda.
Además xk ∈ K pues K es ideal a izquierda.
Luego xk = 0A porque J ∩K = {0A}.
En consecuencia x = xj, i.e. x ∈ IJ e I ∩ J ⊆ IJ .
La inclusión IJ ⊆ I ∩ J sigue porque I es ideal a derecha y J es
ideal a izquierda.
(ii) Siempre con A anillo semisimple a izquierda, si I, J,K son ideales
tenemos las identidades:

I ∩ (J +K) = I ∩ J + I ∩K,(4.16.2)

I + J ∩K = (I + J) ∩ (I +K).(4.16.3)

Precisamente, por (i) tenemos

I ∩ (J +K) = I(J +K) ⊆ IJ + IK = I ∩ J + I ∩K.
Además

IJ + IK ⊆ I(J +K) + I(J +K) = I(J +K) = I ∩ (J +K)

y conclúımos (4.16.2). Por otra parte

I + J ∩K ⊆ (I + J) ∩ (I +K)

= (I + J)(I +K)

⊆ II + IK + JI + JK

⊆ I + J ∩K

y tenemos (4.16.3).
3. Dado n ∈ N>1, Zn es semisimple si y solo si n es libre de cuadrados.

(⇐) Si n es libre de cuadrados ex́ısten ν ∈ N y primos distin-
tos p1, ..., pν tales que n = p1 · ... · pν . Como mcd{n1, ..., nν} = 1,
donde ns = n/ps si 1 ≤ s ≤ ν, hay enteros a1, ..., aν tales que
1 =

∑ν
s=1 asns. Dado x ∈ Z tenemos

[x]n = [
∑ν

s=1 xasns]n =
∑ν

s=1[xasns]n,
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i.e. Zn =
∑ν

s=1

nsZ
nZ

. Veamos que la suma es directa aplicando

§4.5(5): sean t ∈ {1, ..., ν} y [nty]n ∈
∑

s∈{1,...,s}−{t}
nsZ
nZ

, digamos

[nty]n =
∑

s∈{1,...,s}−{t}[nsys]n. Habrá cierto z ∈ Z tal que

nty =
∑

s∈{1,...,s}−{t} nsys + nz.

Como pt divide al segundo término y (nt, pt) = 1 entonces pt | y.
Por lo tanto nty es múltiplo de n y [nty]n = [0]n.
(⇒) Supongamos n = pan′ para ciertos a ∈ N>1, p ∈ N primo
y n′ ∈ N tal que (p : n′) = 1. Dado un divisor k de n resulta

[pa−1k]n ∈
pa−1Z
nZ

∩ kZ
nZ

y [pa−1k]n 6= [0]n, i.e.
pa−1Z
nZ

no es sumando

directo de Zn.
4. Sea n ∈ Z−{−1, 0, 1}, digamos n =

∏ν
j=1 p

mj
j , donde ν ∈ N, p1, ..., pν

son números primos y m1, ...,mν ∈ N. Entonces Zn es semisimple si

m1 = ... = mν = 1 y J(Zn) ≈ Zr(n), con r(n) =
∏ν
j=1 p

mj−1
j en otro

caso.
5. Un anillo R es semisimple si y solo si todo R-módulo es proyectivo.

(⇒) Sea M ∈ R-Mod. Veremos que M es sumando directo de algún
R-módulo libre.
Podemos suponer M ≈ R(I)/V , cierto conjunto no vaćıo I y para

algún V ∈R S(R(I)). Bastaŕıa ver que R(I) es R-módulo semisimple,
porque entonces V será complementable yM será devendrá sumando
directo de un R-módulo libre.
Precisamente, como R es semisimple habrá una familia {Js}s∈σ de
ideales a izquierda de R tales que R ≈ ⊕s∈σJs. Entonces

R(I) ≈ (⊕s∈σJs)(I) = ⊕i∈I(⊕s∈σJs) ≈ ⊕s∈σJ (I)
s .

Para ello, sea

F : ⊕i∈I(⊕s∈σJs)→ ⊕s∈σJ (I)
s , F (ϕ)(s)(i) = ϕ(i)(s)

para i ∈ I y s ∈ σ. Para cada s ∈ σ, ϕ(i)(s) ∈ Js si i ∈ I y

card({i ∈ I : ϕ(i)(s) 6= 0Js}) ≤ card({i ∈ I : ϕ(i) 6= 0⊕s∈σJs}) <∞,
o sea F está bien definido y claramente F es morfismo de R-módulos
a izquierda.
Si ϕ ∈ ker(F ), dado i ∈ I es ϕ(i) = 0⊕s∈σJs , i.e. ϕ = 0⊕i∈I(⊕s∈σJs).

Dado ζ ∈ ⊕s∈σJ (I)
s escribimos ζ = {{χσ1(s)ζs(i)χIs(i)}i∈I}s∈σ para

ciertas partes finitas σ1 de σ, y también Is de I si s ∈ σ1. Obervar
que ζs(i) ∈ Js cualesquiera sean los ı́ndices i o s. Claramente

{{χσ1(s)ζs(i)χIs(i)}s∈σ}i∈I ∈ ⊕i∈I(⊕s∈σJs)
y F ({{χσ1(s)ζs(i)χIs(i)}s∈σ}i∈I) = ζ, i.e. F es isomorfismo de R-
módulos a izquierda y la condición es necesaria.
(⇐) Si R no fuera semisimple habŕıa algún ideal L a izquierda de
R no complementable. Por hipótesis, como R/L es proyectivo, si
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π : R → R/L es la proyección al cociente, existirá ν ∈R H(R/L,R)
tal que IdR/L = π ◦ ν. Pero entonces la sucesión exacta corta

0→ L ↪→ R
π−→ R/L→ 0

es escindida y, por ello, L debe ser complementable, lo que no es
posible.

4.16.5. Módulo sin submódulos simples. Sea A =C[0, 1] el anillo
usual de funciones reales continuas sobre el intervalo [0, 1]. Entonces A no
tiene A-submódulos simples.
Para ello, supongamos que I es A-submódulo simple de A y sea f ∈ I−{0A}.
Entonces I = Af .
Supongamos existen t1, t2 ∈ [0, 1] distintos tales que f(t1) 6= 0 y f(t2) 6= 0.
Por el lema de Urysohn existe g ∈ A tal que g(t1) = 1 y g(t2) = 0.
Haciendo h = fg, h ∈ I, h(t1) 6= 0 y h(t2) = 0.
Además I = Ah, de modo que k(t2) = 0 para cada k ∈ I.
Más aún, siendo t2 arbitrario, si k ∈ I resulta k(t) = 0 toda vez que f(t) = 0,
o f(t) 6= 0 y t 6= t1. Pero como k es continua será k = 0A.
Inferimos entonces que I = {0A}, lo que no es posible y sigue la afirmación.

4.16.6. ZN no es Z-módulo libre. [8] Indicaremos a continuación
una gúıa para probar que ZN no es libre (V. (4.17.31).

1. Sean G-grupo abeliano con base {eλ : λ ∈ L} y S un subconjunto
no vaćıo de L. Si H es el subgrupo de G generado por S entonces
G/H es grupo libre con base libre {eλ +H : λ ∈ L− S}.

2. Todo elemento no nulo de un grupo abeliano libre tiene un número
finito de divisores.

3. Supongamos que ZN tiene una base libre {eλ}λ∈L. Observar que L
debe ser no numerable.

4. Dado n ∈ N sea δn = (δn,k)k∈N y escribamos δn =
∑

λ∈Lmn,λeλ,
donde los coeficientes enteros mn,λ’s están uńıvocamente determina-
dos y los nulos salvo finitos λ’s. Escribamos An = {λ ∈ L : mn,λ 6= 0}
y sea A = ∪n∈NAn. Entonces A es numerable.

5. El subgrupo H de G generado por {eλ}λ∈A es numerable y es el
menor subgrupo que contiene a {δn}n∈N.

6. G/H es grupo libre abeliano, con base libre {eλ +H}λ∈L−A.
7. El conjunto

M = {a ∈ ZN : an 6= 0 y an | an+1 si n ∈ N}.
es no numerable.

8. Sea a ∈M −H. Dado n ∈ N sean

sn =
n∑
i=1

aiδi,

tn = (0, ..., 0,
an+1

an
,
an+2

an
, ...).
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Entonces a = sn + antn y a + H = an(tn + H). Luego a + H tiene
infinitos divisores, lo que contradice (4.16.6.2).

4.16.7. Z(N) ≈ HomZ(ZN,Z).

1. Es fácil ver que la aplicación

F : Z(N) → HomZ(ZN,Z),

F (σ)(x) =
∑
n

σnxn

define un monomorfismo de grupos abelianos.
2. Hagamos

G : HomZ(ZN,Z)→ Z(N),

G(T ) = {T (δn)}n∈N.

Deberemos probar que G está bien definido. Para ello, supongamos
exista T ∈ HomZ(ZN,Z) tal que T (δn) es no nulo para infinitos
valores de n.
(i) Sean

σ(T ) = {n ∈ N : T (δn) 6= 0},
σ+(T ) = {n ∈ N : T (δn) > 0},
σ−(T ) = {n ∈ N : T (δn) < 0}.

Si σ+(T ) = ∅ consideremos −T en lugar de T . Si σ+(T ) y σ−(T ) son
no vaćıos sea S ∈ EndZ(ZN) tal que S(x)n = ±xn si n ∈ σ±(T ) y
S(x)n = 0 en otro caso. Aśı T ◦ S ∈ HomZ(ZN,Z) y (T ◦ S)(δn) ≥ 0
para todo n, siendo dicho valor positivo para infinitos n’s. Podemos
considerar entonces σ−(T ) = ∅ y σ+(T ) : n1 < n2 < ....
Sea ahora U ∈ EndZ(ZN) tal que U(x) = x1δn1 +x2δn2 +.... Tenemos
entonces T ◦ U ∈ HomZ(ZN,Z) y (T ◦ U)(δn) > 0 para todo n.
En definitiva, podemos asumir que T (δn) > 0 para todo n.
(ii) Inductivamente podemos ver que hay una sucesión estrictamente
creciente de enteros positivos {ki}i∈N0 tal que 2ki+1 > 2kiT (δi) para
cada i.
(iii) Hagamos x = {2n0 , 2n1 , ...} ∈ ZN.
(iv) Consideremos los desarrollos binarios

T (x) =
∞∑
j=0

εj2
j ,

T (δi) =
∞∑
l=0

εil2
l, i ∈ N.
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(v) Tenemos, para h ∈ N,

ξh , T (x−
h−1∑
i=0

2kiδi)

= T (0, ..., 0, 2kh , 2kh+1 , ...)

= 2khT (0, ..., 0, 1, 2kh+1−kh , ...)

o sea 2kh | ξh.
(vi) Por otra parte

ξh = T (x)−
h−1∑
i=0

2kiT (δi)

=
∞∑
j=0

εj2
j −

h−1∑
i=0

2ki
∞∑
l=0

εil2
l.(4.16.4)

Ahora en (4.16.4) puede ser 0 ≤ j < k0; j = k0+l con 0 ≤ l < k1−k0;
j = k1 + l con 0 ≤ l < k2 − k1; etc.. Luego

ξh =

k0−1∑
j=0

εj2
j +

∞∑
j=0

kj+1−kj−1∑
l=0

(εkj+l − ε
j
l )2

kj+l.(4.16.5)

(vii) Puesto que 2kh | ξh por (4.16.5) será εkj+l = εjl toda vez que
kj + l < kh. Pero dado j ∈ N, como T (δj) > 0, existe l ∈ N0

tal que εjl 6= 0. Luego T (x) tiene infinitos términos no nulos en su
desarrollo binario, lo cual es imposible siendo entero. Por ello G está
bien definido.

3. G deviene morfismo de grupos abelianos y dados T ∈ HomZ(ZN,Z)

y x ∈ Z(N) tenemos

(F ◦G)(T )(x) =
∑

n T (δn)xn = T (x),

o sea (F ◦G)(T ) |Z(N)= T |Z(N) .
4. Veremos que

(4.16.6) HomZ(ZN/Z(N),Z) = (0).

Por ello, dado S ∈ HomZ(ZN,Z) tal que S(Z(N)) = {0} queda indu-

cido Ŝ ∈ HomZ(ZN/Z(N),Z) tal que Ŝ(x + Z(N)) = S(x) para cada
x ∈ ZN. En consecuencia S es el homomorfismo nulo. Podremos
concluir por (3) que (F ◦G)(T ) = T , o bien que F es epimorfismo.

5. Veamos finalmente (4.16.6).

(i) Hay elementos ζ ∈ ZN/Z(N) infinitamente divisibles, o sea para

infinitos m ∈ Z existe ζm ∈ ZN/Z(N) tal que ζ = mζm. Más aún,

ZN/Z(N) tiene un conjunto de generadores cuyos elementos son infi-
nitamente divisibles.
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(ii) Precisamente, sea x ∈ ZN no nulo. Dado n ∈ N hay enteros an, bn
tales que 1 = an2n + bn3n. Luego

x = (xn) = (anxn2n) + (bnxn3n) = y + z.

Además y+Z(N) y z+Z(N) son infinitamente divisibles. Por ejemplo,
fijado k ∈ N resulta

y + Z(N) = 2k[(0, ..., 0, akxk, ak+1xk+12, ak+2xk+222, ...) + Z(N)].

(iii) El único entero infinitamente divisible es el cero y todo homo-
morfismo de grupos abelianos transforma elementos infinitamente
divisibles en elementos infinitamente divisibles. Por ello sigue ense-
guida la afirmación.

6. En consecuencia, en general

Hom(
∏
iMi, N) �

∏
i Hom(Mi, N).

P. ej.

Hom(
∏
n∈N Z,Z) ≈ Z(N) � ZN ≈

∏
n∈N Hom(Z,Z).

7. Puesto que Hom(Z(X),Z) ≈ ZX si X 6= ∅ es Z(X) reflexivo.

4.16.8. Un módulo no libre proyectivo. Todo módulo libre es pro-
yectivo. Por otra parte, hay módulos proyectivos no libres. Por ejemplo, da-
dos n,m ∈ N>1, Zn es Zm-módulo si n | m. En particular, Z2 ⊕ Z3 deviene
Z6 - módulo libre, con {(12, 13)} base libre sobre Z6. En consecuencia Z3 es
Z6 - módulo proyectivo aunque no es libre por razones de cardinalidad.

4.16.9. Sobre productos tensoriales.

1. Sean R anillo conmutativo, I ideal de R y M,N dos R-módulos.
Entonces

(4.16.7)
M ⊗R N
I(M ⊗R N)

≈ M

IM
⊗R/I

N

IN
.

Indiquemos α, β, γ, δ a las proyecciones naturales sobre
R

I
,
M

IM
,
N

IN

y
M ⊗R N
I(M ⊗R N)

respectivamente.

Hacemos α(r)β(m) = β(rm) si r ∈ R y m ∈ M . Si α(r) = α(r′) y
β(m) = β(m′) entonces

rm− r′m′ = (r − r′)m+ r′(m−m′) ∈ IM

porque r − r′ ∈ I y m − m′ ∈ IM . Aśı
M

IM
deviene

R

I
-módulo.

Análogamente
N

IN
resulta

R

I
-módulo.

SeanG-grupo abeliano, f :
M

IM
× N

IN
→ G una función

R

I
-admisible.

Probaremos que existen f∗ :
M ⊗R N
I(M ⊗R N)

→ G morfismo de grupos

y una función
R

I
-admisible ν :

M

IM
× N

IN
→ M ⊗R N

I(M ⊗R N)
de modo
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que f = f∗ ◦ ν, y (4.16.7) será consecuencia de la unicidad salvo
isomorfismos del producto tensorial.

Dado u ∈ M ⊗R N
I(M ⊗R N)

sea x ∈M ⊗R N tal que u = δ(x).

Si x =
∑l(x)

l=1 ml ⊗ nl hagamos f∗(u) =
∑l(x)

l=1 f(β(ml), γ(nl)). Si
δ(x) = δ(x′) será x = x′ + x′′ para cierto x′′ ∈ I(M ⊗R N), digamos

x′′ =
∑l(x′′)

l=1 (rlm
′′
l )⊗ n′′l , con r1, ..., rl(x′′) ∈ I.

Evidentemente β(rlm
′′
l ) = 0M/(IM) para cada l y como f es biaditiva

sigue que f∗ está bien definida y deviene morfismo de grupos.
Por otra parte, sea ν(β(m), γ(n)) = δ(m⊗ n), con m ∈M y n ∈ N .
Si β(m) = β(m′) y γ(n) = γ(n′) tenemos

m⊗ n = (m−m′)⊗ n+m′ ⊗ (n− n′) +m′ ⊗ n′,
y como m−m′ ∈ IM y n− n′ ∈ IN vemos que

δ(m⊗ n) = δ(m′ ⊗ n′).
Más aún, es inmediato ahora que ν es R/I-admisible y sigue ense-
guida la afirmación.

2. Por ejemplo Z2 ⊗Z6 Z3 = (0).
Basta ver que toda función f : Z2 × Z3 → G Z6-admisible es nula,
cualquiera sea el grupo abeliano G.
En efecto, debeŕıa ser

f(a2 · x6, b3) = f((ax)2, b3) = f(a2, (xb)3) = f(a2, x6 · b3)

cualesquiera sean a2 ∈ Z2, b3 ∈ Z3 y x6 ∈ Z6. Si la expresión anterior
no fuera nula seŕıa (ax)2 = 12 y

f(12, (xb)3) = f(12, x6 ·b3) = f(a2, x6 ·b3) = f((ax)2, b3) = f(12, b3).

Luego f(12, (b − xb)3) = 0G si b es arbitrario y x no es múltiplo de
6. Si tomamos x = 2 sigue que f(12, c3) = 0G cualquiera sea c ∈ Z,
o sea f ≡ 0.

3. (i) Dados R-anillo unitario, RM e I ≤ RR,
R

I
⊗RM ≈

M

IM
.

Para ello, sea f :
R

I
×M → G función R-admisible con valores en

un grupo abeliano G. La función

τ :
R

I
×M → M

IM
, τ(r + I,m) = rm+ I,

está bien definida y es R-admisible. Si además

f∗ :
M

IM
→ G, f∗(m+ IM) = f(1 + I,m),

entonces f∗ es morfismo de grupos y f = f∗ ◦ τ , de donde sigue la
afirmación por la unicidad salvo equivalencia del producto tensorial.

(ii) Si además J ≤R R,
R

I
⊗R

R

J
≈ R

I + J
.

En efecto, sabemos que
R

I
⊗R

R

J
≈ R/J

I(R/J)
.

Sea g = ν ◦ λ, con λ y ν las proyecciones naturales de R sobre R/J
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y de R/J en (R/J)/(I(R/J)) respectivamente.
Evidentemente g es epimorfismo.
Si r ∈ R, r ∈ ker(g) si y solo si existen n ∈ N, r1, ..., rl ∈ I y
r′1, ..., r

′
l ∈ R tales que r + J =

∑n
l=1 rlr

′
l + J , lo que equivale a

r ∈ I + J . Por otra parte, si r′ ∈ I, r′′ ∈ J entonces

g(r′ + r′′) = ν(λ(r′)) = ν(r′λ(1)) = 0(R/J)/(I(R/J)),

o sea ker(g) = I + J ,
R/J

I(R/J)
≈ R

I + J
y sigue la afirmación.

(iii) Por lo tanto si n ∈ N>1 resulta Zn ⊗Z Z ≈ Zn y Zn ⊗Z Q ≈ (0).
(iv) Asimismo, si R es anillo unitario dado RM se tiene R⊗RM ≈M .
(v) Veamos que Zn ⊗Z Zm ≈ Z(n,m).
Precisamente, por §4.16.3(i) tenemos

(4.16.8)
Z
nZ
⊗Z

Z
mZ
≈

Z
mZ

nZ
Z
mZ

Además

(4.16.9) nZ
Z
mZ

=
nZ+mZ
mZ

=
(n,m)Z
mZ

.

La afirmación sigue combinando (4.16.8) y (4.16.9).
4. Sean R,S-anillos, con S = SR. Si P es R-módulo proyectivo entonces
S ⊗R P es S-módulo proyectivo.
Para ello, sean I un conjunto, {pi}i∈I y {ϕi}i∈I ⊆R Hom(P,R) en
las condiciones de §4.10(6).
Si i ∈ I, la función ϕ′i : S×RP → S, ϕ′i(s, p) = sϕi(p) es R-admisible.
Sea ϕ∗i : S⊗R P → S morfismo de grupos tal que ϕ∗i (s⊗ p) = sϕi(p)
en tensores básicos. Tenemos que

s⊗ p = s⊗
∑
i∈I

ϕi(p)pi

=
∑
i∈I

s⊗ (ϕi(p)pi)

=
∑
i∈I

(sϕi(p))⊗ pi

=
∑
i∈I

(sϕi(p))1S ⊗ pi

=
∑
i∈I

ϕ∗i (s⊗ p)1S ⊗ pi.

Luego u =
∑

i∈I ϕ
∗
i (u)1S ⊗ pi y ϕ∗i (u) = 0 salvo a lo más un número

finito de ı́ndices para cada u ∈ S⊗RP , de donde sigue la afirmación.
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4.16.10. Sobre Módulos divisibles. Todo módulo inyecti-
vo AQ es divisible, o sea aQ = Q toda vez que a no es divisor de
cero a derecha en A.
Precisamente, sean q ∈ Q y a ∈ A tal que no existe x ∈ A no nulo
de modo que xa = 0A.
Definimos f : Aa→ Q tal que f(xa) = xq si x ∈ A.
Entonces f está bien definida. Como f ∈A Hom(Aa,Q) y Q es in-
yectivo existe f ′ ∈ Hom(A,Q) extensión de f .
Finalmente

q = f(a) = f ′(a) = af ′(1A)

y sigue la afirmación.
5. (i) Un grupo abeliano G es divisible si y solo si es inyectivo en cuanto
Z-módulo.
(⇒) Sean I ideal de Z y f ∈ HomZ(I,G). Veremos que existe x ∈ G
tal que f(m) = mx si m ∈ I, para aplicar luego (§4.11.3). Preci-
samente, podemos suponer I no nulo, y como Z es principal existe
n ∈ Z − (0) tal que I = nZ. Como G es divisible existe x ∈ G tal
que f(n) = nx. Sigue enseguida que la condición es necesaria.
(⇐) Sean y ∈ G y n ∈ Z−(0). Consideremos g : nZ→ G, g(nk) = ky
si k ∈ Z. Como g ∈ HomZ(nZ, G) y G es inyectivo existe z ∈ G tal
que g(nk) = nkz si k ∈ Z. Luego y = nz y G deviene divisible.
(ii) Sea G grupo abeliano. Si G es divisible entonces T (G) y G/T (G)
son divisibles y G ≈ T (G)⊕G/T (G) (V. (§4.17.38)).
En efecto, dados x1 ∈ T (G) y n ∈ Z − (0) existe x2 ∈ G tal que
x1 = nx2. Además existe k ∈ Z − (0) tal que kx1 = 0G. Luego
(kn)x2 = 0G y kn 6= 0Z, i.e. x2 ∈ T (G) y T (G) es divisible. Asimis-
mo G/T (G) resulta divisible por ser imágen homomórfica de G que
es divisible.
Por (i) T (G) resulta inyectivo y la sucesión exacta corta

0→ T (G) ↪→ G→ G/T (G)→ 0

deviene escindida y sigue la afirmación.
(iii) Todo grupo abeliano divisible libre de torsión es suma directa
de copias de Q, pues admite estructura de Q-espacio vectorial.
(iv) Sean G,H grupos abelianos divisibles p-primarios para cierto
entero primo positivo p. Sea Gp (resp. Hp) el subgrupo de G (resp.
de H) de elementos anulados por p. Entonces G ≈ H si y solo si
Gp ≈ Hp.
(⇒) Si ϕ : G → H es isomorfismo evidentemente ϕ(Gp) = Hp y
ϕ |Gp : Gp → Hp es isomorfismo de grupos.
(⇐) Sea φ : Gp → Hp isomorfismo. Como G deviene inyectivo en
cuanto Z-módulo existe ξ ∈ HomZ(H,G) tal que ξ ◦ φ |H= ιGp,G,
donde ιGp,G : Gp ↪→ G. Veamos que ξ es isomorfismo.
En efecto, sea ξ(h) = 0G. Si h 6= 0H sea n ∈ N tal que pn = ord(h).
Entonces pn−1h ∈ Hp y existe g ∈ Gp tal que φ(g) = pn−1h. Luego



4.16. EJEMPLOS 203

g = ξ(φ(g)) = ξ(pn−1h) = pn−1ξ(h) = pn−10G = 0G,

i.e. pn−1h = 0G, lo que no es posible. Luego h = 0H y ξ es inyectiva.
Por otra parte, dado g′ ∈ G − (0G) sea ord(g′) = pn

′
para cierto

n′ ∈ N. Como pn
′−1 ∈ Gp tenemos

pn
′−1g′ = ξ(φ(pn

′−1g′)) = pn
′−1ξ(φ(g′)),

o sea pn
′−1(g′ − ξ(φ(g′))) = 0G. Pero ord(g′ − ξ(φ(g′))) = pn

′
o

g′ − ξ(φ(g′)) = 0G. Necesariamente debe ser g′ = ξ(φ(g′)) y ξ es
suryectiva.
(v) Si G es grupo abeliano divisible (o inyectivo),

G ≈ T (G)⊕G/T (G)

yG/T (G) ≈ Q(J) para cierto conjunto J , donde | J |= dimQ(G/T (G)).
(vi) Por el algoritmo de Euclides es fácil ver que T (G) ≈ ⊕p∈PT (G)p,
con P el conjunto de primos positivos. Luego T (G) es suma directa
externa de grupos abelianos p-primarios divisibles.
(vii) Fijemos p ∈ P y sea P grupo abeliano p-primario divisible.
Entonces Pp es Zp-espacio vectorial, digamos dp-dimensional. Sea

V = Z(dp)
p∞ . Luego Vp ≈ Z

(dp)
p ≈ Pp, y como V y P son grupos abe-

lianos divisibles V ≈ P .
(viii) En consecuencia todo grupo abeliano divisible es del tipo

G ≈ ⊕p∈PZ
(dp)
p∞ ⊕Q(J).

4.16.11. Sobre módulos inyectivos. Veamos como construir módu-
los inyectivos sobre un anillo R. Sean entonces R anillo y G grupo abeliano.
(i) Se tiene HomZ(R,G) ∈R ModR si (rf)(r′) = f(r′r) y (fr)(r′) = f(rr′)
respectivamente, con f ∈ HomZ(R,G) y r, r′ ∈ R.
(ii) Si G es grupo abeliano divisible entonces HomZ(R,G) es R-módulo in-
yectivo.
Para esto, sean I ideal a izquierda de R y f : I → HomZ(R,G) morfismo.
Queda inducido β : I → G tal que β(a) = f(a)(1R) si a ∈ I. Puesto que G
es inyectivo existe α ∈R Hom(R,G) tal que α(a) = β(a) si a ∈ I.
Como f(ra) = rf(a) si r ∈ R y a ∈ I si además r′ ∈ R se tiene

f(ra)(r′) = (rf(a))(r′) = f(a)(r′r).

Entonces

f(a)(r) = f(ra)(1R) = β(ra) = α(ra) = (aα)(r).

Siendo r ∈ R arbitrario f(a) = aα y HomZ(R,G) es R-módulo a izquierda
inyectivo. El caso a derecha es análogo.

4.16.12. Módulos colibres. Cada R-módulo unitario es inmersible
en un R-módulo colibre, o sea en un producto directo de módulos

R# , HomZ(R,Q/Z).

(i) Sean N =R NS y G grupo abeliano. Entonces HomZ(N,G) es (S,R)-
módulo haciendo (Tr)(n) = T (rn) y (sT )(n) = T (ns), con r ∈ R, s ∈ S,
n ∈ N y T ∈ HomZ(N,G).
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(ii) En particular, HomZ(R,G) es R-bimódulo.
(iii) Dado N =R N hay un isomorfismo de grupos abelianos

ζN : Hom(N,HomZ(R,G))R → HomZ(N,G).

Basta hacer ζN (T )(n) = T (n)(1R), con ζ−1
N (g)(n)(r) = g(rn) para cada

g ∈ HomZ(N,G) y T ∈ HomR(N,HomZ(R,G)).
(iv) En particular, con G = Q/Z y N = R, R# ≈ HomR(R,R#).

(v) Sean G grupo abeliano no trivial y sea g ∈ G − {0G}. Sea Zg θ−→ Q/Z
de modo que θ(kg) = ku, donde u ∈ Q/Z − {0Q/Z} y ordZ(u) | ordZ(g) si
ordZ(g) <∞ .
Puesto que Q/Z es inyectivo existe Θg ∈ HomZ(G,Q/Z) tal que Θg |Zg= θ.
Sea también Θ0G el morfismo nulo de G en Q/Z.
Queda definido Θ ∈ HomZ(G,Q/Z)G, Θ = {Θg}g∈G.
Observamos que si g 6= 0G es Θg(g) 6= 0Q/Z, o sea Θg es no nulo i.e. Θ es
monomorfismo de grupos abelianos. Conclúımos que todo grupo abeliano es
inmersible en un grupo abeliano divisible (y por lo tanto inyectivo).
(vi) Por (v), dado RN no trivial, HomZ(N,Q/Z) es no trivial. En consecuen-
cia por (iii), si RN es no trivial hay algún morfismo no nulo ϕ : N → R# de
R-módulos a izquierda.
(vii) Sea RN no trivial. Dado n 6= 0N por (vi) hay algún morfismo no nulo
ϕn : Rn→ R#. Por (4.17.47) R# resulta inyectivo. Luego existe un morfis-
mo de R-módulos φn : N → R# tal que φn |Rn= ϕn. En particular, sea φ0N

el morfismo nulo de N en R#. Queda definido el morfismo de R-módulos a
izquierda φ : N → (R#)N , φ(n) = φn para n ∈ N , que es correcto porque
cada φn ∈ (R#)N . Observamos que φ es monomorfismo.

4.16.13. End(Z(N)) ≈ End(Z(N))2 en Mod-End(Z(N)).

1. Fijados s y f ∈ End(Z(N)) se tiene

f(s) = f(
∑
k∈N

skδk)

=
∑
k∈N

skf(δk)

=
∑
k∈N

sk
∑
j∈N

f(δk)jδj

=
∑
j∈N

[
∑
k∈N

skf(δk)j ]δj ,

pues las sumas anteriores tienen en cada caso solo un número finito
de sumandos no nulos.

2. Las columnas de la matriz infinita con coeficientes enteros

J(f) = (f(δk)j)j,k∈N

son nulas salvo quizás un número finito de entradas. Queda definida
una aplicación J : End(Z(N))→ CFM(Z) claramente aditiva.
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3. Con la notación anterior, si además g ∈ End(Z(N)) tenemos

(g ◦ f)(s) =
∑
j∈N

[
∑
k∈N

skf(δk)j ]g(δj)

=
∑
j∈N

[
∑
k∈N

skf(δk)j ]
∑
l∈N

g(δj)lδl

=
∑
l∈N

[
∑
k∈N

sk
∑
j∈N

f(δk)jg(δj)l]δl

=
∑
l∈N

[
∑
k∈N

sk(g ◦ f)(δk)l]δl,

con (g ◦ f)(δk)l =
∑

j∈N f(δk)jg(δj)l. Luego J es multiplicativa y
como J aplica la identidad en la identidad deviene homomorfismo
de anillos.

4. Evidentemente J es inyectiva.
Además es suryectiva. Para ello, si (fi,j)i,j∈N ∈ CFM(Z) y s ∈ Z(N)

sea f(s) =
∑

j∈N[
∑

i∈N sifi,j ]δj . Puesto que fi,j = 0 salvo eventual-

mente finitos i’s para cada j tenemos que f(s)(j) ∈ Z para cada j.
Podemos asumir que s es no nulo, y como

| f(s)(j) | =|
∑

i∈Sop(s)

sifi,j |

≤ (
∑

i∈Sop(s)

s2
i )

1/2(
∑

i∈Sop(s)

f2
i,j)

1/2

inferimos que

{j ∈ N : f(s)(j) 6= 0} ⊆ {j ∈ N :
∑

i∈Sop(s) f
2
i,j > 0}.

Si
∑

i∈Sop(s) f
2
i,j > 0 para infinitos j’s, como Sop(s) es finito, existirá

alguna columna de la matriz dada con infinitos términos no nulos,
lo que no es posible. Luego f(s) ∈ Z(N) y f : Z(N) → Z(N). Es claro
ahora que f es endomorfismo y que J(f) = (fi,j)i,j∈N.
En definitiva, J es isomorfismo de anillos.

5. La aplicación

ϕ : Z(N) → Z(N) × Z(N),

ϕ(s) = ((s2n−1)n, (s2n)n),

es isomorfismo de grupos abelianos.
6. End(Z(N))2 ∈ Mod-End(Z(N)) haciendo (f, g)h = (f ◦ h, g ◦ h) si

f, g, h ∈ End(Z(N)).

7. Queda inducido un isomorfismo de End(Z(N))-módulos a derecha

Φ : End(Z(N))→ End(Z(N))2,

Φ(f) = (ϕ1 ◦ f, ϕ2 ◦ f).
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Precisamente, ϕ1 =
∑

n∈N δ
∗
2n−1δn, con δ∗k(s) = s(k) si k ∈ N y

s ∈ Z(N). Sean f, g, h ∈ End(Z(N)). Por un lado,

Φ1(f) = ϕ1 ◦ f

= (
∑
n∈N

δ∗2n−1δn) ◦ (
∑
k∈N

δ∗kf(δk))

=
∑
n∈N

[
∑
k∈N

f(δk)(2n− 1)δ∗k]δn

=
∑
n∈N

[
∑
k∈N

J(f)2n−1,kδ
∗
k]δn.

Luego

Φ1(g ◦ f) =
∑
n∈N

[
∑
k∈N

J(g ◦ f)2n−1,kδ
∗
k]δn

=
∑
n∈N

[
∑
k∈N

(J(g)J(f))2n−1,kδ
∗
k]δn

=
∑
n∈N

[
∑
k∈N
{
∑
l∈N

J(g)2n−1,lJ(f)l,k}δ∗k]δn

=
∑
n∈N

[
∑
k∈N
{
∑
l∈N

J(Φ1(g))n,lJ(f)l,k}δ∗k]δn

= Φ1(g) ◦ f.

Análogamente Φ2 resulta homomorfismo de End(Z(N))-módulos a
derecha. Luego

Φ(g ◦ f) = (Φ1(g ◦ f),Φ2(g ◦ f))

= (Φ1(g) ◦ f,Φ2(g) ◦ f)

= (Φ1(g),Φ2(g))f

= Φ(g)f.

8. Conclúımos que el anillo End(Z(N)) no tiene la propiedad de inva-
riancia del cardinal de bases a derecha. Para anillos R con esta pro-
piedad, dos bases cualesquiera de cualquier R-módulo libre a derecha
tienen el mismo cardinal [26].

4.17. Problemas

1. Un anillo R es anillo de división si y solo si cada elemento no nulo
de R es inversible a derecha.

2. Probar que la caracteŕıstica de un dominio es cero o un número
primo.

3. Si K es cuerpo y n ∈ N, Mn(K) es un anillo simple, i.e. no contiene
ideales biláteros no triviales.

4. Sean K un cuerpo y
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CFM(K) = {x = [xn,m]n,m∈N :| {n : xn,m 6= 0} |<∞ ∀m}.
(i) Probar que CFM(K) es un anillo.
(ii) Sea T el subconjunto de CFM(K) de matrices con solo un número
finito de filas no nulas. Probar que T es un ideal no trivial.

5. Sea n ∈ Z−{−1, 0, 1}, digamos n =
∏ν
j=1 p

mj
j , donde ν ∈ N, p1, ..., pν

son números primos y m1, ...,mν ∈ N.
(i) Zn es semisimple si m1 = ... = mν = 1 y J(Zn) ≈ Zr(n)), con

r(n) =
∏ν
j=1 p

mj−1
j en otro caso.

(ii) Z no es semisimple en cuanto Z-módulo, aunque J(Z) = (0).
6. Decidir verdad o falsedad: En un anillo R, si ab es unidad entonces
a o b es unidad.

7. Sean A un anillo y n ∈ N>1.
(i) la aplicación I →Mn(I) entre la clase I(A) de ideales de A y la
clase I(Mn(A)) de ideales de Mn(A) es biyectiva.

(ii) Dado I ∈ I(A), Mn(
A

I
) ≈ Mn(A)

Mn(I)
.

8. Sea p-primo.
(i) Si n ∈ N, I(Zpn) forman una cadena y cada uno de sus miembros
es nilpotente.
(ii) Sea A =

∏
n∈N>1

Zpn . Probar que A contiene un nil ideal8 no
nilpotente.
Sug.: Para cada n considerar un ideal propio In de Zpn , y hacer
I = ⊕n∈N>1In.

9. Sean p primo positivo y Qp , ∪∞n=0p
−nZ. Entonces Z ≤ Qp ≤ Q.

Indicaremos Zp∞ , Qp/Z.
(i) Dados x ∈ Zp∞ y m ∈ Z− {0} existe y ∈ Zp∞ tal que x = my.
(ii) Cada subgrupo propio de Zp∞ es ćıclico.
(iii) El ret́ıculo de subgrupos S(Zp∞) es una cadena en la que no hay
elemento máximo.

10. Probar que Q/Z ≈ ⊕p∈PZp∞ .
11. Probar (4.5.5).
12. Sea M = K ⊕K ′ = L⊕ L′. Probar:

(i) K = L implica K ′ ≈ L′.
(ii) Si K ⊆ H ≤M entonces H = K ⊕H ∩K ′.

13. Sea M = K + L y f : M → N epimorfismo. Si K ∩ L = ker(f)
resulta N = f(K)⊕ f(L).

14. (i) Probar que H ⊕ (K ⊕ L) = (H ⊕K)⊕ L.
Sug.: HacerM = H⊕H ′, conH ′ = K⊕L. EntoncesM = (H+K)⊕L
y H +K = H ⊕K.
(ii) Sean H,K,L submódulos de M . Probar que M = H ⊕K ⊕L si
y solo si H ∩K = L ∩K = 0 y

M

K
=
H +K

K
⊕ L+K

K
.

8Nil ideal es todo ideal en que cada uno de sus elementos es nilpotente
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15. Sean {Mı}i∈I un conjunto de A-módulos, Ki ≤Mi y

ιi :
Mi

Ki
→ ⊕IMi

⊕IKi
,

pi :

∏
IMi∏
I Ki

→ Mi

Ki

las aplicaciones canónicas si i ∈ I. Probar:

(i) (
⊕IMi

⊕IKi
, {ιi}i∈I) es suma directa de {Mi

Ki
}i∈I .

(ii) (

∏
IMi∏
I Ki

, {pi}i∈I) es producto directo de {Mi

Ki
}i∈I .

16. Sean {Mi}i∈I una familia de A-módulos a izquierda y L ideal a
izquierda de A. Probar:
(i) L(⊕IMi) = ⊕ILMi.

(ii)
⊕IMi

L(⊕IMi)
≈ ⊕I

Mi

LMi
.

17. (i) Sea M un Z-módulo finito ćıclico , i.e. admite ser generado por
algún elemento. Entonces hay una sucesión exacta corta

0→ Z f−→ Z g−→M → 0.

(ii) Hay alguna sucesión exacta (sobre Z) del tipo

0→ Z2
ψ−→ Z4

φ−→ Z4
ε−→ Z2 → 0.

(iii) Exhibir una sucesión exacta (sobre Z) del tipo

...→ Z4 → Z4 → Z4 → Z4 → ...

18. Probar (4.7.3).
19. Probar (4.7.4).

20. Sea M ′
f−→ M

g−→ M ′′ sucesión de módulos y morfismos sobre un
anillo A. La misma es exacta si y solo si hay un diagrama de A-
módulos y A-homomorfismos conmutativo,

0 0
↘ ↗

N
↗ ↘

M ′
f−→ M

g−→ M ′′

↘ ↗
K

↗ ↘
0 0

donde la sucesión diagonal resulta exacta.
21. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de módulos y ho-

momorfismos con filas exactas:
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A → B → C → D → E
α ↓ β ↓ γ ↓ δ ↓ ε ↓
A′ → B′ → C ′ → D′ → E′

(i) Si α es suryectiva y β y δ son inyectivas entonces γ es inyectiva.
(ii) Si ε es inyectiva y β y δ son suryectivas entonces γ es suryectiva.
(iii) Si α, β, δ y ε son isomorfismos, γ es isomorfismo.

22. Dos extensiones de K por N

0→ K
f−→M

g−→ N → 0,

0→ K
f ′−→M ′

g′−→ N → 0,

se dicen equivalentes si hay un homomorfismo h : M → M ′ tal que
el siguiente diagrama conmuta:

M
f ↗ ↓ ↘ g

0 → K h N → 0
f ′ ↘ ↓ ↗ g′

M ′

(i) Probar que si las extensiones anteriores son equivalentes (v́ıa h),
entonces h es isomorfismo.
(ii) Queda definida una relación de equivalencia en la clase de ex-
tensiones de K por N .
(iii) Dados K y N hay al menos una extensión de K por N :

0→ K
ι1−→ K ×N π2−→ N → 0.

(iv) Hay al menos dos extensiones no equivalentes de Z2 por Z4.
23. Suponer que el siguiente diagrama de módulos y morfismos conmuta

y tiene filas exactas:

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → A′ → B′ → C ′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → A → B → C → 0
↓ ↓ ↓

0 → A′′ → B′′ → C ′′ → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

Probar que si la segunda columna es exacta, la tercera es exacta si
y solo si lo es la primera.

24. Sean A-anillo semisimple, L ideal a izquierda de A. Entonces existe
e ∈ A idempotente (i.e. e2 = e) tal que L = Ae. Luego A no contiene
ideales nilpotentes9 a izquierda.

25. Probar (4.9.2).

9Un ideal I de A es nilpotente si ex́ıste n ∈ N tal que In = {0A}.
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26. Probar (4.6.4).
27. Probar (4.6.5).
28. Sean F un A-módulo libre a derecha y {xi}i∈I una base libre de

F . Probar que hay un isomorfismo suryectivo EndA(F ) ≈CFMI(A)
sobre el anillo de matrices I × I con columnas finitas sobre A.

29. Probar (4.10.3).
30. Mostrar que Zp∞ no es Z-módulo libre, por lo que Q/Z tampoco lo

es.
31. Probar las afirmaciones de (4.16.6).
32. Si AL es libre entonces todo epimorfismo f : M → L es escindido.
33. Sea LA un A-módulo libre con una base libre {xi}i∈I . Probar que

End(LA) ≈ CFM I(A).
34. Sea P un A-módulo a izquierda. Entonces P es proyectivo si y solo

si toda sucesión exacta

0→M → N → P → 0

es escindida.
35. Sean D un dominio de integridad, G un grupo. Probar:

(i) El anillo de polinomios con coeficientes en D es D - módulo libre.
(ii) Sea

D[G] = {φ : G→ D :| {g ∈ G : φ(g) 6= 0} |<∞}.
Dados φ, ψ ∈ D[G] se definen φ+ ψ y φ ∗ ψ en D[G] mediante

(φ+ ψ)(g) = φ(g) + ψ(g),

(φ ∗ ψ)(g) =
∑

(k,h)∈G×G:kh=g

φ(k)ψ(h).

Probar que D[G] es anillo y además es D - módulo libre.
36. Sea A anillo conmutativo.

(i) Todo subconjunto de dos elementos de A es linealmente depen-
diente. Luego cada ideal libre no nulo de A es principal .10

(ii) El ideal 〈2, X〉 de Z[X] no es Z[X] - módulo libre.
37. Probar (4.11.2).
38. Sean D un dominio de integridad conmutativo y M =D M . Indica-

mos al conjunto de torsión de M mediante

T(M) = {m ∈M : ann(m) 6= {0D}},
donde ann(m) = {d ∈ D : dm = 0M}. Si T(M) = {0M} se dice que
M es módulo libre de torsión . Si T(M) = M decimos que M es
módulo de torsión. Probar:
(i) T(M) es submódulo de M .
(ii) M/T (M) es módulo libre de torsión.
Sea f ∈D Hom(M,N).
(iii) Si N es libre de torsión entonces T(M) ≤ ker(f).
(iv) Si M es módulo de torsión entonces Im(f) ≤T(N).

10Un ideal I de A es principal si ex́ıste x ∈ A tal que I = Ax.
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39. Sea D dominio de integridad conmutativo. Dado DM , M se dice
módulo de división si dM = M cualquiera sea d ∈ D − {0D}.
(i) Sea Q el cuerpo de fracciones asociado a al dominio de integridad
conmutativo D. Probar que todo Q-espacio vectorial es D-módulo
de división libre de torsión.
(ii) Sea DM un D-módulo de división libre de torsión. Probar que
hay en M una estructura de Q-espacio vectorial.
(iii) Si p es primo, Zp∞ es divisible.
(iv) Un grupo abeliano G es isomorfo a Zp∞ si y solo si G tiene una
sucesión de generadores {gn}n≥1 tal que pg1 = 0 y pgn+1 = gn si
n ∈ N.

40. Sumas directas, imágenes homomorficas y sumandos directos de gru-
pos divisibles son divisibles.

41. Todo grupo finito no trivial y todo grupo abeliano libre es no divi-
sible.

42. Probar (4.3.1), (4.3.2) y (4.3.3).
43. Probar (1.1.6).
44. Probar (1.1.8).
45. Probar (4.11.5).
46. Ningún grupo abeliano finito es, en cuanto Z-módulo, inyectivo o

proyectivo. [V. §4.16(4.16.10)].
47. En cuanto Z−módulos, Z no es inyectivo pero Q y Q/Z si lo son.
48. Probar (4.12.3).
49. Probar (4.12.4).
50. Probar (4.12.6).
51. Probar (4.12.7).
52. Probar (4.12.8).
53. Probar (4.12.9).
54. Probar (4.12.10).
55. Probar (4.8.9).
56. Probar que para dos grupos dados G,H y un anillo R es

R[G×H] ≈ R[G]⊗R R[H].

57. Sean K-cuerpo, n,m ∈ N. Hay un isomorfismo de K-álgebras11

Kn ⊗K Km ≈ Knm.

58. Si M es A-módulo unitario a izquierda y n ∈ N entonces

Mn(A)⊗M ≈ Mn(M).

En consecuencia, si además m ∈ N se tiene

Mn(A)⊗Mm(A) ≈ Mn(Mm(A)) ≈ Mnm(A).

59. Dado M ∈ R-Mod resulta R⊗RM ≈M .
60. Sean R-anillo conmutativo, M,N dos R-módulos libres. Probar que

M ⊗R N es R-módulo libre [Sug.: Aplique (4.6.3)].

11Sean A-anillo, K-cuerpo. Decimos que A es una K-álgebra si A es K-espacio vec-
torial munido de un producto tal que k(ab) = (ka)b = a(kb) cuando k ∈ K y a, b ∈ A.
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61. Probar:

Q[x]

〈x− 1〉
⊗Q

Q[x]

〈x + 1〉
≈ Q,

Q[x]

〈x− 1〉
⊗Q[x]

Q[x]

〈x + 1〉
≈ 0.

62. Si R-es anillo conmutativo y M,N son R-módulos proyectivos en-
tonces M ⊗R N es proyectivo.

63. Sean RP módulo proyectivo e I ideal bilátero de R. Entonces
P

IP
es

R

I
-módulo proyectivo.

64. Fijado un anillo unitario R los functores IdR ⊗ ◦ e Id
RM sobre la

categoŕıa de R-módulos a izquierda son isomorfos.
65. Un R-módulo unitario I es inyectivo si y solo si es sumando directo

de un R-módulo colibre.
66. Sean RM un R-módulo unitario y G un grupo abeliano divisible en

el que M se puede sumergir. Mostrar que M se puede sumergir en
un R-módulo inyectivo mediante el esquema

M ≈ HomR(R,M) ↪→ HomZ(R,M) ↪→ HomZ(R,G).

67. Probar (4.14.16).
68. Probar (4.14.17).
69. Sea B anillo de Boole, o sea un anillo en el que todo elemento es

idempotente.
(i) Probar que B es abeliano y que b = −b cualquiera sea b ∈ B.
[Sug.: Evaluar el cuadrado de a+ a y de a− b].
(ii) Determinar J(B).

70. Sea R anillo unitario. Probar que

J(R) = {a ∈ R : 1R −Ra ⊆ Invi(R)}.
71. Sean K un cuerpo y T+

n (K) el anillo de matrices triangulares supe-
riormente sobre K con coeficientes en K. Determinar J(T+

n (K)).
72. Sea R el anillo de matrices infinitas, triangulares superiormente, con

un número finito de entradas no nulas. Probar que J(R) consta de
las matrices de R con diagonal nula.

73. Sea {Ri}i∈I una familia de anillos. Entonces

J(
∏
i∈I Ri) = {r ∈

∏
i∈I Ri : ri ∈ J(Ri) si i ∈ I}.

74. Con la notación de (4.16.1), mostrar que J(Z(p)) = {a
b
∈ Z(p) : p | a}.

75. Si R es anillo unitario, J(R) es el máximo ideal bilátero de R, en el
sentido de la inclusión, tal que 1R + J ⊆ U(R).

76. Sean R anillo, I ideal bilátero de R. Probar que J(I) = J(R) ∩ I.
77. Sean n, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, y D anillo de división. Indicamos Fk(D)

(o Ck(D)) al subconjunto de Mn(D) de matrices nulas salvo even-
tualmente la fila (o columna) k-ésima. Probar:
(i) Fk(D) es Mn(D) módulo simple a derecha.
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(ii) Ck(D) es Mn(D) módulo simple a izquierda.
(iii) Fk(D) ≈ M1×n(D) en cuanto Mn(D)-módulos a derecha.
(iv) Ck(D) ≈ Mn×1(D) en cuanto Mn(D)-módulos a izquierda.
(v) Mn(D) = ⊕nk=1Ck(D) = ⊕nk=1Fk(D).

78. Sean R anillo, S subanillo de R. Entonces cada S-módulo simple es
R-módulo simple, aunque la clase de R-módulos simples puede ser
mayor a la de S-módulos simples.

79. Sean V un K-espacio vectorial y v, w ∈ V . Probar que {v, w} es
linealmente dependiente si y solo si x⊗ y = y ⊗ x en V ⊗ V .

80. Sean E y F subespacios de Cm y Cn respectivamente. Probar que
E ⊗ F es isomorfo al subespacio de Cm×n de funciones de la forma

(s, t)→
∑ν

l=1 fl(s)gl(t), ν ≥ 1, 1 ≤ s ≤ m, 1 ≤ t ≤ n.
81. Sean E,F,M espacios vectoriales complejos y φ ∈ B2

C(E,F ;M) una
forma bilineal. Decimos que E,F son φ-linealmente disjuntos si da-
dos n ∈ N, {e1, ..., en} y {f1, ..., fn} subconjuntos de E y F tales que∑n

i=1 φ(ei, fi) = 0M se tiene
(a) e1 = ... = en = 0E si f1, ..., fn es linealmente independiente.
(b) f1 = ... = fn = 0F si {e1, ..., en} es linealmente independiente.
Se llama producto tensorial de E y F a todo par (M,φ), donde M
es espacio vectorial complejo, φ ∈ B2

C(E,F ;M), M = clC(im(φ)) y
E y F son φ-linealmente disjuntos.
(i) Probar que E y F son φ-linealmente disjuntos si y solo si da-
dos n,m ∈ N y subconjuntos {e1, ..., en} y {f1, ..., fm} linealmente
independientes de E y F el conjunto

{φ(ei, fj) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}
es linealmente independiente en M .
(ii) Mostrar la existencia de algún producto tensorial. Para ello con-

sidere el cociente M del C-espacio vectorial C(E×F ) y el subespacio
S generado por elementos del tipo

δ(c1e1+c2e2,d1f1+d2f2)

− c1d1δ(e1,f1) − c1d2δ(e1,f2) − c2d1δ(e2,f1) − c2d2δ(e2f2).

Definir entonces φ : E × F →M tal que φ(e, f) = δ(e,f) + S.

(iii) Dados un espacio vectorial N y β ∈ B2
C(E,F ;N) existe una

única aplicación lineal β : M → N tal que β = β ◦ φ.
(iv) Probar que el producto tensorial está uńıvocamente determinado
salvo isomorfismos.
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Módulos de Banach unitarios, 29
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Módulos inyectivos, 178
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Módulos playos, 181
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Álgebra de Figà-Talamanca-Herz,
132
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