Publicaciones Electronicas

Sociedad Matematica Mexicana

Homologia, Cohomologia

y
Amenabilidad

Carlos C. Pena

WWW.SIm.org.mx

Serie: Textos. Vol. 29 (2023) @
ISBN: 978-607-8008-20-9




Homologia, cohomologia y amenabilidad

Carlos César Pena

UNIVERSIDAD NACIONAL CENTRO PROVINCIA DE BUENOS AIRES.
CAMPUS UNIVERSITARIO, TANDIL, PCIA. BUENOS AIRES, ARGENTINA.
FAcuLTAD DE CIENCIAS EXACTAS. DEPARTAMENTO MATEMATICA.
NUcLEO CONSOLIDADO DE MATEMATICA PURA Y APLICADA.

E-MAIL: CCPENIAQEXA.UNICEN.EDU.AR






Indice general

Introduccién
Homologia y cohomologia
Relacion con el problema de Lebesgue
Grupos y algebras amenables
Algunos ejemplos
Extensiones del concepto de amenabilidad
Objetivos

Capitulo 1. Homologfa y cohomologia

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

1.7.1.
1.7.2.
1.7.3.
1.7.4.
1.7.5.
1.7.6.
1.7.7.
1.7.8.
1.7.9.

1.8.

Categorias y functores
Limites directo e inverso
Homologia singular
Grupos de cohomologia de Hochschild
Resoluciones y grupos de homologia y cohomologia
Grupos de extension
Ejemplos
Sobre Hom(R[G], S), G-grupo, R, S anillos
Functor entre las categorias de grupos y anillos
Sobre Hom(R[G], S), R-anillo conmutativo, S una R-élgebra
Algunas categorias
Functores isomorfos
Categorias equivalentes
Functores exactos y grupos de cohomologia
Expulsores
Sobre sistemas y limites directos
Problemas

Capitulo 2. Aplicaciones a dlgebras y médulos de Banach

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

Limites directos de algebras de Banach

Homologia en algebras de Banach

Algebras super-amenables o contractivas

Algebras y semigrupos amenables

Caracterizacion de algebras amenables

Moédulos libres, colibres, proyectivos, inyectivos, playos
Biproyectividad y biplayicidad

Connes-amenabilidad

Amenabilidad de C*-algebras

I

TN e

11
16
17
18
20
21
27
27
28
29
29
30
30
32
33
34
35

37
37
38
46
49
56
60
64
75
84



Indice general

2.10. Ejemplos 88
2.10.1. Paradojalidad de N respecto a biyecciones de Z 88
2.10.2. Promedios topolégicos y amenabilidad 88
2.10.3. Amenabilidad de productos tensoriales 92
2.10.4. Diagonal virtual de grupos amenables discretos 94
2.10.5. Productos tensoriales e independencia lineal 95
2.10.6. Amenabilidad de A(X) 96
2.10.7. Amenabilidad y la propiedad de Radon-Nykodym 101
2.10.8. Sobre la biproyectividad de L(G) 104
2.10.9. Biproyectividad de algebras amenables compactas 106
2.10.10. Biproyectividad de algebras de Banach abelianas 107
2.10.11. Inyectividad de B(X,Y") 111
2.10.12. Playicidad de F&G 113
2.10.13. Super-amenabilidad de &lgebras de Banach duales
amenables 114
2.10.14. Amenabilidad, Connes-amenabilidad y amenabilidad
interna de grupos localmente compactos 115
2.10.15. Sobre fuerte Connes-amenabilidad 119
2.11. Problemas 125
Capitulo 3. ANEXO 1: Grupos 133
3.1.  Grupos, semigrupos, subgrupos. Grupo opuesto. 133
3.2.  Grupos abelianos. Generadores. Centro y orden de un grupo y
de un elemento. Grupos ciclicos. 134
3.3. Homomorfismos de grupos 134
3.4. Productos directos, subgrupos normales y cocientes. 135
3.5. Teoremas de isomorfismo 136
3.6. Teorema de Lagrange 138
3.7. Acciones y representaciones de grupos 138
3.8.  Automorfismos interiores 140
3.9. Teorema de Cauchy 141
3.10. Teoremas de Sylow 141
3.11.  Grupos abelianos finitos.
Teoremas de Gauss y de Schering - Kronecker 143
3.12. Ejemplos 145
3.12.1. Grupos de permutaciones 145
3.12.2.  Grupos dihedral y cuaterniénico 148
3.12.3.  Grupo lineal 148
3.12.4. Generadores de sl(2, p) 150
3.12.5. Grupos, cocientes, indices 150
3.12.6. Sobre p-grupos 151
3.12.7.  Sobre subgrupos de Sylow 152
3.12.8.  Sobre conmutadores. 155
3.13. Problemas 158



Indice general

Capitulo 4. ANEXO 2: Mdédulos

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.
4.11.
4.12.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.

4.16.1.
4.16.2.
4.16.3.
4.16.4.
4.16.5.
4.16.6.
4.16.7.
4.16.8.
4.16.9.

4.16.1
4.16.1
4.16.1
4.16.1
4.17.

Anillos
Modulos
Algebras
Homomorfismos de médulos. Submédulos. Médulo generado.
Suma, producto, cocientes y suma directa de médulos.
Moédulos libres
Sucesiones exactas
Productos tensoriales
Moédulos simples y semisimples
Moédulos proyectivos
Moédulos inyectivos
Moédulos noetherianos y artinianos
Modulos playos
Representaciones y radical de Jacobson
Teoremas de Wedderburn, Schur y Jacobson
Ejemplos
Sobre anillos
Anillos Zp~ y Z[z,y]/{zy)
Graficos de endomorfismos de A-mddulos
Sobre anillos semisimples
Médulo sin submédulos simples
ZN no es Z-médulo libre
ZMN) ~ Homy(ZN, 7)
Un modulo no libre proyectivo
Sobre productos tensoriales
0. Sobre Médulos divisibles
1. Sobre médulos inyectivos
2. Modulos colibres
3. End(ZM™) ~ End(ZM)? en Mod-End(ZM)
Problemas

Indice alfabético

Bibliografia

11T

165
165
167
168
168
169
171
172
173
175
176
178
180
181
183
186
191
191
191
192
193
196
196
197
199
199
202
203
203
204
206

215
221






Introduccién

Homologia y cohomologia. Las homologia y cohomologia algebrai-
cas fueron axiomatizadas por S. Eilenberg y N. E. Steenrod en 1945 [49], e
introducidas luego por H. Cartan y S. Eilenberg en el celebrado libro Homo-
logical Algebra en 1956 [20]. Constituyen un vasto marco tedrico en el que
confluyen vertientes diversas de la matematica: desde el dlgebra propiamente
dicha, la geometria algebraica, la topologia algebraica o el andlisis funcional.
Sin embargo, ideas, enfoques y técnicas subsumidas por esta teoria se ma-
nifestaron previamente en trabajos de B. Riemann a mediados del s. XIX,
de E. Betti [14], de H. Poincaré en 1895, etc. [83].

Relacion con el problema de Lebesgue. En 1972 quedé establecida
definitivamente la adecuacién de estas herramientas para el tratamiento de
problemas complejos en anélisis funcional [90]. Desde entonces se inicia el
capitulo sobre teoria de amenabilidad, lo que permite abordar problemas
complejos de teoria de la medida, planteados por H. Lebesgue en 1904.

El teorema de la convergencia monétona es una propiedad relevante de la
integral de Lebesgue. Lebesgue planted, precisamente, en qué medida dicha
propiedad es fundamental. Puesto que el teorema de convergencia monéto-
na equivale a numerabilidad aditiva, el problema concierne a la existencia
de alguna medida positiva u sobre R, finita, no numerablemente aditiva e
invariante por traslaciones tal que p([0,1]) = 1. Entre 1904 y 1938 este
problema derivé en el estudio de medidas invariantes finitamente aditivas.
La invariancia por isometrias di6 lugar al teorema de Banach-Tarski [11] y
la consiguiente teoria de descomposiciones paradojales. Se observé entonces
que la integral de Lebesgue se construye sobre el grupo aditivo de los niime-
ros reales. Construcciones andlogas, sobre otras estructuras con condiciones
algebraicas y topoldgicas distintas, habran de derivar en situaciones pre-
visiblemente diferentes. La clase de grupos amenables fue introducida por
J. von Neumann en 1929, explicando paradojas derivadas del teorema de
Banach-Tarski cuando la dimensién del espacio es mayor a dos [121] [76].

Entre 1940 y 1950 se conectan las nociones de medidas finitamente aditivas
y promedios, siendo relevantes los aportes de M. M. Day. Dado un grupo G,
la existencia de una medida finitamente aditiva p : P(G) — [0, +00) tal que
wWG) =1y u(gE) = pu(F) para cada g € Gy E € P(G) - o G-invariante a
izquierda - es equivalente a la existencia de un promedio invariante sobre G,
i.e. un funcional m € 1°(G)* tal que (1,m) =|| m [|=1y (43¢, m) = (¢, m)
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2 INTRODUCCION

para todo g € Gy ¢ € 1°(G), donde 4¢(g') = ¢(gg’) en todo caso [40].

En 1962 H. Kamowitz extendié la cohomologia de Hochschild al contexto
de élgebras de Banach conmutativas [95]. Ello permitié la revisién de re-
sultados principales de Hochschild con relacién a algebras asociativas finito-
dimensionales separables (o semisimples sobre toda extensién del cuerpo
base), cuestiones ligadas al radical del dlgebra y el teorema de Wedderburn
sobre complementariedad del radical [84]. Sin consideraciones topoldgicas
sobre algebras infinito-dimensionales éstas investigaciones no eran posibles
[127] [150]. El teorema de descomposicién de Wedderburn ya habia sido
considerado en &dlgebras de Banach en 1951 y, en particular, sobre el dlge-
bra de Banach de funciones complejas sobre un espacio compacto separado
en 1960 [54] [6]. H. Kamowitz probé que dadas una C*-algebra abeliana A
y un A-bimdédulo de Banach conmutativo X los grupos de cohomologia de
Hochschild H!(A, X) y H2(A, X) de A con coeficientes en X son triviales.
En 1966, sobre un grupo localmente compacto GG, A. Guichardet extendid
el analisis a grupos de cohomologia de Hochschild H"™(L'(G), X) [72], [73].
Asimismo, avances en el contexto de dlgebras de operadores y de algebras y
maédulos topoldgicos se reportaron en [93] en 1971 y [145] en 1972.

B. E. Johnson, también en 1972, probé que la amenabilidad de grupos lo-
calmente compactos es una propiedad cohomolégica (cf. [90], Th. 2.5). Esto
representé un hito en la teoria, dando inicio al estudio de algebras amenables
y al establecimiento definitivo de técnicas integradas de homologia y coho-
mologia. En esta misma memoria, Johnson planteé una serie de problemas
abiertos que han sido y siguen siendo motivo de investigacién.

Grupos y algebras amenables. Un grupo G se dice amenable si posee
algin promedio invariante. El grupo libre con dos generadores o el grupo
especial ortogonal SO(3) son no amenables [76]. Los grupos no amenables
dan lugar a situaciones geométricas que retan el sentido comun, haciendo
imperioso comprender qué diferencia grupos amenables de los no amenables.
Sabemos ahora que un grupo localmente compacto G es amenable si y solo
si el primer grupo de cohomologfa de Hochschild de L!(G) con valores en el
dual de cualquier L*(G) bimédulo de Banach es trivial (cf. [90]. Th. 2.5).
Mads generalmente, un algebra de Banach A se dice amenable si el primer
grupo de cohomologia de Hochschild de A con valores en el dual de cualquier
A-bimoédulo de Banach es trivial.

Algunos ejemplos.

1. (J. von Neumann [121], 1929) (a) El grupo libre en dos generadores
no es amenable.
(b) Todo grupo finito es amenable.
(¢) Todo grupo soluble es amenable.
(d) Si la cadena de subgrupos conmutadores de G termina en la
identidad al cabo de un nimero finito de iteraciones G es amenable.
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2. (M. M. Day [37], 1942) (a) Todo semigrupo abeliano es amenable.
(b) Sean S semigrupo amenable a izquierda (a derecha, amenable),
S’ semigrupo, f : S — S’ epimorfismo. Entonces S’ es amenable a
izquierda (a derecha, amenable).

(c) Si G es grupo amenable a izquierda (a derecha, amenable) cada
subgrupo es amenable a izquierda (a derecha, amenable).

3. (M. M. Day [39], 1950) (a) Si un semigrupo S es amenable a izquier-
da y derecha resulta amenable.

(b) Un semigrupo es amenable a izquierda si y solo si lo es a derecha
si y solo si es amenable.

(c) Sea H subgrupo normal de un grupo G tal que H y G/H son
amenables. Entonces G es amenable.

(d) Sea S; un conjunto de subsemigrupos amenables de un semigru-
po S tal que S = US; y dados 4,7 existe k tal que S; U S; C Sy.
Entonces S; es amenable.

(e) Sean S, S’ semigruposy f : S — S’ un epimorfismo. Si S es ame-
nable a izquierda (a derecha, amenable) entonces S’ es amenable a
izquierda (a derecha, amenable).

4. (E. Folner [55], 1955) Un grupo localmente compacto G con medida
de Haar A\ es amenable si y solo si dados ¢ > 0 y un subconjunto
compacto K de GG existe un subconjunto boreliano E de G de medida
positiva finita tal que para todo g € K es A\(E A gE) < e\(E).

5. (M. M. Day [40], 1957) (a) Limites y productos de grupos amenables
son amenables.

(b) Un grupo es amenable si y solo si todo subgrupo finitamente
generado es amenable.
(c) Se caracterizan semigrupos amenables.

6. (A. Hulanicki [86], 1964) Un grupo localmente compacto G es ame-
nable si y solo si C*(G) = CX(G).!

7. (H. Leptin [108], 1968) Un grupo localmente compacto G es amena-
ble si y solo si el dlgebra de Fourier A(G) tiene aproximacion acotada
de la unidad (V. (2.11.26)).

8. (B. E. Johnson [90], 1972) (a) Toda C*-dlgebra abeliana es amena-
ble. (b) La condicién necesaria y suficiente para que un élgebra de
Banach finito-dimensional sea amenable es que sea semisimple. (c)
Las élgebras de operadores compactos K(IP), con 1 < p < 400, y
K(C[0,1]), son amenables.

Undicamos C*(G) a la C*-dlgebra de G, y Ci(G) a la C*-dlgebra reducida de G.
Claramente la representacién regular a izquierda A : L'(G) — B(L*(G)) es fiel. Dada
6 € LYG) sea 0*(g) = 6(g ') Ag(g™ '), donde g € G y Ag es la funcién modular de
G. Asf L!(G)-deviene *-&lgebra de Banach y A resulta *-representacién de &lgebras de
Banach. Haciendo | 6 |=|| A(9) || se obtiene una C*-norma de L'(G). Se defime C;(G)
como la C*-lgebra que sigue al completar L!(G) respecto a dicha norma. Por otra parte,
C*(G) es la C*-4lgebra con base en L*(G) respecto a la mayor norma C* de L'(G).
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. (B. E. Johnson [91], 1972) Se caracteriza las dlgebras amenables

mediante diagonales virtuales y aproximadas.

(A. Connes [28], 1976) Toda C*-4lgebra amenable A es nuclear, o sea
cualquiera sea el dlgebra de Banach B el producto tensorial A ® B
admite una tinica norma C*.

(S. Wassermann [147], 1976) Una W*-dlgebra® 9 es amenable si y
solo si existen k € N, espacios compactos hiper-stoneanos® Q1 ..., Q
y ni,...,ni € N tales que 9 ~ @;‘-‘Zan]. ® C(©;).

(M. V. Sheinberg [138], 1977). Un algebra de Banach uniforme es
amenable si y solo si es autoadjunta.

(J. Duncan, I. Namioka [44], 1978) Dado un semigrupo S, si 1! (S) es
amenable entonces S es amenable, aunque la afirmacién reciproca no
es cierta. Un semigrupo inverso S es amenable si y solo si el subgrupo
maximal de S es amenable.

(A. To-Ming Lau [105], 1978) Se ha caracterizado la amenabilidad
mediante propiedades de extensién de tipo Hahn-Banach. Precisa-
mente, A es amenable si y solo si dados un A-bimédulo de Banach X
y un A-submédulo de Banach YV de X, cada f € Y* tal que af = fa
para todo a € A existe f € X* extensién de f tal que af = fa para
todo a € A.

(A. Ya. Helemskii, M. V. Sheinberg [79], 1979) La amenabilidad de
un algebra de Banach A equivale a cualquiera de las siguientes pro-
piedades: (a) El A-bimédulo A; es playo. (b) A tiene aproximacién
acotada de la unidad y A; es A-bimddulo playo. (c) A tiene apro-
ximacién acotada de la unidad y 7% : A* — (A®A)* tiene algin
inverso a izquierda que es homomorfismo de A-bimdédulos de Ba-
nach.

(R. I. Grigorchuck [66], 1980) Sea G grupo finitamente generado por
un conjunto {uq, ..., ux}. El siguiente es un criterio de amenabilidad,
para lo cual podemos suponer k£ > 1 ya que todo grupo abeliano es
amenable. Sea Fy el grupo libre en k generadores {z1,...,xx}. Sea
Q : Fr — G el homomorfismo tal que Q(z;) = u; si i = 1,...,k.
Dado z € Fy, sea [(x) la longitud de la palabra reducida en las letras
T, ,...,xl_l,a;l, ...,T. Para cada n € Ny sea

o =[{z € F) : l(x) = nj |

1/(2n)

Entonces existe v = im0 75, y G es amenable si y solo si

=2k —1.
(U. Haagerup [74], 1983) Toda C*-algebra nuclear es amenable [74].
Quedan asi identificadas las C*-algebras amenables y las C*-dlgebras
nucleares.
(A. T. Lau, V. Losert [107], 1986) Un grupo localmente compacto
G es amenable si y solo si todo subespacio X de L*>°(G), w*-cerrado,

20 sea una C*-4lgebra que posee algin predual.
3Un espacio compacto Hausdorfl Q es hiper-stoneano si C(Q2) es una W*-dlgebra.
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complementable e invariante por traslaciones a izquierda, es el rango
de alguna proyeccion que conmuta con traslaciones a izquierda.
(P. C. Curtis, Jr, R. J. Loy [32], 1989) La amenabilidad de un &lgebra
de Banach A equivale a cualquiera de las siguientes propiedades: (d)
A tiene aproximacién acotada de la unidad y la sucesién exacta

0— A* 1 (ABA) 5 K* — 0
es escindida, con K = ker(74) y ¢ : K < A®A. (e) A tiene apro-
ximacién acotada de la unidad y, para cada A-mddulo esencial X,
toda sucesién exacta corta admisible de A-bimédulos

0-x Ly z50

es escindida.
(N. Grgnbzek [67], 1990) El algebra de Banach I1(S) sobre un semi-
grupo conmutativo S es amenable si y solo si S es un semireticulo
finito de grupos conmutativos, i.e. hay un semigrupo conmutativo
finito Y en el que cada elemento es idempotente y S es la unién
disjunta S = Uyey So de subsemigrupos de S, con S,S3 C S, para
cada o, €Y.
(J. Duncan, A. L. T. Paterson [45], 1990) El algebra de Banach
ll(S) sobre un semigrupo inverso® es amenable si y solo si S tiene
un numero finito de idempotentes y cada subgrupo de S es amenable.
(N. Grgnbak [68], 1990) Sean G un grupo localmente compacto
y w : G — Rsg un peso® sobre G. Entonces el dlgebra de Beur-
ling® L'(G,w) es amenable si y solo si G es grupo amenable y
supgeq w(g)w(g™") < oo
(N. Grgnbek [69], 1991) Si (E,F) es un par dual de espacios de
Banach el dlgebra de Banach de operadores F-nucleares sobre E es
amenable si y solo si E es finito-dimensional.
(N. Grgnbaek, B. E. Johnson, A. Willis [70], 1994) Se determinaron
condiciones de amenabilidad de algebras de operadores aproxima-
bles y compactos. Entre otros resultados, siguen la amenabilidad de
A(C(K)), con K espacio compacto Hausdorff, y de A(LP(X, X%, u)),
con 1 < p < oco. Por otra parte A(I’®1%) es amenable si y solo si
1/p+1/qg<1.
(H. G. Dales, F. Ghahramani y A. Ya. Helemskii [35], 2002) El
algebra de Banach M(G) de medidas de Borel acotadas sobre un

4Un semigrupo S se dice inverso si para todo s € S existe s* € S tnico tal que
ss*s=sy s"ss" =s".

50 sea w es una funcién continua positiva tal que w(g1g2) < w(g1)w(ga) para todo
91,92 € Gy w(e) = 1, donde e denota a la unidad de G.

6L (@, w) consta de las funciones medibles ¢ : G — C respecto a la medida de Haar
tales que ¢pw € L*(G). Haciendo || ¢ ||1,.=|| ¢w ||1 el espacio L' (G, w) deviene claramente
espacio de Banach. Si para ¢, € L' (G, w) hacemos ¢ ® ¢ = [(¢pw) * (w)]w™" entonces
L*(G,w) resulta algebra de Banach, i.e. la correspondiente 4lgebra de Beurling de G
respecto a w.
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grupo localmente compacto G es amenable si y solo si G es amenable
y discreto.

26. (D. R. Farenick, B. E. Forrest, L. W. Marcoux [52], 2005) La subélge-
bra Ap de B(H) generada por un operador T' -H espacio de Hilbert-
es amenable si y solo si T' es similar a un operador normal cuyo
espectro tiene interior vacio y complemento conexo.

27. (E. Feizi, A. Pourabbas [53], 2006) Sean G grupo localmente com-
pacto con un peso w. El dlgebra de medidas M(G,w) es amenable
si y solo si G es grupo discreto amenable, sup,cq w(g)w(g™) < oo
yw > 1.

28. (S. J. Bhatt, P. A. Dahbi [10], 2013) Sean A algebra de Banach
conmutativa, B un dlgebra de Banach y T': B — A homomorfismo
de dlgebras tal que || 7' ||< 1. Entonces A X7 B es amenable si y solo
si Ay B son amenables.”

29. (A. Ebadian, A. Jabbari [46], 2015) Un dlgebra de Segal pesada®
SL(G) es amenable si y solo si SL (G) = LL(G).

30. (R. Ghamarshoushtari, Y. Zhang [62], 2015) Dados un espacio com-
pacto X y un dlgebra de Banach A, C(X, A) es amenable si y solo
si A es amenable.

31. (E. Biyabani, A. Rejali [15], 2018) Sean (X, d) espacio métrico, A un
algebra de Banach, o > 0 tales que Lip, (X, A) y lipy (X, A) separan
puntos de X. La condicién necesaria y suficiente para que éstas dlge-
bras de Lipschitz® sean amenables es que (X, d) sea uniformemente
discreto'® y que A sea amenable.

32. (M. Essmaili, A. S. Marzijarani, A. Rejali [50], 2021) Sean A, B
algebras de Banachy 6 € o(B). Son equivalentes: (a) A xy B es

7Si indica A x7 B al algebra definida sobre el producto A x B con las operaciones

naturales de suma y producto por escalares y la multiplicacién
(a,b)(a’,b") = (aa’ + T(b)a’ + T(b")a, bb")

para a,a’ € Ay b.b' € B. Con la norma (a,b) =|| a || + || b || se tiene un 4lgebra de
Banach. Estas dlgebras generalizan las dlgebras de Lau o F-algebras [106].

8Sean G grupo localmente compacto y w un peso sobre G. SL(G) es lgebra de Segal
pesada si (a) SL(G) es densa en L, (G). (b) SL(G) es dlgebra de Banach invariante por
traslaciones respecto a alguna norma || o HSfU(G)' ©) lla f HS}D(G)S w(a) || f HSt(G) para
cadaa € Gy f € SL(G). (d) Dados f € SL,(G) y € > 0 hay algiin entorno U de la unidad
de G tal que ||a f - f HS,}U(G)< esia€eU. (e) H f ||1,WSH f ”Si}(c) si f € S’}U(G)

9Se indica

Lip, (X, A4) = {f € I"(X, A) : pa,a(f) < oo},

: . L f@) = fy)l
lip,, (X, A) = € Lip,(X,A4): lim “———F—F-"—2— =0},
Pa(X,4) = {f € Lip (X, 4) :  lm FTCRNE }
con pa,a(f) = sup,, W Haciendo || f |la (f) = pa,a(f)+ || f lleo resultan las
correspondientes dlgebras de Lipschitz, ambas de Banach.
100 sea existe € > 0 tal que d(z,y) > € toda vez que x # y.
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amenable. (b) 6§ € o(B) es biplaya y tiene aproximacién acotada de
la identidad. (¢) A y B son amenables.

33. (A. L. Barrenechea, C. C. Pena [12], 2022) Sean A, B, algebras
de Banach tales que B es A-bimddulo algebraico'' de Banach con
unidad eg de modo que aeg = epga para todo a € A. Entonces
A B - la extension modulo de Banach generalizada de A y B - es
amenable si y solo si Ay B lo son'2.

34. (M. J. Mehdipour, A. Rejali [117], 2022) Si G es grupo localmente
compacto con un peso w, L!(G,w)** es amenable si y solo si G es
finito.

Extensiones del concepto de amenabilidad. La teoria de amena-

bilidad irrumpié con éxito resonante, esclareciendo y dando solucién a la
compleja problematica planteada por H. Lebesgue ya descripta. Esta teoria
estd en una suerte de punto de inflexiéon. Por un lado, la teoria es lo sufi-
cientemente fuerte para dar lugar al desarrollo de una teoria general. Sin
embargo, es un tanto débil en cuanto al alcance de situaciones que logra
abarcar. Establece una suerte de condiciones de finitud en algebras de Ba-
nach (cf. [118], p. 284). Muchos teoremas validos para grupos finitos pueden
generalizarse a grupos amenables pero no a clases mas amplias. Por ejemplo,
como se ha consignado los criterios de amenabilidad no aplican a semigrupos
[44]. Por otra parte las condiciones de amenabilidad de W*-algebras aplican
a una subclase muy restricta de las mismas [147].
Se ha debido por ello redefinir nociones de amenabilidad, ya sea restrigien-
do las clases de bimdédulos en cuestién, la estructura de las derivaciones
subyacentes, etc.. Surgieron asi nuevos puntos de vista, adecuados al obje-
to de estudio preciso. Entre otras derivaciones mencionamos algunas otras
nociones de amenabilidad, a saber:

1. Connes-amenabilidad, propicias para el estudio de algebras de von
Neumann [27][28], [81][92], 1976.'3

2. Débil-amenabilidad [7], 1987.14

3. Super-amenabilidad o contractibilidad.*

10 sea B es A-bimédulo de Banach y dados a € A y b1,b2 € B valen las identidades
a(blbz) = (abl)bg, (blbg)a = bl (bza), (bla)bg = bl(abg).

1240 B es el producto A x B con las operaciones

z(al,b1) + (az,bz) = (za1 + ag, zb1 + bz),
(a1,b1)(a2,b2) = (a1a2,a1b2 + a2b1 + b1b2),

y la norma || (a,0) [|=[l a [l + [/ b .
1By, (2.8).
Myy dlgebra de Banach A es débilmente amenable si toda derivacién acotada de A

con valores en A" es interna [34].
15y, (2.3).
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4. Amenabilidad de operadores, adecuada al estudio de algebras de ope-
radores [130], 1995'°.
5. n-Débil amenabilidad y amenabilidad débil permanente [34], 1998.""

6. Amenabilidad aproximada, amenabilidad esencial, amenabilidad apro-
zimadamente esencial [63], 2004.'

7. Amenabilidad por ideales [65], 2004."

8. Pseudo-amenabilidad [24], 2009.°

9. Amenabilidad por caracteres [120] [97], 2008.*!

10. Connes-o-amenabilidad [119], 2022.
11. Etc..

16(a) Se llama espacio de operadores a todo espacio vectorial V munido de una norma
matricial || o ||, o sea una asignacién de normas || o ||, en M, (V') para cada n € N tal que
() | @ @b [lntm=max{[[ a[n, || b[lm} sia € Mn(V) y b€ Mm(V).

(i) || zaw <]l 2 [ @ llmll w [ $i 2 € Mun(C), @ € Min(V), w € My (C).

(b) Cada aplicacién lineal ¢ : V' — W entre espacios de operadores sobre un mismo cuerpo
induce aplicaciones lineales naturales ¢ : M, (V) — M, (W) para cada n € N.

(c) Escribamos || ¢ ||lce= sup{|| ¢~ ||: » € N}. Se dice que ¢ es operador completamente
acotado si || ¢ ||ev< 0o. En particular, un operador ¢ se dice completamente contractivo si
16 o< 1.

(d) Sean A un espacio de operadores y m : A x A — A una forma bilineal. Se dice que
m es forma bilineal completamente contractiva si el operador lineal m : AQA — A es
completamente contractivo.

(e) Un élgebra de Banach A que es espacio de operadores se dice completamente contractiva
si la multiplicacién A x A — A es completamente contractiva.

(f) Sea A un &lgebra de Banach completamente contractiva. Se llama A-bimddulo de
operadores a todo A-bimdédulo de Banach F, que es ademads espacio de operadores y tal
que las acciones de A en E son completamente contractivas.

(g) Sea A un é&lgebra de Banach completamente contractiva. A se dice amenable por
operadores si para todo A-bimédulo dual de operadores E cada derivacién D : A — E
completamente acotada es interna [131].

"Decimos que un &lgebra de Banach A es n-débilmente amenable si toda derivacién
acotada D : A — A™ es interna, donde A'™ = A, A?* = (A™)*, etc., y que es permanen-
temente débilmente amenable si es n-débilmente amenable para todo n € N.

!8(a) Un 4lgebra de Banach A es aprorimadamente amenable si para todo A-bimédulo
de Banach X cada derivacién acotada D : A — X* es aproximadamente interna, i.e. hay
alguna red {&;};cs en X* tal que D(a) = lim;jcs(a&; — &;a) para todo a € A.

(b) A se dice esencialmente amenable si para todo A-bimédulo de Banach pseudounitario
X cada derivacién acotada D : A — X™ es interna.

(c) A se dice aprozimadamente esencialmente amenable si para todo A-bimédulo de Ba-
nach pseudounitario X cada derivacién D : A — X* es aproximadamente interna.

19Un slgebra de Banach A se dice amenable por ideales si toda derivacién acotada
D:A— (A/I)* es interna, cualquiera sea el ideal bildtero cerrado I de A.

20Un algebra de Banach A es pseudo-amenable si posee alguna diagonal aproximada
(V. (2.52)).

21Sean A algebra de Banach y v € o(A). Todo espacio de Banach E admite una
estructura de A-mdédulo a izquierda (derecha) haciendo axz = ¥(a)z (za = ¢(a)x) para
a € Ay x € E. Si toda derivacién acotada de A con valores en el dual de tales bimédulos
de Banach es interna decimos que A es amenable por caracteres a izquierda (a derecha) .
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Objetivos. La tematica sobre homologia y cohomologia, con aplicacio-
nes a amenabilidad y teoria de operadores, es objeto de estudio del proyecto
Analisis Funcional en Espacios y Algebras de Banach. El mismo es desarro-
llado por el autor en sede del Nicleo Consolidado de Matematica Pura y
Aplicada de la Facultad de Ciencias Exactas, Universidad Nacional Centro
de la Provincia de Buenos Aires, Tandil, Argentina.

Abordaremos homologia y cohomologia en conexién con amenabilidad en
algebras de Banach. La tematica interesa a la comunidad matematica, quizas
debido a la transversalidad de sus alcances. La teoria es compleja y su de-
sarrollo demanda de herramientas delicadas. Trataremos de presentar las
mismas, en la medida de nuestros alcances, con el mayor grado de claridad
posible. Desde luego, la presentacién de los temas es incompleta dada la
vastedad tedrica de la materia. En su defecto, guiados en la seleccién del
material por un criterio personal, introductorio y pedagodgico, procuramos
un desarrollo detallado desglosando en distintos apartados procesos que pue-
den resultar largos o complejos.

El trabajo consta de cuatro capitulos: el primero de caracter general so-
bre homologia y cohomologia. El segundo sobre aplicaciones en algebras y
médulos de Banach. Los capitulos tercero y cuarto son anexos, con elemen-
tos sobre teoria general de grupos y de mddulos. Cada capitulo consta de
secciones con contenido tedrico, de ejemplos presentados en subsecciones, y
finalmente de problemas propuestos.

Finalmente, expreso mi respeto y agradecimiento por la atencién y la con-
sideracién dispensada por el Dr. Emilio Lluis-Puebla y por los colegas del
Comité de Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matematica Mexicana.

Carlos C. Pena
Tandil, Argentina, 2023






Capitulo 1

Homologia y cohomologia

1.1. Categorias y functores

1. [48][42][111] Llamamos categoria a toda terna C = (O, morc, o),
donde O es una clase de objetos, mor, son flechas o morfismos entre
los objetos y o es una regla de composicion entre objetos de modo
tal que:

(i) Dados A, B € O hay un conjunto Hom(A, B) de morfismos de A
en B, eventualmente vacio (V. §4.16.e).
(ii) Si A, B,C € O,

o : Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A,C), o(f,g) = fog.
(iii) Si A,B,C € O, existe 14 € Hom(A, A) tal que 1409 =gy
fola=fsifeHom(A B)ygeHom(C,A).

(iv) Dados A, B,C, D € O y morfismos
f € Hom(A, B), g € Hom(B, C), h € Hom(C, D),
se tiene ho (go f) = (hog)o f.

2. V. ejemplos (4.16.1.7.4).

3. Sean C; = (O;, morg;,0;), i = 1,2, dos categorias. Se llama functor
entre C; y Co, y escribimos F' : C; — Cz, a todo funcional F' que
transforma objetos y morfismos de C; en objetos y morfismos de
Cy de acuerdo a las condiciones siguientes, que definen los llamados
functores covariantes y functores contravariantes:

(i) F(14) = 1p(a) para cada A € Os.

(i) SiA,B € O1y f € Hom(A, B) resulta F'(f) € Hom(F(A), F(B))
(resp. F(f) € Hom(F(B), F(A)).

(iii) Dados A, B,C € O, f € Hom(B,C) y g € Hom(A, B) entonces
F(fog)=F(f)oF(g) (xresp. F(fog)=F(g)oF(f))

4. Dadas categorias C; = (O;,morg,,0;), i = 1,2, decimos que C; es
subcategoria de Co si O1 C Oy y mor; C mors. Decimos que Cq es
subcategoria total de Co si ademds mor; = mors.

5. Sean R, S anillos, C una subcategoria total de la categoria de R-
modulos y D una subcategoria total de la categoria de S-mdédulos.
Un functor F' : C — D se dice aditivo si dados R-médulos M, N € O¢
y R-homomorfismos f,g : M — N es F(f +g) = F(f) + F(9g).
En ese caso, F' : Hompr(M, N) — Homg(F (M), F(N)) deviene ho-
momorfismo de grupos abelianos en el caso covariante, y asimismo
F :Homp(M,N) — Homg(F(N), F(M)) en el caso contravariante.

11
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6. Sean R, S anillos, U € R-Mod-S, M, N € R-Mod. Entonces:

(a) RHom(RUS,R M) € S-Mod.

(b) RHOIH(RM,R Us) € Mod-S.

(¢) Quedan definidas
RHOHI(RUS, O) :r Mod —g Mod,
rHom(o,r Ug) :r Mod — Modg.

(d) Ademas

H o
Hom (M, N) rHOM(RUs,0)

(e) Asimismo

s Hom[gpHom(rUg, M),r Hom(gUg, N)].

H rU
Hom (M, N) B0 CnUs), yom o [rHom(N, g Us), g Hom(M, 5 Us)].
(f) Luego gHom(gUg, o) y gHom(o,r Ug) son functores aditivos co-
variante y contravariante entre las categorias de R-moddulos a iz-
quierda y S-médulos a izquierda y de R-mddulos a izquierda y de
S-médulos a derecha respectivamente.

. Sean C, D subcategorias totales de la categoria de médulos sobre un

anillo Ry F: C — D un functor.
(a) Si F' es covariante y para cada sucesién exacta

O—L—M-—N-—0

la sucesiéon 0 — F(L) — F(M) — F(N) es exacta se dice que el
functor F' es exacto a izquierda. En caso que la sucesién
F(L)—» F(M)— F(N)—0
resulte siempre exacta diremos que F' es exacto a derecha.
(b) Si F es contravariante y para cada sucesién exacta
0O—-L—->M-—-N=0

la sucesiéon 0 — F(N) — F(M) — F(L) es exacta se dice que el
functor F' es exacto a izquierda, siéndolo a derecha si
F(N)— F(M)— F(L) — 0.
(c) Son ezactos los functores exactos a izquierda y derecha.

. Los functores Hom son exactos a izquierda.
. Sean C, D categorias, F,G : C — D functores covariantes (con modi-

ficaciones légicas esta construccion aplica también a functores con-
travariantes). Una transformacion natural de F' en G es una corres-
pondencia 1 : O¢ — morp de modo que para f € Homg(Cq,C2) el
diagrama

Fioy) 29 pey)
ney 4 1 ne,

a2 a(e)
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es conmutativo. Escribimos entonces n : F — G. Si cada no para
C € O¢ es isomorfismo decimos que 71 define un isomorfismo natural
entre F'y Gy escribimos F' ~ G. (V. §4.16.1.7.5, §4.16.1.7.6, §4.17.
64).

Diremos que las categorias C y D son equivalentes si hay functores
F:C—>DyG:D— Ctalesque FoG = Idp y Go F = Id¢.
Entonces escribiremos C ~ D.

Sean F, F' : C — Dy G,G : D — C functores equivalentes tales que
FoG~1ldpy GoF =~ 1Id¢. Entonces F/ oG’ ~Idp y G' o F' =~ Idc.
En efecto, sean ¢ : Op — more, 7 : Op — morp, v : Oc — more
funciones tales que en todo caso los diagramas siguientes conmutan:

(D)) Y G (D)

¢p, ¥ 1 ép,

Gy 2 Gy,

(FG)(Dy) LD (pG)(Dy)
11D, i \L D,
Dl i) D27
@Ry Y9 ary(en)
Vo, \L \l/ Vey
o)) ER Cs.
Por (1.1.2) tenemos
(PG (D) LD, (pany(Dy)
F(¢p,) L F(ép,)
(FG)(Dy) Y (kG (Dy)
D, + 11D,
D, ER Ds.

Hagamos ¥p = np o F(¢p), D € Op. Asi ¢ : Op — morp. Como
G =~ G’ por (1.1.1) para cada D € Op resulta

Id(penypy = F(Idgr(p)) = F(65" © ¢p) = F(¢p") o F(ép),
1d(rcy(py = F(ldg(py) = F(¢p o ¢p') = F(¢p) o F(¢p'),

o sea F(¢p) es inversible y F(¢p)~! = F(¢,"). Podemos concluir

que ¥ p es inversible y, siendo D arbitrario, F'o G’ ~ Idp. Asimismo,

ya con (1.1.3), serd G' o F' =~ Idc.
Existe ahora 6 : O¢ — morp tal que
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(F'G")(f)

(F'G")Y(D1) ———= (F'G")(D2)
Ocr(py) + , +0ci(p,)
(Fa (D)) T (FGy(Dy)
¢D1 \L \l/ ¢D2
D1 i) D27

de donde F' o G' = Idp, y andlogamente G’ o F’ ~ Idc.

12. Queda definida una relaciéon ~ de equivalencia de categorias. Clara-
mente dicha relacion es reflexiva y simétrica. Sean C ~ Dy D = &,
digamos via functores

chnSedpte
y transformaciones naturales n : F' o F' — Ide y v : G’ o G — Idp.

Dado C € C tenemos
Idpe)
—_—

(G'G)(F(C)) (G'G)(F(C))

VE(C)L Lvre)

IdF(C)
F(C) _— F(C).
Por lo tanto
Id g (p(ey)
F'((G'G)(F(C))) F(G'G)(F(C)))
Fl(vpey) 4 L F'(vpey)
(FFNC) O, ()
ne I nc
C Ide, C.

Sea 0c = nc o F'(vp(c))- Resulta 0 : (F'G’)(GF) — Idc aplicacién
natural y (F'G’)(GF) =~ Id¢. Andlogamente, (GF)(F'G') ~ Idg y
por ello C = €£.

13. Sean A 5 B v B S, A functores. Decimos que (F,G) es un par de
functores adjuntos si dados A € O4 y B € Op hay una biyeccién
7a,5 : Homp(F'(A), B) = Hom4(A, G(B)) tal que

Homz(F(A), B) ~Y Homg(F(4), B)
TAB | l1aB
Homy(A,G(B)) Hom (A", G(B))
si f € Homy(A', A), y
Homp(F(A),B) £  Hompg(F(A),B)
TA,B | 1 71ap
Homy(A,G(B)) —— Homy(A,G(B"))
si g € Homg(B, B').!

I

1Si s € Hom4(A, G(B)) y « € Homp(F(A), B) escribimos f*(s) = sof y g.(z) = goa.
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Dado pMg, (M®g,r Hom(M, o)) es par de functores adjuntos.

H °
En efecto, se tiene S-Mod M5, R-Mo dw S-Mod. Ademss,

dados s N y rL hay un isomorfismo
A", :r Hom(M &g N, L) =5 Hom(N,z Hom(M, L))
tal que T]]\\,/[L(T)(n)(m) =T(m®n) para cada T, m,n. Fijados T 'y n
se tiene una aplicacién aditiva de M en L, que claramente es ademas
R-homomorfismo a izquierda.
Entonces 7']]\\,/{ (T) : N —r Hom(M, L), aplicacién ciertamente aditi-
va. Ademads para s,n,m dados se tiene
L (T)(sn)(m) = T(m @ (sn))
=T((ms) @n)
= m30,(T)(n)(ms)
= (s7A1,(T)(n))(m),
0 sea T]]\\[/{ 1 (T') es homomorfismo de S-médulos a izquierda y T% 1, esta
bien definida. Si S € Hom(N,g Hom(M, L)) sea fs: M x N — L
tal que fg(m,n) = S(n)(m) para cada m,n. Es facil ver que fg
es funcién S-admisible, de modo que existe ny (S) : M ®s N — L
morfismo aditivo tnico tal que ny,1,(S)(m®n) = S(n)(m) para cada
m,n. Como
.z (r(m © n)) = nn,L((rm) ® n))
S(n)(rm)
= rS(n)(m)
= T??N,L(m ®n)
podemos inferir que ny, 1(S) es homomorfismo de R-médulos a iz-
quierda. Mas atn, es facil ver que nn, y T]]\\,/[ ;, son aplicaciones
reciprocas.
Dados un S-médulo a izquierda N’, un R-médulo a izquierda L/,
ferHom(L, L") y g €s Hom(N’, N) se tiene
o (ldy @ )" = g* oTnr,
TN,L’ OoR HOHI(M, f) =R HOHI(M, f) ¢} TN,L-
Precisamente, si * €g Hom(M ®g N, L) es

(9% o At L) () (') (m) = TN (2)(g(n")) (m)

= z(m ® g(n'))
= (zo(Idy ® g))(m @ n')
(Idy ® )" (z)(m @ n')

(Taer, © (Idar ® 9)) () (n') (m)
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cualesquiera sean n’, m, y vale (1.1.4).
Asimismo, haciendo gHom (M, f) = fi, si s €g Hom(M ®g N, L)
escribimos

TN (fo())(n)(m) = fu(s)(m @ n)
= [(s(m@mn))
= (fomAiL(s)(n))(m)
= fu(7A.L(5))(n)(m)

cualesquiera sean n, m y vale (1.1.5).

1.2. Limites directo e inverso

. Sea I conjunto casi ordenado (V. 4.16.1.7.4.e). Sean C una categoria

y F': I — C un functor. Decimos que F' es sistema directo o sistema
inverso segin I’ sea variante o contravariante respectivamente. En
consecuencia, se tratard de una familia de objetos {F;};cr de C y de
morfismos goé- : Fy — F} (resp. goé : Fj — F;) para cada par ¢ < j en
I de modo que ¢! = Idp, para todo i y, ademds, ¢} = @) 0 4,0; (resp.
(pi:(p;.ocpi) sit<j<kenl.

. Sea F' = {F;, cp;} un sistema directo. El limite directo de este sistema

serd cierto thz € O¢ y una familia de morfismos «; : F; — hﬂF@
tales que o; = aj o gp§- para todo i < j en I. Ademads, se verificard
ademads la siguiente propiedad universal: dados X € Q¢ y morfismos
fi + F; — X tales que f; = f; 0 gpé- si ¢ < j en I habrd un unico
morfismo [ : hﬂFl — X tal que f; = 8 o «; para cada i.

. Veamos que existen limites directos de sistemas directos de R-moédu-

los {Fj}, <p;} En efecto, sean ¢; : F; — @;crF; las inmersiones natu-
rales y sea S el submédulo de @;crF; generado por elementos del
tipo Lj(cpé-(ai)) —ti(a;), con i < jen Iy a; € F;. Escribiremos
h,ng = (@iGIFi)/S y, sitel ya; € FZ', oc,'(ai) = Li(a,-) + 5. Asi

a;j(@h(ai) = 1j(¢5(ai) + S = i(ai) + S = ai(a;)
y resulta a; = o ogoé sii<jenI.
Sean X € O¢ y morfismos f; : F; — X tales que f; = f; ogoé sit<j

enl.Sii<jen Iy a; €F; tenemos

(@ierfi)(tilai) = 1j(P5(ai)) = filai) = fi(#h(ai)) = Ox.
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Luego ®jcrf; es nulo sobre S y queda definido un tnico morfismo
B (®ier)/S — X tal que

verificandose la propiedad universal.

1.3. Homologia singular
1. Dado g € Ny introducimos el g-simplex usual
Aq = {(to, ...,tq) S Rg—gl : to + —|— tq = 1}

2. Dados un espacio topolégico X y un anillo unitario R sea Ly r(X)
el R-mdédulo libre generado por C'(Ag, X).

3. SiOSquseaFg:Aq_1—>Aqtalque
Fi(to, oo ty—1) = (to, s tj—1,0, L5, oy tg1).

4. Llamamos g-cadena en X a toda funcién continua o : A, — X.
5. Indicamos

8CI : C(AQaX) - O(AQ*bX)a
q

04(0) => (1Yo o FJ.

§j=0
6. Quedan inducidos sendos morfismos de R-médulos
8q : Lq7R(X) — Lq—l,R(X)-

7. Siq > 2 se tiene 9,100y = 0.
Precisamente, sea 0 € C'(Ag, X). Entonces

(01002)(0)(1) = 02(0)(0,1) — 92(0)(1,0)
= (0,0,1) — ¢(0,0,1) + (0,1,0) — [¢(0,1,0) — o(1,0,0) + &(1,0,0)]
=0

e inferimos que 01 0 9 = 0. Si g > 1 es facil ver que

(1.3.1) FloFi | =FioF/ |si0<i<j<q
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Dada ahora o € C(A,, X) tenemos

q—1

(9g—100g)(0) = : (_1)j(aq0) 0 Fg—l

Pero por (1.3.1) resulta
C = Z (-1)" oo Fé o Fg:ll
0<i<j<q
L . -
= Z (1)1 0 Fyo ng
0<i<j<q
0<i<k<qg—1
=—A-— Z (—1)i+kaF3 quk_l
0<i<k<g—1

- A-B

y podemos concluir la afirmacién.
8. Queda definida la sucesion de R-médulos y morfismos
O, 0
e Lq’R(X) 2 Lq—l,R(X) — . Ll,R(X) Rast L()’R(X) —0

en la que im(9,) C ker(9,—1) si ¢ > 2. Se llama g-ciclos y gq-bordes
a los elementos de ker(9,) y de im(9,) respectivamente. Dado ¢ € N
escribimos ademas al g-ésimo grupo de homologia de X con coefi-
cientes en R mediante

Ho(X, R) — ker(0y)

m(@,11)°

1.4. Grupos de cohomologia de Hochschild

En esta seccién consideraremos un algebra asociativa unitaria A sobre
un anillo conmutativo unitario K.
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1. [84] Dado un A-bimédulo X y n € N escribiremos

LA X) 2 X,
LA, X)2{T: A" — X, T funcién -n- multilineal}.

Los elementos de L™(A, X) se denominan -n-cocadenas.
2. Sin € Nel espacio L"(A, X ) deviene A-bimédulo con las operaciones

(a-T)(a1,....an) 2 a-T(ay,...,an),

(T-a)(ay,...,an) £ T(aay,ag, ..., ap)

n—1
+ Z:(—l)jT(a7 A1, eeey QjAG41 5 -y Op)
j=1

+ (=D)"T(a,a1,...,an—1) - ap.
3. Queda definida la sucesién

0) = x Lova,x) L 9 ora, x) 20 o4, X))

y dado n € Ny se tiene B"(A4, X) C Z"(A, X).
4. Consideremos el complejo

o AR X Iy et lAe X I B A x I X o,

condi(a®x)=xa—azxy,sin>1,

dp(a1 ® ... Qap, ) = a2 @ ... Q ap X (xay)
n—1 '
=+ Z(*l)zal R...R (aialqu) R ...Q
i=1
+(-1)"1 ® ... ® ap—1 @ (apx).

Observar que d,, o dp+1 = 0 si n € Ny.
5. Si n € N hay isomorfismos A, :— L"(A, X™).
Dados ¢ € (®TA® X)*, a1, ...,a, € Ay x € X basta hacer

Alp)(at,...,an)(z) = pla1 @ ... @ a, @ x).

Por otra parte, dado T' € L"(A, X*) por la propiedad universal
del producto tensorial existe A~}(T) € (274 ® X)* tnico tal que
AN T)a1 ® ... ® ap @ ) = T(aq,...,a,)(z) en tensores basicos.
Ciertamente A y A~! son aplicaciones reciprocas.

6. Si n € N hay operadores 0", denominados operadores cobordismo,
que tornan conmutativos los diagramas

@A X)) & (erdg X)*
An—le \I/An

oA, x4 L LA, X,
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SiTe L YA X*)yay,..,a, € A es facil ver que
"T(ay,...,an) = a1T(ag, ..., an)
n—1
+ Z(_I)ZT(GD vy QG415 - ey an)
i=1
+(=D)"T(ay, ..., an-1)an.

7. En particular, T' € ker(9?) si y solo si T(ajaz) = a1T(az) + T(a1)az
cualesquiera sean aj,as € A, i.e. si y solo si se trata de una deri-
vacion. Ademés 9'(z')(a) = ax’ — 2'a para cada 2’ € X* y a € A.
Observamos que 9'(2') es derivacién. Escribiremos 8'(2') = ady, y
diremos que se trata de la derivacion interna soportada en x’.

8. Dado n € N indicamos el n-ésimo grupo de cohomologia de Hochs-
child de A con coeficientes en X™* mediante

ke an+1
’H”(A,X*) L 'I“( )
im(0")
Los elementos de im(0") se llaman n-cobordes y los de ker 9" se
llaman n-cociclos.

9. En particular, el primer grupo de cohomologia de Hochschild es el
cociente de la clase de derivaciones respecto a derivaciones internas.

1.5. Resoluciones y grupos de homologia y cohomologia

1. [111] Se llama resolucion a izquierda (resp. resolucion a derecha) de
R-modulos a toda sucesion

5.1) My:.o— My 1 — My, = My — ...

[resp. M* : ... = Myy1 — My, — My — ...]
tal que

im(M,,—1 — M,) C ker(M,, = M,11)
[resp. im(M,11 — M,,) C ker(M,, — M,,_1)]

para cada n € Z. También se dice entonces que se tiene un complejo
de cocadenas (resp. un complejo de cadenas) . Los homomorfismos
M, — M, 11 se denominan homomorfismos conectores.
2. Indicamos
~ ker(M,, — My 1)
im(M, 1 — M,,)
ker(M,, — M,_1)
im(Mp+1 — M,)

H" (M)

[resp. Ha(M*) = ]

al n-ésimo grupo de cohomologia (resp. de homologia) del complejo
de cocadenas M, (resp. del complejo de cadenas M*).
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Dado rM se llama resolucion a izquierda (resolucion a derecha) de
M a toda resolucion del tipo

M*:... =M — My—M—0—0..
[resp. My :... >0 —=0— M — My — M; — ...].

Todo R-médulo a izquierda M tiene una resolucion libre (y por lo
tanto proyectiva) exacta a izquierda, i.e. una resolucién exacta del
tipo (1.5.3) en la que cada M, es R-mddulo libre a izquierda.

Para ello, sea Ly un R-médulo libre a izquierda tal que Lo — M — 0.
Asimismo sea L1 un R-médulo libre a izquierda tal que

L1 2% ker(Lg — M) — 0.
La sucesién
Ly — ker(Lo - M) — Ly — M — 0

resulta exacta, o bien Lj ’B—1> Ly - M — 0 es exacta, donde [
es la composicion de «a; con la inclusién de ker(Ly — M) en Ly.
Claramente, inductivamente sigue el resultado.

. Todo R-médulo a izquierda M tiene una resolucion inyectiva exacta

a derecha, i.e. una resolucién exacta del tipo (1.5.4) en la que cada
M, es R-mdédulo inyectivo.

Por §4.11(4) hay un R-médulo inyectivo Iy tal que 0 — M — Ij.
Asimismo hay un R-médulo a izquierda inyectivo I; tal que el dia-
grama

0

1

0o - M X 1 2 fo
70(M)

~L’71

I

es exacto. Luego la sucesién 0 — M HEN I HEN 11 es exacta si
71 = 9} 0 qo, y claramente sigue el resultado inductivamente.

1.6. Grupos de extensién

. Sean M, N dos R-moédulos a izquierda y M* — M — 0 una resolu-

cién exacta proyectiva a izquierda de M. Indiquemos
M* ... = My — My—0

a la resolucion proyectiva M* reducida, la cual ya no sera necesaria-
mente exacta pues M7 — My podria no ser suryectiva.

. Queda inducido un complejo de cocadenas

1 0 1
rHom(M*, N : 0 £ ; Hom(M, N) L5 Hom (Mo, N) 25 ...

Introducimos los grupos de extension de M en N mediante
RrExt™(M, N) & H"(gHom(M*", N)), n € N.
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3. La construccion anterior es consistente pues no depende de la reso-

lucién exacta proyectiva M*.

(i) Precisamente, sea M"™ — M — 0 otra resolucién exacta proyec-
tiva de M. Hay entonces un morfismo de cadenas f : M*" — M"™",
i.e. una sucesién {fp}nen, de morfismos de R-mddulos a izquier-

dn
da tales que f, o dpy1 = d, g © fuy1 , donde My ot M,y

d/
+1 ..
)1 — M), indican los homomorfismos conectores para cada n.

Precisamente, considerando el diagrama
Moy
/ Ldo
Moo o

hay, por la proyectividad de My, un morfismo My f—0> M| tal que
do = djy o fo. Ademds, puesto que
dy o (foodi) = (dyo fo) odi =doods =0,
que ker(df,) =im(d}) y que M; es proyectivo, del esquema
My
' L foody
d, ‘lm(d’l)

Y (A LI N /A I

sigue que hay un morfismo M; , M tal que dj o f1 = foods.
Sea n € N51 y supongamos hallados morfismos f; : M; — M J’ tales
que dj o f; = fj—10d;si 1 <j <n. Tenemos

d;L o (fn o dn+1) = (d;l o fn) o dn+1 = (fn—l o dn) o dn—i—l = 07

o sea im(fp4+10dp4+1) C im(d;lﬂ). Como M, 41 es proyectivo, existe

un morfismo M, ESEN M) tal que d, 0 fag1 = faodnt1 y

sigue el paso inductivo.
(ii) Asimismo habrd un morfismo de cadenas f’: M™*" — M*". En
particular, tendremos

do = d60f07
d6 = doofé.
Luego
do = dy o fo = (do o f3) o fo=doo(fgo fo),
o sea do o (Idpg, — f{ o fo) = Ong,-
(iii) El morfismo de cadenas
frof e M — M, fo f={f,o fatnen

serd homotdpico al complejo de cadena Idp+ = {Idas, tnen,, lo que
indicamos Idy«r ~ f’ o f. O sea habra una sucesién de morfismos

de R-médulos a izquierda p = {pn}nens_,, con My LiiN My, 11, tales
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que
/
IdMTL - fn o fn = dn+1 O pp+ Pp—10° dna nec I\IO-

Para ello, sabemos que im(Idy, — ff o fo) € im(d;). Por la proyec-
tividad de My y del esquema

My
b Iday — foo fo
4y [iMe@n
M1 1m(d1) — 0

habrd un morfismo My 2% M tal que Idy, — fj o fo = di o po. En
particular, hagamos p_1 = Oz s, -
Dado n € N supongamos hallados py para k < n. Por (1.6.1) tenemos
dpi1 0 (Idpg, oy — frg1 © far1) = dngt — dug1 0 (fly1 © fat1)

= dn+1 - (fylz © fn) © dnJrl

— (Ida, — £} fa) 0 s

= dpt10 (pn o dny1).

Astim(Idpz,,, — f)+1 0 fa1 — pn 0 dny1) € im(dy42). Por la proyec-

tividad de M,,+1 hay un morfismo M, 1 LGN My 12 tal que

IdMn+1 - f?lz-i-l © fn—H — Pn© dn+1 = dn+2 O Pn+1,
y sigue el paso inductivo.
(iv) Asimismo serd Idp» ~ fo f’.
(v) Sin € N definimos

fi7 H (Hom(M*, N)) — H"(Hom(M*", N)),

(T +im(@Y))=To f | +im(@™ 1Y), T € ker(d").
Sin>2yT=0""1(9) para cierto R-homomorfismo a izquierda S,
observamos que d,,_1 0 f/,_; = f/_5o0d] ;| y tenemos

Tofyy=(Sodu1)o fry
=So(dn-10f_1)
=S50 (fr_g0dyy)
=(So frs)ofr
=" V(S0 f, )
y [}~ estd bien definida. Andlogamente, como dy o f} = dj, también
fi~ estd bien definida. Es fdcil ver que cada f)~ es isomorfismo de

grupos con inverso (f/7)"1 = f..
(vi) Consideramos una resolucién exacta proyectiva de M
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R - N T S )

de la que resulta

Hom(P%:, N) : 0 — Hom(Po, N) L5 Hom(P,, N) 25 ...

Ast HO(Hom (P37}, N)) = ker(9Y).

Sea F : ker(0°) — Hom(M, N), F(g) = g, donde g(m) = g(po) si
d_1(po) =m, m € M, pg € Py y g € ker(9°). Como g es nula sobre
ker(d_1) entonces g estd bien definida y g € Hom(M, N).
Asimismo, F' estd bien definida y es homomorfismo de grupos abe-
lianos. Se trata de un monomorfismo: sea F'(g) = OHom(n,n)- Luego

dado pg € Py,

M,N

9(po) = g(d-1(po)) = On-
Ademés F es suryectiva: dado f € Hom(M, N) sea g 2 fod_;. Luego
g € Hom(Py, N), més atin, g € ker(9°). Es facil ver que F(g) = f.
Concluimos que

rExt®(M, N) = H°(rkHom(P3}, N)) ~p Hom(M, N).

. Sea gExt (M, N) £ H"(rHom(M, I,,)), n € Ny, donde considera-

mos 0 - N L) I, resolucién inyectiva de N y la correspondiente
resolucién inyectiva reducida I, : 0 — Iy — I; — ...

Puede verse que esta construccion no depende de la resolucion in-
yectiva que se tome.

Puesto que RHom (M, o) es exacto a izquierda la sucesién

o_
0 — Hom(M, N) =% » Hom(M, Iy) 25 Hom(M, I;) 2 ...
es inyectiva. Ademads
rHom(M, I,) : 0 2 5 Hom(M, Ip) 2%k Hom(M, I;) 2 ...
y tenemos
RExt (M, N) = ker(dy) = im(d_1) ~x Hom(M, N).

. (cf. [128], Th. 7.8) Resulta gExt"(M, N) =g Ext" (M, N).
. Dos extensiones escindidas de L por N son equivalentes.

En efecto consideremos el diagrama con filas exactas escindidas

0> L 5 M % N S0

L1dg L 1dy
0> L L M % N 50
Por §4.17(22) bastard probar que existe un morfismo de mdédulos

€: M — M’ que lo torna conmutativo.
Para ello, sean 8/ : N — M y & : N — M’ morfismos de mdédulos
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inversos a derecha de 8 y d respectivamente.

Resultan M = (L)@ f'(N) y M' =~(L) & §'(N).

Como a y £/ monomorfismos dado m € M hay tnicosl € Lyn € N
tales que m = a(l) + B'(n). Hagamos €(m) £ (1) + &' (n).

Es fécil ver que coa=~vy f=00¢.

. (i) Sea [N] la clase de equivalencia de una extensién

N:0oNL LS M0

e indiquemos e(N, M) el conjunto de todas las clases de equivalencia
de extensiones de N por M. Veamos que e(N, M) =g Ext!(M, N).
(ii) Consideramos el diagrama

p Mo op o opSs M S0

4 1dy
0 - NL % M S oo
en el que la primer fila es resolucién proyectiva de M. Por §1.8(8)
hay morfismos o : P, =+ N y 8 : Py — L tales que el diagrama

%P s MOS0

3 a5 lldy

0o - NL L% M o0
es conmutativo.
Por (1.6.2) tenemos 0'(a) = 0y a 4 im(9°) €r Ext!(M, N).
Hagamos F : e(N, M) —r Ext!' (M, N), E([N]) = a +im(d°).
Consideremos una extension equivalente a X de N por M, digamos

N0 N DL o
Habrén entonces morfismos L' = L, P; N y Py By 1/ tales que

el diagrama siguiente es conmutativo

by phyop S M S0

o LB Lldy

5~ NS Y oM 5o
lldy |k Lldup

5~ NL oLy Mmoo

o+ o + 7

Por §1.8(8) hay algtin morfismo Py = N tal que a — o/ = sody, o
sea o +1im(9%) = o/ +im(8°) y E estd bien definido.

(iii) Veamos que E es suryectivo: sea v + im(d°) €p Ext!(M, N).
Tenemos el diagrama

Pl d}) €
0 — Py = M — 0
ker(do) 0
19 1 Idy
N M
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en el que dy(p1 + ker(do)) = do(p1) y 4(p1 + ker(do)) = y(do(p1))
si p1 € P;. A mbas aplicaciones definen sendos morfismos de R-
modulos a izquierda. Sean

A ~ 7 Pl
vy A= N}E/Di}P Hacemos
1 C[o €
P M
0 ker(do) o — — 0
Ly 10 L Idy

05> N 5 AL Mo S0

donde paran € N y pyg € Py escribimos

C(n) = (n7 OPO) +W,
0(po) = (On,po) + W,
v((n,po) + W) = e(po).

En particular, v estd bien definida porque € o do = 0. Las tres apli-
caciones definen morfismos de R-mddulos.
Dado u € Py /ker(dy), digamos u = p; + ker(dp), tenemos

(6 0 do)(u) = 6(do(p1))
= (On,do(p1)) + W
= (v(p1),0p,) + (v(=p1), —do(—p1)) + W
= (7(p1),0p,) + W
= ((v(p1))
= (Cod)(w).
Ademsds dado pg € Py tenemos
(v 0 0)(po) = v((On, pp) + W) = €(po)
y vof = e. Por otra parte, sea ((n) = 0p, digamos n = Y(u') y
0p, = —do(v), con v/ = p} + ker(dp) y pj € P1. Luego p) € ker(dp)
y ker(dp) = im(dy) C ker(v), i.e. n =0x y ( es inyectiva.
Como € es suryectiva y € = v o § entonces v es suryectiva.
Es claro que im(¢) C ker(v). Sea A € ker(v) y veamos existe n € N
tal que A = {(n). Podemos escribir A = (n’, pg) +W, con €(py) = 0.
Como dj es suryectiva sea u” € Py/ker(dp) tal que —do(u”) = po,
digamos u” = p + ker(dp). Haciendo n” £ %(u") resulta
¢(n") = (CoA) (W) = (80 do)(u") = 0(—po) = (On, —po) + W.
Luego
A= (n',po) + W =[(n,0p,) + W]+ ((=n") = ((n —n").
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Concluimos que el diagrama (1.6.4) conmuta y tiene filas exactas.
Si 3 denota la correspondiente segunda fila, 3 es extensién de N
mediante M y E([3]) = v + im(8Y).

(iv) Finalmente, E es inyectivo.

Sea E(J) = E(2'), digamos 7 + im(3°) = 7/ + im(9°). Ademés de
(1.6.4), tenemos un segundo diagrama conmutativo

Pl Cio €
P, M 0
ker(glo) o = -
IR e LIy

0o - N S oY Mo 5o

Por §1.7(2), (A, 0, () es expulsor de los morfismos do y 4. Combinado
con (1.6.5) hay un morfismo de R-médulos entre A y A’ o sea 3 =1'.

1.7. Ejemplos

1.7.1. Sobre Hom(R|G],S), G-grupo, R, S anillos. Sean R, S ani-
llos, G, H grupos. Hay una biyeccién entre Hom(R[G], S) y el conjunto de

pares

(e, ¢) € Hom(R, S) x Hom(G, U(S5))

tales que : a(r) — ((g) sir€ Ry g € G.
Para ello, fijemos F' € Hom(R|[G], S). Definimos

a:R— S, a(r) = F(ré.),
C:G = U(S), ((g) = F(dy).

Dados r, 7" € R es (rde) * (r'd.) = rr’'d., y como F es homomorfismo de
anillos @ € Hom(R, S).

Asimismo, ¢ deviene claramente homomorfismo de grupos.

Ademas sir € Ry g € G tenemos

= C(g)a(r).

Por otra parte, dado (o/, ') en las condiciones prescriptas sea

F':R(G) — S,
F'(v) = o'(v(9)){(g) si v € R[G].

geG
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Como {g € G: (¢/ ov)(g9) # Or} C {g € G : v(g) # Or} vemos que F'(v)
estd definido para cada v € R[G].
Evidentemente F’ es aditiva y si v, w € R[G] tenemos

F'lvxw) = o'((vxw)(9))¢(g)

geG

=Y D vlg)wlgr 9l (9191 '9)
9eG  g1€G

=> > (w(gr '9)¢ (91)¢ (91 ' 9)
geG g1€G

= > (g (91) Y o (wlgr 9)C (97 9)
g1€G geG

= F'(v)F'(w),

o sea F’ es homomorfismo de anillos.
Es facil ver que las aplicaciones F' — («, () son reciprocas.

1.7.2. Functor entre las categorias de grupos y anillos. Dado
U € Hom(G, H) existe R[¥V] € Hom(R[G], R[H]) tnico que es idéntico sobre
R y coincide con ¥ sobre G. Asi R[o] es functor entre la categoria de grupos
y la categoria de anillos.
En efecto, sea

R[V](v) =3~ ,cqv(9)dw(g) siv € R[G].
Dados v € R[G] y h € H, como
R[WJ(v)(h) = 2 gecrw(g)=nv(9)
resulta
| {h € H : R[¥](v)(h) # Or} | <| ¥({g € G : v(g) # Or}) |
< oo,
ie. R[¥])(v) € R[H]. Evidentemente R[V] es aditivo y si v,w € R[G] se

tiene

R[V](v * w) = Z(v * w)(g)é\p(g)

geG

=2 1> vl90)w(gr ' 9w g9

geG g1€G

= Z Z v(gr)w 5‘1’(91) 5(‘1’(9519))

geG g1€G

= D v(91)du(g) D wlor ' 9)dy(yy)

g1€G geG
= R[¥](v) * R[¥](w).
Ademids R[V](dg) = 0y(g) ¥ R[¥V](10eg) =70cy; sigE Gy T € R,
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1.7.3. Sobre Hom(R[G],S), R-anillo conmutativo, S una R-
algebra. Sean R anillo conmutativo y S una R-algebra. Hay una biyeccién

Hom(G,U(S)) ~ Hom(R[G], S).
Basta hacer

Hom(G, U(S)) 222 Hom(R[G], 5),
Hom(R[G], S) <= Hom(G, U(S)),
donde ¢~ (v)(g) = v(dq) si v € Hom(R[G],S) y g € G.

1.7.4. Algunas categorias. [128] Indicamos algunos ejemplos de ca-
tegorias.
(a) La categoria € de conjuntos, en la que los objetos son los conjuntos, los
morfismos son funciones entre conjuntos y el producto de morfismos es la
composicién usual de funciones.
(b) La categoria ¥, en que los objetos son espacios topoldgicos, los morfis-
mos son funciones continuas y el producto de morfismos es la composicion
de funciones continuas.
(c) Fijados anillos R, S, las categorias g, Mg v gMg de R-mdbdulos a
izquierda, S-médulos a derecha y (R, S)-mddulos respectivamente.
(d) Sea S un monoide, i.e. un semigrupo con identidad. Indicamos €(5) a
la categoria en que Ogp) = {*}, donde x* es un conjunto, Hom(x,*) = Sy
la composicién de morfismos es el producto de elementos de S.
Observar cémo en este caso hay un unico objeto y cémo los morfismos no
son necesariamente funciones en el sentido usual.
(e) Sea X un conjunto casi ordenado, i.e. munido de una relacién binaria <
reflexiva y transitiva. Sea €x la categoria en la que Og, = X y ademas, si
z,y € X, hacemos Hom(z,y) = {45} si # <y y Hom(z,y) = ) en otro caso,
y por otra parte ¢f otp = 1f six <y < z.
(f) Sean K-anillo conmutativo unitario y A una K-dlgebra asociativa uni-
taria. Sea A° = A ® AP el dlgebra envolvente, o sea la K-algebra en la que
(a®b)(d' @) = (aad’) @ (b'b) en tensores basicos.
[125] La categoria 494 de A-bimddulos es equivalente a las categorias 4¢90t
y M ge de A°-mbdulos a izquierda y derecha respectivamente.
Para ello, dado M € 4 M 4 hay una accién de A€ en M tal que (a®b)m = amb
y m(a ® b) = bma en tensores bésicos, con a,b € Ay m € M. Asi M devie-
ne A°-bimédulo. Por otra parte, si N € 4e MM (resp. N € M 4e) y hacemos
an = (a®14)ny na = (14 ® a)n resulta N =4 Ny (resp. an = n(lg ® a)
y na = n(a ® 14), resultando N =g0p Ngop) para cada a € Ay n € N.
devienen morfismos de A%-mdédulos.
(g) La categoria Gab de grupos abelianos.
(h) A-unmod: la categoria de A-mddulos de Banach unitarios
sobre A, donde A es dlgebra de Banach unitaria.

2 a izquierda

2Un A-médulo de Banach a izquierda X sobre un algebra de Banach con unidad 1 se
dice unitario si 1 = x cualquiera sea x € X.
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(i) Ban, Fr, LCS denotan las categorias de espacios de Banach, de Fréchet y
de espacios localmente convexos completos separados respectivamente, con
las correspondientes clases de operadores lineales continuos.

(j) Lin y A-Algmod son las categorias de espacios vectoriales y operadores
lineales y de médulos puramente algebraicos a izquierda sobre un anillo A.
(k) O indica el functor de olvido. Por ejemplo [0 : A-Mod —Ban, en que
se prescinde de multiplicacién externa, o [0 : A-Mod— A-Algmod en que se
prescinde de la topologia.

1.7.5. Functores isomorfos. Fijado un anillo unitario R los functo-
res gHom(R, o) e Id o sobre la categoria de R-mdédulos a izquierda son
isomorfos.

Precisamente, sean M, N € M y f €r Hom(M, N). Tenemos

H
rHom(R, M) 20N gom(R, N)
v 4 LN
M i> g

donde para g €gp Hom(R, M) hacemos

rHom(R, f)(g) = f oy,
nm(g) = g(1gr).

Observamos que 7, es biyectiva, con n;j(m) €r Hom(R, M) tal que para
r€ Ry m € M resulta ;! (m)(r) = rm.

1.7.6. Categorias equivalentes. Un functor covariante F' : C — D

define una equivalencia de categorias si y solo si es fiel, pleno y denso.
(=) Sea F' : D — C functor tal que F o F/ = Idp y F' o F ~ Id¢. Sean
n:F'oF —1de yv: FoF — Idp aplicaciones naturales.
Sean C1,Cy € Oc v f, f' € Home(C1,Cs) t.q. F(f) = F(f') = k. Entonces
fone, =ncy,o F'(k) = f' one,, y como ng, es suryectivo f = f'y F' es fiel.
Dado h € Homp(F(C1), F(C2)) existe | € more(Ch, Cq) tal que el diagrama
siguiente conmuta:

(FR)C) 28 (R ()
ncy \]/ \lf el
Cy LN Ch.
Asimismo
FF)C) O (prycy)
e, + 1 nc,
4 LN Ch.

3Sea dado un functor F : C — D. Decimos que F es
(i) Fiel si F': Hom¢(Ch, C2) — Homp (F(C1), F(C2)) es inyectivo si C1,Cs € Oc.
(ii) Pleno si F(HOmc(C1, CQ)) = HomD(F(C1), F(CQ)) si 01, Cy € Oc.
(iii) Denso si para cada D € Op existe C € O¢ tal que F(C) =~ D.
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conmuta y debe ser F'(h) = (F'F)(l). Pero F’ es necesariamente inyectivo,
h=F(l) y F es pleno.

Dado ahora D € Op. Entonces F'(D) € O¢ y vp : F(F'(D)) = D, de modo
que F' es denso.

(<) Sea F' : C — D functor fiel, pleno y denso. Definiremos un functor
F':D—Ctalque FoF' ~1Idp y F' o F ~ Id¢. Como F es denso dado
D € Op existen C € O¢ y un isomorfismo ©¥p € morp, ¢¥p : D — F(C)
Hagamos F'(D) = C, de modo que ¢p : D — F(F'(D)). Como F es pleno
y fiel, si ¢ € Homp(D, D') existe f € Home (F'(D), F'(D')) unico tal que el
diagrama siguiente conmuta:

D ER D’
Yp | L Yp
(FFyD)y 2% (rEY (D).

Escribamos F'(g) £ f, de modo que F(F'(g)) o ¢¥p = ¥pr o g. Si ademéds
¢ € Homp (D', D") vemos que
F(F'(g") o F'(g)) ohp = (F(F'(g')) o F(F'(g))) o ¥p
(F'(g") o (F(F'(g)) © ¥p)
(F'(g") o (¥prog)
= (F(F'(g") ovpr)og
= (¥prog)og
=pro (g og)
= F(F'(g'0g)) o¥p
Como ¢p es isomorfismo y F es fiel F'(¢' o g) = F'(¢') o F'(g).

Por lo tanto F'(1p) = 1p/(py si D € Op, pues si fo € Home(F'(D), Cy) se
tiene

= F(F’
= F(F’

F(F'(1p)o f2) = F(F'(1p)) o F(f2)
= (F(F'(1p)) o ¢p) o (¥, © F(f2))
= (¥polp)o (V) o F(f2))
= F(f2),
de donde F'(1p) o fo = fa.
Andlogamente fi10F’(1p) = f1 cuando f; € Home(Cq, F'(D)). Como C1, Co

son cualesquiera concluimos que F'(1p) = 1p/(py y I’ es un functor.
Notamos que 1) : Idp — F o F’ es aplicacién natural. Ademds dado C' € O¢
tenemos el isomorfismo vy € Homp(F(C), F((F'F)(C))). Puesto que F
es pleno existe

Cc € Hom(C, (F'F)(C))
tal que F(Cc) = Yp(c). Bastard ver finalmente que ¢ : Ide — F o F’ es
aplicacién natural. Para ello, dada f € Hom¢(C1, Cy) tenemos
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F(Cy) 2, F(Cy)
Ve + L Yrey)
(FRF(C) D (FEY(R(C).
En consecuencia
Pl f) = FlGe) o P
F((F'F)(f)) o F(Ccy)
F((F'F)(f) © ey )-

Puesto que F es fiel (¢, o f = (F'F)(f) o (¢, vy sigue la tesis.

1.7.7. Functores exactos y grupos de cohomologia. Sean dados
F: R-Mod— R-Mod functor exacto covariante, n € Z, £ € Comp. Veamos
que F(Hp(E)) = Hn(F(E)).
Para ello, por la exactitud de la sucesién

£
0 = im(df, ) ™ ker(dS) ™ ) g
lm(dn—i-l)
la sucesién siguiente es exacta
e F(in) e Fma) ker(d%)
0 — Flim(d;, )] — Flker(d,)] F[- Z | = 0.
im(dy, ;1)
Por lo tanto
ker(d%) Flker(dS)]
1.7.1 F(H,(E)) = ] r - -,
Ty ) = s ) )
ker(F(d
Sabemos que H,(F(€)) = M. Ademas
im(F (dn—i-l))

0 — ker(df) &% E, LN Enq
es exacta, de donde

E
(1.7.2) 0 = Flker(d$)] 29 p(E,) 299 p(E,_)

resulta exacta. Luego F(j,) es monomorfismo e im(F(j,)) = ker(F(d)).
Hagamos

Flker(d)]  ker(F(dS))
m(F () m(E(E,,)
Culw+im(F(1,))) = F(5,)(u) + im(F ().

Supongamos u = F(1,)(v) para cierto v € F[im(d5,_)]. Podemos escribir

(1.7.3) dn+1 = jnoodi,

S _
con dffy = df,, ["™@n+1). Tenemos F(im(dS,,)) = F(df},)(F(EE,,))
porque F' es exacto y d "y es suryectivo.

Existe entonces w € F(ES, ;) tal que v = F(d5",)(w) y
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F(jn)(u) = F(jn 0 tn)(v) = F(jn © tn 0 d}1) (w) = F(d5 1) (w),
o sea (, estd bien definida.
Por (1.7.2) y (1.7.3) sigue facilmente que (, isomorfismo de R-mddulos y
por (1.7.1) sigue la tesis.

1.7.8. Expulsores.
1. (i) Sean A,B,C € R-Mod y A ER B, A % C morfismos de R-

modulos. Existe un R-médulo D y morfismos B i D, C 2 D tales
que fo f=7yog.

En efecto, sean W 2 {(f(a),—g(a)) : a € A} y D & (B& C)/W.
Hagamos 3(b) = (b,0¢)+W, v(¢) = (0p,¢)+W,conbe By ce C.
Dado a € A resulta

(8o f)a) = B(f(a))

(ii) Supongamos existen un R-médulo D’ y morfismos B 2y pr ,
C L D tales que B'o f =+ og.

Queda definido B&C LNy Y y W C ker(5'@+). En consecuencia
existe D 2 D' tal que 5((b,c) + W) = B'(b) + v/(c) para cada b, c.
Claramente ' =008y~ =do.

Mas ain, § queda univocamente determinado: Supongamos hay un
morfismo D = D’ tal que eo 8 ="y eo~y =+'. Luego

e((b,c) + W) = e(B(b) +v(c)) = B'(b) +7'(c) = 0((b,c) + W)
cualesquiera sean b, c.
(iii) La terna (D, 8,~) se denomina expulsor de los morfismos f y g.
En (ii) senalamos la propiedad universal del expulsor de morfismos.
(iv) El mismo queda univocamente determinado salvo isomorfismos.
Precisamente, consideremos expulsores (D, 3,7v) y (D', 5',v') de f y

g. Sean D S p y D' 6—,> D los morfismos tnicos correspondientes.
Entonces (§’0d)o = By (§'0d)oy = vy, por unicidad, §'od = Idp.
Andlogamente resulta § o &' = Idp.

2. Consideremos el diagrama exacto conmutativo de R-médulos y mor-
fismos

0 - X1 = Xo - X47—> 0
(1.7.4) vl Lo L Idy,
0 —» Y, i) Y() £> X1 —> 0
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y veamos que (Yp,d, €) es expulsor de los morfismos a y ~.

F
Sea Xo ®Y_1 — Yo, F(zo,y—1) = 0(z0) + €(y—1)-
Claramente F' es morfismo de R-mddulos.
Ademsds F' es suryectivo. En efecto, dado yy € Yy sea zg € Xg tal
que B(0) = p(yo). Entonces p(yo) = ¢(3(z0)) e yo—d(z) € ker(y).
Existe entonces y_1 € Y_; tal que yo = d(x0) + €(y—1), de modo que
yo € im(F'). Por otra parte, si

W & {(afz-1), —y(z-1)) 1 221 € X1}
resulta YW C ker(F).
Sea ahora (zg,y—1) € ker(F). Sigue que 6(xp) € im(e), de donde
©(0(x0)) = 0x,, i.e. B(xg) = Ox,. En consecuencia existe x_; € X_
tal que a(x_1) = z9. Ahora

—€(y-1) = d(x0) = d(a(z-1)) = e(y(z-1)),
osea y_1 + y(z_1) € ker(e). Como € es inyectiva y_1 = —y(z_1) y
(xo, y_l) € Ww.
Concluimos que W = ker(F) e Yy = (Xo®Y_1)/W y sigue enseguida
la afirmacion.

1.7.9. Sobre sistemas y limites directos.

1. Consideremos un sistema directo constante, digamos: fijado un con-

junto casi ordenado [ sea F; = F'y <,0§ = Idp cualesquiera sean 7 < j
en I, con F' cierto R-mdédulo. Entonces hgqFZ ~ F.
Con lanotacién de (1.2.3),sea X = F'y f; = Idp paracada ¢ € I. Por
la propiedad universal del limite directo hay un dnico R-morfismo
B thl — F tal que dados n € N, 41,...,%, € I, a;,,...,0a;, € F,
escribiendo x = Z?zl vi;(ai;) + S en h’gFi, tenemos

B(l‘) = Z?:l 6(0‘%‘ (aij)) = Z?:l fij (aij) = Z?:l Qi
Evidentemente § es epimorfismo.
Supongamos J(x) = Op. Sea k € I tal que i; < ksil < j < n.
Entonces

n

x =30 (4, (ai;) — we(a;)) + S = O,

lim.
y B deviene isomorfismo de R-médulos.

2. Consideremos un sistema directo trivial, o sea: sea I conjunto casi
ordenado en el que ¢ < j si y solo si ¢ = j. Un sistema directo de
R-mudulos sobre I es una familia de R-mé6dulos {F;}icy. Observar
que en (1.2.3) resulta S = (Og,., ;). Luego ImF; ~ ®icr F;.

3. Si {F}, }nen es sucesion creciente de R-mdédulos es limF,, ~ UpenFr,.
Precisamente, hagamos F' = UpenFy, y sean ¢, : Fy — Fyip
y fn @ F — F las inclusiones usuales. Con la notacién de (1.2.3),
como fn, = fnim © @, Para cada n,m por la universalidad del
limite directo hay un dnico morfismo de R-moédulos S : hﬂFZ - F
tal que f, = B o «, para todo n. Es evidente entonces que 3 es
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epimorfismo. Razonando como en (1.7.1) se ve ademds que [ es
monomorfismo.

1.8. Problemas

1. Sean Comp la categoria de complejos de cadena, n € Z. Entonces
Hy, : Comp— R-Mod es un functor aditivo.

2. Sea F': R — Mod — Gab tal que F(M) = Z y F(f) = Idz cuan-
do f €r Hom(N, P), cualesquiera sean los R-médulos a izquierda
M, N, P. Entonces F' no es functor aditivo.

3. Todo functor aditivo preserva sucesiones exactas escindidas.

4. Sean A un algebra, X € A-Mod. En §1.6.3 se hizo referencia a las no-
ciones de homotopia y equivalencia homotoépica de morfismos de ca-
denas. Un morfismo de cadenas f : M — N se dice homotdpicamente
nulo si hay una sucesién de morfismos {p, : M,, = Ny,—1 :n € Z}
tales que

fn= dﬁ-l © Pn + Pn—1 oan
para todo n. Dos morfismos de cadena f,g : M — N se dicen si
f — g es homotépicamente nulo, en cuyo caso se escribe f ~ g.

(i) Mostrar que ~ es relacién de equivalencia sobre gHom(M,N).
Indicaremos f, a la ~-clase de equivalencia de f € g Hom(M,N).

H
(ii) Dado n € rHom(M, ) queda inducido 7, : He(M) = Ho(N)
tal que para k € Z resulta

Nk - Hk(M) — /Hk(N)»
et (mi +1m(3P1))) = fr(my) + im0 ) sin = fu.

Probar que esta construccion es correcta e independiente de repre-
sentantes.
(iii) Sean M, N, L, complejos de cadena, f : M = N, g: N — L,
morfismos de cadena. Entonces go f : M — L es morfismo de cade-
nasy (9o f)« = g« o fu

5. Si gM es proyectivo, pExt"(M,N) = (0) si n € N cualquiera sea
RrN.

6. Si gN es inyectivo, gExt" (M, N) = (0) si n € N cualquiera sea g M.

7. Sea {M"}cx una familia de complejos de cadena, con

dk dF
k. k n+1 k %n k
M® o= Mj o —— My — My | — ...

Hacemos

@kdk D dk
k. k n+1 r Ok k
@kEKM L. —> @an+1 e @an . 69k‘]\4n—1 RS

Entonces @rex M* es un complejo de cadenas y
Ho(Brex M*) ~ GrexHn(MF), n € Z.

8. Considerar el diagrama
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— X5 d—2> X1 d—1> Xo i) A —0
Lf

O RN (R N O
en el que las filas son complejos de cadena. Si cada X, es proyectivo y
la fila superior es exacta hay un morfismo de cadenas f : X4 — X' 4/
de modo que el diagrama resultante conmuta. Mas ain, dos tales
morfismos de cadena son homotdépicos.

. Un homomorfismo de A-complejos A Iy A se dice de grado u si

df = (—-1)"fd.

Si A% A’ es otro tal homomorfismo de grado u, escribimos s: f ~ g
en caso que s sea un homomorfismo de A-complejos A = A’ de grado
u—1 tal que ds+ (—1)“sd = g — f. Decimos entonces que f y g son
homotopicos y que s es una homotopia entre ellos .

(i) Sean A ENYIY y A Iy A" homomorfismos de A-complejos de gra-
dos u y v respectivamente. Probar que A Fof, g7 es homomorfismo

de grado u + v.
(i) Sis: frgys :f ~g entonces s'f + (—=1)"¢'s: f'f =~ d'g.

10. Probar (2.1.4).



Capitulo 2

Aplicaciones a algebras y médulos de Banach

En este capitulo asumimos al lector familiarizado con nociones de alge-
bras topoldgicas, y mas especificamente normadas o de Banach, como asi-
mismo con aspectos generales de analisis funcional.

2.1. Limites directos de algebras de Banach

1. Sea § = {A, f—") Ap+t1}nen una sucesién de algebras de Banach y
morfismos contractivos de algebras de Banach. Si B es algebra de
Banach, una sucesién acotada de morfismos de algebras de Banach
{4, Yn, B}nen se dice S-compatible si 1, = 41 o f, para cada
n € N. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que || ¥, [|< 1
para cada n.

2. Veremos que hay un par (A4, { fn}neN) formado por un algebra de

Banach A y morfismos acotados de algebras de Banach A, f—n> A de

modo que cualquiera sea la sucesién S-compatible {A,, Yn, B FneN
hay un tnico morfismo de algebras de Banach acotado ¢ : A — B
tal que ¢, = ¢ o f, si n € N. Escribiremos (4, f,) = hgrl(Am fn)-

3. Para ello sea

A= @nendn = {a = (an) € [Then An : sup, || an < 0o}
Con las operaciones naturales y la norma | a ||= sup,, || an || si
a € A, A resulta dlgebra de Banach.
4. Sea ademas
B={acA: existe k € N tal que any1 = fn(ay) sin > k}.
Entonces B es subdlgebra de A.

5. Dado a € B esta definido p(a) = lim,, || a, || y p es seminorma
submultiplicativa sobre B. Ademds N = p~1({0}) es ideal bildtero
de B. Sea | a+ N |= p(a) en B/N. Sea A el dlgebra envolvente de A
respecto a la norma | o |, o sea la completacién de B/N respecto a
dicha norma. R

6. Sin € N hagamos f, : A, — A mediante

fn(an) = (07 teey 07 Gn, fn(an)7 fn+1(fn(an))7 ) + N
= fn(an) + N
= (07 ceey 07 fn,n(an)v fn,n+1(an)7 fn.n+2(an)7 ) + N;

37
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donde fp,, = IdAnA Y fontk = fogh—10...0 fuy10 fnsink € N,
Claramente cada f, es morfismo de dlgebras y si a,, € A, resulta

| fulan) |= p(f*(@n)) <[l an || -

. Sea {A, Ym, B}nhen una sucesién S-compatible. Hemos de definir

un morfismo de algebras de Banach v : A — B tal que 9 o fn =Y,
para cada n. Fijados n,m € N deberia ser ¢y, (a,) = ¥m(an) cuando
fnlan) = fm(an). Precisamente, en ese caso

0= p(falan) = fmlam)) = Mmoo || frn(an) = fr(am) |l -
Sil > n tenemos
Yo fag=1v10fii10...0fn
=_10 fi20..0fy

Si k > max{n,m} serd
| ¥n(an) = Ym(am) [| =l Yr(far(an) = fmp(am)) |
<I| frk(an) = frnk(am) || -

Haciendo k — oo sigue la afirmacién. Méas aiun, 4 = U, fn(An) y
queda bien definida 1. Por otra parte, sil > n y a € A,, tenemos

1 (fu(@)) | =]l $ula) |
=l ¢1(fni(a)) |
<[ faila) -

Si I — oo sigue que || ¥(fn(a)) ||<| fn(a) | y ¥ resulta acotado.

2.2. Homologia en algebras de Banach

. Sea A-algebra de Banach unitaria. Un complejo

(€)1 X &2 Xy
en A-mod se dice:
(i) exacto en X, si im(d,) = ker(d,,—1);
(ii) exacto, si lo es en cada X,.
(i) escindido si cada d,, [<¢"(@~1) es un retracto;
(iv) admisible si es admisible en cuanto complejo de espacios local-
mente convexos.

. Dado un complejo (€) : 0+ X £V & Z + 0son equivalentes:

(a) (€) es escindido.

(b) (€) es exacto, ¢ es un retracto y 1 es topoldgicamente inyectivo,
osea (Z) escerradoen Y y Y & 7 es isomorfismo de espacios de
Banach.

(c) (€) es exacto, 1 es coretraccién y ¢ es abierto.
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(d) Hay morfismos X & Yy Y Yy 7 tales que pop = Idx, foyp =1dy

D)0+ X+ XBZ+—Z+0

(»)(a=-b) Siendo € escindido es inmediato que ¢ deviene retracto y
existe p : ker(¢) — Z tal que Idye,(p) = 9 |ker(#) op. En consecuencia
ker(p) C im(1)) y necesariamente (€) es exacto en Y. Luego im(v))
resulta cerrado y 1 es topologicamente inyectivo como consecuencia
del teorema de la funcién abierta.

(b = ¢) Evidente.

(c=d) Seaf € B(Y,Z) tal que fotp =1dz. Asi Y = im(¢)) ®ker(0)
e im(¢)) es cerrado porque (€) es exacto. Como ademds v deviene
inyectivo im(v) &~ Z por el teorema de la funcién abierta.

Ademsds esta definido F' € B(Y/ ker(p), X) tal que F(7m(y)) = ¢(y) si
y €Y, donde 7w : Y — Y/ ker(p) es la proyeccion al cociente. Eviden-
temente F' es monomorfismo. Ademés dado U abierto en Y/ ker(y)
es F(U) = p(m=1(U)), y como ¢ es abierto y 7 continuo entonces
F(U) es abierto, o sea F' resulta isomorfismo de espacios de Banach.
Notar que X = p(ker(f)) y que ¢ [ker(p) es inyectiva. Definimos

X 2 Y haciendo p(z) = y si ¢(y) = z e y € ker(f). Por construc-
cién g o p = Idx.

Dado y € Y es o(y — ¥(0(y))) = ¢(y) e y —1(0(y)) € ker(). Luego
p(p(y)) =y —¥(0(y)) y sigue (d).

(d = e) Observar que ¢ ® 0 € B(Y,X @ Z) es isomorfismo, con
(0@ 0)~Y(x,2) = p(x) + 1¥(2), de donde sigue enseguida (e).

(e = a) Es inmediato.

. Por (2.2.2)(d), si una sucesién exacta corta € es admisible entonces
K(€) también lo es.

. Dado un complejo largo exacto (€, d) para cada n tenemos

X b X, Ao
ln—1 \ \/ jn—an \ \/ ]n
Rn-1 R

con &, = ker(d,_1), tn, es la inclusién y j, = d,, |**. Queda definida
una sucesién de sucesiones exactas cortas

(€)1 0 Rypg & X, 42 Ry, 0.
Se dice que {(€,)} son las componentes de € y que (&) es el producto

de Yoneda de dicha sucesién.
. Las siguientes afirmaciones de un complejo largo

(@) ot Xy 78 X, & Xy

son equivalentes:
(a) (€) es escindido.
(b) (€) es contrdctil, i.e. (€) es homotdpicamente nulo (V. (1.8.4).
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(2.2.1)
(2.2.2)
(2.2.3)

(2.2.4)
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(c) (€) es exacto y cada componente (€,) es escindido.
(d) (@) es isomorfo a un complejo de la forma

d,,_ dy,
(D) : o = Yy 1 DY = Yy @ Vg1 2 Vi1 ® Vg < ...
con dy, |y, ,,= Idy,,, y ker(d},) = Y42 para cada n.
»(a = b) Debemos probar que hay una sucesién de morfismos aco-
tados X,, -2 X1 tal que Idy, = dp, 055 + Sp—1 0 dp—1.
Para cada n la sucesion exacta corta siguiente es escindida:

907L:dn71‘ker(dn_2) '[/Jn:Ln—l

0 + ker(d,,—2) Xn ker(d,—1) < 0.
Ademds X,, ~ ker(d,—1) @ ker(d,—2) y hay morfismos acotados

ker(d,,—2) X, y X, On, ker(d,,—1) tales que

¥n O Pn = Idker(dn,g)
en—l © 1/}71—1 = Idker(dn,g)a
Ian = Y 0 On + pp © Pn.

Hagamos s, = ppt1 0 0,. Asi
dposy+sp_10d,_1=dyo0 (pn—H © en) + (pn © en—l) odp_1
= (dn © pn+1) o by +pno (en—l o dn—l)-

Pero d,, © pp+1 = ©n+1 © pnt1 y por (2.2.1) dy, © ppt1 = . Ademés
por (2.2.2)

On—10dn—1 =010y,
= (0n—10%n-1) o pn
= n
y la afirmacién sigue por (2.2.3) y (2.2.4).

(b = ¢) Fijado n, es evidente que (€,) es exacta. Veamos que j,_1
es retraccién: como (€) es contractil

Idx, , =dp-108p-1+Sp20ds2
. Sn— Sn—2
para ciertos morfismos X,,_1 - X, v Xn—2 — X,—1. Luego
Idg, |, = jn—10°(Sn—1 |g,_,) ¥y sigue la afirmacién.

(¢ = d) Dado n € Z sea R,_1 n, X,, morfismo acotado tal que
Jn—10l, = Idg, _,. Entonces X,, = [,(Rn—1) ® Rn ¥ ln(Rn-1) es
cerrado en X,,. Escribiendo

d,: Ry ® Rpy1 — Rn_1 © K,
dy = (I ™) @ldg,) ™ o dy o (g1 @ 1dg, ),
d;z(kn’ knJrl) = (Oﬁnfla kn)a

queda definido el complejo (D) = {R,—1 ® Ky, d),} isomorfo a (&) y
sigue enseguida (d).
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(d = a) Dado n € Z es d,(yn+1, Yn+2) = (Oy,,Yn+1) en todo caso.
Por lo tanto im(d},) = (Oy, ) @ Y,+1 y haciendo

&nt (Oy,) ® Yot1 = Yoq1 @ Yo,
gn(Oan yn-i—l) = (yn-‘rla OYn+2)’

entonces &, es morfismo acotado y d}, o &, = Id(oy, ) ¥ss -

6. Dado X € A-unmod sea K(X) = ker(74 x) en A®X. Dados ademds
Y € A-unmod y ¢ €4 B(X,Y), como 4y o (Ida ® ¢) = o7 x,
queda inducido

K(p) €4 BIK(X), K(Y)), K(0) = [(1da © ¢) [g(x)] K.

Asi K define un functor covariante de la categoria A-unmod en si
misma.

7. Queda inducido

X AKX AGK(X)  AGK(K(X))
N I TarxN b Rakkx) N
K(X) K(K(X))

Sea K1(X) =K(X)y,sin € N,sea K,(X) = K(Kp-1(X))sin > 2.
Ademas

BO(X) = A®X7
B,(X) = A®K,(X),
d_1=17ax,

dn—1 = UK, (X),Bp_1(X) O TA, K, (X)-
Puesto que
im(d,) C Kn41(X) = ker(7 4 k,,(x))
sigue que d,—1 o d, = 0 en todo caso y obtenemos el complejo
B(X): 0+« By(X) & By(x) & ..
o resolucion barra-normalizada de X, con 0 <— X Ry B(X).
8. Sea p €4 B(X,Y) en A-unmod. Si n € N se tiene
Kn(gp) €A B(Kn(X)a Kn(Y))

Haciendo By (p) = Ida ® K™ () es By(p) €4 B(Bn(X),Bn(Y)) y
dY 1 o Bu(¢) = Bn_1(¢) o dX_,. Luego obtenemos el functor cova-
riante B : A-unmod— A-unmod, o functor barra-normalizada.

9. Sea A dlgebra de Banach unitaria, con unidad e. Sean A = A/(Ce)
y 21 A — A la proyeccién al cociente. Dado X € A-unmod sean

B)(X) = ARX,
Bj(X) = A®(A®X), BYy(X) = AS((ARA)®X),
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y sin € Ny sea d), : B, {(X) = B,,(X) tal que
d(a® (41 ® ... 0 a4p11 @) = (aa1) ® (A2 @ ... ® Gpy1 @ T)

n
) (1)a® (41 ® ... ® (6041 ® ... ® lng1) @
=1

+(-1)""Ma® (41 ® ... ® Gn @ (an417))

en tensores basicos. Por la propiedad universal del producto tensorial
es facil ver d], existe y define un morfismo acotado entre espacios de
Banach. Mds ain, d],_; od), = 0 en todo caso.
(a) Sea f1: A x X — K(X) tal que fi(d,2) = a®z — e ® (ax). Si
a = e para cierto v € C, como (ye) ® ¢ = e ® (yz) hay un tnico
morfismo acotado F| : A&X — K(X) tal que Fi(a ® z) = f1(a,x)
en tensores bdsicos.
(b) Notar que F es suryectivo: seau € K(X), u =Y " | a,®z,, con
Yoo |l an |lll zn ||< oo. Entonces estd definido U = Y 07 | G, ® zp
en A®X y

U= fozl[an ® zn — e @ (anwy)] = F1(U).
Ademds F es inyectivo: Sea F1(V) = Og(x), con V =372 £, Qyy
en AGX, 3% | &, | i< o0y || yn ||=1 para todo n. En todo caso
podemos escribir &, = a, con || ay ||<|| & || 4 (1+1/n). El elemento
v =3 a, ® yy estd definido en ARX y

O (x) = F(V)

[e.e]

= [an @ Yn — e D (anyn)]

n
v—e®7ax (V).

—_

Luego

V=_(®ldx)(v)=(@ldx)(e®fax(v)) =0,z
Por el teorema de laAflAmcién abierta F; deviene isomorfismo de es-
pacios de Banach y A®X ~ K(X).
(c) Sea n > 1y supongamos hay un isomorfismo

Fo1: (@]TA)BX = K, 1(X).

Definimos

Fo i Ax ((Q7TTA)RX) = K,(X),

fola,w) =a® F_1(w) — e ® (aF,—1(w)).
Entonces f, es aplicacién C-bilineal acotada bien definida e indu-
ce un operador acotado F : A@((@T_IA)GA?X) — Kp(X). Queda
definido un tinico operador F;, € B[(®]A)&X, K, (X)] tal que

Fo((0 ® 41 ® ... ® 1) @ ) = F (a0 @ (41 ® ... ® Gp—1) © 1))
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en tensores bdsicos.
(d) Veamos que F,, es biyectiva: sea n € Kn(X),n =312, qy @kl _1,
con || k,_; ||= 1 paratodo I, >7°, || a; |[< ooy {1} C Kn—1(X).

Como F),_; es biyectiva para cada [ existe v; € (®?_1A)®X tal que
k. =Fo 1)y | v |n<I| E; Y |l - Podemos escribir

v =050 a1y ® T,
con 3272y [ arg [l gn-1 41l g II<I 2y || (1+41/1) para cada I. Luego
S 252 lan ll ang llgn-1 4l @ 1< 2 B2y 122 < oo

y estd definido N = >222, 377 (& ® a,) ® w15 en RTARX y

Fo((@ @ ap5) @ 2p,5)

=
=

I
M
NE

<
Il
_

<
I
—

NE

[a; @ Fn_l(alJ X :L'l,j) —e® (aan—l(al,j ® 331,3‘)]

Il
—

1y

<.
Il

= Z ar @ Fno1(v) —e @ ak, (x)(v)
=1

Para establecer la inyectividad de F}, bastara ver que F}! es inyectiva.
Sea F, (M) = O, (x) para cierto M € A® (&) A)&X), digamos
M =32 Mi@wi, cony 2 || A || 1< 00y || wi H(@?’IA)@X: 1 para
todo i. Si 7 € N y k‘nfl’i = anl(wi) es ” /ﬁnfl,i ||K(X)§H F, 4 ||
Ademas existe a; € Atal que a; = A\j y || a; |[< (141/3) || Ai || 4. En
consecuencia

Yoimy Faa [l kn—vi Ik < 2 1 Fae | 22520 11 Al 1< 00

y estd definido x = Y7%; a; ® ky—1,; en ARK,_1(X). Més atin
Ok, (x) = Fy (M)

oo
= Z[Gi ® kn—1, — e® ajkn_1]
i=1
=X —e® Ak, (x)(X)
En consecuencia
e -1 _
M = ( ® Fn—l)(X) - OA@((@TAA)@X)'
Por el teorema de la funcion abierta F,, es isomorfismo de espacios

de Banach.
11. Por otra parte, con (1 = (* ® Idx) |x,(x) tenemos

G Ki(X) > ARX — A®X
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y queda definido un morfismo acotado B (X) Xl:Id—A%> B1(X) tal
que df, o x1 = do. Hagamos B} (X) % B (X).

Sin > 1y suponemos definido (,—1 € B(K,—-1(X), (®?_1A)®X)
tenemos
Gt EKo(X) = A®K,_1(X)

-

A®K, 1(X)

11 ;0¢, 1

A& ARX) = (B1A)eX.

Queda definido un morfismo acotado B, (X) X”:Id—““% Bl (X).
Sin>1y¢t, € K,(X) existen sucesiones (ki, j,,..1,) € Kn—s, con
1<i<ny

b= a, ®h,

=1
o0 o0
=D a,® Y an, ® ki,
l1=1 la=1

o0 o0
= E :all ®... E : aly,ily—y @ kh,m,lnfl

=1 lpn_1=1
o o o0
= Z ay ® ... Q0 Z lyylyq @ E : ap,...a, 7 R
=1 ln—1=1 In=1
donde

o0
> anky, =05, ,(x),
=1

o
Z all,lzkll,lg = OBH_Q(X) para todo Iy,
lo=1

oo
Z apy ol Ky = 0B, (x) para todo lq, ..., lp_9,

ln—lzl
o0
E aiy,...ay, Tly,..l, = O0x para todo Iy, ..., ln—1.
In=1
En consecuencia

Gultn) = 220 =1 (n @ a1, ® oo @ Gy, g,) @ Ty -
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Si ademas a € A tenemos

oo
(e @8) = Y A [a@a, @y, © . @y, g, © ]

lyodn=1
(2.2.8)
o0
= Z [(aa;,) @ a1 @ ... @ ay, .1, @ Ty 0
I1,0ln=1
(2.2.9)

n—1
+ Z(—l)za ®ay, @ ... @ (g, 1,00, 0y )@ e @ A1y 1, @ Ty,
i—1

(2.2.10)
+(=D"a®@ay @ ... @ a1y, 1, @y, 1,70,.0,)]-

Por (2.2.7) el sumando (2.2.10) es nulo. Ademads

anl(dnfl(a ® En)) = anl(afn)

oo
(2.2.11) =Y (aay, @ (o1 (k)
=1
y (2.2.11) es el primer sumando (2.2.8). Sea
Si =220 tn=1 00 @ ® (A1 1,y iy [ - Ry, BTl

coni=1,..,n— 1. Por la (n-1)-ésima igualdad en (2.2.6) resulta

oo 0
Sn1= Y, AR © e @,y @ Y (Ut W) © Ty
Uyeeyln—1=1 In=1
oo oo o
= Z a® dll ®.® dll,-“:ln—Q ® Z d11,-~~7ln—1 Z d11,-~~7ln X Ty,
Hpoei—o=1 ln1=1 In=1
oo o0
= Y a®ay 0., 0, ,® (I D ay k]
U poooln—a=1 In_1=1
- Okal(X)'
Asimismo S1 = ... = 5,90 =0p LX) Inferimos que
.

dgm—l O Xn = Xn—10°dn—1

e inductivamente obtenemos un morfismo de cadenas B(X) % B'(X).

Ma4s aun, notar que y es isomorfismo en A-unmod, con
Xn' = (1da®G) !t =1da ® Fy

para cada n.
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13. Reemplazando A por Ay, (A1) =~ Ay dado X € A-mod tenemos
X € Aj-unmod. Hagamos, para n € Ny,

B (X) = Ai®(@]ABX),
dy, - B 1 (X) = By (X)),

donde d!! es como en (2.2.5) reemplazando coclases por elementos
de A. Se extiende asi las construcciones anteriores a mdédulos no
unitarios.

14. Si A es algebra de Banach unitaria, X € A-unmod y n € Ny sea

Bp(X) = (&7 A)BX,

dn,ﬁ : Bn—&-l(X) — ﬁn(X)a
n

dnpg(a0 ® ...app1 @ ) = Z(—l)iag ® . ® (Aj0j4+1) @ . Q@ Apy1 R T
1=0

+(-D)"Mag @ ... @ ap @ (api12).

La aplicacién A; = A tal que o(a+z) = a+ze, donde e es la unidad
de A, es un retracto. En todo caso o, = 0 ® Id(®71LA)®X define una
retraccion de B)/(X) en ,(X). Se dice que B(X) es la resolucidn
barra no normalizada de X.

2.3. Algebras super-amenables o contractivas

1. Un &lgebra asociativa A se dice super-amenable o contractiva si
H(A, X) = (0) cualquiera sea el A-bimédulo X.

2. Dada un algebras asociativa A son equivalentes:
(i) A es super-amenable.
(ii) A es unitaria y tiene una diagonal, , o sea un elemendo A € A®A
tal que aA = Aa para cada a € Ay #(A) = e, donde ¢ es la unidad
de A, ® denota al producto tensorial proyectivo' y 7 : AQA — A es
tal que 7(a ® b) = 7(a,b) = absi a,b € A.
(iii) A es unitaria y 7 es una retraccién.
(iv) A es semisimple (en el sentido de (4.14.13)) y finito dimensional.
» ((i)=(ii)): Sea A x A el A-bimédulo con suma coordenada a coor-
denada y ademas a(b, c) = (ab,0) y (b,c)a = (0,ca) si a,b,c € A. La
aplicaciéon D : A — A x A tal que D(a) = (a,a) si a € A es una

ISefialamos que el producto tensorial proyectivo X®Y de dos espacios normados
complejos X e Y es la completacién de X ® Y respecto a la norma

[ fla=f 320 i [l yi ll:u =320 i @yihue X @Y.

Dadas sendas algebras de Banach A, B entonces A®B admite una estructura de dlgebra
de Banach tal que (a ® b)(a’ ® b') = (aa’) ® (bb') cualesquiera sean a,a’ € Ay b,b’ € B.
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derivacién ya que

aD(b) + D(a)b = a(b,b) + (a,a)b
= (ab,0) + (0, ab)
= (ab, ad)
= D(ab)

cualesquiera sean a,b € A. Entonces existe (ag,bg) € A x A tal que
D = ad (4, p,)- Dado ¢ € A tenemos

(¢;¢) = D(c)
= C(a(), bo) — (a(), bo)c
= (Ca(), 0) — (0, b()C)
= (Ca(), —boc).

Luego ag y —bp son unidades a derecha e izquierda de A respectiva-
mente, e inferimos que A es unitaria con unidad e.

Puesto que 7 en morfismo de A-bimédulos ker(7) deviene un A-
bimédulo. Sea ahora D; : A — ker(7) tal que Di(a) =a®e—e®a
sia € A. Sia,be Aresulta

aDi(b) + Di(a)b=a(b®@e—e®@b)+ (a®e—ec®@a)b
=(ab)®e—a®@b+a®b—e® (ab)
:Dl(ab)

Como ademaéas D es aditiva resulta derivacién. Por hipdtesis serd
D, = ad,, para cierto v € A®A. Asi dado a € A es

a®Re—e®a=av—va,

ie. ale®@e—v) =(e®e—wv)a. Ademds T(e®e —v) =1y A tiene
una diagonal.

((ii) =(iii)): Basta hacer p : A — A®A mediante p(a) = aA, siendo
A una diagonal de A. Se ve facilmente que A es morfismo de A-
bimédulos y 7o p =1d 4.

((iii)=-(ii)): Si 7 o p = Id4 para cierto morfismo de A-bimédulos p
basta hacer entonces p(e) es diagonal de A.

((ii)=(i)): Sea D : A — X una derivacién de A en algin A-bimédulo
X. Indiquemos e y A a la unidad de A y a una diagonal de A,
digamos A = >7%_, a; ® bj. Escribamos xo = > 7_, a;D(b;). Hay
una aplicacién lineal Lp : A®A — X tal que Lp(a ® b) = aD(b)
para cada a,b € A. Como aA = Aa serd

Z?:l aa;D(bj) = Z?:l a;D(bja)
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para cada a € A. Entonces

n

ary — rpa = Z(aajD(bj) —ajD(bj)a)
j=1

= Z(ajD(bja) —a;D(bj)a)

j=1
=eD(a).

Hagamos D = D — eD. Ciertamente D es derivacién. Si a € A
obtenemos

y aD(e) = 0. Luego

D(a) = D(a) + eD(a) = a(zo + D(e)) — (20 + D(e))a,
osea D = adx0+5(e).
((ii))=(iv)) Sean e y A como en ((ii)=(i)). Sean P : A — A un
proyector de A sobre cl{by,...,b,} v P1 : A — A de modo que
Pi(z) = > " a;P(bjz). Entonces P; es operador lineal y existe un
operador lineal Py : A®A — A tal que Py(a ® b) = aP(b) para cada
a,b € A. Fijado x € A tenemos

Pl(a:) = PQ(A.%’)

= (za;)P(b;)
=1

=z@(A)
= (L”
ie. Pp =1dy. Asi A=~ cl{by,...,b,} v A es finito dimensional.

Asimismo, sean ahora P la proyeccién de A sobre J(A) y Py, P> como
recién. Como el radical es ideal bildtero si z € A es

x = Pi(z)

= P2 ($A)

= .CCPQ(A)

= zP(e).
En particular, Pi(e) = Pi(e)?, i.e. Pi(e) € J(A) es idempotente.
Por (4.14.18) existe ¢ € A tal que cPi(e) = ¢+ Pi(e). Deducimos
enseguida que Pi(e) =04y P =0, J(a)» O sea A es semisimple.
((iv)=-(i)) Por (4.15.6) existen n, vy, ..., v, € N tales que
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A= @F_ My, (©).
Bastaria ver entonces que cada dlgebra de matrices M, (C) es super-
amenable. Como estas dlgebras son unitarias basta ver que poseen
alguna diagonal.
En efecto, sea g, (C) el subgrupo de gl(v,C) de matrices cuyas solas
entradas son 0,1 o —1. Hagamos

A, = g,(C) |_1 Zmegy((c) m@m~!
en M, (C)®M,,(C). Dado m' € g,(C) tenemos

m'A, =g, (C) 7" D (m'm)om™!
megy (C)

=g,(C) [T D (m'm)e (m'm)tm!
meg, (C)
=A,m.

Como que M, (C) = cl(g,(C)) vemos que mA, = A,m cualquiera
sea m € M, (C). Finalmente, es inmediato que 7,(A,) = IV (0
donde 7, : M,(C) x M,,(C) — M, (C) es la multiplicacién.

2.4. Algebras y semigrupos amenables

. Es conocido que la medida de Lebesgue A en R” es invariante por
traslaciones, es o-aditiva y finita sobre compactos, pero que hay
subconjuntos no medibles de R”. En 1914 F. Hausdorff planteé el
problema acerca de la existencia de una medida, sobre partes de R”,
que sea finitamente aditiva, invariante por traslaciones y finita sobre
compactos [76], mostrando la no existencia cuando n > 3.

. Sean S un semigrupo, m € 1°°(S)*, n € 1°°(S), s € S. Indicaremos
s, ms € 1°(S) a las funciones ¢n(s') = n(ss’) y ns(s’) = n(s's),
s’ € S, respectivamente. Se dice que el funcional m es invariante a
izquierda (resp. a derecha) si cualesquiera sean 7), s se tiene

(sn,m) = (n,m) (resp. (ns, m) = (n,m)).

. Un funcional m € 1°°(S)* es un promedio de S si || m ||= (1,m) = 1.
. [121][40] Un semigrupo S se dice amenable a izquierda o derecha si
posee un promedio invariante a izquierda o derecha respectivamente.
Decimos ademas que S es amenable si lo es tanto a derecha como a
izquierda.

. Sea G un grupo que actia sobre un conjunto X (V. 3.7.1). Decimos
que un subconjunto Y de X es G-paradojal si existen n,m € N,
X1, ..., Xn+m subconjuntos disjuntos de X y g1, ..., gn+m € G tales
que

Y =U16iXi = UL 1 gntj Xy
. [40] Sea m un promedio invariante a izquierda de un grupo G. De-
finimos p, : P(G) — C tal que pm (o) = (xo, m).
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(i) En particular, p,,(0) =0y pun(G) = 1.
(ii) Si 01, 02 son subconjuntos disjuntos de G,

pm (o1 Uoz) = <X01UX02 ,m)
= (Xo1 + Xoz: M)
= (Xor:m) + (Xoy, ™M)
= pm(01) + pm(02),
0 sea Uy, es una medida finitamente aditiva.
(iii) p, es medida no negativa. Més aun, (f,m) > 0si f € 1°(G) y

f > 0. En efecto, dada tal f sea (f,m) =a+iben C. Dadot € R
tenemos

(b+1)? <| (f +it,m) |?
<| f+it %

= sup | f(a)+1 |
aeG

— sup(f(a)? + £2)
aceG

=II £ 113 +t2,

i.e. 2bt+b? <|| f ||% paratodo t. En consecuenciab = 0y (f,m) € R.
Podemos suponer sin perder generalidad que 0 < f < 1. Haciendo
g = 2f — 1, g serd una funcién real acotada con valores en [—1,1].
Entonces | (g,m) |[< 1y (g,m) |€ R. Entonces
g+1 g,m)+1
(fom) = (S5 Ly = @I L
(iv) Dados g € G y un subconjunto o de G es
,U/m(go') = <Xngm> = <g*1XUam> = <xaam> = ,U'm(a)a
i.e. pm es medida G-invariante a izquierda.
(v) Sean G grupo paradojal y p una medida no negativa finitamente
aditiva sobre partes de G invariante a izquierda. Sean n,m € N,
Jls s ntm € Gy G1,...,Gpim subconjuntos disjuntos de G tales
que
G= Uzn:lgiGi = U;'nzlgn+jGn+j'
Entonces

wG) <3 mgiGi) = sy (Gi) < p(@).
Osea pu(G) = > p(G;). Asimismo, u(G) = 3770 ) 1(Grvj). Ademas
2u(G) = 31" w(Gr) < (@),
i.e. u(G) € {0,00}. Por lo tanto, si G tuviere algin promedio inva-
riante entonces serd no-paradojal.

. La afirmacién reciproca, o sea: todo grupo no paradojal tiene algiin

promedio invariante, es el contenido de un célebre teorema de S.
Banach y A. Tarski [11].
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8. Los puntos anteriores implican, en materia de amenabilidad, la nece-
sidad de contar con suficiente cantidad de medidas. Esto es posible
en el marco de grupos localmente compactos, donde es posible la
construccién de medidas de Haar [75]. Precisamente, sea G un gru-
po localmente compacto, de modo que cada punto tiene un entorno
compacto. Hay entonces una medida mg no negativa, no nula, re-
gular?, de Borel, unica salvo miltiplos positivos de ella, invariante
a izquierda, o sea mg(gB) = mg(B) cualesquiera sean g € Gy B
subconjunto boreliano de G. La misma es positiva en abiertos no
vacios y finita sobre compactos.

9. Asociamos a grupos localmente compactos sendas algebras de Ba-
nach, las dlgebras de grupo: si G es grupo localmente compacto sea
LY(G) el conjunto de funciones Haar-medibles ¢ : G — C tales que
(Il ¢ =) [ | ¢ | dng < co [139]. En éstas, cada elemento queda
determinado salvo conjuntos de medida nula. Dadas ¢,n € LY(G),
ceCyg e se hace

(o +1)(g) = ce(g) +n(9),
(e n)() = [ o g)dma(h)
G

resultando cp + 7, p x 1 € L1(G).

10. Sea A un algebra de Banach compleja. Se dice que A es amenable
si toda derivacién acotada d : A — X™* es interna cualquiera sea el
A-bimédulo de Banach X.

11. Un grupo localmente compacto G es amenable si y solo si L}(G) es
amenable [90] (V. (2.7.11)). Este resultado, probado por B. E. John-
son en 1972, determina precisamente condiciones de no paradojali-
dad de grupos localmente compactos. Ademds permite generalizar
la nocién de amenabilidad a algebras de Banach (cf. [90], p. 60).

12. La correspondencia G — L!(G) entre grupos localmente compactos
y algebras de Banach no es functorial, aunque hay un functor co-
variante entre la categoria de grupos localmente compactos y la de
algebras de Banach de medidas sobre grupos localmente compactos
M : G — M(G). Ahora M(G) es el algebra de medidas complejas
de Borel finitas y regulares sobre G, o bien M(G) ~ Cy(G)*, donde
Co(G) consta de las funciones continuas z : G — C nulas en el infi-
nito, i.e. {g € G :| x(g) |> €} es compacto cualquiera sea € > 0 [126].

20 sea si B es boreliano se tiene

mea(B) = sup{meg(K) : K C B, K-compacto}
= {nf{me(U) : B C U, U-abierto}.
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Dados p,v € M(G), c € Cy = € Cyo(G) hacemos || p ||=| 1 | (G),
(,cp+v) = clz, p) + (z,v),
(@) = [ aladula)dv(s).
Cabe senalar que M(G) se identifica, en cuanto espacio de Banach,
con el subespacio de Cp(G)* de funcionales Co(G)-estrictamente con-
tinuos.> Como todo abierto Co(G)-estricto es abierto en norma es
Cp(G)%, C Cp(G)*. Més atin, cada p € M(G) determina un tnico
f € Cy(G)% tal que (f, ) = [ fdusi f € Co(G) y p — i define un
isomorfismo de espacios de Banach Cy(G)%, =~ M(G) [31]. Haciendo
M(b) : M(G) — M(H),
(y, M(b) (1)) = (y o b,71) siy € Co(H),
es facil ver que M es functor covariante.
13. En particular, si G es grupo localmente compacto L (G) es M(G)-
bimédulo de Banach haciendo, para u € M(G), F € L*(G) y g € G,
(s F)o) = | PO g)du(h).
(Felo) = | Plah™)aun),
14. Notar que un grupo localmente compacto G resulta amenable a iz-
quierda si y solo si lo es a derecha.
» Sea m un promedio invariante a izquierda m de G.
Escribimos i(m) : L(G) — C tal que (¢,i(m)) = (i(¢), m), con
i(0)(9)=d(g") sig e Gy ¢ € LX(G). Asi i(9) € L™(G) y
(dg % i(9))(x) = i(9) (9 ')
=¢(z7g)
= (9 d,-1)(x7 1),
o sea 0y * i(¢) = i(¢ * 65-1). Luego
<¢ * 5g—17i(¢)> = (69 * Z(¢)7 m>
= (i(¢),m)
= (¢,i(m))
e i(m) deviene promedio invariante a derecha. La afirmacién recipro-
ca sigue en forma andloga.
15. Fijado un grupo localmente compacto G, M(G) es amenable si y solo
si G es discreto y amenable [35].
3Indicamos Cy(G) al espacio de funciones complejas continuas acotadas sobre G, con
I z |=supgeq | 2(g) | si z € Cy(G). Una red {xa}aca converge Co(G)-estrictamente a x

en Cy(G) siy solo si limaea || y(za — z) ||= 0 cualquiera sea = € Co(G).
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16. Sean A-algebra de Banach e I-ideal cerrado de A tal que tanto [
como A/I son amenables. Entonces A es amenable.
Para ello, sean X-un A-bimédulo de Banach y D € Z!(A, X*) una
derivacién acotada.
Puesto que X es I-bimédulo de Banach, D |;€ ZY(I,X*) e I es
amenable existe 2| € X* tal que D |/= ad.
Escribiendo Dy = D — ad,; queda inducido Dy : A/T — X* tal que
(x,Do(a+ 1)) = (x,Di(a)) para cada a € Ay z € X. Sean

¢ = {xh e X*:azh =n4a=0xsiacl}
Y =ccl(IX + XI).

Paraa € Ay z € X y z, € ¢ definimos

(a+1)(z+Y)=ar+Y,
(+Y)(a+1)=2a+Y,
(a+ I)zh = ax,

rh(a+I) = zha.

Es facil ver que asi X/Y y ® devienen A/I-bimédulos de Banach.
Ademds ® ~ (X/Y)*: para z € X y 25, € ® definimos

F:d— (X/Y),
(z+Y, F(z)) = (z,25)

Fijado 24, € ® sea z € Y, digamos

— 17 s 1 1 2 2
T = hmk—)oo Zn:l(an,kxn,k’ + xn,k‘an,k)'

Entonces
ny

s 1 1 2 2
<ZE, 13/2> = klinolo Z<an,k’xn,k + xn,ka’n,k? l',2>
n=1

Nk

= ka Z[<x'}t,k7xl2arlz,k> + <=7531,k7 ai,kl’/z”
— 00 ne1

=0

y F(x}) estd bien definida. Claramente F(z}) es C-lineal y
| (z+ Y, F(a5)) [<[| = || 3 I

Le. F(zh) € (X/Y)* y || F(24) |I<|| 24 ||. Asi F esta bien definida y
es evidentemente C-lineal y contractiva. Es facil ver que F' es mor-
fismo de A/I-bimédulos. Més ain, es inmediato que F' es inyectiva.
Asimismo, dado g € (X/Y)*,si v : X — X/Y es la proyeccién al
cociente, se ve que gov € ® y que F(gov) = g, o sea F es suryectiva.
Pero resulta Dy € ZY(A/I,®), y como A/I es amenable existe
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zh € ® tal que Dy = ad,,. Finalmente, para a € Ay z e X te-
nemos

(z,D(a) — ady; (a)) = (z, D1(a))
D

2(&—!— I)>
x,a (a+I)>

(

= (x,

=

= (x,(a+ D2y — xb(a+ 1))
=

=

T, azrhy — Tha)
z,ady (a)),

ie. D= adz’1+x’2-

17. Por lo tanto, un algebra de Banach A es amenable si y solo si A; lo
es.
La condicién es suficiente por (2.4.16). Reciprocamente, dado un
A-bimédulo de Banach X y una derivacién acotada D : A — X*,
extendemos D a una derivacién acotada D; : A7 — X™* haciendo
D1(1) = O0x~. Luego existird 2’ € X* tal que Dy = ad,s porque A;
es amenable. Como D = Dy |4, D resulta derivacién interna.

18. Toda algebra de Banach amenable A posee aprorimacion acotada de
la identidad®.
Para ello, sea A; sea el A-bimédulo de Banach A, con a-b =aby
b-a=04sia,be A Dados a,be Ay d € Af tenemos

(a';ata(b) + 1a(a)b) = (d'a,1a(b)) + (ba,14(a))

b,a'a) + {(a,ba’)

osea 1y € ZYA, A*). Como A es amenable existe G € AF* tal
que 14 = adg. Hay entonces una red acotada {g;}icr en A tal que

4Un algebra de Banach A tiene aproximacion acotada de la identidad a izquierda
(resp. a derecha), en cuyo caso escribimos A € BLAI (resp. A € BRAI), si tiene alguna
red acotada {e;} tal que eja — a (resp. ae; — a) para cada a € A. Decimos que A tiene
aproximacion acotada de la identidad si A € BAI, donde BAI = BLAI N BRAIL
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G = w*-lim;cr14(g;) [64]. Sia € Ay a’ € A* obtenemos

ie. a = w-limjer(ag;). Asi a € [aconv({g;}icr)]” y conv({gi}ier)
es acotado. Por lo tanto A € BRAI (cf. [1]; [17], Prop. 2, p. 58).
Asimismo se prueba que A € BLAIL

Un A-bimédulo de Banach X se llama pseudounitario si X = AXA.
Un algebra de Banach A con aproximacién acotada de la unidad es
amenable si y solo si H!(A, X*) = (0) cualquiera sea el A-bimédulo
pseudounitario X.

» (i) Evidentemente la condicién es necesaria.

(ii) Por otra parte, sea X un A-bimédulo de Banachy D € Z1(4, X*).
Por el teorema de factorizacién de Cohen

Xo 2 cl(AXA) y X1 = cl(AX)

son A-sub-bimédulos cerrados de X, Xop = AXAy X; = AX (cf.
25]; [17], Th. 11.10).

(iii) Considerando al operador de restriccién p; : X* — X7, como
p1 €4 Ba(X*, X7) resulta p; o D € HY(A, X7).

(iv) Escribamos D = pj o D y sea py : X; — X el operador de
restriccién. Entonces pg o D1 € ZI(A,X(’)‘) pues po €4 Ba(XT, X().
(v) Como X es pseudounitario por hipdtesis existe zf, € X tal que
poo Dy = ady.

(vi) Luego Dy —ad,; € ZY(A, Xy ). Més atin, hay un isomorfismo
de A-bimédulos de Banach X5 =~ (X1/Xo)*.

(vii) Asi Dy —adyy € Z1(A, (X1/Xo)".

(viii) Pero (X1/X0)A = (0x,/x,)- Dadas una aproximacién acotada
de la identidad {e, }jcs de Ay Ds € Z'(A, (X1/X0)*), considerando
eventualmente alguna subred podemos suponer existe

§ = w*-limje s Do(e;)
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en (X7/Xp)*. Entonces si a € A vemos que
Ds(a) = w* — lim Dy(eja)
JjeJ
=w* —lim(D(e;)a + ejDa(a))
jeJ
= fa
= adg(a).
(ix) En particular, Dy serd derivacién interna, digamos Dy = ady,
para cierto ¥y € Xj. Luego D — ad,, € Z(A, X{) y nuevamente

ZY(A,X7}) ~ (X/X1)*. Como A(X/X1) = (0x/x, ), razonando como
antes concluimos que D debera ser derivacion interna.

2.5. Caracterizacion de algebras amenables

1. Sea A un algebra de Banach compleja. Llamamos diagonal virtual a
todo elemento V € (A®RA)** tal que at’ (V) = ta(a) y aV = Va
para cada a € A, donde 14 : A < A* es la inmersién isométrica
natural de A en A**.

2. Llamamos ademads diagonal aprozimada de A a toda red {v;};jcs de
elementos de AR A tal que

av; — vja = Oup4 Y aa(vy) = a.
para cada a € A.
3. [91], [33] Son equivalentes®:
(a) A es algebra de Banach amenable.
(b) A posee alguna diagonal virtual.
(c¢) A posee alguna diagonal aproximada acotada.
(a=b) Sea {e;}cp una aproximacion acotada de la identidad de A.
Considerando eventualmente una subred, podemos asumir que existe
Vi = w*-limje gtz 4(ej ® €j) en (A®A)**. Dados a € A tenemos
4 (ady, (a)) = 754 (aVh — Via)
= w'-Um 7 (¢ 454 ((ae)) ® €; — €5 @ (e;a)))
Jj€J

I 92 2 2

=w —%1€mJ ta(ae; — eja)

= OA**a
porque ademads, si C' > 0 es tal que || e; ||< C'si j € J, en todo caso
tenemos
2 2

| ae? — e2a || || (ae; — a)e; || + || ae; — eja || + | es(a — eja) |
<|laej —allll e | + || ae; —eja [l + [l ej [l @ —eja ||

<C(laej —al + |l a—ejal)+ | ae; —ejal,

5V. (2.7.6) y (2.7.10)
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de donde limjej(ae? - e?a) =0.

Asi ady, (A) C ker(7%"). Veamos que
ker(75") = j** (ker(74)™),

donde j : ker(#) < A®A es la inclusién, y que j** es monomorfismo
de espacios de Banach.
Por un lado, dados S € ker(74)™* y F € (A®A)* tenemos

(F, 74 (57(9))) =
S)

(Fa)

y resulta la inclusién D. Sea ahora W € ker(7%") y veamos existe
m € ker(ma)** tal que j**(m) = W. Puesto que, por el teorema de
Hahn-Banach,

G (ARA)* — ker(74)*

es suryectiva, dado z € ker(74)* tomemos G € (A®A)* tal que
x = j*(G). Escribamos entonces m(z) = W(G). Veamos que m estd
bien definida ya que ker(j*) C ker(W).

En efecto, sea H € (A®A)* tal que H |ker(74)= 0. Como Wo# =0
bastard ver que existe ' € A* tal que H = 7j(a’). Sea entonces
a'(7a(u)) = H(u), u € A®A. En particular, si u € ker(74) entonces
H(u) = 0, de modo que a’ estd bien definida sobre Im(74). Pero
A € BAI porque es amenable. Por el teorema de factorizacién de
Cohen todo elemento a € A es del tipo a = be para ciertos b,c € A
(cf. [25]; [17], Th. 11.10). Luego a = 7a(b® ¢) y 74 es suryectiva y
a' : A — C. Es facil ver que a’ es C-lineal.

Ademas, por el teorema de la funcién abierta existe n > 0 tal que
(A),; C 7a((A®A)1). Dado v € ARA — ker(4) existe w € (ARA);
y tal que

N #alv) _ A
5 Trat)] = Ta(w).

En consecuencia existe z € ker(74) tal que
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Notemos que la identidad anterior también es cierta si v € ker(74).
En todo caso,

| (Fa(v)) | = 727 | #a(0) I o (Fa(w)) |
- 727 | #a(o) [I| Hw) |
< 727 I #a(0) 1 E ) w [1n
< 727 | 7aw) [ H |

o sea a’ € A*, por construccién H = 7% (a’) y sigue (2.5.1).

Puesto que j* es epimorfismo j** deviene monomorfismo. Por el
teorema de la funcién abierta j** |ker(7}ﬁx*) es isomorfismo de espacios
de Banach, més atin, de A-bimdédulos de Banach.

Asi (") toady, : A — ker(74)** deviene derivacién acotada y, por
la amenabilidad de A, existe T" € ker(74)** tal que

(7**)" ' oady, = adr.

Escribiendo Vo = j**(T') es ady;, = ady,. Haciendo V = V; — V3
en (A®A)** tenemos aV = Va para cada a € A. Finalmente, sean
be Ay b € A*. Como para cada j es

I3 -bl <l eb—eb |+ esp—b]
<l sl ep—bll + 1l esp—b]
<@+ lesp—b]

sigue que e?b — b. Entonces

(o, &% (V)b) = (0, 75 (1))
= (74 (00'), V1)
= lim(e; ® e;, 7% (bV
linle; & ¢ 7))
Ve b
_i'lemj<e]b’b>

= <b7 b/>

y V es diagonal virtual de A.

(b = ¢) Dada una diagonal virtual V' de A, por el teorema de Golds-
tine, hay una red acotada {v;}jes tal que V' = w*-limje 144 4(vj).
Siac A, d € A*y F € (A®A)* tenemos

0= (F,aV —Va) = (Fa—aF,V) =limjc(av; — vja, F)
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y ademas

(a,d") = (d/, 7% (V)a)
= (7} (ad’), V)
= }fEII}(Uj, 74 (aa’))
= yg}(ﬁA(Uj a,d),

de modo que {v;};c; es diagonal aproximada de A.
(c = a) Sean {v;},cs diagonal aproximada de A, X un A-bimédulo
de Banach y D € Z1(A, X*). Por (2.4.20) vamos a asumir que X es

pseudounitario.

Existe D € B(A®A, X*) tinico tal que D(a ® b) = aD(b) para cada
a,be A

Sea v = Y302 @y @ bug con Y30, || any | buy < oo para

cada j. Entonces {D(vj)};cs serd acotado en X* y por el teorema
de Banach-Alaoglu, pasando eventualmente a una subred, existira
2’ € X* tal que o' = w*-lim;e; D(v;).

Dados a € Ay x € X tenemos

(x,a2") = (za,d)

=1 D(v;
jlerr}@a, (v3))
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Moédulos libres, colibres, proyectivos, inyectivos, playos

. Fijada un dlgebra de Banach A y un espacio de Banach F llamamos

libre y colibre a todo A médulo a izquierda del tipo A1®E y B(A1, E)
respectivamente.

Notar que B(Aj1, F) resulta A-médulo de Banach a izquierda (resp.
a derecha) si (aT)(by) = T'(b1a) (resp. (T'a)(by) = T'(aby)) para cada
a€ A b €A, TeB(ALE).

. Sean M, N dos A-médulos de Banach y T' € B(M, N) un morfismo

de A-médulos de Banach. Se dice que T' es admisible si im(7T) es
cerrado y tanto ker(7") como im(7") son complementables en M y N
respectivamente.

. [80] Un A-médulo a izquierda (resp. a derecha) de Banach P se

dice proyectivo si dados A-moédulos de Banach a izquierda (resp. a
derecha) M, N, un morfismo de A-médulo de Banach a izquierda
(resp. a derecha) U : P — N y un epimorfismo admisible de A-
modulos de Banach a izquierda (resp. a derecha) S : M — N existe
un morfismo de A-médulos de Banach a izquierda (resp. a derecha)
T:P—MtalqueU=SoT.

. Un A-médulo a izquierda (resp. a derecha) de Banach I se dice

inyectivo si dados A-médulos de Banach a izquierda (resp. a derecha)
M, N, un morfismo de A-médulo de Banach a izquierda (resp. a
derecha) U : M — I y un monomorfismo admisible de A-médulos de
Banach a izquierda (resp. a derecha) T': M — N existe un morfismo
de A-médulos de Banach a izquierda (resp. a derecha) S : N — I
tal que U = SoT.

. Sean A; la unitizacion de un algebra de Banach A y P un A-mdédulo

de Banach a izquierda (resp. a derecha). Sea mqp : A x P — P
(resp. mpa : P x A — P) la correspondiente accién a izquierda
(resp. a derecha) de A en P. También escribiremos 74 p : AQP — P
(resp. Apa : P& A — P) a los correspondientes operadores sobre los
productos proyectivos inducidos.

. Sea P un A-mddulo de Banach a izquierda. Son equivalentes:

(i) P es proyectivo.

(ii) 7a,,p es una retraccion, i.e. existe p €4 B(P, A1®P) tal que
7a,,pop=Idp.

(iii) La sucesién exacta corta

0= ker(fa, p) = AP 2220 p 0
es escindida.
(iv) Hay algiin A-médulo a izquierda @ tal que P @ @ es libre.
((i)<(ii)) Precisamente,
A1®P = AQP @ 1QP.
En efecto, sea u € A1®P, digamos u = Y (a, + an) ® pp, con
Sl an 4+ an ||l] pr ||< 0o. En consecuencia ) || an ||| pn ||< 0oy
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> an ||l P ||< 00 y podemos escribir
U = Z(an + an) & Pn

:Zan ®pn+zan®pn
= Zan X pp + 1®Z(anpn)'

Ademss, si v € AQP N 1&P entonces Opgp = (hoo ® Idp)(v) = v,
donde heo : A1 — C es el homomorfismo he(a, ) = « para cada
(a,ar). Asi sigue (2.6.1).

Con la notacién anterior, obtenemos

u = Z(an + an) ® Pn
= Z(an X Pn — 1® (anpn)) +1® Z(anpn + a”pn)‘

Supongamos existe w € ker(fa, p) N (1&P), w = wy + 1 ® p con
w1 € AQP y p € P. Por (2.6.1) debe ser w; = 044p, ¥ pPor lo tanto
p = 0p porque w € ker(#4, p). Asi A;@P = ker(#4, p) ® (1&P) y
como 74, p es epimorfismo resulta admisible. Asumiendo que P es
proyectivo la condicién resulta ahora necesaria.
Reciprocamente, sean dados M, N dos A-médulos de Banach a iz-
quierda, U €4 B(P, N) y un epimorfismo admisible S €4 B(M, N).
Sea M = ker(S) @ M, para cierto subespacio cerrado M; de M. Sea
V:A xP— M tal que V(a+ a,p) =mqsimy € My y

S(my1) = (Uowa,p)la+a)@p).
Entonces V resulta funcional biaditiva acotada e induce un operador
Ve € B(A1®P, M) tal que en todo caso V°((a+a)®p) = V(a+a,p).
Maés aun, V¢ deviene homomorfismo de A-médulos a izquierda. Sea
ahora p €4 B(P, A{®P) tal que 7a,,pop = Idp. Haciendo T' = V°op
se tiene T €4 B(P,M) y

SoT =S0(V°op)

=(50V?op

=Uosa,p)op

=Uo (fa,,pop)

=Uo Idp

=U.
((ii)«<(iii)) Es inmediato.
((ii)=(iv)) Es inmediato.
((iv)—(1)) Sean M, N dos A-médulos a izquierda, U €4 B(P,N) y
S €4 B(M, N) epimorfismo admisible. Consideremos P&Q = A;QF
para ciertos espacios de Banach @ y E.
Entonces S @ Idg €4 B(M @ Q, N @ Q) es epimorfismo y

Uoldg ea BPOQ,N®Q).

-
=
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Suponiendo exista A €4 B(P & Q, M @ Q) tal que
(S @1dg) oA = U 1dg

serd U = So(mproMoip). Podemos suponer entonces que P = A1 QF.
Sea T' € B(N,M) tal que S oT = Idy. Haciendo R = T o U,
R € B(P, M). Existe R € B(A;&P, M) tinico tal que R(1®p) = R(p)
sip € P. Haciendo T = Roj, con j : P < A;®P resultard SoT = U.

. Sea I un A-médulo de Banach a izquierda. Son equivalentes:

(i) El homomorfismo canénico A4v! : I — 4 B(Ay,I) admite un

inverso a izquierda en 4B(B(A1,1),1).

(ii) Hay algin A-mddulo a izquierda G tal que I es sumando directo

de B(A1,G).

(iii) I es inyectivo.

(iv) Cada sucesién exacta corta 0 - I — E — E/I — 0 de A-

moédulos de Banach es escindida.

> ((i)=(ii)) Sea p €4 B(B(A1,I),I) tal que poA4-T = 1d;. Entonces
B(Ay, I) = ker(p) @ im(AALT).

Puesto que A41! es inyectivo basta tomar G = I.

((ii)=-(iii)) Podemos asumir que I es colibre, digamos I = B(A1,G)

para cierto A-moédulo de Banach G. Consideremos el diagrama de
morfismos y A-mddulos de Banach a izquierda.

0 —-F % F=aE)oFR
Bl
B(Ai1,G)

Hay un isomorfismo de A-mddulos

AF,G ‘A B(F, G) — A B(F,B(Al,G)),
Apc(T)=AMCY0T.

Entonces Af g estd bien definido pues A41¢ € 4 B(G, B(A1,G)). Es
facil ver que AL (0)(f) = 6(f)(1) para cada 0 €4 B(F,B(A1,G))
y f € F. Dado entonces v €4 B(F,FE) tal que yo a = Idg es
Bory €a B(F,B(A1,G)). Sea § = F}b(ﬁ o) en B(F,G). Como
Bovy=Apqg(d) es B =Apg(d)oa,ie B = (AY0d)oa, con
AAG 65 ey B(F,B(A1,G)).

((iii)=(iv)) Es evidente.

((iv)=(i)) Puesto que A41-T es inyectiva basta considerar la sucesién
exacta corta

AB(A1, 1)

0 1220 ) BA, T
DI Ta B D S Ran

— 0.

. Sean A un &lgebra de Banach y F' € A-Mod (resp. F' € Mod-A).

Decimos que F' es playo si el functor 7@ 4 F :Mod-A — Ban (resp. el
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functor F4®? : A-Mod—Ban) transforma sucesiones exactas cortas
admisibles® en sucesiones exactas cortas.
9. Un A-médulo de Banach a izquierda (derecha) F' es playo si y solo
si F* es A-médulo de Banach a derecha (izquierda) inyectivo.
(=) Consideremos el diagrama de médulos
3

0O - L = N
n
F*
de A-moddulos a derecha y morfismos, en particular £-admisible. En-

tonces

0 LS N N/EL) =0
es sucesién exacta corta admisible en Mod-A. Por la playicidad de
F,

- old - .
0= L&AF 555 NG F — 2@ aF -0
es sucesion exacta corta, como asimismo la sucesién

ey . )
» LT NG ) (D@ aF)* 0.

0+« (L&oaF) 0]
Como n € Ba(L, F*) existe ) € (L&A F)* tnico tal que
Al f) =n)(f)
en tensores bésicos. Por lo tanto existe © € (N®4F)* tal que
i = (€®1dp)*(O).
Queda inducido 6 € Ba(N, F*) tal que 0(n)(f) = O(n ® f) para
cadan € Ny f e F.Dados entonces | € L'y f € F' tenemos
(60 &)(D(f) = 0(ED)(f)
=0l /f)
= (00 ((@1dp))(I® f)
=7l ® f)
=),

o bien o =n y F* resulta inyectivo.
(<) Supongamos F™* inyectivo y consideremos una sucesién exacta
corta admisible

0-MEB N30S0
en Mod-A.
eoldp

(i) Veamos que M@ F —— N®4F es inyectiva. Para ello bas-
tard probar que (¢ ® Idp)* es suryectiva. Consideremos entonces
A € (MRAF)* y sea A € Ba(M, F*) tal que A\(m)(f) = A(m ® f)
cualesquiera sean m € M y f € F. Puesto que F* es inyectivo existe

6Una sucesién exactas corta de A-médulos 0 -+ F — E 5 E /F — 0 es admisible si
T es una retraccién.
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a € BA(N, F*) tal que A = ao . Existe ademas A € (N®4F) tinico
tal que A(n ® f) = a(n)(f) en tensores bésicos. Asi
(p®@1dp)"(A)(m® f) = Alp(m) @ f)

= a(p(m))(f)

= A(m)(f)

=A(m® f)
en tensores basicos, de donde (¢ ® Idp)*(A) = A.
(i) N@asF m O®AF es suryectiva: Sea u € O 4F, digamos
U= 1210k ® fr, con > o2 || o ||| fx ||< oo. Como ¢ es operador

lineal acotado suryectivo entre espacios de Banach existe ¢ > 0 tal
que (O)e € ¢((N)1). Existe (ng)ren € (V)1 tal que

w=Y %0 C ol )

250

$m) ® C [l og I f).

o

i
I

Como

S o M2 0 on Il fie 12 3202 o 1 fie ll< o0
estd definido >3 n ® (2 || ok || fr) en NQAF y

u=(p@1dp) (ol e @ (2 || ok || fi))-
(iii) Finalmente im(p ® Idp) = ker(¢ ® Idr). La inclusién C es
inmediata. Puesto que ¢ es admisible existe @1 € Ba(N, M) tal que
1 0 = Idys. Por ello sigue enseguida que im(p ® Idg) es cerrado.
Sea

. N F A
'7im(¢51dp) — ORsF

tal que B(u+im(p®1dr)) = (¢®@1dr)(u). Notamos que B estd bien
definido. Ademads, como ¢ es admisible existe ¢; € B4(O, N) tal que
¢oim(p ® Idp)p1 = Idp. Podemos definir
5 NG F
B1: O®usF — im(fgldF)

tal que B1(o® f) = ¢1(0) ® f +im(¢ ® Idp) en tensores béasicos. Es
facil ver que los operadores B y Bj son reciprocos, de modo que B
es isomorfismo de espacios de Banach y sigue la inclusién D.

2.7. Biproyectividad y biplayicidad

. Un &lgebra de Banach A se dice biproyectiva si es proyectiva en

cuanto A-bimddulo de Banach.

. Son equivalentes:

(i) A es biproyectiva.
(ii) 171 : A1®A®A; — A es una retraccién.
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(iii) 7 es una retraccion.
» (i=1ii) Sip €4 Ba(A, A1®A), p2 €4 Ba(A, A® A1) son inversos
a derecha de 17 y 71 sea p = (Ida, ® p2) o p1. Dados a,b € A sean

o0 [e.9]

=S tn @by con 3 [t [ B 1< o0,
n=1 n=1
o0 o0

= Zvn®an, con Z | vn Il an ||< o0, .
n=1 n=1

Tendremos

p(ab) = (Ida, ® p2)(ap1(b))

oo

= Z(aun) ® p2(bn)

n=1

= a(Ida, ® ,02)(2 Up @ bp)

n=1
= ap(b).
Asimismo,

p(a)b = (Ida, ® p2)(p1(a))b

= Z Up X pg(an)b
n=1
= Z Up @ p2(anb)

= (Ida, ® p2) Z
n=1

(Ida, ® p2)(p1(a)d)
= (Ida, ® p2)(p1(ab))
= p(ab).

Asi p €4 Ba(A, A1R(ARAY)) vy
1m0 (Idg, ® 1) o (Ida, ® p2) o p1 =1 7o (Idg, ® (710 p2)) 0 p1
=1 7o (Idg, ®Ida) o pr
=1Top
=1Ida4.

(ii = iii) Sea p €4 Ba(A, AJ® AR A1) tal que 171 o p = Id4. Consi-

deremos es isomorfismo natural U : (A;1®A)®A; — A1Q(ARA) y

sea p= (Ida, ® 1) oU o pen aBa(A, A;®A). Entonces
1mop=[mo(Ida, ®71)oU]op=1 7t10p=1da.
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Claramente p(A?) C A®A. Bastara ver entonces que cl(A?) es denso
en A. Para ello, dado a € A podemos escribir

ﬁ(a) = Zzozl(an + a’n]-) & bn;

cony 2 || ap+anl ||| by ||< co. Evidentemente > > || an |||| bn ||
Y Doy || anby || son series convergentes y podemos escribir

00 00
ﬁ(a)zzan®bn+1®zanbn
n=1 n=1
={+1®c,

conc€ Ay € € A®A. Entonces a =1 7(€) + ¢, i.e.
pla) =&+ 1® (a—17(¢))

En consecuencia

p(a®) = ap(a) = af + a ® a — a ®1 7(€)
=p(a)a=¢a+1®a* -1 7()a.

Sea 0 € cl(A?)* y extendamos 6 a 0; € A} de modo que 6;(1) = 1.
Entonces

<ﬁ<a’2)7 th ® 0) = <CL, 0>2
= <a27 9>
=0,

i.e. (a,0) = 0. Puesto que a € A es arbitrario § = 0 y cl(A?) deviene
denso en A.

(iii = i) Sea p €4 Ba(A®A) tal que 7op=1Id4. Sih: A< Ajesla
inmersién natural de A en A; sea ( = (h®Ida)op €4 Ba(A, A1RA).
Entonces 7o = wop =1d4 y A es proyectivo en cuanto A-mdédulo
a izquierda. Andlogamente se da el caso a derecha.

. Un &lgebra de Banach A se dice biplaya si es biplaya en cuanto

A-bimddulo de Banach.

. Toda algebra de Banach biplaya A es esencial.

» (i) Como 74,4 es epimorfismo 7%, 4 : A" — (A1®A)* es mono-
morfismo. Por (2.6.9) A* es inyectivo y existe n €4 Bao((A1®A)*, A¥)
tal que o7y, 4 =Ida-.

(ii) Si A no fuere esencial sean a € Ay o’ € A* tal que (a,a’) =1y
a' | 42=0.

(iii) Sea f € (A1®A)* tinico tal que ((b+ B)®c, f) = (b,a’)(c,a’) en
tensores bdsicos y escribamos b’ = n(f).

(iv) Como Af ={04,54)-} entonces Ab" = {04+}, 0 sea V' [42= 0.



2.7. BIPROYECTIVIDAD Y BIPLAYICIDAD 67

(v) Ademas

(fa)((b+ B) ®c) = f((ab+ fa) ® ¢)

Be+ be,a’)
(b+B) @c), 74, ala))

{
{

en tensores basicos, i.e. fa =7} 4(a’).
k)
(vi) Entonces

a =n(fa) =Va.
Luego
1= {(a,d) = (a®b') =0,

lo que es absurdo.

. Sea A un algebra de Banach. Son equivalentes:

(i) A es biplaya.

(ii) 7% es una co-retraccién.

(iii) Existe o €4 Ba[A, (A®A)**] tal que 7% 0 0 = 14.

» (i = ii) Si A es biplaya existe v €4 Ba[(A1®A)*, A*] de manera
que Idg« = vomy 4. Cone: ARA — A1®A tenemos la siguiente
composicién de morfismos de A-bimdédulos

(A1BA) 5 (ARA* — 0
SWENVRE
A*
Sea f € (A®A)*, digamos f = (*(F) para cierto F' € (A1®A)*.
Hagamos n(f) = v(F). Si t*(F) = 0 444~ entonces F' € (ARA)*L.
Luego dadoa € Aes Fa = 04,04y ¥ también v(F)a = 04+. Como
a es arbitrario v(F) € (A2)1. Como A es esencial v(F) = 04« y 1

estd bien definida.
Es claro ahora que 1 es morfismo acotado de A-bimdédulos y

nOﬁZ:no(L*oﬁZhA) :(UOL*)Oﬁ-Zl,A:Voﬁ-j{l,A:IdA*'
(ii = iil) Sea n €4 Ba[(A®A)*, A*] tal que no 7% = Ida-. Es f4cil
ver que ¥ o 14 €4 es morfismo de A-bimédulos y
ta=Idgso01g=(modh) oLy =a%o(n"ora).

(iii = ii) Sea o €4 Ba[A, (A®A)**] tal que 7% o ¢ = 14. Definimos
¢ : (ARA)* — A* tal que ((g)(a) = (g,0(a)) para cada a,g. Es
inmediato que se trata de un homomorfismo acotado de A-bimédulos
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de Banach y

ie. Comy = Ida~.
(ii = i)(a) Veamos, aplicando (2.6.7), que (A;®A)* es A-médulo de
Banach a izquierda inyectivo. En efecto, sea

S 14 BlA1, (A1®A)*] — (A1®A),
S(e) = ¢(1).

Se trata de un operador acotado bien definido y dados a € A y
¢ €4 B[A1, (A1®A)*] tenemos

S(ap) = (ap)(1) = p(a) = ap(1) = aS(p).
Si F € (A1®A)* tenemos también

(S o AALMBA Y (F) = AALMBA (F)(1) = 1F = F.

(ii = i)(b) Sea n o 7% = Ida~ para cierta n €4 Ba[(A®A)*, A*].
Haciendo 7y = no /" resulta m o7y, 4 = Ida-.

(it = i)(c) Sean M, N € A-Mod, x €4 B(M,N) monomorfismo
admisible, y €4 B(M, A*). Por la inyectividad de (A;®A)* existe
z €4 B[N, (A1®A)*] tal que T4,.4°Y = zoxz. Escribiendo 21 = nj 02
resulta z; €4 B(N, A*) y

210 = (moz)ow = mo(z0) = mo(7y,_40y) = (moFh, 4)oy = b,
o sea A* resulta A-mddulo de Banach inyectivo a izquierda.
(ii = i)(d) Andlogamente (A1&®A)* es A-médulo de Banach a dere-
cha inyectivo, como sigue observando que el operador S es también
homomorfismo de moddulos de Banach a derecha. Con ligeras mo-
dificaciones de argumento se ve que A* es asimismo A-médulo de
Banach inyectivo a derecha. La conclusién sigue de (2.6.9).

6. Sea A un élgebra de Banach. Entonces (i = ii = iii), donde
(i) A es amenable.
(ii) A € BAI y 7 es una co-retraccion.
(iii) A € BAL y 7%, : (A*)es — [(A®A)*]es es co-retraccién de A-
bimédulos, con 77, = 77 |(a«).,- 7
» (i = ii) Sean A amenable y V € (4;®A;)** una diagonal virtual
de A. En particular, sabemos que A € BAL Dados f € (A®A)*
y a € A sea (a,\(f)) = (af,V). Claramente A(f) € A*. Dados

7Si X es A-médulo de Banach a izquierda (o derecha) escribimos X, al A-submddulo
a izquierda (o a derecha) esencial de X, o sea Xes = clc(AX)™ (0 Xes = cle(XA)7).
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a,b,c€ A, f € (ARA)* resulta
(a,\(bfc)) =

(a bk(f) )

o sea )\ es morfismo acotado de A-bimdédulos. Si ademés a’ € A* es

(a, (Ao #a(a’)) = (Fa(a')a, V)

= (d', 7} (aV))

= (d,af{" (V)

= (a,d),
ie. Aomy = Idg-.
(ii = iii) Sea A €4 B4[(A®A)*, A*] inverso a izquierda de 7%. Como
7y es morfismo de A-bimédulos de Banach

TH(AA*A) C A(ARA)*A C [(AQA)*]es

Como ademads 7% es acotado 7% ((A*)es) C [(A®A)*]cs. Andlogamen-
te A([(A0A)es) C (A%)es: ASTA [[4g 4y, €4 Ba([(ADA)es, (A7)es)
Y Aljagay,. o = 1dean.,
. Sean A-algebra de Banach, X € Mod-A e I-ideal a izquierda de A
tal que I € BRAIL Entonces X®41I ~ ccl(XT).
» Si {e;}jes € BRAI(I), es facil ver que {e;};c; € BRAI(ccl(X1)).
Por el teorema de Cohen serd ccl(X1) = XI. Luego la aplicacién
X1 kXD X & 4T — ccl(XT) es suryectiva.
Sea u € XQul, conu=> 2 10,@ary >pey | zr ||l ar [|< o0
Sea K > 0 tal que || e; ||< K para todo j € J. Dado e > 0sean € N
tal que > o, || 2 ||l ax ||[< /(14 K). Si j € J estimamos

o0 o
lu—fxr(u) @ e |la =] Zxk ® ax — <Z zrar) @ e; ||

Z"‘Z T @ (ak — aej) (A

k=1 k>n

n
<2k @ (ak — are;) |In +e.
k=1
Luego limjey || u—7x,1(u) ®e;j A< € ie. u = lmjes(Fx,1(u) ®e;).
Asi 7x 1 resulta inyectiva y la afirmacién sigue del teorema de la
funcién abierta.
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8. Sean X,Y A-médulos de Banach a derecha e izquierda respectiva-

10.

mente. Dado ¢ € BA[X®4A,Y*] (vesp. 1 € Ba[X, (A®4Y)*]) existe
un dnico morfismo 1 (resp. @) tal que el siguiente diagrama de A-
modulos y morfismos conmuta

X&4A4 5 y*
x,Ad 1Ty
X B (Ad.Y)

Precisamente, basta observar la existencia de isomorfismos f, g, h
tales que

BaX&a4,Y"] b [(X&,4)8 Y]

L [X&a(ASAY )] & BalX, (A8aY ')

Haciendo A = hog* o f y 1 = A(p), en tensores basicos resulta

by, (Yoixa)lr® )> b@y,h((g" o [)(¢))(za))
za® (b®y), f(p)og)
((M) ®b) @y, f(e))
Y, o((za) @ b))
Y, p(z @ (ab)))
Y, p(z @ a)b)
by, p(z @ a))
= (b®y, (Tay o p)(z®a))

o~ o~ o~ o~ o~ o~~~

y sigue la afirmacion.

. Sean A € BAIl y X,Y A-médulos de Banach a derecha e izquierda

respectivamente. Si Y es esencial cada morfismo de A-mdédulos a
derecha de X,.s en Y*"se extiende univocamente un morfismo de A-
modulos a derecha de X en Y™,

Basta notar que en (2.7.8) 74y es isomorfismo y asimismo resulta
X ® AA ~ X, es-

Las afirmaciones en
» Falta ver (iii = ii
(iii = ii): Sigue de (
de Cohen.

(ii = i): Sean A\ €4 Ba[(A®A)*, A*] inverso a izquierda de 7% y
{ej}jes € BAI(A). Considerando eventualmente alguna subred exis-
te E = w*-limjec;ta(ej). Hagamos V = X\"(E). Sia € Ay d € A*

(2.7.6) son equivalentes.
i)y (il = 1i):
2.7.9), ya que A resulta esencial por el teorema
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tenemos

y ademas
(d',aFE — Ea) = (d'a — ad, E)
= ggg(ej, a'a—aa)
= %fen}@ej —eja,a’)
=0.
Luego 7% (V)a = ta(a) y aEl — Ea = 04+« para todo a € A. Luego
aV —Va=a\'(E)—X(E)a
= \*(aF — FEa)
= A\ (04%)
= 0(ag )
y sigue la afirmacion.
Si G es grupo amenable separable entonces L!(G) es amenable.

» Aplicaremos (2.7.10) definiendo ((L'(G)&LY(G))*)es £, UC(G)
morfismo de L!(G)-bimédulos de Banach tal que & o 7%, = Ildyce):-
(i) Por (2.10.4) resulta (L'(G)*)es = UC(G).
(ii) Ademads sabemos, por (2.10.8), que hay un isomorfismo de L (G)-
bimédulos de Banach

A:LYG x @) = LYG)QLYG)

tal que A(z x y) = = ® y para cualesquiera z,y € L(G), donde
(x x y)(s,t) = z(s)y(t) para cada s,t € G. En consecuencia

(A%)es : (LYG)BLY(G))")es — UC(G x G),
donde (A*)es = A* \((
(iii) Tenemos asi

UC(G) 22 (LHG)OLHG)))es 222 UC(@ x ).

L' (@&l (@) )es”
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(iv) Sean M-promedio invariante a izquierda de Gy U € UC(G x G).
Para s,t € G
(st,t7h),
(t,t's).

L(U)(s)(t)
R(U)(s)(t)
Asi L(U)(s), R(U)(s) € Cy(G) si s € G.
(v) Méas ain, L(U) € C(G,L>*(G)): por un lado Cy(G) — L>®(G).
Sea {s;j}jes una red convergente a cierto s en G y fijemos € > 0.
Como U € LUC(G x @) hay algun entorno V de (e, e) en GxG tal que
V=V1ly|U®)—-U) |<esiyn~! € V. Claramente la funcién
f: G — G xG tal que f(t) = (t,e) sit € G es continua. Luego
existe un entorno N de e en G tal que N C f~1(V). Observamos
que N = N~! y Ns es entorno de s en G. Sea jy € J tal que sj € Ns
sij>joen J. Con j<jygyteG(G sera
(sjt,t™1)(st, 7)1 = (5557 e),
osea | U(sjt,t™1) —U(st,t7™1) |<ey
I L(U)(s5) = LU)(s) [loo< €.
Asimismo resulta R(U) € C(G,L*(G)).
(vi) Definimos [, v : G — C mediante
[(s) = (L(U)(s), M),
(5) = (R(U)(5), M).
Puesto que M € L*°(G)* podemos concluir ahora que [ € LUC(G)
y v € RUC(G).
(vii) Dados s,t,t" € G se tiene
v L(U)(s)(t) = LU)(s)(t't)
=U(st't,t7 11
= U(st't,t 71" 1s71s)
= R(U)(s)(st't)
=sv R(U)(s)(1),
ie. tL(U)(s) =st R(U)(s). Por la invariancia a izquierda de M ob-
tenemos que

U
U

i.e. [ = ¢, funcién que indicaremos ((U) en UC(G). Veamos que basta
hacer £ = (o (A%)es.
(viii) Evidentemente ¢ € BlUC(G x G),UC(GQ)] y || ¢ ||£ 1.
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(ix) Sea u = f * ¢ * g en UC(Q), donde f,g € LY(G) y ¢ € L=®°(G).
Hagamos U = (A*)es[7},(u)] en UC(G x G). Si s € G tenemos

= Jo Jo o(t sty ) f(t1)g(to)dtrdts.

Dados z,y € L'(G) podemos escribir

(xxy,U) =(x*y,u)

= u(s x s S
= [ u) [ st s)ara
= [ [ ot st seateinae [ sy s
:/Gx(t)/cf(tl)/Gg(tz)/Gy(t_ls)gb(tl1st21)d5dt2dt1dt
:/Gx(t)/Gf(tl)/Gg(tg)/Gy(v)gf)(tl_ltvtz_l)dvdtgdtldt
:/ /(mxy)(t,v)u(tv)dtdv

GJG

y podemos concluir que U (s, t) = u(st) para cada s,t € G. Entonces
LW)(s)(t) = U(st ™, 1) = u(s)

para cada s,t € G, o sea L(U)(s) = u(s)l y ((U) = u porque
(1, M) = 1. Asi € deviene inverso a izquierda de 7).

(x) ¢ LY@ BLI(G) [UC(G x G),UC(G)], con lo cual & resulta mor-
fismo de L(G)-bimédulos de Banach:

(x)(a) Sean f € LY(G), U € UC(G x G), s € Gy {f;j}jes red en
[LY(@)):1 tal que M = w*-lim;e s f;. Entonces

CfU)(s) = (L(fU)(s), M)
—%/ﬂ
— %1} /G Fi®)(fU) (st t Yt

:lim/ fi(t) /f (tr)U (st,r)drdt
J€J
(2.7.1) zhm/ fi(t /f Ul(st,t u)dudt

jeJ
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Ademés

:Lﬂs%W@mmMmU

- /G £(s™10) (R(U) (v), M)
:Aﬂf%mmmwwmm
:/Gf( %I}/ fj v)(st)dtdv
:/Gf( £1€H}/ fi(OU(st, t s~ o)dtdv

(2.7.2) :/f %1151/ fi(O)U (st, t  u)dtdu
G S

(x)(b) Sea s(u)(t) = U(st,t~tu), t,u € G. Es 15 € C(G,L>(G)) y
la identidad de (2.7.1) y (2.7.2) equivale a

(2.7.3) /f Yopo mmf{/f (s (), M) du

La integral del miembro izquierdo en (2.7.3) es integral de Bochner
de una funcién L°°(G)-valuada.. Evidentemente || fvs ||co€ LY(G)
y ademds fis es fuertemente medible®, luego existe dicha integral
[16].

(x)(c) La fuerte medibilidad se 15 debe a que es débilmente medible®
y tiene imagen a.e.-\ separable [123] 1°. Precisamente,

im(vs) = {s (U)(st) : t € G}
R(U)(sG)
R(U)(G)
=5 lm( (U)
Ademas dados t1,ty € G se tiene
sR(U)(t1)(t2) = R(U)(t1)(st2)
= Ulsta, ty 's71)
= (sta, (st2) ") (e, t1)
= q(st2)(e, t1)
= [sa(e)(e, t1)](t2),
80 sea hay una sucesién de funciones simples {s,} de G en L®(G) tal que
limy, 00 5 = f1)s a.e. A
90 sea © o s es continua sobre G cualquiera sea © € L°°(G)*, lo que es evidente por
la continuidad de 5.

100 sea existe un subconjunto N de G de A-medida nula tal que ¥s(G — N) es
separable.

)-
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con q: G — G x G tal que q(t) = (t,t7!) si t € G. En consecuencia
im(1s) =5 q(o) - ({e} x G) resulta separable ya que G lo es.
(x)(d) Si f € L}Y(G)™ hay una sucesién ascendente {s}} de funciones
simples de G' en R>q tal que en todo caso 55 < f y lim, 00 5. = f
a.e. A (cf. [149], Th. 4.13). Sea ademds {s2} sucesién de funciones
simples de G en L°(Q) tal que ¢ = lim, . s> a.e. . Haciendo
s, = 5552 para cada n resulta una sucesién {s, } de funciones simples
de G en L®(G) v fips = limy, o0 5p, lo que establece que f1)5 es
fuertemente medible.
(x)(e) Como || Ys(u) ||oo<|| U |0 para u € G, cualquiera sea n se
tiene || 52 ||o< 2 || U ||oo a.e. A. Luego

s | (55, M) |<2f || U |l

y por el teorema de convergencia mayorada

[ fwaana= lim [ skt anay
G n—oo G

= lfm [ (s, M)dA

n—o0

G
= / f<wsaM>d)‘
G

y sigue (2.7.3).
(x)(f) El resultado sigue enseguida para el caso general de f. Anélo-
gamente se prueba que ¢ es morfismo de L!(G)-médulos a derecha.

2.8. Connes-amenabilidad

. Sea A-dlgebra de Banach. Decimos que A es dlgebra de Banach dual
si hay algin submdédulo de Banach A, de A* tal que A ~ (A,)*.
En ese caso, se dice que A, es un predual de A, no necesariamente
unico. Asumiremos implicitamente dada una terna (A, A, «), donde
a: A — (A" es isomorfismo de A-bimddulos de Banach. P. ej., si
A =1(N) con el producto punto a punto se tiene (I'(N)g). = co(N)
y a(z) = () |eo(v) para cada x € I'(N).
. (i) Si A es algebra de Banach dual aomy : A x A — A es separada-
mente w*-continua.
(ii) Si A es algebra de Banach, A = X* para cierto espacio de Banach
X y si el producto de A es separadamente w*-continuo entonces A
es algebra de Banach dual.
» (i) Seaaj - 0en A Dados b€ Ay a, € A, tenemos

(s, alab))) = (s, ala;)b) = (bar,ala)) 25 0
y, andlogamente, (a.,a(ba;)) — 0.
(<) SiA=X" A*= X"y 1x(X) es A-submddulo cerrado de A*.
En efecto, sean dados z € X, a € Ay {aj}jcs red en A tal que

aj Z504. Luego
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(aj, acx (z)) = (aja,1x(x)) = (z,a5a) = 0,
y asimismo (a;, tx(z)a) — 0. Asi avx(x),tx(x)a € 1x(X). Ademas

vx (X))y—1
tx(X) LxX7D7, X es isomorfismo de espacios de Banach. Haga-

mos A, = 1x(X) y a= (tx )" en B(A, (A,)*). Més atin, si
a,be Ay x € X tenemos
(1 (2), a(ab)) = (z, ab)

)
= (ab,vx(z

= (x(2), a(a)b),

ie. afab) = afa)b. Andlogamente resulta a(ab) = aa(b) y « es
isomorfismo de A-bimédulos de Banach.

. Un algebra de Banach dual A es unitaria si y solo si tiene aproxima-

cién acotada de la unidad.

» La necesidad es evidente. Reciprocamente, sea {e;};ec; € BAI(A).
por el teorema de Banach-Alaoglu, como {a(e;)};jcs es acotado en
(A,)*, pasando eventualmente a alguna subred podemos suponer
existe F = w*-limjc; a(e;). Dados e = a7 1(F) y 2 € A tenemos

a(ze) = za(e)
=aF

= *_ 1’ ;
w'-lim zo(e;)

= w*-lim a(ze;
jeJ ( ])
(:I:)7

i.e. ze = x. Andlogamente ex = x y sigue la afirmacién.

. Sean A un &lgebra de Banach dual y X un A-bimddulo de Banach.

Decimos que X es w*-bimddulo de Banach si para cada 2’ € X*
las aplicaciones a — az’ y a — 2’a de A en X* son w*-continuas.
Indicamos ZL.(A4, X*) a las derivaciones w*-continuas de A en X*.
Si N'1(A, X*) es la clase de derivaciones internas de A en X * entonces
NYA, X*) C 2L (A, X*) y haremos
1 *\ __ Z&;* (A7X*)
Hop (A, X7*) = NT(A, X
Un &lgebra de Banach dual A se denomina Connes-amenable si

HL. (A, X*) = (0) si X es w*-A-bimédulo de Banach [27].

. Toda algebra de Banach A Connes-amenable es unitaria.

En efecto, consideremos el A-bimédulo de Banach A munido del
producto a*xx =azr y xxa =04, cona, v € A. Seaaw: A — (A.)" el
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isomorfismo de A-bimdédulos de Banach asociado a A. Dados a,b € A
v ax € A, resulta

(as, ac(b) + a(a)b) = (ara, a(b)) + (bax, a(a))
— (a.,a(b))
= (ax, a(ab)).

Sigue entonces que o € Z1. (A, (A.)*). Por la Connes-amenabilidad
de A existe e1 € A tal que a = ad,(e,). O sea

a(a) = aa(er) — ale;)a = —aleja),
0 a = —eja para cada a € A. Asi —e; es unidad a izquierda de A.

Andlogamente se ve que A tiene alguna unidad a derecha, resultando
a la postre unitaria.

. Sean A-algebra de Banach, B-dlgebra de Banach dual, h: A — B
homomorfismo continuo de algebras tal que h(A)™"" = B.

(i) Si A es amenable entonces B es Connes-amenable.

(ii) Si A es élgebra de Banach dual Connes-amenable y b es w*-
continuo entonces B es Connes-amenable.

» (i) Sean X un B-w*-bimédulo de Banach y d € Zl.(B,X*).
Haciendo a*xz = h(a)z y x*a = zh(a) paraa € Ay x € X entonces
X deviene A-bimédulo de Banach. La aplicaciéon D = doh de A en
X* es C-lineal y dados a1,a2 € Ay x € X tenemos

(, D(a1az)) h(araz)))
h(a1)b(a2)))
z,d(h(a1))b(az) + b(a1)d(h(az)))
b(az)z, D(a1)) + (zh(a1), D(az))
ag * x, D(ay)) + (z * a1, D(a2))

*
x,D(ay) *x ag + a1 * D(a2)),

€z,

€z,

S

(
(
(

Q

=
=
=
=
=
=

i.e. D es una derivacién. Veamos que D es acotada: Sea {an}nen
tal que (an,D(a,)) — (a,2’) en A @1 X* para ciertos a € Ay
x’ € X*. Entonces a,, = a'y h(a,) — h(a) pues h es continuo. Luego
bh(an) = h(a) y, como d es w*-continuo, D(a,) — D(a). Asi, si
x € X tenemos

(x,D(a)) = limy, o0 (z, D(ay)) = (x,2'),

o bien 2/ = D(a). Por el teorema del gréfico cerrado D resulta aco-
tada.

Luego D € Z'(A, X*). Como A es amenable existe zf, € X* tal
que D = ad,;. Dado b € B sea {a;};e; una red en A de modo que
b = w*limjcsh(a;). Como X es w*-B-bimédulo de Banach dado
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z € X tenemos

(x,d(b)) = lim(z, d(b(a;)))

jedJ

= lim(zh(a;) — b(a;)z, zq)
jeJ
= £1€mJ z, h(aj)zy — xph(aj))

osead= ad% y B es Connes-amenable.
(ii) Sean ahora X un w*-B-bimédulo de Banach y d € Z1.(B, X*).
Mediando b sabemos que X deviene A-bimdédulo de Banach. Maés
aun, si h es w*-continua entonces X es w*-A-bimédulo de Banach.
Asimismo D = d o b es derivacién w*-continua de A en X*, de
modo que si A es Connes-amenable D = adml1 para cierto z}j € X*.
Razonando como en (i) sigue la tesis.

7. Sea A algebra de Banach Arens reqular''. Si A es amenable entonces
A** es Connes-amenable [3] [4].
> Sean a” € A y {a]}jes red an A™ tal que w*-limje s a} = 04+

Upara a,b € A, a € A", a”, b’ € A™ se definen sendas operaciones [J, A en A™*,

mediante

!/

con b’a’,a'a’ € A* a saber:

y ademds

<(],,, aIIDb//> — <b//a/7 a/l>’
<a,7 all A b/l> — <a/all7 bll>7

(a."a') = (d'a, "),

(b,a'a) = {(ab,a’),
(b,aa’) = (ba,a’).

Con estas operaciones A** deviene dlgebra de Banach, siendo A regular cuando 00 = A.

. L . . 7 . 7
En particular, A <% A** deviene homomorfismo isométrico de dlgebras de Banach con
ambos productos y en todo caso se verifican las identidades

a"0ala) =a" Ava(a) =d"a,

ta(@)da” = 1a(a) Ad” = ad”.
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Sia € A* vemos que

(a,aj0a") = (a"d,a}) — 0,

(a',a" Adf) = (d'd",af) — 0,

y como A es regular entonces el producto en A** es separadamen-
te continuo. Por (2.8)(2)(ii)) A** es algebra de Banach dual. Por
(2.8)(6)(i), con B = Ay h = Id4, sigue que A es Connes-amenable.
. Sea A algebra de Banach Arens regular que es ideal en A™. Son
equivalentes: (i) A es amenable. (ii) A™ es Connes-amenable (cf.
[134], Th. 4.4).

» (=) Sigue de (2.8)(7).

(<) (a) Sean A** Connes-amenable y D € Z1(A, X*), para cierto
A-bimédulo de Banach X. Veremos que D es derivacién interna.
(b) Puesto que A** es Connes-amenable, resulta unitaria. Sea F la
unidad de A*. Por el teorema de Goldstine existe alguna red acotada
{ej}jesen Atal que E = w*-limjcyra(e;). Dados F € A* yad' € A*
es

(d/,F)={(d,EAF)=(dE,F),

o bien ¢’ = ¢’ E. Entonces si a € A tenemos

{a,d') = {(a,d E)
= (ad', E)
= %1’3}(6]-, aa’)

= lim(e;ja,d’
lim(eja. ).

i.e. eja = a. Asf a € [conv({e;}jes)al” y conv({e;}jecs) es acotado.
Por lo tanto A € BLAI (cf. [1]; [17], Prop. 2, p. 58). Asimismo en
todo caso

(a/,F) = (ad/.FOE) = (Ed, F)

y también (a,a’) = limjcs(ae;,a’). Dado a € A es ae; v Y,
andlogamente, A € BRAIL. En consecuencia, A € BAI

(c) Para establecer la amenabilidad de A podemos asumir que X es
A-bimédulo de Banach pseudounitario (V. (2.4)(19).

(d) Si X es pseudounitario deviene A**-bimddulo de Banach. Para
ello, sean z € X, a”,b” € A*. Podemos escribir x = azxy = x9b para
ciertos 1,22 € X y a,b € A. Puesto que A es ideal en A** definimos
a"xx =1, (a"a)ry y xx b = 200, (D).
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Si ademds z = cx3, con c € Ay x3 € X, tenemos

(" a)ry = thA (a"eja)zy
jed

= lim{13! (a"e;)i 3 (a (@)

=1
]IEII}LA Y(a"e;)(ax)

)ta

)

—ilerI}LA (a"e;)(cxs)
)ta

= lmfi3 (0 e)e5 (ale)s

= hch (a"ejc)zs
j€s

=1 (a"c)xs.

Asi la accion a izquierda, y andlogamente la accién a derecha de
A* en X, estan bien definidas. Es facil ver que ambas verifican las
condiciones requeridas.

(e) Notemos que las acciones a derecha e izquierda de A** en X
restringidas a A coinciden con la accién a derecha e izquierda de A
en X.Seanr € X, 2" € X* y {a]}jes red en A* tal que aff AN
Entonces

(x,al2))y = (2'z,a%

) ]*> — 07

oseaa;x’ Y% 0x-. Por otra parte, notemos que atx (x) = ta(a)ix(x)
para todoa € Ay z € X. Con z = ar; tenemos

// >

<.T $la//>

(a;

(L4 (a 'a)xy, x
= (=1 4“,4( a)
= (213 ( a),tx
(l‘/aLA ( a)Lx
= (o', (afa)ux (z1
(tx(z1)2’,a 3
(

acx (v1)a,
0.

—~
lm
=

Por lo tanto X es A’i*—w*—bimédulo de Banach.
(f) Hagamos ahora D : A** — X* con

D(a") = w*-1im[D(a"e;) — a"D(e;)].
J€
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Sea z € X, x = ar1 = x2b para ciertos a,b € Ay z1,29 € X.
Aplicando (2.8.1) tenemos

(az1,D(a"e;) — a"D(ej)) = (x1,D(a"ej)a — a" D(e;)a)
= (z1, D(a"e;ja) — a" D(eja))
(2.8.2) 9, 121, D(a"a) — d"D(a)).
Asimismo
(z2b, D(a"e;) — a"D(ej)) = (x2,bD(a"e;) — ba" D(e;))
= (w2,bD(a"ej) — ba"D(e;))
(2.8.3) 9y (e, D(ba") — D(b)d").
Por otra parte
(x9, D(ba") — D(b)a") = hm(a?Q, (beja") — D(bej)a")
= 11 <x2, bD(eja") —bD(e;)a")
= 11 n{az1, D(eja") — D(ej)a”)
= h <33 D(eja")a — D(ej)a"a)
_hm<f’3l»ej (a"a) —eja"D(a))

(2.8.4) = (z1, D(a"a) — a"D(a)).

Por (2.8.1), (2.8.2), (2.8.3) y (2.8.4) vemos que D est4 bien definida.
(g) Es claro ahora que D es C-lineal. Con la notacién de (f), si
ademds b’ € A**,

(z, D(a"V")) = (x1, D(a"b"a) — a"b" D(a)) (por (2.8.2))

= (z1,[D(a"(b"a)) — a"D("a)] + [a"(D(b"a) — " D(a))])
'z, D(a")) + (za”, D)) (por (2.8.2))
z, D(a"" + d"D(V")).

o~ o~~~

Luego D es una derivacion.
(h) Sean {a}ier red en A* tal que w*-limje; = Oy« y = € X,
2 = ax como antes. Como X es A**-w*-bimédulo de Banach tenemos
(x, D(a})) = (1, D(aa) — a] D(a))
= (D(14' (a]a)), x(21)) — (21,07 D(a))
= (aD"(1x(21)),a}) — (z1,a] D(a))

LONTY
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es decir D € ZL, (A**, X*).
(i) Como A™ es Connes-amenable existe 2 € X* tal que D = ad,;.
(j) Dados x € X y a € A vemos que

(@, D(1a(a)) = lim{z, D(ae;) = ta(a)D(e;))

= lim[(a, D(ae;)) - (va, D(e;)))
JE

=1 D ;
liny(a, D(a)e;)

= (z, D(a)),
i.e. D(1a(a)) = D(a). En consecuencia
(2, D(a)) = (&, D(ta(a))
= (z,1a(a)zp — 24L4(a))
zia(a) — tala)w, zp)
ra — ax, ()
= (2, adyy (a)),

Le. D =ad, y D es derivacion interna.

o~ o~ o~ ——

. [18] Sean A y B un élgebra de Banach y un élgebra de Banach

dual respectivamente, y sea 6 : A — B un morfismo de algebras de
Banach. Si A es amenable, o bien si A es Connes-amenable y 8 es
(w*, w*)-continua, hay una cuasi-expectacion Q : B — Zg(0(A)).1?
» (i) Sean F = BB, y B € Bg(B, (Bx)*) isomorfismo. Entonces
FE es A-bimoédulo de Banach de modo que

a(b® b.) = b® (6(a)b),
(b®by)a=0b® (bb(a)),

en tensores bésicos.

(ii) Hay una aplicacién F : E* — B(B), a saber: fijado ¢’ € E*, para
cada b € B existe F(¢')(b) € B tnico tal que S[F(e’)(b)] = (b®(0), €’)
en (By)*. Es facil ver que F estd bien definido y es operador lineal
acotado cuya norma no excede | =% ||. Més atin, es isomorfismo
de espacios de Banach y F~1(T)(b® b,) = (b, B(T(b))) para cada
be Byb, € B..

(iii) Queda inducida en B(B) la estructura de A-bimédulo en la
que (aT)(b) = 0(a)T(b) y (Ta)(b) = T(b)f(a) para a € A, b € B
y T € B(B). Ademas F-deviene isomorfismo de A-bimédulos de
Banach.

(iv) Supongamos que A es élgebra de Banach dual y 6 es (w*, w*)-
continua. Veamos que F es w*-bimodulo de Banach. Para ello sea

12padas un algebra de Banach A y una subdlgebra de Banach B se llama cuasi-

expectacién a todo proyector ¢ : A — B tal que g(bixzbz2) = big(x)b2 cuando b1,b2 € By

x € A.



((2b) @ by — b @ (bs2),ae’) =

(b2) @ by — b® (2by),ae’) =

(2.8.5)
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¢ € E* y {aj};ecs red en A tal que a; v, 0s.Sib, € B,ybeB
para cada j tenemos

ie. limjcy(b® by, aje’) = 0. Es fcil ver ahora que

w*—limjej(aje’) = 0E*~
Anélogamente es w*-limjc s(e'a;) = Op-.
(v) Sea S en subespacio complejo de E generado por elementos de
la forma (2b) ® by — b ® (be2), (b2) @ by — b ® (2bs) ¥y 2 & by, con
be B,b, € B,y z¢€ Zp(A(A)). Veamos que S+ es w*-A-bimédulo
de Banach. Si ¢’ € S+ es
2b) @ (bi(a)) — b (be20(a)), )
2b) @ (byb(a)) — b (b.0(a)z),e)

y también
(b2) ® (b.0(a)) — b® (b,0(a)), )

Ademas
(2 @by, ae’) = (z® (bibB(a),e') =0,

o sea ae’ € S*. Anédlogamente ¢’a € S+.
(vi) Haciendo ¥ = S+, ¥ es w*-cerrado en E* y ¥ = p*((%)*),
donde p es la proyeccién al cociente y p* es isomorfismo de espacios
de Banach. Notamos que - deviene A-bimédulo de Banach, por
lo que % es A-bimédulo de Banach y p es homomorfismo de A-
bimédulos de Banach. Mas ain, si A es algebra de Banach dual
claramente ¥ es w*-A-bimddulo de Banach.
(vii) Sea D : A — B(B), D = adpq,. Sia € A, b€ By b, € By se
tiene

F7H(D(a))(b@ by) = (bs, B(D(a)()))
= (bs, B(0(a)b — b0(a)))
= (b, 8(6(a))b —bB(6(a)))
= (bbx — b.b,B(0(a))).
En consecuencia, si A es algebra de Banach dual deducimos que
F~'o D es (w*,w*)-continua.
(viii) Observando que F'~ es morfismo acotado de A-bimédulos de
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Banach vemos que F'~! o D es derivacién acotada. Es facil ver que
im(F~'o D) CX.
(ix) Si A es algebra de Banach dual F~'o D € Z!.(A,Y), mientras

E
que se A es amenable (p*) 1o F~toD € ZY(A, (= -1

T3)"): yaque (p*)

es morfismo de A-bimddulos de Banach.
(x) Si A es Connes-amenable sea p € ¥ tal que F~1oD = ad,, o bien
D = adp(,). Hagamos Q = Idp — F(p). Con la notacién de (2.8.5)
obtenemos en todo caso

(b, (0(a)b — bb(a))) = ady(a)(b@ b)

= (b ® by, ap — pa)

= (b®b.0(a) — b O(a)bs, p)
= (bs, B[0(a) F'(p)(b) — F(p)(b)6(a)]).
(b

Ast 0(a)b—b0(a) = 0(a) F(p)(b)—F(p)(b)0(a), 0 Q(b)(a) = 0(a)Q(b)
para cadaa € Ay be B. O sea Q € B(B,Zp(6(A)).

Por otra parte, en todo caso es
(bx, BF(p)(Q(D))) = (Q(b) ® bs, p) = 0,

i.e. F(p)o Q= 0p(p)- Luego Q% = Q y Q es proyector.
Dados 21, 22 € Zp(0(A)), b € B y b. € B, tenemos

(bs, B(F(p)(21b22))) = (21b22 ® by, p)
= (bzg @ by21,p)
b ® zobyz1,p)
= (22bs21, B(F(p)(b)))
by, B(z1F (p)(b)22)),

b)zy. Concluimos entonces que Q es

de donde F(p)(z1bz2) = z1 F(p)
una cuasi-expectacion.

(xi) Andlogamente, si A es amenable existird q € (%)* tal que
(p*) toFloD = adg, o bien D = adp(,(q)). Se ve entonces que
R =1dg — F(p*(q)) es una cuasi-expectacion.

e e e R

2.9. Amenabilidad de C*-algebras

. Sean A, As sendas C*-dlgebras. El producto tensorial A1 ® Ay de-

viene naturalmente algebra involutiva, de modo que
(a1 ® a2)(b1 ® ba) = (a1b1) ® (az2bz),
(a1 ®az)" = (a] ® a3)

en tensores basicos.

. Llamamos norma C* sobre A1 ® Ay a toda norma submultiplicativa

a tal que a(u)? = a(u*u) para todo u € A3 ® Ay. La correspondiente
completacion Ay ®, Ao es una C*-dlgebra.
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3. (i) Sean Si(A) y S2(A) los espacios de estado de Ay y Ay 3. Dado
u € A1 ® Ay escribamos

(291) |l u |lmm= sup (01 @ p2)(v u*uv) 1/2
vEAI® A2, (01,02)€51 (A1) xS2(A2) (¢1 @ p2)(v*v)

)

donde en todo caso el correspondiente denominador es no nulo.

(ii) Si Ay, A2 son unitarias, por la construccién de Gélfand-Naimark-
Segal (cf. [59] [140]; [29], Ch. VIII, §5), fijados ¢1,p2 para i =
1,2 tenemos representaciones de dlgebras involutivas * T, + Ai —
B(H,,) en espacios de Hilbert H.,, determinados'® , de modo que

pi(ai) = (mp, (i) (&) &i) i

cualquiera sea a; € A;, y ciertos vectores ciclicos'® & € He,.
(iii) Ahora

Ty O Ty AL ® Ay — B(H‘Pl) ®B(H<{?2) = B(H‘Pl ®H902)

es *-representacion de A1 ® As.
(iv) Dado u € A; ® Ag es

| (7 ® mpy) (1) [[P= suppy=1 || (7o) @ mp,) (u) (@) ||

13ge llama estado de una C*-dlgebra A a todo funcional positivo A, i.e. a toda formal
lineal compleja f € [A*]1 tal que f(z*z) > 0 para todo x € A. Si A es unitaria y f es un
estado tal que f(1) =1 decimos que f es un estado normalizado.

1pados una *_glgebra U y un espacio de Hilbert H, llamamos representacién invo-
lutiva de U en H a todo homomorfismo de *-algebras de U en B(H).

15g conjunto L; = {a; € A; : p(aja;) = 0} es ideal a izquierda cerrado de A;.
Se considera A;/L; en cuanto espacio vectorial complejo, munido del producto interno
(ai + Li, bi + L)y, = pi(bja;). Asi H,, serd el espacio de Hilbert que resulta al completar
al espacio prehilbertiano A;/L;.

16Gi 1 : 14 — B(H) es una representacién de un dlgebra de Banach U en un espacio
de Hilbert H, se llama vector ciclico a todo v € H tal que m(U)v es denso en H.
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n m
Con u = Zi:l a1 ®az; y = Zj:l (bl’j + Ll) X (bg}j + LQ) es

| (g ® 7py) (W) () |2 = ((Tpy @ Tp) (1) (@), (Mg @ Ty) () ()
= (2, (Tpy @ Tp,) (1) (T, @ Ty, ) () (T))
= (@, (g, ® Ty ) (u'u) (2))

n
= (2, (mp, ® mp,) (Y @] a1y © a3 jaz)(x))

il=1
m n
=D > (bik+Liaianby + L)y,
Ghk=114,l=1

(Do + Lo, a3 ;a2,1b2,; + La)y,

m

n
=> P1(b7 jai ya1,ib1 k) p2(b3 ;a3 1a2,:b2. 1)
Jk=14]=1

(2.9.2) = (p1 ® 2) (T U uT),
donde T = Z;nzl bl,j ® b27j en A; ® As. Ademds

Iz |I” = (2, 2)n,, en,,
m

= ((b1,j + L1) @ (b2,j + L2), (b1 + L1) @ (b2k + L2)) ., oH,,
k=1

= > o1(bf b1 ;) pa(bs 4b2s)
k=1
(2.9.3) = (1 ®2)(T).
(v) Por (2.9.1), (2.9.2) y (2.9.3) vemos que

| [lmin= SUP (4,1 02)€S1(A)xS2(A) | (T ® mpy ) (w) || -
ea u = 2?21 a1; ® az; no nulo en A1 ® Ay y veamos que

vi-a) Sin =1 existen ¥ € S(A41) y 12 € S(A2) tales que
Y1(ajqa1,1) =[ ajjai || v 2(as a21) = a3 a2, ||
(cf. [13], Th. 61.10). Luego

ag(u) 2| my, © 7y, ) (u) |

2 2
= (a11 + Ly, 011 + Ly, )/ a2y + Ly, a2y + Ly,

= 1(af ya1,) " *a(as 1az1) "
=[l a1 ||| a2 |

> 0.

(vi-b) Podemos suponer n > 1y {ai1,...,a1,} linealmente inde-
pendiente. Sea ¢ € S(A2) tal que ¢ (a3 as1) > 0. Sea ademds
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{b1 + Ly, ...,bqg + Ly} base de clc({az1 + Ly, ...,a2n + Ly}) para
cierto d < n, donde by = ag1. Si 1 < i < n podemos escribir
az;+ Ly = Z;-l:l ¢i,j(bj + Ly) para unicos escalares ¢; ;’s.
(vi-c) En particular, ¢; 1 =1 y el elemento

a=a11+c1012+ ... +Cp1G1n
es no nulo en A; por la independencia lineal de {aj 1, ...,a1n}.
(vi-d) Sea ¢ € S(A47) tal que p(a*a) > 0.
(vie) Con £ =37 (a1 + Ly) ® (ag,; + Ly) en Hy, ® Hy tenemos

n d
E=) (ai+Ly)®Y cij(bj + Ly)

i=1 j=1
d
= a;© (b + Ly),
7j=1

con aj = » ¢ j(a1; + Ly) para cada j. Como {b; + Ly}i<j<da
es linealmente independiente y a; = a es no nulo, ¥ es no nulo (cf.
[135], Lemma 1.1; v. (4.17.81)).

(vi-f) Por lo tanto

ao(u) 2| (mp ® my)(u)(ea, + Ly, ea, +7) |
=Y (a1 + Ly) ® (ag; + Ly) ||
i=1

=€
> 0.

(vii) Es facil ver ahora que || o || es norma C*, la C*-norma mi-
nimal o espacial [146]. Se trata de la menor norma C* [144]. Indi-
caremos A1 ®mum Ao al correspondiente espacio completado respecto
a la norma minimal.

. Desde luego || o ||mm) <|| o ||». Hagamos

|| v ||max= sup{e(u) : @ es C* — norma de A; ® As}.

Entonces || o |lmax es otra C*-norma, la C*-norma mazimal [71].
Indicaremos A1 ®msx A2 al correspondiente espacio completado res-
pecto a la norma maximal.

. Una C*-algebra A se llama nuclear si para toda C*-algebra B hay
una unica norma C* en A ® B [103].

. Para cada n € N, M,,(C) es C*-algebra nuclear.

» (i) Sean B una C*-dlgebra no unitaria y p : By — B(H) una *-
representacion isométrica en un espacio de Hilbert H (cf. [13], Th.
62.1).

(ii) Hay un tnico isomorfismo de grupos abelianos

F : M,(C) ® B — M, (B)
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tal que F(z ® b) = (2;;b)1<i j<n en tensores basicos.
(iii) Con la estructura natural de dlgebra compleja, hay inducida una
representacion

pn s M(B) — B(H™),
pn(®)(B) = (O p(bij) (hj)h<i<n-
j=1

Sib e M, (B) sea b* € M,(B) tal que (b*);; = b}, para 1 <4,j <n
y hagamos || b [|=] pa(b) ||
(iv) Asi M,,(B), y por lo tanto M,,(C) ® B, devienen C*-algebras.
(v) Ademads observamos que
M, (B1) = M,,(C) ® By

=M, (C)® (B®C)

~ (M,(C)® B) @ (M,(C) ® C)

~ M, (B) ® M,(C).
(vi) Hay una tnica estructura C* en M,,(By) (cf. [110], Prop. 2.1.10).

Dicha estructura induce una unica estructura C* en M, (B).

(vii) Si B es C* dlgebra unitaria hay asimismo una tnica estructura
C* en M,,(B).
(viii) En todo caso sigue la afirmacion.

2.10. Ejemplos

2.10.1. Paradojalidad de N respecto a biyecciones de Z. Con-
sideremos la accién del grupo Bi(Z) de biyecciones de Z en Z tal que
fm = f(m) para f € Bi(Z) y m € Z. Sean P y I las clases de enteros
pares e impares impares respectivamente. Escribiremos

N= foRoU fily = faRa2 U f3R3,
donde R, = {4m +i:m € Z}, i = 0,1,2,3, y fo, f1, f2, f3 € Bi(Z) dis-
tintos. Notemos que Ry, ..., R3 son disjuntos. Si P e I son los subconjuntos

de ntimeros naturales pares e impares claramente se puede definir fy, ..., f3
tales que

2.10.2. Promedios topolégicos y amenabilidad.

1. En esta seccién G designara un grupo localmente compacto Haus-
dorff. Ademas LUC(G) y RUC(G) serédn las subclases de Cy(G) de
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funciones uniformemente continuas respectivamente.'” Es facil ver
que se trata de subespacios de Banach de Cy(G). Indicaremos tam-
bién UC(G) =LUC(G)NRUC(G) a la clase de funciones uniforme-
mente continuas sobre G.

2. Notar que L*(G) es M(G)-bimédulo de Banach si para v € L*(G),
€ M(G) y z € G hacemos

(n#v)(z) = / oy~ 2)dp(y),

G
(v %) () = /G o(zy™")du(y).

En particular, d, * v =;-1 v y v * d = v,-1. Por otra parte, si A
designa la medidad de Haar a izquierda de G'y f € L(G) entonces
fv = (fd\)*v en cuanto consideramos L>°(G) € L'(G)-Mod, mien-
tras que (vf)(z) = (v (fd)\))(z~!) en cuanto L*®(G) € Mod-L(G),
donde 9(x) = v(x™1).
3. Se verifican las siguientes relaciones:

(2.10.1)  Co(G) C UC(G),

(2.10.2) LUC(G) = L}(G) *L>=(G) = LYG) * LUC(Q),

(2.10.3)  RU(G) = RUC(G) *LY(G) = L>(G) «L1(G),

(2.10.4)  UC(G) = LYG) *L>=(G) * L1 (G) = LY(G) * UC(G) * L}(G).

Luego LUC(G) es L!(G)-médulo de Banach a izquierda, RUC(G) es
L!(G)-médulo de Banach a derecha y UC(G) es L!(G)-bimédulo de
Banach.

4. Consideremos

P(G) = {f e LYG)":| f Ih=1}.

Entonces P(G) — M(G) y P(G)™*" = M(G). Para ello:
(i) De no ser asi existe mg € M(G) — P(G)™™". Por el teorema de
Hahn-Banach existirdn € > 0 y A : L°(G)* — C aplicacién lineal
w*-continua tal que Re(A)(n) < Re(A)(mg) — € para cada n € P(G).
(ii) Existe F' € L*°(G) tal que A(m) = (F,m) si m € L*(G)*.
Razonando como en (2.4.6)(iii) se puede suponer que F' es R-valuada
a.e. \ysi f € P(G) es

(2.10.5) / FFAN < (F,mo) — c.
G

(i) Sea t > 0 tal que || F [0 —€/2 <ty X{| F |> t}) > 0.
Existira un subconjunto compacto C' con medida de Haar positiva
de {| F |> t}. Hagamos f = xc/\C).

(iv) Observar que (2.10.5) es valida si reemplazamos F' por F +r,

170 sea, f € LUC(G) siy solo si a —,-1 f (resp. a — f,-1) es funcién continua de
G en Cy(G), lo que equivale a que para cada € > 0 hay un entorno simétrico U de e en G
tal que | f(x) — f(y) |< esi zy™" € U (resp. si x ™1y € U).
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cualquiera sea r € R. Podemos suponer entonces F' > 0 a.e. A.
(v) Por lo tanto

| F oo +5 < (Fymo) <|| F'[|oo;

de donde sigue la tesis.

. [47], [114] Sean G un grupo localmente compacto. Un promedio M

de G se dice invariante por conjugacion si M(7(f)) = M(f) para
todo f € L®(G) y z € G, con 7, € B(L'(G)) tal que

7o (u)(y) = u(z ™ yz)Ag ()
siu € LYG) e y € G. Decimos que G es internamente amenable si
posee algtin promedio invariante por conjugacién. Son equivalentes:
(a) A es internamente amenable.
(b) Hay una red {uy }rer en P(G) tal que limge g || 7o (ug) —ug ||1=0
para todo = € G.
» (a = b) Sea M € M(G) un promedio invariante por conjugacion.
Por (2.10.2).(4) podemos considerar alguna red {uj}rex en P(G)
tal que M = w*-limyeg ug. Si f € L*°(G) y z € G tenemos

lim (uy, f) = M(f)

M(rz(f))
= hmm 7 (f))

keK

= M (7 (ur), f),

ie. OLI(G) = w-limge g (72 (ug) — ug) para todo = € G. Luego

OLI(G) € co({m(ug) —ug) 1 ke K})™.

Si K(G) es la familia de subconjuntos compactos con interior no
vacio de G, dados C' € K(G) y € > 0 sea voe € LY(G) tal que existe
x € C de modo que || 7x(vce) —vog) |[1< & Bastard considerar la
red {vice) : (C,€) € K(G) xRT}, en la que (C,&) < (D,n) si y solo
siDCCyn<g¢.

(b = a) Como es facil de verificar, por el teorema de Alaoglu bastara
considerar algin punto de acumulacién M de la red {ug}rex-

. Sea FE subespacio de Banach de L*°(G) tal que P(G) « E C E, p. €j.

Cy(G), LUC(G), RUC(G) o UC(G). Si m € E*, decimos que m es
promedio topoldgico invariante a izquierda de E'si || m ||= (1,m) =1
y (f xo,m) = (¢, m) cualesquiera sean f € P(G) y ¢ € E. Indi-
caremos LIM(E) y TLIM(E) a las clases de promedios invariantes
a izquierda y promedios topoldgicos invariantes a izquierda de E
respectivamente [87].

. Cada promedio topoldgico invariante a izquierda de L>°(G), Cy(G),

LUC(G), RUC(G) o UC(G) es promedio invariante a izquierda.
» Sean m promedio topoldgico a izquierda de E, a € G, f € P(G)
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y ¢ € E. Entonces 0, x f € P(G) y

(60 * p,m) = (f * (80 * ), m)
= ((f * da) * ¢, m)
= <(p7m>

8. Todo promedio invariante a izquierda m de UC(G) es promedio to-
poldgico invariante a izquierda.
» Por (2.10.4) dados a € G, u € UC(G) y f € L}(G) resulta

(2.10.6) (f xu,m) = (0q * (f xu),m).

Escribiendo T,(f) = (f * u,m) sigue que T, € L*(G)*. Entonces
existe v’ € L°°(G) tnico tal que (f * u,m) = [, fu'd\ para cada f.
Por (2.10.6) vemos que

/ fu'd\ = (84 * f) % u,m)
G

= [ par
- /G Flan)dA

Por lo tanto v’ =, v’ para todo a € G, i.e. v = ¢(u) en L>°(G) para
cierta c(u) € C. Asi (f xu,m) = c(u) cualquiera sea f € P(G).
Sea {es}seo € BLAI(LY(G)). Por (2.10.4) la misma es aproximacién
acotada de la identidad a izquierda de UC(G) y si f € P(G) es
(f xu,m) = h’m(es * (f xu),m)
<(eS x f) % u,m)
( )
££< * Uy )
= (u,m).
9. Son equivalentes
(i) G es amenable.
(il) LIM(Cy(@G)) # 0.
(iii) LIM(LUC(G))
(iv) LIM(RUC(G))
(v) LIM(UC(G)) £
» (i=1ii) Sean j; : Cp(G) — L*°(G) lainclusién y m € LIM(L*(G)).
Claramente

£9.
£0.
0.

0 # 75 (LIM(L*(G)) € LIM(Cy(Q)).
(ii = iii) Idem al punto anterior.
(ii = iv) Idem.
(iii = v) Idem.
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(iv = v) Idem.
(v = i) Sean m € TLIM(UC(Q)) y {es}ses € BAI(L}(G)) en P(G).
Sea ¥ un ultrafiltro que domina el orden de Sy consideremos
m: L>(G) — C,
(p,m) = lim(es * P * €5, m).
sEY

Por (2.10.4) m estd bien definida y es facil ver que se trata de un
promedio. Més ain, si f € P(G), ¢ € L*°(G) y s € ¥ tenemos

es*f*¢*€s_f*es*¢*es:(es*f_f)*¢*€s+(f_f*es)*¢*es'
Luego limseg(es*f*gb*es—f*es*gb*es):0Loo(G) y
(f*gb,m):hgrzl(es*f*gb*es,m>

=1i
3161%<f*65*¢*65’m>

= 1/
slenZl<es * ¢ * €g, M)

= (¢, 1)
y sigue la tesis.

2.10.3. Amenabilidad de productos tensoriales. Si A, B, son alge-
bras de Banach amenables entonces A®B es 4lgebra de Banach amenable.
En efecto, sean C = (A®A)®@(BRB) y D = (A®B)®(AXDB).

(i) C es A®B-bimédulo de Banach y
(a®b)- (@ pB) = (aa) ® (bF),
(a®f)-(a®b) = (aa) ® (6b)
en tensores basicos. Para ello, fijados a € Ay b € B sea
fap i (A®A) x (B&®B) — C,
fan(a, B) = (ac) ® (bB).
Como f, es biaditivo y acotado existe f;’b € B(C) tal que
c},b(a ® B) = (ac) @ (bB)

en tensores basicos. Asimismo f!: A x B — B(C) es biaditivo y acotado
y existe f2 € B(A®B,B(C)) tal que f?(a ®b) = fib en tensores basicos.

Hacemos entonces u - &€ 2 f2(u)(€), v € A®B, ¢ € C. Es facil ver que asi
C € (A®B)-Mod. Anilogamente resulta C' € Mod-(A®B).
(i) Existe A € B(C, D) homomorfismo de (A% B)-bimédulos tal que

A((a1 ® CLQ) ® (b1 (%9 bz)) = ((Zl & b1) &® (a2 & b2)
para cada ay,as € A y by, by € B. Para ello, fijados a1,as € A sea
Gaias : Bx B = D,
gal,ag(bly b2) == (al & bl) & (CLQ & b2)
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Por la universalidad del producto tensorial existe 931,(12 € B(B®B, D) tal
que

Yar,a5 (01 ® b2) = (a1 ® b1) ® (a2 @ ba)

en tensores bésicos. Asimismo, g' : A x A — B(B®B, D) es biaditiva
acotada y nuevamente por la universalidad del producto tensorial existe
g? € B(A®A, B(B&B, D)) tal que g*(ay ® az) = g2, 4, en tensores bésicos.
Hacemos ahora

\: (A®A) x (B&B) — D,
Aa, B) = g*(@)(8).

Por la universalidad del producto tensorial existe A € B(C, D) de modo que
Ala® ) = M, B) en tensores basicos. Entonces

A(a1 ® az) @ (b1 ® b2)) = A(a1 ® az, by ® bs)
= ¢*(a1 ® az)(b1 @ b2)

= Gy an (b1 ® b2)
= (a1 ® b1) ® (az ® be)

para cualesquiera ap, as, b1, b2. Como

Aar ® b1)(a2 ® az) @ (ba @ b3)(as @ bs) = Alaraz ® agas) ® (brby @ bzby)
= (a1a2 ® b1b2) ® (azas @ bsby)
= (a1 ® b1)A((a2 ® az) ® (by ® b3))(as @ by)

en tensores basicos sigue la afirmacion.
(iii) Sean {}icr, {B;}jes diagonales aproximadas de A y B respectivamen-
te, con

o0 [e.e]

= i @dy; Y | an |l db lI< oo,

n=1 n=1

00 0o
Bi=3 by @ s S by Il Bl 1< o0
m=1 m=1

en cada caso. Escribamos v; ; = A(a; ® ;) para cada i, j y consideremos la
red -acotada- {’Yz',j}(i,j)e 7xJ con el orden parcial natural. Veremos que ésta
es diagonal aproximada de A®B.

(iv) Sea u € A®B, digamos u = Y 12, a; ® by, con >.roy || a; ||| br ||< 0.
Sea r > 0 tal que || o [[A< 7y || B [|a< 1 cualesquiera sean 4, j. Dado € > 0
sea L€ N tal que Yo [l ar [ b1 1< /(202 | A |).



94 2. APLICACIONES A ALGEBRAS Y MODULOS DE BANACH

Dados ¢, j tenemos

I wyig — vigu IAZ|A ] u(os @ B5) — (i @ Bj)u A

L 0o
<A D I ares @ biBy — caar @ Biby [la +2 Y [ (1116 (1] i [1all By ]
=1 I=L+1
L
<P AN ares @ biBy — cviay @ Biby || +e
=1

L
= AD (e — cia) @ bi; + aiar ® (biBj — Biby) ||a +e.
=1
Luego m(m)elx‘] | wyij — viju [[A< € ie uyi; —viju — Op.
(iv) Dado ¢ > O sea L' € N tal que >,/ || a; ||| bu [[< /(1 4 r?). Fijados
1,7 resulta

I % agp (i) —u A= > [Fal)ar ® 7(8;)b) — ar & bi] ||
=1
L/
=Y [Falai)ar ® 7(B;)b) — ar @ bi] [|n +¢
=1

L
=Y [(Fala)ar — ar) @ 7p(8))bi + ar @ (7p(8;)b — br)] + ¢
=1

Luego m(m)ng || 7 p5(Vij)u — u [[n< ¥, y siendo 1 arbitrario sigue la
tesis.

2.10.4. Diagonal virtual de grupos amenables discretos.

1. Construyamos una diagonal virtual de un grupo amenable discreto
(V. (2.11.21)). Definimos 60 : 1'(G) — 11(G)&1(G) tal que

e(f) = ZaGG f(a>5a ® 5a*1'
Evidentemente 6 es operador lineal bien definido y acotado.
2. Dado m € 1'(G)* promedio invariante de G sea V = 6**(m) en
H@)SIHG)**. Sia,be GyNe (1H(G)&IHEG))* tenemos
(M, 0,V) = (Ndg, 67 (m))
= (0" (Md,), m).
Ademas
(0, 0"(Na)) = (6a0(3p), M)
< ab @ Op—1 m>
= (0(0ab), 3a9)
= (0, 0" (6a91)da)-
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Luego 6*(Md,) = 0% (0,MN)d, para cada a. Por la invariancia de m

resulta
(M, 0,V) = (0%(9,N) 0, m)
= (67(6.9),m)
= (M, 07 (m)da)
= (M, Vig)
y concluimos que 6,V = V., mas aun fV = V f cualquiera sea
fe14q).

3. Dados ahora = € 1°°(G) vy f € 1'(G) escribimos
(@7 oy (V) = (i, (0)7 ()
= ((=0)"(fz), m).

Si ademés g € 11(G) es

(9, = gla)(de, fx)

a€eG

= <gv 1><f,.1‘>,

ie. (m0)*(fx) = (f,z)1. Luego <x,fri"1*

oWV = () v sigue la

tesis.
2.10.5. Productos tensoriales e independencia lineal. Sean F-

espacio normado sobre un cuerpo K, n € Ny z1,...,x, € FE. Entonces
{z;}_, es linealmente dependiente si y solo si

(2.10.7) Z (_1)Sig(o)xo(1) ®..Q To(n) = Or®..®E-

O'GP'IL
» Sea {z;};_ linealmente independiente con base dual {z;}"_;. Por el teo-
rema de Hahn-Banach podemos suponer {:1: _, C E*. Le COHdlClOIl resulta

suficiente porque
<ZO€Pn(—1)Slg(U)$J(1) @ e @ T (n)s x’l X ... w;1> =1.

Reciprocamente, podemos asumir n > 1 y que x,, = k1x1 + ... + kp—12n—1
para ciertos ki, ..., kn—1 € K. Indicando T, al primer miembro en (2.10.7) es

n—1
T, = Z Z Slg To(l) @ - @ Ty(i—1) @ Z kjx; ® Zo(it1)-- @ To(n)
=1 0'0'(2 =n j=1
Sl o)

=1 g:0(i)=n
Hagamos

ll’nvj = Zl 1 Za’ o ( ( )Slg( ) Lo(1) @ ... ®‘r0'(i71) ® Ly ®xa(i+l)“' & Lo(n)-
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En todo sumando de ¥,, ; cada término x; aparece solo dos veces en cada
tensor, pues si o(i) = n entonces o({1,...,n} —{i}) = {1,...,n — 1}. Escri-
biendo F; = {0 € P,, : (i) = n}, con 1 < i < n, claramente {F1,..., F},} es
particién disjunta de P,,, en la que cada miembro tiene (n — 1)! elementos.
Ademss, si 1 < 4,5 < n, i # j, resulta F;(ij) = F;. Cada permutacién de
F; esta entonces en correspondencia con una permutaciéon de F; de signo
contrario, por lo que cada ¥, ; es nulo y sigue la afirmacion.

2.10.6. Amenabilidad de A(X).

1. Sean X espacio de Banach complejo, A(X) el dlgebra de Banach
de operadores aprozimables de X, o sea A(X) = F(X)™ en B(X),
donde F(X) es la clase de operadores acotados de rango finito. Sean
neN, zy,...,x, € X, 2),...,2z), € X* un sistema finito bi-ortogonal,
o sea (x;, x;> =0;;si1 <4,j < n. Queda inducida un homomorfismo
de algebras de Banach

E : M, (C) = A(X),

n
E(a) = Z a; jT; © T
ij=1
2. Decimos que X tiene la propiedad (A) si hay una red de sistemas
biortogonales {S;}icp, con S; = {xiyl,x;-,l : 1 < 4,5 < n}y ho-
momorfismos asociados E; : My, (C) — A(X). Ademds, escribiendo
A= Ei(1yg (C)) para cada [ se verifican las siguientes propiedades:
ny
(a) IdX = S‘limleA Al.
(b) Tdy- = s-limep A7
(c) Para cada | € A hay un subgrupo irreducible G; de M, (C) (V.
(2.11).(2)) tal que
k= sup{|| Ei(g) ||: g € Gi,1 € A} < <.
3. (a) Supongamos que X tiene la propiedad (A) y sea C' C X compacto
no vacio. Veamos que Idx |c= u-limjep A;.
En efecto, por (2.10.6).(2) = = limjecp A;(z) para cada z € X. Dado
€ > 0 cada z determina algin [(z) € A tal que || z — A;(z) ||< € si
[ > l(x). Por la compacidad de C' existen v € N e y1,...,y, € C tales
que C C U7_1Be(y;). Sea lp € A tal que lp > I(y;) si 1 < j <.
Dados I > lyy x € C, si ||  — y; || < €, tendremos
|z —Ax) | <llz—w; [ + Ty — Aulyy) | + 1] Au(y; — ) ||
< €2+ || Arll)
< €2+ k),
y como € es arbitrario sigue la afirmacion.
(b) Luego A(X) € BLAL
Precisamente, sea A € A(X). Sil € Ay z € [X]1, puesto que
A([X]1)~ es compacto, tenemos
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I (A A)(z) — A(z) || < supyer(xgy)- | Aily) =y Il -
Luego
limyep || AjA — A [|< Timyep supyerx- | Aiy) =y [|= 0.
(c) Asimismo A(X) € BRAI pues si z € [X]; tenemos

I (AA)(x) — A(z) | = sup | ((AA;— A)(x),2) |

ll="ll=1
= e | (2, A[(A"(2)) — A*(a)) | .
Luego
| AA — Al < sup AT @) = |l -

Y EA*([X*]jax) ™
Razonando como antes sigue que
e || A4y — A || < Mmgen supyeas (g 00 - A7) =9 = 0.

. Si X tiene la propiedad (A) es amenable (cf. [70], Th. 4.2).
»SileA d = ﬁ > geq, g®g~1 es diagonal de M, (C). Escribire-

mos D; = (E;®E;)(d;) en A(X)®A(X).
Ya sabemos que {A4;};cn € BLAI(A(X)). Por otra parte si A € A(X)
resulta

AD; — DA = (A — AL AA)D,
+ (AjAA) Dy — Di(AjAA))
+ Di(AJAA, — A).
Fijados z € X y 2/ € X* tenemos
Az @ 2") Ay = Ay(x) © A7 (2)

ny R

= S © 3ol
i=1 J=1

= El(ml<x7 xl))’

con my(z,2') = [(z, 2] ;)(z;j1,2')] en My, (C). Entonces

(Ai(z © 2")A)) Dy = Ey(m(z, 2")) (B, ©E) (dr)

= (Bi&E)(m(z,z")d)
= (EiQE)(dym(z,2))
= (B,®E)(d)Ef(m(z,2'))
= Dy(Ai(z © 2)Ay)

y podemos inferir que (A4;AA;)D; = D;(A;AA;) si A € A(X). Como

{Aitiea € BAI(A(X)) es

A— AAA = A — Aj(AA — A) — A 55 0404
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y podemos concluir que AD; — DA 1eh, 04(x).A4(X)-
5. Sean (X, X, u) espacio de medida positiva, 1 < p < oco. Entonces
A(LP(X, X, 1)) es amenable.
» (i) Dados n € Ny Xi,...,X,, € ¥ disjuntos de p-medida finita
positiva se tiene un sistema biortogonal

{X17 7Xn} : M(Xi)_l/pXXm N(Xj)_l/qXX]w

conl<ij<nyl/p+1/g=1. Si5 esel conjunto de dichos
sistemas y s1,82 € S escribiremos s1 < s si cada elemento de s;
es la unién de algunos elementos de so. Fijado s € S escribiremos
ns=|s|.

(ii) Dado s = { X7, ..., X;,,} € S tenemos

Eg: M, (C) — A(LP(X,%, u)),

s
Qa;

BN =3 i /X i i

ij=1

Sean Y € ¥ de medida finita positiva y s = {X1,..., X,,.} € S tal
que {Y} < s. Existirdan t € Ny 1 < nj < ng < ... < ny < ng tales
que Y = U;-:anj y, con Ag = Es(anS ((C)),

En consecuencia limge g As(f) = f toda vez que f sea funcién simple.
(iii) Sean s € S y Gs subgrupo irreducible de M, (C) como en
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(2.11.3). Dados f € LP(X, %, ), DAy € Gs vemos que

| E«(DeAo)(f) |15 =] B }jqaz§jé Grkeik) () 1B

7,k=1
=[| Es( > €600 nein) () IIE
k=1
. XA, XA
= Y €0ohp(—75 O =) 11B
%:1 D (A e (A e
A
- [ sa
; u( Ao Jayg) " AP T

—Z| w/fWV

<§j G 1 Ll

—H f Hz’?-

Por lo tanto supsegsupy g, || Es(gs) [p< 1. Dados f € LP(X, 3, u)
ye>0seal f—g|p,< €/2 para cierta funcién simple g € LP(X, X, p).
Entonces

1 As(f) = [ llp <l As(f = 9) lp + [ As(9) = £ Iy
<l f=gllp+ 1l As(g) = F llp

< 5t 1 Ade) =l -

Luego

R €

z _ < = _

i | As(f) = fllo < 5+ 1 F=glly
<e€

y asi Ide(X S = s-limgeg As.
. Sea (X,o,u) espacio de medida finita positiva. Dados n € N y
X1, ..., X, € 3 disjuntos el arreglo

{Xla-' X} X) XXJ7

con 1 < i,j < n es sistema biortogonal de L*(X, X, 1). Razonando
como en (2.10.6).(5) vemos que L(X, ¥, 1) tiene la propiedad (A).
M4ds atn, claramente esta propiedad también es vélida si (X, X, u)
es espacio de medida o-finita.

. Sea X espacio de Banach cuyo dual tiene la propiedad (A). Entonces
X tiene la propiedad (A).
> (i) Sea S = {S;}1ea alguna red de sistemas biortogonales de X*,
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digamos S = {7, 33;-’71 : 1 <i,5 <y}, en las condiciones de la pro-
piedad (A). Sil € A sean E; : M,,,(C) — A(X™) el correspondiente
homomorfismo de dlgebras y A; = Ej(1pg (C)). Por el principio de
n
reflezividad local [114][116], dados F' € P¢(X), F' € Pp(X*)yl e A
existe un operador lineal
Tpp o d({ay), .2l JUF) = X

tal que | Ty |< 2, Ty pp |p=1dp y (T, p e (25,)),2") = (2/,27))
para cada 2’ € cl(F' U {z} ... 2, ;}) v ji=1, 8
(ii) Queda definida una red de sistemas biortogonales finitos de X,
U = A{ULFr }1,F,F)eAx P (X)xPp(X*)s COL

Unprr ={Tir e (2])), 2% 0 1 <4, 5, < mi}.
(iii) Dados I, F, F’, z notar que T} p pr (A (tx(2))) = A ppr (), don-
de ahora

App =300 T () © ).

Precisamente,

ny

Af(x (@) =Y (ex (@), 2, © ex- ()

de donce
ny

T r A (tx ()] = Z(% < )T e (25)
Jj=1
= Al,F,F’ (.ZL‘)

Sabemos que limyep A7 (ex(2)) = ex(z) y si {tx(x)} < F se tiene
ademés que T} p pr(tx (x)) = x. Entonces

Ay (x) =Ty p e (A (ex (2)))
=T rr (A (x(2) —ix (7)) + o

y, como || Tj ppr ||< 2 en todo caso, Idx = s-limy g g Ay p .
(iv) Usando (2.10.6).(7) vemos que A; |r= Af j; » cualesquiera sean
I,F, de donde Idx- = s-lim; v Af . o

8. Dado un espacio localmente compacto separado X, Co(X)* ~ M(X).
Ademsds M(X) es espacio (AL)'Y. Suponiendo que M(X) tiene una

18gea Z espacio de Banach. El principio de reflexividad establece que si € > 0y
S1 y S2 son subespacios finito dimensionales de Z* y Z** respectivamente, hay una e-
isometria lineal T : So — Z (ie. 1 —e <|| T'(2") ||z< 1+ e€si || 2”7 ||z=»= 1) de modo que
T |synz=Ids,nz y (T(2"),2") = (¢/,2"") cuando 2’ € S1 y 2" € Ss.

1956 llama espacio (AL), o L-espacio, a todo espacio de Banach reticular E en el que
la norma es aditiva sobre el cono de elementos positivos de F.
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F-unidad?®® existirdn un espacio compacto totalmente desconexo Qx
y cierta medida de Borel completamente aditiva ux sobre Qx tal que
M(X) ~ LY(Qx, px) [94]. En estas condiciones M(X) € (A), y por
lo tanto también Co(X) € (A), de modo que A(Co(X)) y AM(X))

son algebras amenables.

2.10.7. Amenabilidad y la propiedad de Radon-Nykodym.

1. Un espacio de Banach E tiene la propiedad de Radon-Nikodym, en
cuyo caso escribiremos 2 € RNP, si dados cualquier espacio de medi-
da finita (X, X, i) y cualquier operador T € B(L'(X, ¥, i), E) existe
F e LY(X,E) tal que T(f) = [ fFdpsi f € L"(X, %, p) (cf. [41],
p. 61). P. ¢j., C € RNP.

2. Sean X,Y espacios de Banach, alguno de cuyos duales tiene la pro-
piedad de Radon-Nykodym y alguno de cuyos duales tiene la pro-
piedad de aproximacién. Entonces (X®Y)* ~ X*®@Y™* (cf. [36], Co-
rollary 3.19).

3. Sean X, Y, espacios de Banach munidos de la propiedad (A) tales
que (X®Y)* ~ X*®@Y*. Entonces X®Y tiene la propiedad (A).

» (i) Sean S = {Si}ier, T = {Tim}men redes de sistemas biortogo-
nales finitos de X e Y, digamos

Sl - {xi,laxg"l 01 S Za] S nl}7
Ton = {Ykms Yhm * L < kb < pp}
para cada [, m. Sean Ej : M,,,(C) — A(X) y Fpn : M, (C) — A(Y)

los correspondientes homomorfismos de dlgebras e indiquemos tam-
pos irreducibles de My, (C) y M,, . (C) tales que

(2.10.8) | E |£ sup sup || Ei(gr) [|< oo,
leL g€

(2.10.9) | F |2 sup sup || Fp(hm) [|< oc.
meM hm EHm

(ii) Escribiremos
ST = {8 : (I, m) € L x M},
S1Tm = {2t @ Yk, iy @ Yo+ 1 <5, <y, 1 < kyh < pp b

(iii) Fijados n,m € N hay sendas aplicaciones lineales

M, (C) &M, (C) 2275 Moy My (C)] 2275 My (C),

donde ay, , es tnico de modo que oy, m(a @ u) = (a;ju)1<ij<n €N
tensores bésicos y

2086 1lama F-unidad de un espacio de Banach reticular F a todo elemento 1 € F tal
que para cada x € E positivo resulta z A1 > 0 [56]. Por ejemplo, bastarfa la existencia
de algtin elemento 1 € M(X)* tal que || 1 ||= 1, y < 1 toda vez que | z ||< 1.
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Brum(U) = [Ui j(k, h)]1<ij<n,1<kh<m-

(a) Como M, [M,,,(C)] es algebra compleja en todo caso resulta
anm((a®u)(b®v)) = anm((ab) ® (uv))

n
= (D aipbr juv)i<ij<n
k=1

n
= (D aikub,;v)i<ij<n
k=1

= o m(a @ w)om m (b @ v)

y Oy m deviene homomorfismo de algebras complejas. Indiquemos
e;; ¥ €, a las matrices canénicas de M,,(C) y M,,(C) respectiva-
mente. Es facil ver que {ej"ef'; : 1 < i,j < n,1 < kh < m} es
base de M,,(M,,(C)) en cuanto espacio vectorial complejo. Puesto

que amm(e% Repy) = (65‘;]/6}6%)19/7]»@” entonces o, , €s epimor-
fismo y dimc (M, (C)®M,,(C)) > nm.
Por otra parte, claramente dimc(M,(C)®@M,,(C)) < nm, i.e. anm

es isomorfismo de algebras complejas.

(b) Ahora S, es suryectivo: Dada una biyeccién I, x I, £> L
hay tnicos (i, k), (j,h) € I, x I,, tales que ((i,k) =py ((4,h) = q.
Sea U € M, (M,,(C)) tal que Uy j = OM,,,(c) S i #i0j #£jy
Uij = exp Asi B(U) = e, de donde sigue enseguida la afirmacion.

= Spg>
Por razones de dimensién f3,, ,,, deviene isomorfismo de espacios vec-

toriales complejos.
Notemos que si U,V € M,,(M,,,(C)) entonces

(Uv)iaj(kv h) - ZZ:l Z:il Uias(k7 t)VSJ (t7 h)

para cada i,j € {1,...,n}, k,h € {1,...,m}. Dadas p,v € My;,,(C)
hagamos

(xv)(i, gk, h) =320 Doy wli, s, k, t)v(s, §,t, h).

Entonces (M,,,,(C), +, *) es una C-algebra asociativa y

ﬁn,m(UV) (Zlvjv k, h) = (Uv)l,](k7 h)

= i i Ui,s(k’ t)VSJ (t7 h)

s=1t=1

= Z Z/@n’m(U)(l, S, k, t)ﬂn,m(vxsaja ta h)

s=1t=1

= (6n,m(U) * Bn,m(v))(zv Jr ks h)7
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i.e. By m es isomorfismo de lgebras complejas.
(c) Dados (I,m) € L x M sean

Gim : Mpp,, (C) = A(XQY),

ny Pm
Gl,m(U) = Z Z Ui,j(ka h) (:Ui,l ® yk,m) © (x;'7l ® y;z,m)
ij=1k,h=1

y Cl,m = Gl,m(anlpm((C) ((C))
Dados U,V € My,,,(C) escribimos

ny Pm
Cim(UxV) =Y > (UxV)i;j(kh) (i) @ Yrm) © (21 @ Yh 1)
i,j=1k,h=1

nl Pm Ny Pm

=YY DD UiskiVajen(@ia ® Yram) © (27 @ Wy )

i,j=1k,h=1 s=1 t=1

ny Pm N Pm

= Z Z Z Z Us s 6t Ve gt b (Tid @ Yhm) © (2 @ Yp, 1)

i,s=1kt=1 j=1 h=1

ny Pm ny Pm

=YY YD Uik Vst (@i @ yem) © (2 @ Y 1)

i,j=1kh=1 s=1 t=1

n Pm
=D D Uijkn(ig @ ym) © (4 @ Y n)]
ij=1k,h=1

ny Pm
[ Z Z Vir o et w (Tir 1 @ Yt ) © (€0 1 @ Yp )]
i =1k =1

= Gl,m(U) o Gl,m(v)>

o sea G, es homomorfismo de dlgebras complejas entre (M5, (C), )
y AX&Y).

(d) Si (I,m) € L x M claramente cl(G;&H,) = M, (C)&M,, (C).
Escribamos

Kim = {(Bripm © Onppm ) (91 @ hin) 2 (g1, hm) € Gi X Hin}
Asi
ICl,m == {glhm = (g;i/hgk/)i,i’,k,k’ : (917 hm) S gl X Hm}

Notar que K, deviene semigrupo irreducible de gl(npp,,C) dado
que B, p 0, pr, define un isomorfismo lineal entre M,,, (C)®@M,,, (C)
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Y Myp, (C). En tensores basicos u = z ® y tenemos

ny Pm
Grm(G)hn) (@) = Y > bl (@i @ Yrm) © (T @ Yoo 1)) (1)

i,'=1k,k'=1

ny Pm
! m / /
= E E gi,i/hk,k’<xvxi’,l><yvyk’,m>$i,l®yk,m
i,i'=1k,k'=1

= El(gl)(:r) ® Fm(hm)(y)7

o sea Gim(g,hy) = Ei(g1) ® Fin (). Por (2.10.8) y (2.10.9) obtene-

om
mos que
SUP (1, im)eLx M SUPx, ek, || Glm(Kim) |<[ E || F'|< .
(e) Es facil ver que Cy,,, = A QB,y, para cada [, m, de donde
ldygy = s-limgmyerxmr Cim |xoy-
(f) Asimismo, en todo caso C},, |x+gy+= A ®B;,. Como suponemos
(XRY)* ~ X*®Y* sigue que X*@Y* seré denso en (X®Y)*. Luego,
como Idx+ = s-limjer, A} e Idy+ = s-lim,,,c s By, inferimos que
Idxgyys = s-limgmyerxm Oy, l(xay)--
En definitiva, via la familia ST de sistemas biortogonales finitos
X®Y tiene la propiedad (A).

. Sea X espacio de Hausdorff localmente compacto con M(X) munido

de alguna F-unidad. Sea ademés E un espacio de Banach tal que
E € (A) y E* € RN. Como Cy(X, E) ~ Co(X)®E, por (2.10.7).(2)
y (2.10.7).(3) sigue que Co(X, E) € (A) y A(Co(X, E)) es amenable.

. Dado un espacio de Hilbert H, B(H) ¢ AP [143]. Luego B(H) ¢

BAP, es decir, no tiene la propiedad de aproximacion acotada, o
bien no hay una red acotada en F(B(H)) convergente uniformemente
sobre compactos a Idg(z).

Como B(H) ~ (HOH)*, A(H&®H) ¢ BAI (cf. [133], Corollary 3.1.5).
Por ello A(H®@H) no es amenable y HOH ¢ (A).

Sin embargo H € (A) y H* € AP. Ademas H € RNP [124].

Por (2.10.7).(2) es (H&OH)* ~ HOH.

Por (2.10.7).(3) H&H € (A). Notar que la afirmacién reciproca de
(2.10.6)(7) es en general falsa, pues HQH € (A) pero (H&H)* ¢ (A).

2.10.8. Sobre la biproyectividad de L!(G). [78] Sea G grupo lo-

calmente compacto con medida de Haar invariante a izquierda A. Son equi-
valentes:

(i) LY(G) es biproyectiva.

(ii) C € L'(G)-Mod es proyectivo, donde z - ¢ = ¢ [, zdX para ¢ € Cy
r € LY(QG).

(iii) G es compacto.

> (i = 1ii) Veamos que 71

@c’ LY(G)&C — C es isomorfismo de espacios
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de Banach. Por un lado. esta aplicacién es suryectiva pues L*(G) € LBAI y,
por el teorema de Cohen, cada ¢ € C es del tipo ¢ = z - d para ciertos d € C
y z € LY(G). Luego ¢ = ﬁ'Ll(G)’C(IL‘ ® d). Supongamos ﬁ'Ll(GLC(U) = 0 con
u=7 " Ty @ c,. Entonces
u=y 7 1Inn @1 =11 @).C c(u )®1:OA®1:0L1(G)®(C'

Finalmente basta invocar el teorema de la funcién abierta. (ii = iii) La aph—
cacién o : L'(G) = C, o(z) = [, xzd) es epimorfismo admisible de L(G)-
« BC.LNG))
tal que o o p = Idc. Indicando zg = p(1), si x € L}(G) resulta

xxxg=xxp(l)=p(x-1)=plo(z)l) =o(z)zo.
Entonces dados g, h € G tendremos

(2 %, xg(h)—/Gx(k)g:ro(k_lh)dk

= / z(k)xo(gk™th)dk
G

= A(g)(xg * x0)(h)
= A(g)o(xg)xo(h)
= o(z)zo(h),
o bien x x, 19 = o(z)zo cualesquiera sean z € L'(G) y g € G. Podemos

considerar una aproximacién de la unidad {eq Yaca en L(G) enla que e > 0

a.e. \y o(ey) =1 para cada o € A. Luego To =4 T a.e. A para todo g, y
1=0(p(1)) = o(x0) = [50(9)dA(g9) = 5 g70(1)dA(g) = 2o(1)A(G).

Siendo A(G)-finito G debe ser compacto (cf. [82], Th. 15.9).

(ili = i) Por (2.7.2) bastard ver que 7y 1 () €8 una retraccién. Para ello:

(a) Hay un tdnico isomorfismo de espacios de Banach

(2.10.10) S LY@)&LY(G) - LY(G,LY(G))

médulos a izquierda. Puesto que C es proyectivo sea p SE

tal que 3(z ® y)(91)(92) = z1(g1)x2(g92) para cada z1,x2, g1, go.
(b) Si H es otro grupo localmente compacto, L' (Gx H) € L}(G)-Mod-L' (H)
si para v € LY(G), h € L}(H), A € LY{(G x H), g € G y h € H hacemos

(v-A)(g,h) = (v * Alo, 1))(9),
(A-b)(g,h) = (A(g,0) * ) (h).

(A
(c) Asmnsmo LY(G,LY(H)) € LY(G)-Mod-L!(H) haciendo, para v € L(G),
helLl(H )(I)GLl(G,L(H)), cGyhecH,

(- B)(g)(R) = /G +(g1) (g7 g) (h)dgs,
(@ b)(g)(h) = /H &(g) (ha)b (b th)dh.

)(9;
)

1
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(d) Hay un isomorfismo de L!(G)-bimédulos de Banach
(2.10.11) Jo.m : LYG, LY H)) - LYG x H)

tal que Jg g (P)(g, h) = ®(g)(h) para cada ®, g, h.
(e) Por (2.10.10) y (2.10.11) hay un isomorfismo de L!(G)-bimédulos de
Banach

(2.10.12) LY(@)&LY(G) ~ LY(G x G).

(f) Definimos p : LY(G) — LY(G x G) tal que p(z)(g1,92) = x(g1g2) para
cada z € LY(G) y g1, 92 € G. Puesto que

Jaxa | #(g192) | d(g1x92) = [ Jo | #(9192) | dgadgr =] 2 ||y 1 ) MG) < 00
p estd bien definida y claramente es operador lineal acotado. Més ain, se
trata de un morfismo de L'(G)- bimo’dulos

(g) Sea p: LY (G x G) — LYG), p( =, A(g1,9; '9)dg1. Entonces p es
morfismo acotado de Ll(G)—bimodulos de Banach.

(h) Dados x1, 29 € L1(G), resulta

L (@1 @ 22)(9) =/Gx1(91)x2(gflg)d9

= /G(wl x 2) (91,97 ' 9)dag,

donde 1 x 72 € LYG x G) es tal que I(z1 ® 22) = Jglg(z1 x 22) ¥
’ﬁ'Ll(G)(.ﬁUl ® x9) = p(T1 X T2).
(i) En consecuencia erl(G) =podgaoSy

(:G,G%)_l °p GLl(G) BLI(G) (LI(G)7L1(G)®L1(G))

es inverso a derecha de erl

@)

2.10.9. Biproyectividad de algebras amenables compactas. To-
da 4lgebra de Banach amenable compacta ' A es biproyectiva [115].
» (i) Sean [ ideal cerrado de Ay {d;}ier diagonal aproximada de A, di-
gamos d; = » o7, al @ bl para cada | € L. Sea A un ultrafiltro®* de L que

2lyn algebra de Banach A es compacta a izquierda (derecha) si cada operador de
multiplicacién a izquierda (derecha) es compacto. Decimos que A es compacta si lo es a
izquierda y derecha.

229ea X un conjunto no vacio. Llamamos filtro de X a cada subfamilia no vacia §
de partes de X tal que cada uno de sus miembros es no vacio y, dados a, 8 € §, existe
v € § tal que v C anN B.
Si X es espacio topoldgico, x € X y § es un filtro de X, escribimos § — «x si para cada
U € U, existe a € § tal que a C U.
Si §,® son filtros de X escribimos § < & si para cada g € & existe f € § tal que f C g.
Decimos que § estd subordinado a &. En particular, si § — & y & — x entonces § — .
Por ejemplo, sean A espacio topoldgico y « : N — X una sucesién. Entonces

%o = {pn(@) = {on,@ns1, .} n €N}
es un filtro de X. Sea ademés =’ : N — X una subsucesién de x, digamos z’ = {xk, }nen.
Entonces §./ < §n, pues ¢k, (z') C on(z) para cada n.
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domina el orden de L. Veremos que existe n €4 Ba(A/I, AQ(A/I)) inverso
a derecha de 74 4/7. El resultado seguird después considerando I = (04).
(ii) Sea n(a + I) = limjepr >.00, al, ® (bLa + I). Veamos que 7 estd bien
definida. Evidentemente n(a+ I) es independiente de a, mas debemos ver la
existencia del limite.

(iii) Por la amenabilidad A tiene aproximacién acotada de la identidad. Da-
do a € A, por el teorema de factorizacién de Cohen existen a, b € A tales que
a =be. Sipr: A— AJI es la proyeccion al cociente, fijado [ € A escribimos

Za%@(bfla+1) :Zafl®(blnb+l)(c+f)

n=1 n=1

= (Ida ® ((Ret1 © pr))(dib)
Ida ® (pr o Rc))(d;b)
Ida ® (pr o Re))(dib — bdy) + (Ly ® (pr © Re))(dy).-
Pero limyep(dib — bd;) = 0454 v Ly @ (pr o Re) € K(A®A) porque Ly y
(pr o R.) son operadores compactos (cf. [85], Th. 3; v. (2.11.19)). Sigue
entonces la buena definicién de 7.

(iv) Claramente 71 es es homomorfismo de A-bimédulos de Banach a derecha.
(v) Dado d € A tenemos

dn(a + 1) = lim(Id4 ® (Ratr 0 pr))(ddy)
= lim(Ida ® (Ra+1 © p1))(did)

o
=1i L@ (blda+1
lim 2 a, ® (b,da+I)

=n(da+1I),

o sea 71 es también homomorfismo de A-mddulos de Banach a izquierda.
(vi) Finalmente para cada a € A tenemos

= (
=

N Y 1l
(T‘—A,A/I 0 77)(@ + I) - %ler/rxl E:I(anbna + I)
= lim(74(d I).
lim(7a(di)a + 1)
=a+ 1.

2.10.10. Biproyectividad de algebras de Banach abelianas.

1. Sea A algebra de Banach compleja. Se llama espectro de A al conjunto
de homomorfismos complejos no nulos sobre A, que indicamos o(A).
Es fécil ver que o(A) C [A*]; y, cuando I es unitaria, o(A) C 9[A*];.

Un filtro 9 de X se llama wultrafiltro si dado cualquier filtro § tal que § — 9 resulta
M — F.

Dado cualquier filtro § hay un ultrafiltro 91 tal que 9 — § (cf. [43], Th. 7.3). Se observa
entonces que § — x si y solo si M — x.
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2. Sea A un algebra de Banach compleja abeliana e I ideal cerrado de
A. Hay un w*-homeomorfismo o (I) ~ o(A) — I*+.

3. Sea A un algebra de Banach compleja abeliana e I ideal cerrado de
A. Sea Ty el tinico operador acotado tal que

ALBT 5 Co(As) x 0(Ay),

I'i(a+ ®b) (e, B) = a(ay)B(b)
en tensores basicos y cualesquiera a;, 3.
Hay en C(0(A4+) x 0(A4)) una estructura de A-bimédulo de Banach
haciendo (aF)(s,t) = s(a)F(s,t) y (Fb)(s,t) = F(s,t)t(b) para cua-
lesquiera a,b € A, s,t € 0(Ay)y F € C(o(Ay) x 0(A4)). De esta
manera ['; deviene morfismo de A-bimddulos de Banach.

4. Dados p €4 Ba(I, AL+ ®I), (s,t) € (1) x 0(Ay) y a,b € I tales que
s(a) = s(b) = 1. En particular, existe s; € o(A) — I+ tnico tal que
s1 |r=s (cf. [60], [61]; [96], Lemma 2.2.15) y resulta

(T 0 p)(a)(s1,t) = s(b)T1(p(a))(51,1)
= (b1 (p(a))(s1, 1)
= (F1op)(ab)(s1,1)

= (al'1(p(b)) (51, 1)

= s(a)1(p(b)) (s, 1)
= (F10p)(0)(s1,1).
Podemos definir
Eyio(l) xo(Ay) = C,
Ep(s,t) = (T'1op)(a)(s1,1),
el esqueleto de p.
5. Fijemos (s,t) € o(I) x o(Ay). Sean 51 € 0(A}) — I+ tnico tal que
s1|r=sy a €I tal que s(a) = 1. Indiquemos
U={ueco(l):|1—-ua)|<1}.
Entonces U es w*-entorno de s y u(a) # 0 si u € U. Més atn,
a
— (T =
gp(uat) ( 1Op)(u(a))(u7t)
(T o p)(@)(,)
u(a)
si u € U. Luego &, deviene continua en (s,t). Como (s,t) es arbitra-

rio, &, resulta continua.
6. Consideremos el diagrama conmutativo

~ IdA+®L ~ Ty
Aol 222 A oA, I Co(Ay) x 0(A4)
Fa b L #a, N

Ta,

I N Y = C(o(Ay))
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en el que A(F) (1) = F(i, ) si F € Clo(As)xa(A4)) y ¥ € 0(AL).
Notamos que I'y = T'y 0 (Ida, ®¢). Dado (s,t) € o(I) x (o(A)NI),
con 51 € o(A)—I+ tal que s1 |;= sy a € I tal que s(a) = 1, tenemos

Ep(s,t) = T(p(a))(s1,1)
= La(p(a))(s1,1)
= 7c(s1 ® ) (p(a))
=0.

7. Supongamos que I es ideal proyectivo y sea p €4 B(I, A, ®I) tal
que T4, 1o p = Id;. Entonces

Ep(s;51) = Ti(p(a))(s1, 1)
= A(T1(p(a))(s1)
=Ta, (Fa; 1(p(a)))(s1)
= s(a)
=1.

8. (a) Si un élgebra de Banach abeliana A es biproyectiva su espectro
es discreto. (b) En particular, si 2 es discreto, Co(£2) es biproyectiva.
> (a) Sean p €4 Ba(A, A®A) retracto de 74 y &, su funcién esque-
leto. Dados s,t € o(A) distintos existe a € A tal que s(a) =1y
t(a) = 0. Sean s1,t; € 0(A) tnicos tales que sy [a= sy t1 |4, =t
Entonces

Ep(s,t1) = (T 0 p)(a®)(s1,11)
= (T'1(p(a))a)(s1,t1)
=T'1(p(a))(s1,t1)t(a)
0.

Luego &£,(s,t1) = X{(s1,t;)} ¥ Por la continuidad de la funcién esque-
leto o(A) deviene discreto.

»(b)(i) Sea  espacio discreto. Evidentemente €2 es localmente com-
pacto y paracompacto.?

(b)(ii) Hay entonces una 2-particion de la unidad {fu}uenm de Q. O
sea, { futuem € Coo(£2,[0,1]), para cada w € £ es

[ {neM: fu(w) >0} [<2,
y dado K C 2 compacto existen n € Ny u1,..., b, € M tales que
> j—1 fu; = 1 sobre K (cf. [80], Appendix A).
(b)(iii) Hagamos g, = f;/Q para cada p.
(b)(iv) Dado I € Pp(M) sea up = }_,cp g ® gu y consideremos

23Un espacio topolégico de Hausdorff T es paracompacto si cada cubrimiento abierto
U ={Us}aca de T admite un subrecubrimiento abierto V = {V, }sc 5 localmente finito de
T. O sea para cada b € B existe a € A tal que V, C U, y ademds, para todo ¢t € T hay
algin entorno abierto W de t tal que W N V4 # () solo para finitos b’s en B.
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P¢(M) ordenado parcialmente por inclusion.

(b)(v) Sea h € Co(Q2) y veamos que {hup}pep,(ar) es red de Cauchy.
Para ello, dado ¢ > 0 sean n € Ny puy,...,un € M tales que
> j=1fu; = 1 sobre el compacto {| h [> e}. Sean Fy = {1, ..., un} ¥
Fy,F> € Py(M) tales que Fy < Fy y Fy < F». Podemos escribir

hup, — hup, = Y hgu®gu— > hgu® gy
peF —Fy nely—Fy

Sean r; =| F; — Fy | y (1,(2 raices rj-unitarias de la identidad,
i=1,2.

(b)(vi) En general, sean X,Y espacios normados complejos y sea
u € X®Y del tipo u = > | 2; ® y;. Dada una rafz n-ésima de la
unidad ¢ tenemos

1 n n n n 1 n
2. e (3 M) = 3 1) (T oy
k=1 I=1 m=1 Lm=1" k=1
n
= sz @ yi
i=1
= u.

Decimos que u es elemento C-diagonal si hay una constante C' > 0
tal que para cada raiz n-ésima de la unidad ¢ se tiene

[pyinye (D iayeul7 ) Lyes
Entonces resulta || u [|2< C.
(b)(vii) Sea F; — Fo = {1 jhi<j<r, @ = 1,2. Notemos que
U gy > 0 CQ— (| h |2 ¢}

y resulta

I hZ;izl Cijg,ui,j Il E;Ll C;Jg,u«i,j < 4e
En consecuencia hup, — hup, [|7< 4e.
(b)(viii) Definimos entonces p : Co(2) — Co(2)®Co(Q2) de modo
que p(h) = limpep () (hur). Claramente p es morfismo acotado de
Co(€2)-médulos a izquierda y para cada h tenemos

FEPf(M) ueF
= lim h f
FeP;(M) ; i

Andlogamente se muestra la proyectividad a derecha de Cy(2) y
sigue la afirmacion.
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2.10.11. Inyectividad de B(X,Y).

1. Dados A-algebra de Banach y X, Y A-moddulos de Banach a izquier-
da resulta B(X,Y) € A-Mod-A de modo que (aT)(x) = aT(x) y
(Ta)(z) = T(az) para cada a,x,T.

2. Sea A¢ = A1®A el dlgebra envolvente de A . Hay una correspon-
dencia biunivoca natural entre A-Mod-A y A%-Mod.

3. En particular, B(X,Y) deviene A°-médulo de Banach a izquierda®?,
y por ello B(A¢,B(X,Y)) es A®-bimédulo de Banach?S. Asimismo,
B(A1,Y) resulta A°-médulo de Banach a izquierda. Ademds A;®X
es A-bimédulo de Banach de modo que

alby @) =b1 @ (ax) y (a1 @ )b = (a1b) @ x
en tensores bésicos. Luego A;®X es A°-médulo de Banach a izquier-
da. Luego B(A1®X,B(A1,Y)) es A®-bimédulo de Banach?6.

4. Hay un isomorfismo de A®-bimédulos de Banach a izquierda

[:B(A%B(X,Y)) = B(A1®X,B(A1,Y)).
(a) Para esto, dado T € B(A¢,B(X,Y))sea Y1 : A1 x X — B(A41,Y)
tal que Ty (a1, x)(b1) = Y(a1®b1)(x). Entonces Y1 estd bien definido
porque by — Y(a; ® by)(z) es C-lineal y

1T (a1r @ b)(2) || <[| T(ar @ b1) [[[ 2 |
<[ ar @b f[all 2 |
= CAlFax [ o 1] 2 I

osea || Ti(ar,z) ||<|| Y ||| @1 ||| z ||. Ademés Y es C-bilineal, de
modo que existe I'(Y) : 4;®X — B(A;,Y) lineal acotado tinico tal
que I'(T) (a1 ® ) = Y1i(a1, z) en tensores basicos. En particular, sea
u € Ay ® X, digamos u = Y %, a® ® x;. Entonces

1) @) | =1 Y- Yalai,z) |
i=1

e .
<0 Iad I I,
i=1

2Dados a1,by € A1 y T € B(X,Y) serd (a1 ® b1)T = a1 Thy en B(X,Y).

25Dados a1,bi,c1,di € Ay y T € B(A®,B(X,Y)) es

[(a1 ® b1)T](c1 ® d1) = a1 Y (e1 ® dr)ba,
[T(a1 ®b1)](c1 ® d1) = T((a1c1) ® (dib1)).

26Dados x € B(A1&X,B(A1,Y)), a1,b1,c1 € A1y z € X es

[(a1 ® b1)x](c1 ® ) = a1x(c1 ® )b,
[x(a1 ® b1)](c1 @ ®) = x((a1c1b1) @ x).
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osea | T(Y)(u) ||<|| T ||| w ||a. Asi T resulta bien definido, lineal y
contractivo.

(b) Dado Q € B(A1&X,B(A1,Y)) sea Q1 : A} x AT — B(X,Y)
tal que Qj(a1,b1)(z) = Qa1 ® x)(b1). Es facil ver que Q; es forma
bilineal acotada bien definida y determina ©(Q) € B(A® B(X,Y))
tnico tal que ©(Q)(a; ® b1) = Qi(a1,b1) en tensores bésicos. Mas
aln, O es operador lineal acotado y I' y © son operadores reciprocos.
(c) Por otra parte,

I'((a1 ® b1)T)(e1 ® 2)(d1) = ((a1 @ b1)T)1(c1, z)(dr)
= ((a1 ®b1)Y)(c1 @ d1) ()
(a1 Y (c1 @ d1)b1)(z)

a1 Y(cr ® dl) bi)

= al'(T)(e1 ® (biz))(d)
a1l'(T) (b1 (e1 ® 2))(dn)
(a1I'(T)b1)(c1 ® x)(da
= ((a1 ® b)T'(T))(c1 ® @)(dy).

—

. Sean X un A-mdédulo proyectivo de Banach a izquierda e Y un A-

modulo de Banach inyectivo a izquierda. Entonces B(X,Y) es A-
bimoédulo de Banach inyectivo.

» (i) Sean px €4 B(X, A1®X) y py €4 B(B(A1,Y),Y) tales que
7a,.x0px = ldy y py o A4Y =1dy (V. (2.6.7)). Debemos probar
que existe

PB(X,Y) €A B[B(Ala B(Xa Y))v B(Xv Y)}

tal que pp(x y)© AALBXY) — ldg(x,y)-

(ii) Dada h € B(A1,B(X,Y)) sea L(h) € B(A%, B(X,Y)) tnico tal
que L(h)(a; ® by) = h(b1)a; en tensores bésicos.
Definimos pB(X,Y)(h) = pPy © F(L(h)) o px-.

Dado z € X sea px(z) = > o2 a ® xp, con © = >
Entonces

ne1 01 Tn.

o

D(L())(px (2))(b1) = S D(L(R)) (@} @ ) (b)
= 3" L(h)(a} @ b))

= (h(br)a?)(zn)
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Sile B(X,Y), con h = A4BEY) (1) es h(by) = bil. O sea
L(L(h))(px (x))(b1) = (b1l) ()
=bil(x)
= AN (@) (b).
Luego I'(L(h))opx = A4V ol, de donde pgx y) (ABEY) (1) = 1.
(iii) Notar que B(A®, B(X,Y)) € A-Mod mediante T = (a ® 1)Y
paraa € Ay Y € B(A®, B(X,Y)).
Entonces B(A1,B(X,Y)) € A-Mod y si h € B(A1,B(X,Y)),a e A
y a1,b; € Ay tenemos
L(ah)(al X bl) = (ah)(bl)al
= ah(by)ay
= aL(h)(al X bl)
= (aL(h))(a1 © br),
o sea L es morfismo de A-médulos a izquierda. Finalmente usando
(2.10.11)(4)(c) tenemos
pB(x,v)(ah) = py oT'(L(ah)) o px
= py oT[(a @ 1)L(h)] o px
— py o (a® )T(L(A ))OPX
— py o al(L(h)) o p
= app(x,y (h).

(
)

2.10.12. Playicidad de F&G.

1.

2.

Sea F' un A-médulo de Banach playo a izquierda. Por (2.6.9) F* es
A-médulo de Banach inyectivo a derecha.

Luego 7y, p deviene coretraccidn, o sea existe a € Ba((A4&F)*, F*)
tal que ao frj1+7F = Idp-.

. Dado G € Mod-A consideremos el functor

B(G,?7): Mod-A — A-Mod-A.
Asi se obtiene la coretraccién
u—B(G, A+ F)

B(G,F*) ——"5 B(G, (A+&F)*), U — &%, poU.

Haciendo v = B(G, ) serd v o u = Idg(g, p+).-

. Por otra parte hay un dnico isomorfismo de espacios de Banach

L:B(G,(A+®F)*) — B(AL+&F,G*)
tal que L(0)(a+® f)(g9) = ©(g)(a+ ® f) cualesquiera sean a4 € A,
feF, ged.

. Por (2.10.11)(5), B(A4+®F, G*) es A-bimédulo de Banach inyectivo.
. B(G,F*) € A-Mod-A si (aT)(g) = T(ga) y (T'a)(g) = T(g)a para

acA geGyTeDB(G,F*).
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7. B(G, F*) resulta inyectivo: sean dados A-bimédulos de Banach M, N,
un monomorfismo s €4 Bo(M,N) y t €4 Ba(M,B(G, F*)). Enton-
ces Louot €4 Ba(M,B(G,B(AL®F,G*))). Por lo tanto existe
n €a Ba(N,B(G,B(AL®F,G*))) tal que nos = Louot. En conse-
cuencia t = (vo L™ on)os.

8. En las condiciones anteriores (F®G)* ~ B(G, F’*) resulta inyectivo,
o bien F®G es A-bimédulo playo.

2.10.13. Super-amenabilidad de &algebras de Banach duales
amenables. Sea A un dlgebra de Banach dual, amenable, con las propieda-
des de aproximacién y de Radon-Nikodym, munida de una familia {I;};cr
de ideales w*-cerrados de codimension finita tal que Mjep I} = (04). Entonces
A es super-amenable (cf. [134], Th. 3.1).

» (i) Sea A, un predual de Ay av: A — (A,)* isomorfismo de A-bimédulos
de Banach. Por (2.10.7).(2) A®A ~ (A, A,)*.

(ii) Sea {m;};jes diagonal aproximada de A. Hay inducida una w*-topologia
en A®A, de modo que considerando eventualmente alguna subred podemos
suponer existe m € A®A tal que m = w*-limje y m;.

(iii) Por la amenabilidad A tiene aproximacién acotada de la unidad, y por
(2.8).(3) deviene unitaria, con unidad e.

(iv) Por (2.3).(2) bastara ver que am = ma para todo a € Ay w4(m) = e.
(v) Dado a € A es

am —ma = w*-lim;e s (am; — mja) =044 4.
(vi) Fijado I € L sea ¢; :+ o(I;) = A, la inclusién. Definimos
A ]
E : T - (J—O[(Il)) ;
l
Fi(a+ I)(a.) = (as, a(a)) si a, €X a(D)).
Claramente Fj estd bien definida y es operador acotado entre espacios de
Banach, con || F ||<|| a ||
Dado a+1; € ker(F}) es a(a) € (*a(l}))*, o bien a(a) € a(l;)™™". Como I; es
w*-cerrado a(a) € a(l;), y como « es inyectiva a € Ij, o sea a+ I; = 047,.
Sea g € (+a(l}))*. Por el teorema de Hahn-Banach existe una extensién
7 € (A.)* de g. Ademés existe b € A tal que a(b) = g. Dado a. €+ o(I})
tenemos

Fi(b+ I)(ax) = (ax, a(b))
= <CL*,§>
= <CL*,g>7

ie. Fi(b+I;) = g. Por el teorema de la funcién abierta Fj es isomorfismo de
espacios de Banach.

(vii) Como I; tiene codimensién finita A/I; es finito-dimensional, de modo
que tiene las propiedades de aproximaciéon y de Radén-Nikodym. Ademds

ta(lh) = (A/D). ¥
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2od ~ (fa(1)& a(D))".

(viii) Notar que el diagrama
AdA &Y (ADA,)
nepd Llu®u)

N Fi®F ~
ded 5L (La(L)@Ta(n))”

*
*

es conmutativo. Luego p; ® p; es w*-continuo: Sea n; £, 0454- Dados
ay, by €1 a(l;) resulta

(as @ b, (F1 @ F1)((p1 @ p1)(n4))) = (ax @ by, (4 @ 1) ((a ® @) (n3)))
— 0,
o sea (pr ® pr)(ng) “5 04 5a.
! !
(ix) Asi (p®@pr)(m) = w*-limje 7(p®p;) (m;). Como %@% es finito-dimensio-
nal el limite anterior es limite fuerte y

pi(Ta(m)) = 7a/5,((m @ pr)(m))
= }leﬂ} Ta/n, (0 ® pi)(my))

= }ien}pl(ﬁ'A(mj))
= pi(e).

Como [ € L es arbitrario deducimos, por la hipdtesis, que T4(m) = e.

2.10.14. Amenabilidad, Connes-amenabilidad y amenabilidad
interna de grupos localmente compactos.

1. (Cf. [133], Th. 4.4.13) Si G es grupo localmente compacto amenable
entonces M(G) es Connes-amenable.
» (i) Por (2.8.6)(i) bastara ver que L'(G)™*" = M(G).
(ii) Supongamos existe u € M(G) — L1(G)~%". Debe ser u # OM(c)-
(iii) Por el teorema de Hahn-Banach existe un operador lineal w*-
continuo © : M(G) — C tal que O(u) =1y © |L1(G)E 0.

(iv) Por la w*-continuidad existe f € Co(G) tal que ©(¢) = [ fd¢
para cada ¢ € M(G).

(v) En particular [, fzd\ = 0 para cada z € LY(@), donde A denota
la medida de Haar invariante a izquierda de G.

(vi) Como [ fdu =1 existe go € G tal que f(go) # 0.

(vii) Como G es localmente compacto existe un entorno compacto
K de go. Sea ademas U entorno abierto de gg tal que U C K; y
i(g) #0sigeU.

(viii) Sea K3 subconjunto compacto de U tal que gy € int(K3) (cf.
[132], Th. 2.7).

(ix) Por el lema de Urysohn existe g : G — [0, 1] funcién continua
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nula al exterior de U tal que g |k, = 1. Observar que g € Coo(G).
(x) Sea 2 = fg. Entonces = € Coo(G), por lo que 2 € L}(G). Ademis

/Gfdiz/GngA
z/KQ!HQdA

> min | f |2 A(int(K3)) > 0,
Ko

en contradiccién con (v). Luego sigue la tesis.

2. Si M(G) es Connes-amenable y 1 < p < oo entonces PM,(G) es
Connes-amenable.
Basta notar que la representacién A, : M(G) — B(LP(G)) es (w*, w*)-
continua, de modo que im(A,) € PM,(G). Ademés es claro que
im(A,) es denso en PM,,(G). Ademés PM,,(G) es algebra de Banach
dual y, siendo M(G) Connes-amenable basta aplicar (2.8.6)(ii) (V.
(2.11.25) y (2.11.26)).

3. Si PM,(G) es Connes-amenable si 1 < p < oo entonces VN(G) es
Connes-amenable.
La afirmacién es trivial, porque VN(G) = Py(G) es el dlgebra de von
Neumann del grupo G.

4. Si VN(G) es Connes-amenable entonces PM,,(G) es Connes-amenable
para algtin p € (1, 00).

5. Si G es internamente amenable y PM,(G) es Connes-amenable para
algin p € (1,00) entonces G es amenable.
» (i) Por (2.10.2).(5) hay alguna red {f;};es en P(G) tal que

limjey || 7(f;) — f5 [1=10

cualquiera sea x € G.
(ii) Si s,t € [0,400) y 1 < p < 0o se tiene

(2.10.13) |s—t[P<|tP —sP|<p|t—s|(s+t)P

Claramente podemos soponer p > 1. Para la desigualdad izquierda,
por homogeneidad bastara ver que la funcién f(u) = 1—uP —(1—u)P
es no negativa si 0 < u < 1. Si 0 < u < 1 tenemos

flw) =p(L —uwP=H (1= ($2)P71).
La derivada de f es no negativa en [0,1/2] y no positiva en [1/2,1).
En particular, f(0) = f(1) =0y f(1/2) =1 —2-®=D_ Como f es
creciente en [0,1/2] y decreciente en [1/2,1] vemos que resulta no
negativa.

Asimismo, por homogeneidad para la desigualdad de la derecha en
(2.10.13) bastaria ver que la funcién

g(u) = p(1 —w)(1+ w4 — 1
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es no negativa si si 0 < u < 1. Precisamente, por el teorema del valor
medio para cada u € (0, 1) existe £ € (0,u) tal que

glu) 11—

1_u_p(1+u)p 1—wu
—pl(1+ - @Y
> 0,

9(0)=p—1yg(1) =0.
(iii) Para 1 < p < oo indiquemos

Ap i G = B(LP), Ap(2) () (y) = f(z ),
oy < G = BILP), pyp(a) () () = f () D ().

Se trata de representaciones y antirepresentaciones isométricas de G
en LP(QG) respectivamente. Tenemos entonces

0 =1lim | 7o(£;) = f; I
JjeJ

— 1fm /G | i yn) Ag(z) — fi(y) | dA®)
~ lim /G (@) () (w2) A () — f3(y) | dA(w)

jeJ
= Iim / | 1@ (@) ()W) — £) | dA(w)
VIS G
= i || 1) () (1)) — J; s
(2.10.14) =l | M(@)(f5) = prla () I

(iv) Con 1/p+1/qg =1y j € J sean §; = fjl/p yn = fjl/q. Por
(2.10.13) y (2.10.14) tenemos

0 < Tmjes || Ap(@™")(&) — pp()(&) IIF

= ey /G | &5(at) — £(tx) Ac(@) P [P dA(p)

<Tmes < [ | f(0) = f(t2)Actt) | aA)

= limjes | M(z™)(f;) = pr(@)(£) I
=0.
Anélogamente limjc ;|| Ag(27) (1) — pq(2)(n;) llg= 0.
(v) Si PM,(G) es Connes amenable sea 6 : PM,(G) — B(LP(G))

la inclusién. Entonces 6 resulta (w*,w*)-continua. En efecto, sea
OPMP(G) = w*—h’miel P;, i.e. OAq(G)* = w*—h’miel Fq(pl) (V (2.11.26)).
Sea u € LP?(G)®LI(G), u = Yooy fn ® gn, con

2onzt L S llpll gn llg< 0o -
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El elemento ¢ = >.°° | gy, * f, pertenece a A,(G) y tenemos
limier(u, 6(p;)) = Mmier (¢, Fy(pi)) = 0.

Por (2.8.9) hay alguna cuasi-expectacién Q : B(LP(G)) — PM,(G)’.

(vi) Dado ¢ € L*(G) sea My € B(LP(G)) tal que My(f) = ¢f para

cada f. Definimos (¢, m;) = (Q(My)(f;),gj) para cada j € J. Sea

ademads J un ultrafiltro tal que J — J y sea

(@, m) £ limje 7 (Q(Mp)(f;), 95)-
(vii) Evidentemente m € L°°(G)*. Sean ahora a,b € G, ¢ € L=(G),
r € LYG)y f € LP(G). Tenemos

(2.10.15) pp(a™) o My o py(a) = My.s, .
Por otra parte

Ap(zdA)(pp(a)(f))(b) = (z * (pp(a)(f)))(b)
z(c) f(cba) Ag(a)/Pde

J
J

:/ f(e)$(ba6_1)AG(a)l/pAG(e_l)de

2(c™V) f(cba))Ag(a) P Ag(c™")de

G
= a)l/P e Yz (bae)de
Ba(@'? [ f(ea(bae)d

:Ag(a)l/p/Gm(c)f(c_lba)dc

= (x % [)(ba)Ag(a)'/?
= pp(a)(z * f)(b)
= pp(a)(Ap(zdA)(f))(b),
o sea pp(G) C PM,(G)'.
(viii) Por (2.10.15) y la observacién anterior resulta

(6% 6 m) = 1 (Q(Mons, ) (1)), 5)

= lim((py(a™") © QM) © () (). )
= 1im(Q(My) (py(a) (1)) pale)(91)

= lim(Q(My)(/)). 45)

= (6.m)

(ix) Como Q es un proyector y Idy 1 . € PMp(G)’ necesariamente

@)
Q(Ide(G)) = Idy (- En consecuencia (1, m) = 1.

(ix-a) Sean K = o(L®(G)) y L®(G) & C(K) la transformada de
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Gélfand de L*°(G). Entonces 7 es isomorfismo isométrico de C*-élge-

bras y K es compacto. Por el teorema de Riesz M(K) 1= L>(G)*
es isomorfismo de espacios de Banach y existe y € M(K) tnico tal
que m = @ o, i.e.

(6, m) = [ k(¢)du(k)
para cada k € K.
(ix-b) Tendremos = b | u | para cierta funcién compleja b sobre
K (cf. [132], Th. 6.12).
(ix-c) Fijado a € G sea R, € B(L*(G)) tal que Ry(¢) = ¢q. En-
tonces R, induce un (w*,w*)-isomorfismo R, : K — K tal que
R.(k) = ko R, para cada k € K.
(ix-d) Con la notacién anterior podemos escribir

V(a1 1) = {0y (| 1 )
- / B(da)d | 1| (K)
K

Z/Kk(¢)du (k)
= (@), 1),

o sea | p | es G-invariante a derecha.

(ix-e) Sean v = % y n=~"(v) en L>°(G)*. Entonces

<1L°°(G)>n> = <lC(K)7V> =1=[n].
Ademss

(¢a,n) = (¥(da), V)
= (7(9),v)
= (¢,n),
de donde sigue la amenabilidad de G.

2.10.15. Sobre fuerte Connes-amenabilidad.

1. Sea A un &lgebra de Banach dual, X un A-bimédulo de Banach,
2’ € X*. Decimos que z es elemento w* de A si las aplicaciones
a— ar’ ya— 2'ade A en X* son w*-continuas.

2. Un algebra de Banach dual unitaria A es fuertemente Connes-amena-
ble si toda derivacién w*-continua, con valores en el dual de un
bimédulo de Banach unitario X y cuya imégen consta de elementos
w*, es necesariamente interna.

3. Sean A 4lgebra de Banach dual y B2 . (A; C) el espacio de formas bili-
neales separadamente w*-continuas. Entonces B2, (A; C) C B2(4;C).
En efecto, fijados f € B2.(A;C) y a € A sea of : A — C tal que
of(b) = f(a,b). Evidentemente ,f es C-lineal y, por el teorema del
grafico cerrado, o f € A*. Anédlogamente, si fy(a) = f(a,b) para cada
a,b € A se tiene f, € A*. Por el teorema de acotaciéon uniforme
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tendremos o supj,=1 | f(a,b) |= +oo para algin b € B. Como la
segunda posibilidad no puede darse supjq—jpj=1 | f(a,b) |[< +oo,
de donde la afirmacion.

. B2.(A;C) es cerrado en B2(4;C).

» Sean {fn}nen C B2.(A;C) y fn — f en B?(A;C). Sean a € A

y {bj}jes red en A tal que b, 25 04. Por el teorema de acotacién
uniforme existe x > 0 tal que || b; ||< & para todo j. Dados n,j
tenemos

| fla,b5) | <[ f(a,b;) = fn(a;bj) | + | fula, bj) |
< f=Fullllall 5+ | fula; bj) |-

Dado € > 0 existe ng € N tal que || f — fu, ||l @ || & < €. Luego
limjey | f(a,bj) |< ey f es w*-continua en la segunda variable.
Andlogamente se ve que f es w*-continua en la primer variable.

. B2.(A;C) es A-subbimédulo de B?(A;C).

Dados f € B2.(4;C) y a,z,y € A hagamos (af)(x,y) = f(z,ya)
v (fa)(z,y) = f(ax,y). Es facil ver que af, fa € B2.(A;C) y sigue
enseguida la afirmacion. En particular, con estas acciones F' deviene
homomorfismo de A-bimédulos de Banach.

. Sea I : B2(A;C) — (A®A)* el isomorfismo tal que para cualesquiera

fra,bes F(f)(a®b) = f(a,b). Entonces
F~H (a0 @a)*(ea.(AL))) € BG.(4;C).
En efecto, sea f = F~!((aofta)*(1a, (ax)) para cierto a. € A,. Luego
f(a,b) = F7H(F(f)(a,b) = F(f)(a ®b) = (a., a(ab)).

Como el producto de A es w*-separadamente continuo f € B2.(4;C).

.Sea U = F~lo(ao@a)* oua, en aBa[As,B2.(A;C)] y hagamos

Ay = a~! o U*. Obtenemos un homomorfismo de A-bimédulos de
Banach A, : B2.(4,C)* — A.

. Sea A un élgebra de Banach dual unitaria. Llamamos diagonal vir-

tual normal de A a todo W € B2.(A,C)* tal que aW = Wa y
alAy« (W) = a para cada a € A.

. Toda &lgebra de Banach dual A con alguna diagonal virtual normal

W es fuertemente Connes-amenable (cf. [134], Th. 4.7).

» (i) Sean X un A bimédulo de Banach unitario y D € Z1.(A, X*)
derivacién cuya imégen consta de w*-elementos. Veremos que D es
derivacién interna.

(ii) Dado f € B2.(A;C) escribiremos
(f,W) = ffoA f(a,b)dW (a,b)).

(iii) Sea ahora x, € X* tal que

(x,2)p) = ffAXA<:U,aD(b))dW(a,b)
para cada x € X. Notemos que 2z, estd bien definida para cada

x porque D(b) es siempre elemento w*, el producto de A es w*-
separadamente continuo y D es w*-continuo.
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(iv) Dado ¢ € A tenemos

(x,cx’p) = (xe,2p)

//AxA x,caD(b))dW (a,b)

= // (x,aD(bc))dW (a,b) (pues cW = Wc)
AxA
_ / / (2, aD(b)c + abD(c))dW (a, b)
AxA
(2.10.16) = <:U,;U'Dc>+//4XA<x,abD(c)>dW(a, b).

(v) Dados z € X y ' € X* un w*-elemento sea f, ,/(a,b) = (z, abz’)
para a,b € A. Evidentemente f, .+ € B2.(4;C).

(vi) Sea n : X — C tal que n(z) = (fy, W) para cada x € X.
Evidentemente 1 es C-lineal y || n ||<[| 2’ [[|| W ||, i.e. n € X*.

(vii) Veamos que nn = z’. En efecto, podemos suponer =’ # Ox«. Sea
zr1 € X tal que (x1,2') = 1. Entonces X = ker(z') ® Cz;. Dado
z € X existe xg € ker(2’) tnico tal que x = xo + (x,2")x;.

(viil) Podemos escribir 2’z = a*(a},) para cierto a, € (A)** tni-
co. Sea {a;}jcs red de A tal que 04 = w*-limjc;aj, o equivalente-
mente 0(4,) = w*-lim;e s a(a;). En todo caso

<a(aj) *D) <ajﬂ Z .1‘0)

= (zoay, 2')
= faoar(aj,€),
ie. limjecs(a(a;),a?,) = 0. Porlo tanto a’y = 14, (ax0) para a.o € A,
tnico.
(ix) Asi fzy20 = U(aso) y tenemos
1(z0) = (fao.0rs W)
= (U(ax0), W)
= {a., U"(W ))
= (U (W), a >

<e,x 930>
<l‘0,l‘,>
=0.

(x) Andlogamente se razona reemplazando xg por xj para concluir
que n(x1) = 1 e, inmediatamente, que n = .
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(xi) Por (2.10.16) tenemos ahora

(2, cx’p) = (z,2pe) + (fu,n(e), W)
= <$, xDC> + <$a D(C)>,

osea D= adz/D y sigue la tesis.
Sean A un élgebra de Banach fuertemente Connes-amenable y sea
J : ker(Ay+) — B2.(A;C)* la inclusién canénica.
Sea d: A — B2.(A,C)* tal que §(a)(f) = f(a,e) — f(e,a) para cada
a€ Ay feB2.(4;C).
Si J es débilmente compacto e im(6*) C a*(ta,(Ax)) entonces A
posee alguna diagonal virtual normal.

» (i) Claramente § € Z1.[A4, B2.(A;C)*].
(i) Sea & : A — B2.(A,C)** el operador § = LB2, (AC)* o¢. Entonces
6 e ZYA, B2.(A,C)*].
(iii) Ademas 6 € Z1.[A, B2.(A,C)***] si y solo si
im(0*) C a*(ra, (As)).
(iv) Dados a € Ay a’ € A* resulta

<a’,A2L**(5(a))>=< ( )7 j(a))

porque dado a, € A, es
(a.,U*(6(a))) = (Ulax),6(a))
— U(a,)(a,€) - Ula,)(e,a)
— (4. (a:) 0 0)(Fa(a® e — e @ a))
= (ax,0(a,)*)
=0.

En consecuencia 6(A) C ker(A*%).
(v) J**[ker(Ay«)**] = ker(AZX%), siendo ademas J** inyectiva.
(v-a) Dado I' € ker(A}%) tenemos

Oper = A (T) =T oA, =T o U* o (a™1)*,
osea ['o U™ = 0 s++.
(v-b) Si u € ker(Ay+)*, por el teorema de Hahn-Banach, hay algin
funcional 1 € B2.(A;C)"* tal que p her(anoy= 0 ¥ | 1 1< u |1
Escribamos v(u) = {(u,T). Si hubiere ademéas p; € B2.(4;C)**
tal que p |ker(Aw*): u entonces p — pup € ker(J*). Veremos que
p— 1 = U™ (a) para cierto a € AF*, pues entonces 7 estard bien
definida.
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(v-c) Sea ag(U*(s)) = (u — p1)(s), con s € B2.(A;C)*.

Como ker(U*) C ker(Ay+) y pu — pu1 € ker(Ay,+)t entonces ag esté
bien definida y es claramente C-lineal.

(v-d) A+ es epimorfismo. En efecto, dado a € Asea \, € B2.(4;C)*
tal que Ao (f) = f(a,e) para cada f. Sia, € A, y z,y € A es

Ulax)(z,y) = ((a 0 7a)"(ta.(a:))(z @ y)
= (ax, a(zy)).

Asi A\y(U(ay)) = (ax, a(a)) para cada ay, i.e. Ay+(Ag) = a.

(v-e) En consecuencia U* : B2.(A4;C)* — A! es operador lineal,
acotado y suryectivo. Por el teorema de la funcién abierta de Banach
existe € > 0 tal que (A%). C U*((Bg-(4,;C)*)1).

(v-f) Dado s € B2.(A,;C)* —ker(U*) sea t € (B2.(A,;C)*); tal que

€ U*(S) o *k
s = V()

desigiialdad vélida también si s € ker(U*). En consecuencia

[ ao(U"(5)) | =] (e = ) (s)|
<2 U)o )0 |
<2 U6 1

(v-g) Por el teorema de Hahn-Banach hay un funcional a € AX* tal
que a ’im(U*): ap. Asi si s € B2.(A,;C)* resulta

(= 1)(s) = ao(U*(s)) = a(U*(s)) = U™ (a)(s),

i.e. sigue (iv-b).
(vi) Claramente v es C-lineal y || v ||<|| I ||, o sea v € ker(Ay»)
Ademés dado z € B2.(A;C)** es

(yo ") (z) = y(J*(x)) = (z,T),

de donde J**(v) =T.

(vii) Sea v € ker(J**). Como J* es epimorfismo v = Oyer(a,.)=*» O
sea J** es inyectiva.

(viii) Dados § € ker(Ay«)** y o’ € A* es

(@', AL (J(8))) = ((Awr [ker(a,))" (@), B) = 0.

Por el teorema de la funcién abierta de Banach sigue (v).
(ix) Sean y : B2.(A;C) — B?(A;C) la inclusién, ¥ € B2.(A;C)*,
a € A. Indiquemos e®e = uen AQAy G =F |z .(A;c)- Dada alguna

*k

red acotada { f}1er, en B (4; C) tal que ¥ = w*-limyer, 13 a0y (fi)
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tenemos

(U,8(a)) = (3(a), )
= lim({f;, 5(a))
= %g%(fl(aa e) — file,a))
= lim G(f1) (adu(a))
= (fiadge (i, , () (@)

= <adG*(LA®A(u))(a)v ‘11>
= <\II7 adﬂ(a»a

con U = L2 (40 (G*(Lgg(w))). As 6 = ady.

(x) Sabemos que cada a € A determina un tnico dp(a) € ker(Ay«)**
tal que d(a) = J**(Jo(a)). Es facil ver que dy es derivacién de A en
ker (A« )**.

Ademas, por el teorema de Hahn-Banach cada 6 € ker(A,«)* admite
alguna extensién 6y € B2.(A;C)** cuya norma no supera la de 6.
Luego

[ do(a) | = sup | (0,d0(a)) |

Herer(Aw*)zl

= sup | (J*(00),d0(a)) |
HGerr(Aw*)zl

~

= sup | (0o,(a)) |

1Blher(a, )=1
<[l 6(a) 52, (Asc)s==
=[5 (Il al,
o sea 0y € ZH(A, ker(Ay)*™).
(xi) Més atin, dg € ZL. (A ker(Ay)**) si im(6*) C a*(1a, (As)) .

En efecto, con la notacién anterior sean a; — 04 y 6 € ker(Ayx)*.
Entonces

0 = 1im; (g, 6(a;)) = lim; (J*(0o), do(a;j)) = lim;(8, do(a;)).
Si ademéas b € A resultan
0 = lim(6, do(a;b) — do(a;)b) = Um(f, a;do (b)),
J J
0 = 1im (0, do(bay) — bo(a;)) = lim(0, do(b)ay),
J J
o sea im(dy) consta de w*-elementos.

(xii) En las condiciones anteriores, por la fuerte Connes-amenabilidad
de A existe v € ker(Ay+)** tal que égp = ad,. Haciendo v = J**(v),
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con la notacién de (ix) tenemos
<‘I’,adn(a)> = (¥,4(a))
v J**( ( )

i.e. adg = adg.
(xiii) Como J es operador débilmente compacto existe v € 32 (A; C)*
tal que U = tp2 (4,0)-(0) [57]. Sea ademds u = G*(1yg4(u)) en
B2.(A;C)*. Dado a € A sabemos que a(u — ) = (¥ — v)a y co-
mo (2 (4,c)+ € monomorfismo de A-bimédulos de Banach resulta
a(u—1v) = (u—v)a. Si ademés o’ € A* tenemos
(Aw(0),a’) = (v, A7 (a))
= (A%-(d),7)
= (a', AL (T (v)))

= <CL/, (Aw* ker(Aw*))**(’U»
=0,

o sea Ay« (0) = 04. Por otra parte, dado a, € A, tenemos

(@, Ay (1)) = (. (ax) 0 (a0 Ta), L4 4(1))
= {ax, afe)),

y como « es inyectiva Ay« (1) = e. En definitiva, u — v es diagonal
virtual normal de A.

2.11. Problemas
1
.SeanneN, A=M,(C)y A= - sz:l ejk ®ep;.
(i) Mostrar que A es diagonal virtual de A.
(ii) Si J es diagonal virtual de A y de A entonces § = A.
. Sea G subgrupo finito irreducible de Gl(n,C), i.e. clc(G) = M, (C).
1
Entonces A = e Y wca o ® e,-1 es diagonal virtual de Gl(n,C),
donde e, = (04(;) j))1<i,j<n Para cada o.
. L(C™, || o ||p) es amenable sin € Ny 1 < p < oco. Para ello:
(i) Dada o € Py sea Ay = 370", 5(s),5€i,5 en gl(n, C). Dado ademés
€c {—1, 1}” sea D, = ZZ‘L:I €€
(i) G = {D:As : 0 € P, e € {—1,1}"} es subgrupo irreducible de
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gl(n,C) y cada elemento de G define una isometria de L(C", || o [,).
(ii) Inferir el resultado.

4. (i) Indiquemos S2(R) = R xR+ con la estructura de grupo definida

por la operacién
(bya)(V/,a') = (ab + b,ad’).
Se trata de un grupo localmente compacto, con medida de Haar
d\(b,a) = a~2dbda.
(ii) Si n € N escribimos

— {0, a)esg( ) S]b\§n2,|z‘§a§no b |< 1,%§a§n}
Yy fn= XA XAn- Si ¢ € L®(S2(R)) v (b,a) € S2(R) se tiene
| <fn,6<b,a> co- g1 EDEA) g
A([(b, @) An]AA,

(iii) Probar que lim,, o =0, por lo que S2(R) es

amenable [122].

A(4n)

5. Dado C > 1, un &lgebra de Banach A se dice C-amenable si tiene

alguna diagonal aproximada en [A®A]¢, o equivalentemente, si po-
see alguna diagonal virtual en [(A®A)**]

(i) Si G es grupo amenable discreto entonces ['(G) es 1-amenable.
(ii) Toda C*-algebra abeliana unitaria es 1-amenable.

(iii) Sea {A;}jcs una familia dirigida de C-subalgebras amenables
de un &lgebra de Banach A cuya unién es densa en A. Entonces A
es C-amenable.

(iv) K(co(N)) y K(IP(N)), 1 < p < oo, son 1l-amenables. Para ello:
(iv)(a) Si E = ¢g(N) o IP(N) , 1 < p < 00, dado n € Nsea P, € B(E)
la proyeccién a las primeras n coordenadas. Si K € K(E) y x € E
resulta

(2.11.1)

(P.K(E)P,)(z) = Py[K (21, ..., 20,0,0,...)] ¥

(2.11.2)

(K — P,KP,)(z) = (K — P,K)(x

+ (PnK)(O, ceny 0,$n+1,$n+2, )

)
(iv)(b) Por (2.11.2) {P,K(E)P,}5°; es sucesién de subdlgebras de
Banach de K(E) y (U2, P,K(E)P,)” = K(E).

(iv)(c) Por (2.11.1), paran € Ny 1 < p < 0o se tienen los isomor-
fismos de espacios de Banach

Po(IP(N)) P = L(C, || © |[p),
PaK(co(N)) P = L(C", | © [|oo)-

(iv)(d) Concluir la tesis.

6. Dada una familia de dlgebras de Banach C-amenables {A;} c se

tiene que co-®jcsA; es C-amenable. Para ello:
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(a) Dadas algebras de Banach C-amenables A1, Ay entonces A1 @ Ay
es C-amenable.
(b) Si F' € P¢(J) sea

Ap ={x € co-Bjey : xj =04, 81y ¢ F}.
Probar que cada A es dlgebra de Banach C-amenable y Upcp £ NAF
es denso en co-@jesA;.
Probar (2.10.2).(3).
Probar las afirmaciones de (2.10.10)(1).
fdem con (2.10.10)(2).
Sea X espacio localmente compacto. Indicamos k, 8 y o a las to-
pologias en Cy(X) de convergencia uniforme sobre compactos, la
Co(X)-topologia estricta y la topologia métrica, respectivamente. En
particular, k es la topologia generada por la familia de seminormas
{prk : K C X, K compacto}, con pg(f) = sup,ex | f(x) | para
cada K, mientras que 3 es la generada por la familia de seminormas
{ay 9 € Co(X)}, con gy(f) =|| £9 |l para cada g.
(i) k< p<o.
(ii) Una sucesién { f, }nen es B-convergente si y solo si es o-acotada
y K-convergente.
(iii) El espacio Cgo(X) de funciones complejas sobre X continuas
con soporte compacto es S-denso en Cp(X).
(iv) Dada p € M (X) sea L,(f) = [y fdu, f € Coo(X). Entonces
L, es lineal y continuo. Sean { f,, }nen en Coo(X) tal que || fp [loo=1
para cada n'y L,(fn) —| L || Hagamos S,, = U,enSop(fn).
(v) Sea g € Cgo(X) nulo sobre S,,. Podemos suponer || g [[< 1y
L,(g9) € R. Para cadanes L,(f,+g) <| L, ||, de donde L,(g) = 0.
Luego L,(f) = fSu fdu para cada f € Cyo(X).
(vi) Probar que || L, [|= pn(Su) =|| 1 |-
(vil) Sea L € Cp(X)j no negativo, i.e. L(f) > 0si f: X — [0, 400)
es continuo y acotado. Puesto que 8 < o, L € Cy(X)*. En conse-
cuencia L resulta lineal continuo sobre Cgo(X) y existe p € M (X)
tinica tal que L(f) = [y fdu si f € Coo(X).
(viii) La identidad anterior es vélida en Cy(X). Para ello, bastaria
ver que Ly : f — [y fdp es B-continuo sobre Cy(X). Para ello:
(viii)(a) Dada una sucesién de nimeros positivos {€, }nen convergen-
te a cero hay una sucesién de conjuntos compactos { Ky },en tales
que K, C K7y u(X — K,) < €, para cada n. 21
(viii)(b) Para cada n € N existe ¢, € Cpo(X) tal que 0 < ¢, < 1,
O(Kyn) = {1} y 6a(X — K04, = {0},

(viii)(c) Con la notacién anterior,
Il ll= () + 2200 (K5 = K1)

e © o

2TExiste K1 C X compacto tal que u(X) — €1 < pu(K1). Observar ademés que X es
localmente compacto.
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Sean a1 = pu(K1) y an = w(K? — Ky,—1) para cada n > 2, y sea
{bn }nen sucesién de nimeros positivos, convergente a cero, tal que

P(KY) + 2 opZg an/bn <2 || ],
donde en particular b = 1.
(viii)(d) Con ¢, = by, — byy1, n > 1, resulta b, = ¢, + cp41 + ... para
cada n.
(viii)(e) Sea {¢nnen en Coo(X) tal que para cada n € N> es

Kn—l j ¢n—1 j Kg;

osea 0 < 1 < 1, p1(Kn-1) = {1} y ¥n1(X — K7) = {0}.
Escribiremos ¢ : X — R, ¢(x) = Y 7 ¢yt (z). Mostrar que
esta bien definida.

(viii)(f) Probar que para cada x € S, es ¢)(z) =1 o existe n € N>o
minimo tal que z € K2 y () = ch—1¢¥n—1(x) + b,. Deducir que
b€ Co(X) y {0 # 0} C 8

(viii)(g) Notando que para cada n > 2 es 1) |go> by, inferir que
ot e L (p).

(viii)(h) Probar que

{F € Xl 1< 4 s, } € LD, 1),

ie. L1 € Cb(X)g

Sean A, B &algebras de Banach, A-amenable, y h : A — B un ho-
momorfismo continuo de dlgebras con rango denso. Probar que B es
amenable.

Si A es algebra de Banach amenable e I es ideal cerrado entonces
A/I es élgebra de Banach amenable.

Sean A un dlgebra de Banach amenable e I ideal cerrado de A. En-
tonces I es amenable si y solo si I € BAI Para ello:

(i) La condicién es necesaria.

(ii) Para la afirmacién reciproca sea {es}sc, aproximacién acotada
de la unidad de I. Considerar cualquier I-moédulo de Banach pseu-
dounitario X y D € Z(I, X*). Probar que X admite una estructura
de A-bimédulo de Banach.

(iii) Sea Dy : A — X* tal que Dq(a) = w*-limse, D(aes) — aD(es).
Mostrar que D; € B(A, X*).

(iv) Probar que D; ;= D y D es continuo respecto a la I-topologia
estricta de A y la w*-topologia de X*.

(v) Concluir que D; € Z1(A, X*).

(vi) D deviene derivacién interna.

Sea A un algebra de Banach amenable, I un ideal a izquierda cerrado
de A. Entonces I € BRAIsi y solosi [ es débilmente complementable,
i.e. si I+ es complementable en A*. Para ello:

(i) Sean I € BRAI y {es}sco una aproximacién acotada de la unidad
aderechade I. Sea P : A* — A* tal que P(a') = w*-limge, (a’'—esa’).
Probar que P € B(A*) y P es proyector de A* sobre It
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Reciprocamente, sea ahora P un proyector de A* sobre I y hagamos
Q = Id g« — P* en B(A*"). Entonces:

(i) Q es proyector de A** sobre I+t e I++ ~ I**.

(iii) Sea {u;};ecs diagonal virtual de A, digamos

Uj = ey Ang @ bnj, con 3308 || ang [[]] b, || < oo para cada j.
Hagamos a}’ =0O(uj)sijeJ,con©=myo0 (Idg=®Q) o (ta®14)
en B(A®A, I'**). Probar que limjey(aay) =1a(a) sia € I.

(iv) Considerando eventualmente una subred, podemos suponer que
existe a” = w*-limje; a’ en I**. Luego aa” = a si a € I, de donde
I € BRAL
Completar (2.10.8)(a) ... (i).
Sean A-algebra de Banach compleja, P un A-mddulo de Banach a
izquierda esencial , o sea la ¢apsula lineal compleja de AP es densa
en P. Probar que P es proyectivo si y solo si 74 p : AQP — P tiene
un inverso a derecha en 4B(P, AQP).
Sean A-algebra de Banach compleja, P un A-médulo de Banach a
izquierda. Entonces P es A- médulo de Banach proyectivo si y solo
si es Aj-médulo de Banach proyectivo.
Sea A un algebra de Banach biproyectiva. Mostrar que AQA, A10A
y A®A; son biproyectivas.
Sean E1, E9, F1, Fy espacios normados, T; € B(E;, F;), i = 1,2.
» (a) Si T1 o Ty es compacto entonces T1 Ty € K(E1®FEs, F1QF).
(i) Sea A : B(Fy, F5) — B(E1, E3), A(a) = Ty oaoT). Evidentemente
A es operador compacto.
(i) (&Ty)* = Ag! g, 0 Ao Ap ky, con

AEl,EQ : (E1®E2)* — B(EQ,E;), AF1,F2 : (F1®F2)* — B(FQ,F;),
isomorfismos candnicos.
» (b) Si T} y T son compactos entonces T1 Ty € K(E1QEy, FiQFy).
(iif) Hagamos ¢; € B(F}, I>*([F]1)) tal que ¢;(f;) = {(f5, [) Y p71=15
j=12.8Si Sj = lj OTj7 Sj S ]C(Ej,loo([F;]l)) sijg=1,2.
(iv) Dado un conjunto no vacio I, [*°(I) € AP, o sea tiene la pro-
piedad de aprozimacion 8. Para ello:
(iv-1) Puesto que [*°(I) es C*-algebra abeliana unitaria basta probar
que C(92) € AP, cualquiera sea el espacio compacto Hausdorff 2.
(iv-2) Sean K subconjunto compacto de C(Q2) y € > 0. Por la equi-
continuidad de K dado w € (Q existe W,, entorno de w en €) tal que
| fwy) — f(w) |[< esiw € Wy, y f € K [98], 7.17) Como 2 es
compacto existen n € Ny wy, ..., w, €  tales que Q = U" {W,,.
(iv-3) Sea {f;}1_; particién de la unidad de © subordinada al cubri-
miento {Wy,, ..., Wy, }

28Un espacio normado F tiene la propiedad de aproximacidn, en cuyo caso escribimos
FE € AP, si hay alguna red de operadores de rango finito sobre E que converge uniforme-
mente sobre compactos a Idg.
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(iv-4) Sea F(f) = >_iy [o fddw, fi, f € C(Q). Entonces F € F(C())
y supsex || F(f) = flI<e
(v) Sean {Fj}nen en F(I%°([F}1)), j = 1,2, tales que

Wlgoe ir71) 1y (1y1) - = Lim wnifnsoo B3 |1,

Probar que lim, . (F}S1)®(F2S;) = S1®S5,, resultando S35,
operador compacto.
(vi) S18S2 = (11®t2) o (TH@Ts) e 11X1o es isométrico, de donde
T1®Ts deviene compacto.
Sea (E,F) un par dual de espacios de Banach, o sea E y F son
espacios de Banach munidos de una forma bilineal acotada no dege-
nerada (o,0) : Ex F' — C.
(i) Hay una inmersién natural F' — E*.
(ii) Sea Bp(FE) ={T € B(E) : T*(F) C F}. Dado T € Bp(F) resul-
ta T™ ‘FE B(F)
(iii) Si T € Bp(E) sea

I T lgppy=méx{|| T |5y, | T* l5(m)lI}-
Probar que queda definida una norma con la que Br(FE) es algebra
de Banach.
(iv) Existe A € B(E®F,B(E)) tinico tal que A(e® f) = e® f en
tensores basicos, con (e ® f)(e1) = (e1, f)e parae,e; € Ey f € F.
Ademas im(A) C Br(E).
(v) » Si E o F tienen la propiedad de aproximacién A es monomor-
fismo.
(v-1) Sea u € EQF no nulo, u= Y% e, ® f,, con

Yozt L en Ml fn ll< o0
Si E € AP puede suponerse (e,) € co(E) v (fn) € ll(F)7 va que

para cada n se tiene

€n®fn:k(%®%)

y se puede ajustar k£ convenientemente.
(v-2) Sea S € F(FE) tal que sup,cy || S(en) —en ||< | w A

. En-
20 f1lh

tonces
u

I (5 @1dp)(w) —u r< 2
v (S @ 1dp)(u) £0.
(v-3) Deducir que existe ¢’ € E* tal que Y > {(en,€') fn # OF.
(v-4) Luego existe e € E tal que (A(u)(e),€') # 0, i.e. A(u) # 0g,(p)-
(vi) Sea Np(F) = im(A) la clase de operadores F-nucleares sobre E,
munido de la norma

1T [|= mf{[| w[|n: A(u) =T}

Entonces N (E) es dlgebra de Banach. Si E o F tienen la propiedad
de aproximacién finita resulta Np(E) ~ EQF, o bien Np(E) es

V-
V-
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isomorfo a un cociente de EQF en el caso general.

(vii) Np(E) es ideal de Bp(FE) y la inclusiéon Np(E) < Bp(FE) es
una contraccién.

(viii) EQF es 4lgebra de Banach de modo que

(e1® f1)(e2 ® f2) = (e2, f1)e1 @ fa
en tensores basicos. Mostrar que E®QF es biproyectiva.
Probar que cada grupo localmente compacto abeliano G es amena-
ble. Para ello:
(i) El conjunto M(G) de conjunto de promedios de G es w*-compacto
y convexo (v. (2.4.3)).
(ii) Dados ¢ € Gy ¢ € L>®(G) se tiene é, x ¢ € L>*(G), con
dg ¥ ¢ =41 ¢. Queda inducido ademas T, € B(L*(G)*) tal que
Ty(n)(¢) = (dg * ¢,n) para cada n, ¢. Probar que {T},}4ec es grupo
abeliano de operadores acotados y Ty(M(G)) € M(G) para cada
g €aqG.
(ili) Existe m € M(G) tal que Ty(m) = m si g € G. Luego m sera
promedio invariante de G y G devendra amenable. Para ello:
(a) Fijados g € G y n € Ny sea ngn) = H%HZ;L:OT} Sip € M(G)

se tiene {7\ (p) nen, € M(G).

(b) Por la compacidad de M(G) existen ¢ € M(G) y alguna subsu-
cesion (ng)x tal que ¢ = w*-limy_ o0 Tg(n’“)(p).

(c) Dado k € N probar que

T,(15"™ () = T, (0) + 5 (15 (p) — .
(d) Sea A : L*(G)* — C forma lineal w*-continua. Mostrar que
Alq) = A(Ty(q)).
(e) Concluir que T4(q) = gq.
(f) Entonces cada T, posee algin punto fijo. Se probara que hay
algin punto fijo comin a todo g € G. Dado F' € Pf(G) sea
Mp={pe M(G):Ty(p) =psige F}.
La familia § = {MF}FE’]jf(G) consta de subconjuntos w*-cerrados
de M(G). Probar que NF tiene la propiedad de interseccién finita,
por lo que NF # 0.
Sea # : A — B homomorfismo acotado de dlgebras de Banach con
rango denso. Si A es amenable entonces B es amenable.
Toda C*-dlgebra compleja abeliana A es amenable. Para ello:
(i) Suponer primero que A es unitaria y considerar
G = {exp(if): f € C(c(A)) e im(f) C R}.
Entonces G es subgrupo de Inv(C(c(A)).
(ii) Sea 0 : I1(G) — C(o(A)) tal que 0(dy) = g si g € G y aplicar
(2.11.22).
(iii) En el caso general aplicar (2.4.17).
Si un complejo € es admisible entonces K () es admisible.
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(i) Sea G un grupo localmente compacto separado y p € [1,00). Sea
A, M(G) — B(LP(G)) tal que Ap(p)(f) = p= f para f € LP(G) y
i € M(G). Probar que A, es una representacién acotada de M(G)
en LP(QG).

(ii) Indiquemos PM,,(G) = A,(G)~"°" al espacio de p-pseudomedidas
de G. Probar que PM,(G) es cerrado y ademds w*-cerrado via el
isomorfismo B(L?(G)) ~ (LP(G)®LY(G))*, con p~t + ¢~ = 1.

(iii) Probar que PM,(G) es subdlgebra compleja de B(LP(G)), en
definitiva, una subdlgebra de Banach.

(iv) Probar que A, es (w*,w*)-continuo.

(v) Usando (2.10.14.1)(i) concluir que im(A,) € PM,(G).
Conl<p,qg<ooyp '+q¢g ! =1se considera el dlgebra de Figa-
Talamanca-Herz A,(G). En particular, A2(G) es la llamada dlgebra
de Fourier de G [51]. A,(G) consta de elementos ¢ € Co(G) del
tipo ¢ = > 07 fn * gn, con {fn} C LP(G), {gn} C LIY(G) y ademads
Soo2 i S llpll gn |lg< 0o. Con las operaciones naturales y la norma

I ¢ HA,,(G): fﬂf{foﬂ | fr ||pH dn Hq: ¢= 22021 Jn*Gn}

se obtiene un algebra de Banach [77]. Evidentemente, A,(G) es iso-
morfo a un cociente de L?(G)®LI(G).
(i) Dados z € LY(@), f € LP(G), g € LY(G) es
(ii) Queda inducida una aplicacién lineal compleja

Fy(Ag(@)) : Ay(G) = €,

FoA(@)(©) = S (@, fu + )

n=1

si ¢ =Y 72 fn * Gn, estd bien definida y F,,(Ay(z)) € Ap(G)*.
Hay un isomorfismo de espacios de Banach F), : PM,(G) — A,(G)*
tal que Fy(T)(C) = S22 (s T(gn) 51 C = S22 fo* g (ck. [133],
Th. A.3.6).
(iii) Por (2.8.2) PM,(G) es dlgebra de Banach dual.



Capitulo 3

ANEXO 1: Grupos

3.1. Grupos, semigrupos, subgrupos. Grupo opuesto.

1. Llamamos semigrupo a todo par (.S, *), formado por un conjunto no
vacio S y una aplicacion binaria entre elementos de S, de modo que
si x,y € S estd definido de manera tUnica x xy € S. Ademas, esta
aplicacién es asociativa, o sea (zr *y) * z = = * (y * z) cualesquiera
sean x,1,z € S.

2. Sean (S, *) semigrupo, u € S. Decimos que u es unidad a izquierda
(resp. unidad a derecha) si ux = x (resp. xu = z) si z € S. Se dice
que u es unidad de S si lo es tanto a derecha como a izquierda. Es
facil ver que, en caso de tener S alguna unidad, la misma es tnica.

3. Sean (S, *) un semigrupo con unidad v y z € S. Decimos que z es
inversible a izquierda (resp. inversible a derecha) si existe y € S tal
que y *xx = u (resp. T *y = u).

Se dice que x es inversible si lo es tanto a derecha como a izquierda.

De ser asi, sean y, z € S tales que y * x = x * z = u. Entonces
y=yxu=y*x(x*x2)=(y*xx)xz=ux*xz =2z

Podemos indicar, sin lugar a confusién, z=! al tnico elemento de S

que es inverso tanto a derecha como a izquierda de x.

4. Llamamos grupo a todo semigrupo (G,x*) unitario en el que todo
elemento es inversible.

5. Sea (G, *) un grupo. Un subconjunto S de G se denomina subgrupo
de G si contiene a la unidad de G y (S, ) es grupo. En ese caso
escribimos S < G.

6. (a) La clase S(G) de subgrupos de G est4 parcialmente ordenada
por la relacién de inclusién, o sea si S, T € S(G) hacemos S < T si
ysolosi S CT.

(b) Evidentemente, si e € G es la unidad de G, {e} < S < G para
cada S € §(G).

(c) Si{Sitier € S(G), Nicr Si € S(G) y Nier Si = mf{S;:i eI}, 0
sea [V;e; Si < Sj para cada j € Iy (;c; Si contiene a todo subgrupo
TdeGtalque T < S;siiel.

(d) Asimismo, existe S € S(G) tal que S; < S paracadai € Iy S
estéd contenido en cada subgrupo U de G tal que S; C U sii € I. En
efecto, sea U el conjunto de elementos x = x;, *... ¥ x;, en GG, donde

L Abusamos de la notacién identificando G con (G, *)

133
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n€Nyiy,..,ip € [,z;; € S;;,1 < j < n. Es facil ver que U reune las
condiciones necesarias. Indicamos U = sup{S, : i € I'}.
Por (a), (b), (¢) y (d), (S(G), <) es un reticulo completo.

. Sean G grupo, S un subconjunto no vacio de G. Hay un subgrupo

de G, que indicamos (S) y llamado subgrupo generado por S, el que
es minimo respecto de la inclusién y contiene a S. Precisamente,

(S) = N{H € S(G): § C H.

. Dado un grupo (G, %), se llama grupo opuesto (G, *.p) al que re-

sz A .
sulta con la operacién x *,, y =y *xx si x,y € G.

Grupos abelianos. Generadores. Centro y orden de un
grupo y de un elemento. Grupos ciclicos.

. Un grupo (G,x) se dice abeliano o conmutativo si x xy = y * x

cualesquiera sean z,y € G.

. Dado un grupo (G, *) introducimos el centro de G mediante

Z(G)={zeG:zxy=y*xxsixz e G}
Claramente se trata de un subgrupo abeliano de G (V. Ej. §3.12(1)).

. Si G es un grupo, se llama generador de G a todo subconjunto & de

G tal que todo elemento x € G es representable como =z = H?:l x;-nj ,

donde n € N, {z1,...,2,} C &y {my,...,m,} C Z. En particular, G
se dice grupo ciclico si admite algiin conjunto generador con un solo
elemento.

Escribiremos | G |2 card (G), llamado orden de G.

. Dado z € G escribimos ord(z) =| (z) |. Notar que

ord(z) = min{n € N: 2" = e}.

3.3. Homomorfismos de grupos

. Sean (G, ), (H,o) grupos y h : G — H una funcién. Decimos que

h es un homomorfismo(o un morfismo) entre G y H si para cuales-
quiera z,y € G resulta h(z xy) = h(z) o h(y).

. Indicamos Hom(G; H) al conjunto de homomorfismos de G en H.

En particular, si G = H entonces Hom(G; G) es semigrupo idéntico
con la composicion.

. Si eq, ey son las respectivas unidades de G y H y h es un homomor-

fismo tenemos

h(ec) = h(eg * ec) = h(eg) o h(ea),

e inferimos que h(eg) = eq.

. Sea h un morfismo de G en H.

Indicamos Ker(h) = {z € G : h(z) = ex} al nicleo de h.
Asimismo sea Im(h) = {h(x) : x € G} la imdgen de h.
Evidentemente Ker(h) < G e Im(h) < H.
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5. Un morfismo h : G — H es monomorfismo si Ker(h) = {eg} y es
epimorfismo si Im(h) = H. Es facil ver que todo monomorfismo es
inyectivo y todo epimorfismo es suryectivo. Se llama isomorfismo a
todo morfismo biyectivo. Todo isomorfismo es biyectivo y su inversa
es un morfismo. Indicamos Aut(G) al conjunto de isomorfismos de
G en G, o automorfismos .

6. Si h : G — H es isomorfismo de grupos decimos que G y H son
grupos isomorfos, lo que indicamos mediante G ~ H.

7. Si G, H son grupos indicamos Hom(G, H) a la clase de morfismos
de grupos de G en H.

8. Si G es grupo ciclico existe n € Z tal que G = Z,.

3.4. Productos directos, subgrupos normales y cocientes.

1. Dada {G;}icr una familia de grupos sea G = [[;c; Gi el producto
cartesiano de la misma, o sea el conjunto de elementos x = {x;}icr
de modo que z; € G; para cada ¢ € I. Dados z,y € G hacemos
x -y = {z;y;}, donde x;y; denota en G; el producto de los elementos
x; e y; para cada i. Asi G es un grupo, denominado el producto
directo de la familia de grupos dada.

2. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es sub-
grupo normal de G, en cuyo caso escribimos H < G, si tHx™' = H
cualquiera sea = € G.

3. Sea GG grupo, H un subgrupo de G. Indicamos

Ng(H)={r € G:zHx ' = H}.

Claramente se trata de un subgrupo de G, llamado subgrupo norma-
lizador de H en G .

4. Sean G grupo y H subgrupo normal de G. Elementos z,y € G
se dirdan H-equivalentes mddulo, y escribiremos = ~ y mod(H), si
r7ly € H. La relacién ~ es relacion de equivalencia, de modo que
queda definido el espacio cociente, que indicamos G/ H, de las corres-
pondientes clases de equivalencia. Sea m : G — G/H la proyeccién
al cociente, o sea

m(x)={yeG:x~ymod(H)} =zH.

Introduciremos en G/H un producto que defina una estructura de
grupo, a saber: sean a,b € G/H, digamos a = w(z),b = w(y). De-
finimos a *x b = w(xy). Ciertamente a x b € G/H, pero debemos ver
que es independiente de la eleccién de x e y. En efecto, supongamos
que a = 7(z') y b =m(y"). Como & ~ 2’ mod(H) y y ~ 3/ mod(H)
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existen z, 2’ € H tales que z = 2’2 e y = yy'2’. Entonces

de donde z'y’ ~ xy mod(H) pues H es normal. Asi el producto * estd
bien definido y es facil ver que (G/H,*) es grupoy 7 : G — G/H
es morfismo de grupos.

En particular, como para z € G es tH = (vHz ')z = Hz el co-
ciente G/H es el mismo respecto a la relacién x ~q y H si y solo si
vy ' e H.

. (i) Si N <G, hay una correspondencia biyectiva entre S(G/N) y la

familia Sy (G) ={H € S(G) : N C H}.

Precisamente, basta hacer F : S(G/N) — Sy(G), F(X) = 77 1(%),
donde 7 : G — G/H es la proyeccién al cociente. Es ficil ver que F
es biyectiva y F~1(H) = 7(H) si H € Sy(G). Podemos escribir, de
manera precisa, 7(H) = H/N para cada H € Sy(G).

(ii) Ademas T < S en Sy(G) sii T/N < S/N en S(G/N) y entonces
[S:T)=[S/N,T/N] (v. §3.6(3)).

(iii) Por otra parte, T'<< S en Sy(G) sii T/N < S/N en S(G/N),
S/N

resultando entonces S/T ~ /N’

. Sea G grupo abeliano finitamente generado. Existen tinicos 7, s € Ny

y (si s > 0) enteros ny,...,ns € Z>y tales que nj | njp1si1 <j<s
v G~ L7 X Ly, X oo X L. (cf. [129], Th. 10.20).

3.5. Teoremas de isomorfismo

. Sean G, H grupos, f : G — H un morfismo. Entonces Ker(f) <Gy

G/Ker(h) =~ Im(f).
» SiyeKer(f)yxeQG,
flayz™) = f(@)f () f(@™") = f(@)enf(x) ™" =en,

o sea zKer(f)z~! C Ker(f). Asimismo z~'Ker(f)z C Ker(f), de
donde Ker(f) C zKer(f)x™!, i.e. Ker(f) = zKer(f)x~!. Definimos
ahora

F:G/Ker(f) = Im(f), F(zKer(f)) = f(z).
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Si wKer(f) = yKer(f) resulta f(z~'y) = ey, o sea f(z) = f(y) y F
estd bien definida. Ademas
F(aKer(f)yKer(f)) = F((zy)Ker(f))
= f(zy)
= f(x)f(y)
= F(xzKer(f))F(yKer(f))

y F' es morfismo de grupos. Es inmediato que se trata de un isomor-
fismo.

. Sea, G grupo, S, N € §(G), N <G. Se tiene entonces

NS =SN =sup{N,S}, NISN,SNNIS
sN s
YN T SaN
» Dados s,s’ € S,n,n’ € N, por ser el producto asociativo, resulta
(ns)(n's') = [n(sn's™1)](ss").
Siendo N normal VS es semigrupo. Andlogamente también lo es SN.
Como sn = (sns~!)s sigue que SN C NS. Asimismo NS C SN, o
sea SN = NS. Luego (ns)"! =s"n"t e NS.
Como S y N son subgrupos de SN entonces sup{S, N} < SN.
Ademds SN < sup{S, N} porque Sy N son subgrupos de sup{S, N}.
Evidentemente N I<SN y SNN <S.
S
Sea f : NS — AN f(ns) = m(s), donde w : S —
proyeccion al cociente. Si ns = n's’ serd
sl = s tn/~Ins € SN N,
o sea m(s) = w(s') y f estd bien definida.
Por (3.5.1),
f((ns)(n's)) = m(ss') = w(s)m(s') = f(ns)f(n's'),
asi f es morfismo claramente suryectivo. Puesto que Ker(f) = SNN
la tesis sigue por el Teo. 1.

5 es la
SNN

. Sean GG un grupo y H, K subgrupos de G tales que H < K < G.

Entonces hay un isomorfismo de grupos — ~ ——.

» Vemos que K/H < G/H porque K <G. Sipy : G - G/H y
px : G — G/K son las correspondientes proyecciones al cociente
definimos
9:G/H — G/K, g(pu(z)) = px(z).

Si pr(z) = pu(y), = 'y € H. Luego x~'y € K y px(x) = px(y), o
sea g estd bien definida y define claramente un morfismo de grupos.
Como pg es suryectiva sigue que g es suryectiva. Ademds, como py
es suryectiva, vemos que g(pu(z)) = Og/i siy solo si k € K, i.e. si

pu(z) € K/H (v. §3.4.(5)).
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3.6. Teorema de Lagrange

1. Sean G grupo, H < G. Via la relacién de equivalencia z ~ y mod(H)

sii 271y € H sabemos que G puede representarse como unién dis-
junta de conjuntos del tipo xH, o de coclases a izquierda de H en G.
Anéloga situacién se da con coclases a derecha de H en G. Hagamos

LH,G)={2H :2€ G}y R(H,G) ={Hy :y € G}.

. Veamos que hay una biyeccién ¢ : L(H,G) — R(H,G). Para ello,

sea ¢(zH) = Hr~'. Si fuera vH = yH, dado h € H existird k € H
tal que

ha™t = (zh™1) 7! = (yk) P = kTly T € Hy T,
o sea Hx~' C Hy~'. Anilogamente, reemplazando z por y sigue la
otra inclusion, i.e. Hx~' = Hy~!. Luego ¢ estd bien definida.
Asimismo, si Hz~' = Hy ! entonces vH = yH, o sea ¢ es inyectiva.
Es evidente que ¢ es suryectiva. (V. Ej. §3.12(2)).

. En las condiciones anteriores, indicamos [G : H] el indice de H en

G, mediante [H : G] = card (L(H,Q)).

. [101] Si G es grupo de orden finito y H es subgrupo de G entonces

|G |=| H|[G: H].

» Dado x € G la aplicacién L, : G — G tal que L,(y) = xysiy e G
es biyectiva, pues G es un grupo. Luego card(zH) = card(H). El
resultado es ahora inmediato.

. Si G es grupo finito, el orden de cada elemento de GG divide al orden

de G (V. Ej. §3.12(1)).

3.7. Acciones y representaciones de grupos

. Sean (G,*) un grupo, X un conjunto no vacio. Decimos que una

aplicacién o : G x X — X es una accion a izquierda de G en X si
a(lg,xz) =z y a(a,n(b,z)) = a(ab, x) cualesquiera sean a,b € Gy
x € X. Si escribimos a(a, z) = ax para cada a, r y entonces lgx = x
y (axb)x = a(bx) para cada a, b, x.

Asimismo, se llama accion a derecha de G en X a toda accién a
izquierda de G°? en X. Mientras no se especifique lo contrario, su-
pondremos que las acciones que consideremos seran a izquierda (V.
Ej. §3.12(3.12.3)).

. Se llama accion trivial a aquella para la que axz = x cualesquiera

scana € Gyx e X.

. Si G es grupo se llama G-grupo a todo conjunto X sobre el que hay

definida una acciéon de G.

. Sea F'(X) el conjunto de funciones de X en X. Entonces (F(X),0) es

un semigrupo unitario, donde o es la operacion usual de composicién
de funciones. La accién a izquierda « induce una funcién

Po G — F(X), pala)(z) = ala,z) sia € G,z € X.
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Notamos que po (1) = Id F(X) Y Pa €s homomorfismo de semigrupos.
Decimos por ello que p, es una representacion de G en X.
Reciprocamente, si r es una representacién de GG en un conjunto X,
haciendo

ar G x X = X, ap(a,x) =r(a)(x) para cada a, z,

queda definida una accién a izquierda de G en X. Es facil ver que
Qp, = QY pa, = 7, de modo que hay una identificacién entre acciones
de un grupo sobre un conjunto dado y representaciones del grupo
sobre dicho conjunto.

. Con la notacién anterior, observamos que po(G) C U(F(X)) cual-
1

1

quiera sea la accién de G en X, y po(a)™ = pola™) para todo

a€G.

. Si G actia sobre X y x € X escribiremos

O, ={ar:a€G}, B, ={a€G:ax =z},

la drbita v el estabilizador de x respectivamente.
Fijados a,b € Gy « € X vemos que

b€ Eyp < blar) = ar & (a tba)r = v < a tba € E,,

osea E,p = aFya 1.
Decimos que la accién es transitiva si existe © € X tal que X = O,.

. La accion es fiel si verifica alguna de las siguientes condiciones equi-

valentes: (i) La representacién asociada es inyectiva. (ii) Si a,b € G
y ax = bx si x € X resulta a = b. (iii) Nzex Er = {1¢}-

. La accién es libre si B, = {1g} cualquiera sea z € X.
. Sean X,Y dos G-grupos. Una funcién f : X — Y se dice morfismo

de G-grupos si dados a € Gy z € X se tiene f(ax) = af(z).
El mismo se dice monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de G-
grupos si es morfismo de G-grupos inyectivo, suryectivo o biyectivo
respectivamente.

Sea X un G-grupo, x € X. Hay entonces un isomorfismo de G-
grupos O, ~ G/E,, de modo que si G es grupo de orden finito
| O, |=| G : Ey; |.

Precisamente, es claro que O, es G-grupo.

Por otra parte, sea v : G — G/E, la proyeccién al cociente. Si
a,b € G sea av(b) £ v(ab). Si fuera v(b;) = v(bhs), puesto que
(aby)~Y(aby) = by 'by € E,, tenemos v(aby) = v(abs). Sigue ensegui-
da que G/E, es G-grupo.

Hagamos f : G/E, — O, tal que f(v(a)) £ az. Si v(a1) = v(az),
como al_lag € E,, a1z = asx. Luego f estd bien definida. Como

flav(b)) = f(v(ab)) = (ab)x = a(bx) = af(v(b))

es f morfismo de G-grupos, y es simple ver que es biyectivo.
Sean X un G-grupo,

Ex(G) & {r € X : ax = x para todo a € G}
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(3.7.1)

(3.7.2)

13.

(3.7.3)

(3.8.1)

. Sea G un grupo, ad, : G — G, ady(z) = axa™

3. ANEXO 1: GRUPOS

el conjunto de puntos fijos por la accién de G en X. Entonces Ex
contiene a los puntos cuyas Orbitas constan de un solo punto. Si la
accion es no trivial y X es finito existird n € N tnico, elementos
x1, ...,y € X distintos y subgrupos 51, ..., S, de G tales que

X = UIEEx{x} UU?:IOM y
| X | =l Ex(G) | +)_[G: Si].

i=1

Asi (3.7.1) indica la particién de X mediante 6rbitas disjuntas y
(3.7.2) es la llamada ecuacidn de clases.

(cf. [19]) Sea X un G-grupo finito , o sea tanto X como G son finitos.
(i) Si N es el numero de G-orbitas resulta

1
N:TZ|FQ|)
|Gl

donde Fy £ {x € X : gz = z}.

En efecto, cada x € X es contado | E, | veces en la suma de (3.7.3).
Si ademas Oy = Oy, resulta | E, |=| E, |.

Asi, en cada orbita, la suma en (3.7.3) aporta | E, || O, |=| G |.
Como X es la unién disjunta de todas las G-orbitas sigue (3.7.3).
(ii) Si X es G-grupo finito transitivo y | X |> 1 existe g € G sin
puntos fijos.

Precisamente, | G' [= 3 | Fy | pues la accién se supone transitiva
y F(1g) > 1 pues | X |> 1. Esta condicién indica que X es un G-
grupo no trivial.

Si fuera | F, |> 1 para cada g € G,

|G’:ZQGG|FQ|>Zg€G1:|G|7

lo que es obviamente absurdo.

3.8. Automorfismos interiores

L'si z € G. Entonces

ad : G — Aut(G) es morfismo de grupos y ker(ad) = Z(G). Escri-
biremos Inn(G) = Im(ad), y llamaremos automorfismos interiores a
sus elementos.

. Notamos que Eg(Inn(G)) = Z(G) la ecuacién de clases (3.7.2) toma

la forma

n

|G =1 Z(G) [ +)[G : {z)]

i=1
para ciertos subgrupos 1, ...,x, € G de G, con
{z;}¢=E;, ={a€G:ax;=xa}sil<i<n.
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3.9. Teorema de Cauchy

[A. Cauchy; [22]; [30], Lema 1.7.16; [129], Th. 4.2] Si G es grupo finito,
p € Nees primo y | G | es multiplo de p entonces G contiene algin elemento
de orden p.
» (1) Supongamos en principio que G es abeliano.
(1)(i) Sea | G |=p"m, conr € Ny (m:p) =1. Dado z € G cuyo orden es
multiplo de p es facil ver que z!*/? tiene orden p.
(1) (ii) Sea y € G — {e} cuyo orden sea coprimo con p. Por el teorema de
Lagrange m debe ser miltiplo de | (y) |.

(1)(iii) Ademds, siendo G abeliano (y) <Gy | |= p’“ﬂ.
o (y) [ () |

(1)(iv) Como )] < m, inductivamente podemos suponer que existe un
Y

elemento £ € — de orden p.

{v) .
(1)(v) Sean 7 : G — W la proyeccién al cociente y z € G tal que 7(z) = &.
(1)(vi) Luego &#l = lg/) v | 2 | debe ser miltiplo de p. Podemos concluir
entonces que habra en G algin elemento de orden p.
(2) Consideremos el caso general. Claramente el resultado vale si m = 1. Por
induccién, podemos asumir el resultado cierto para grupos finitos de orden
menor que el de G, y que G es no abeliano.
(2)(i) En (3.8.1), [G: E;,] =| Oy, |>1,0sea | Ey, |<|G|sil<i<n.Si
el orden de algin subgrupo E,, es divisible por p sigue la tesis por hipdtesis
inductiva.
(2)(ii) Para cada i podemos suponer p{| E,. |, 0 p | [G : E,] pues

| G |: [G : Exz] ’ E, |7

pl|| G|y p es primo.
(2)(iii) Por (3.8.1) sigue que p || Z(G) | e inferimos la tesis.

3.10. Teoremas de Sylow

1. Dado un primo p € N, se llama p-grupo a todo grupo en el que el
orden de cada elemento es una potencia de p (V. Ejs. §3.12.1, §3.12.2,
§3.12.3, §3.12.5).

2. Del teorema de Cauchy sigue enseguida que un grupo finito G es
p-grupo si y solo si su orden es potencia de p.

3. Sean G grupo finito y p primo. Indicamos | G |, a la méxima potencia
de p que divide a | G |. Se llama p-subgrupo de Sylow a todo subgrupo
de G de orden | G |,. Indicaremos Syl,(G) a la clase de p-subgrupos
de Sylow de G.

4. (cf. [142]; [5], p. 19) Sea G grupo finito, p € N primo. Entonces:
(1) SyL,(G) # 0 (cf. [30], Teorema 1.7.18).

(2) G actia transitivamente sobre Syl,(G) por conjugacion (cf. [30],
Teorema 1.7.19).
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|G|

(3) [ Syl,(G) |= [G : Ng(P)] = 1 mod py | Syl,(G) | | al,

cualquiera sea P € Syl,(G).
» (1)(i) Sea | G |=p"m,conr,m € Ny (p: m) = 1. Debemos probar
la existencia en G de un subgrupo de orden p". Haremos para ello
induccion en el orden de G.
(1) (ii) Evidentemente podemos suponer G no trivial.
(1) (iii) Sip| | Z(G) | por el teorema de Cauchy existe x € Z(QG)
elemento de orden p. Evidentemente (z) <Gy | G/(z) |= p"~1m. Por
hipétesis inductiva, podemos suponer la existencia de un subgrupo
S* en G/(x) de orden p"~1. Si m : G — G/(x) es la proyeccién al
cociente, S = m~1(S*) es subgrupo de G y
rl e S 19T _ 5]

= R Ty
a S es subgrupo de G de orden p".
iv) Si p 1 | Z(G) |, por (3.8.1) existirda y ¢ Z(G) tal que

| Ey |<| G |. Por hip6tesis inductiva podemos inferir que E,, y por
lo tanto G, contiene un subgrupo de orden p".

(2)(i) Fijemos S,T € Syl,(G) y consideremos X = {xS: z € G} co-
mo T-grupo mediante la accién y - xS = (yx)S,cony € Ty x € G.
Por la ecuacién de clases | X |=| Ex(T) | mod p.

(2)(ii) Como | X |=[G': S]y S € SyL,(G), pt | X |.

(2)(iii) Luego existe xS € Ex(T), o sea yxS = xS cualquiera sea
y €T, obien x7'yzS =SsiyeT.

(2)(iv) Luego =Tz C S, e inferimos que T' = xSz 1.

(3)(i) Sea S un p-subgrupo de Sylow de G'y consideremos Syl,(G) en
cuanto S-grupo por conjugaciéon. Por la ecuacion de clases tenemos
’ Sylp(G) ‘E‘ ESylp(G) (S) ’ mOd(p)'

(3)(ii) Pero cualquier p-subgrupo de Sylow T invariante por con-
jugacién bajo S es necesariamente S. Precisamente, si sTs™! = T
cualquiera sea s € S, i.e. si S C Ng(7T), entonces T'S < G. Para ello,
sis,81,89 € Syt t,ta €T resulta

(t1s1)(t2s2) = [t1(s1t257 )] [s152),
(ts)™! = (st ls)s 7L
Mas aun, T <T'S pues en todo caso
(t1s1)ta(tis1) ™" = ti(sitasy Dt € T.

T
(3)(iii) Ademas es inmediato que SNT' <.S. Luego 1:7:| |S1;’|T por

el tercer teorema de isomorfismo, de donde | T'S |= y ST

SNT|
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es p-subgrupo de G.
Por otra parte, S < ST > T y concluimos que S =T = ST.
(3)(iv) Sigue que | Syl,(G) |= 1 mod p.
(3)(v) Como ademés Syl,(G) es G-transitivo resulta
|G|

| SyL(G) |=[G : Eq(S)] =[G : Na(9)] NaS) |
Como S C N¢(S), | G |p|| Na(S) |, digamos | Ng(S) |=c | S| para
cierto ¢ € N. Entonces

|G |G
1 = —
|Syp(G)| C’S| C‘G|p’
o bien ||g” = ¢ | Syl,(G) | y tenemos la tesis.
P

3.11. Grupos abelianos finitos.
Teoremas de Gauss y de Schering - Kronecker

1. Dado p-primo, llamamos p-primario a todo p-grupo abeliano finito.
2. [58] Cada grupo abeliano finito es suma directa de grupos p-primarios.
Para ello, sea | G |= n y observemos:
(i) Podemos suponer n = [[7_, p*, con s,m1,...,ms € N, p1, ..., ps
primos distintos.
(ii) Dado p-primo indiquemos
Gp={r € G:3l € N/plz = 0}.
Claramente G-es p-subgrupo de G.
(iii) Haciendo n; = n/p™i, 1 < i < s, hay a,...,as € Z tales que
1= Z?:l ;M.
(iv) Luego z = >/ jainz siz € Gy ayniz € Gp, si 1 <i < s, 0
sea G =Y Gp,.
(v) Seay € Gpj N (Uie{l,“_,s},{j}GpQ, digamos y = Zie{l,...,s}f{j} Yis
j € {1,...,s} fijo. Para cada i sea l; € N tal que piiyi = 0y sea
li l;
= Hi€{17...’s}7{j} p;'- Sea l; € N tal que p/y = 0.
Hay enteros a, b tales que 1 = apéj + bu. Luego

y= ap?y +0u Y e, sy—(jy Yi = O
y G =&,Gp,

3. Dado n € N, un subconjunto {1, ...,z,} de elementos no nulos de
un grupo abeliano G se dice independiente si dados my,...,m, € Z
tales que Z?:l mjx; = 0 entonces mjx; = 0 para cada j.

4. Si G es grupo abeliano, n € Ny C = {z1,...,z,} es subconjunto de
G, C es independiente si y solo si

(1,0 Tn) = S (T4).

5. Sean p-primo, n € Ny {z1, ..., z,} subconjunto independiente de un

grupo p-primario G.
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(i) Dados z1, ..., 2, € G tales que pz; = x; si 1 < i < n, el conjunto
{z1, ..., zn} es independiente.

En efecto, sean my, ..., m,, € Z rales que > " ; m;z; = 0.

Luego Z?:l m;x; = 0y debe ser mix1 = ... = mpx, = 0.

Por lo tanto ord(z;) | m; si 1 <i <n.

Como G es p-grupo, cada m; es multiplo de p. Tenemos

0= Z?:l miz; = Z?:l %pzi = Z?:l %:Ui,
dedondeO:%xi:mizizosi1§z’§n.
(ii) Dados ki, ..., k, enteros tales que kjx; # 0si 1 < ¢ < n, el
conjunto {kix1, ..., k,x,} es claramente independiente.

. Todo grupo abeliano finito es suma directa de grupos ciclicos prima-

rios.

. (ct. [99], [136]) Todo grupo abeliano finito G es suma directa de

subgrupos primarios ciclicos.
» (i) Por §3.11.2 podemos suponer que G es grupo p-primario, para
cierto primo p.
(ii) Sea n € N tal que p"G = (0g). Haremos induccién en n.
(iii) Supongamos pG = (0¢).
Entonces G deviene Zy-espacio vectorial y por ello hay alguna base
{z1,...,z,} de G. Puesto que se trata de un conjunto de generadores
y por §3.11.4 es

G = (x1,....,xp) = B]_ (xj).
(iv) Asumamos que p"t'G = (0g) y hagamos H = pG. Entonces H
es grupo p-primario y p"H = (0f). Inductivamente podemos escri-
bir H = &3_,(y;) para ciertos s € N e yy,...,ys € H.
(v) Dado 1 < j < s sea z; € G tal que y; = pz;.
Por §3.11.5 {21, ..., 25} es independiente. Sea L = &;_;(z;).

(vi) Sil < j < s notamos que ord(y;)z; tiene orden py {ord(y;)z;}i<j<s
es subconjunto linealmente independiente del Z,, - espacio vectorial
Glp) £ {w € G : pw = 0¢}.

(vii) Extendamos el conjunto anterior a una base de G[p|, digamos

{ford(y1)z1, ..., ord(ys) zs, w1, ... we
Escribamos K = @&} _; (wy).
(viii) Dado = € G tenemos pr € H, digamos px = ijl a;y; para
ciertos enteros aq, ..., as. Asi
pT =375 a5y = DY 0%
yx— ijl a;jzj € G[p|. Luego hay tnicos escalares b1, ..., bs, c1, ..., ¢t
tales que

x =Yy ajzi = > 5 bjord(y;)z; + S CRW,
oseaG=L+ K.
(ix) Sea v € LN K, digamos v = >%_, d;jz; = S erWg.
Luego
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O =pv =5, d;y;
y ord(y;) | d; porque cada djy; = Og. Sea dj =ord(y;)d;, 1 < j <s.
Asi
— Zj’:l 5jord(yj)zj + ZZ:l erwy = 0g
e inferimos que v =0g, 0sea G =L & K.

3.12. Ejemplos

3.12.1. Grupos de permutaciones.

1. (i) Sean n € Ny P, = {r: {1,...,n} — {1,...,n} biyectiva}. Con
la composicién, P,, deviene grupo, el grupo de permutaciones de n
elementos.

(ii) Notar que es no abeliano si n > 2 y card(P,) = nl.
(iii) Si o € Py, indicamos

< 1 2 .. n)

o= ,

o1 03 ... Oy

de modo que o(i) = 0; si 1 <1i < n. Por ejemplo, con n =5, sea

12345
(3.12.1) a_<3 = 5 4 1).

También se puede representar (3.12.1) en la forma o = (1, 3,2,5), lo
g g (o3 o2
que expresa que 1 -3 -2 =5 —1yo(4) =4.
- : N Lo(i) = To(j)
(iv) Sea © : P, —» {—1,1}, ©(0) = H1§i<j§n oz
i~ Tj
(v) P. €j., sea o una transposicion, digamos o = (k, h) para ciertos
1<k<h<mn,ie o(k)=h,o(h)=Fky por otra parte o(l) = [ si
le{l,..,n} —{k, h}. Evidentemente, O(c) = —1.
(vi) Toda permutacién es producto de transposiciones, pues si 7 € N
se tiene

(1,2,..,7) = (1,7)(1,r — 1)...(1, 2).

(vii) Notar que {—1,1} es grupo con la multiplicacién.
Dados o,7n € P, tenemos

O(oon) = Lon@) ~ TomG)  FnG@) ~ TnG)
1<icj<n  Tn() ~ Tn(5) T —Tj
\<hihen TRTTR o gilic, TiT
= 6(0)0(n).

Luego © define un morfismo de grupos.
(viii) Sea ¢ € P,, producto de k-transposiciones, con k € N. Enton-
ces O(o) = (—1)*. En consecuencia, el niimero k puede no ser tinico,
pero sera siempre par o siempre impar.
(ix) Se denota A,, = ker(©) al subgrupo de permutaciones pares de
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P,, o n—grupo alternado. Vemos que | A, |= n!/2. Las permutacio-
nes impares las constituye el conjunto P, — A,,.
(x) Si n € N> sea Dy, €l grupo dihedral de orden 2n, generado por
elementos s, t tales que s = t2 = ngn y tst = s~ L.

2. (V. §3.13(4)) Veamos que SP(34) ~ Ay.
(i) Puede verse que Ay consta de la identidad, tres elementos de
orden dos y ocho de orden tres. Precisamente:

Ag={(1),
(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3),
(1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4), (1,4,2), (1,4, 3), (2,4,3), (3,4,2)}.

(ii) Indiquemos s = (1,2)(3,4), t = (1,2, 3). Es facil ver que
(3.12.2) s =13 = (st)3 = (1).
y, en particular, st # ts. Entonces
Ay = (s,t)
= {1,s,1,12, st ts, st* tst, t*s, sts, tst?, st’s}.

(iii) Considerando un tetraedro regular de vértices a,b,c,d, cada
vértice fijo proyecta perpendicularmente en el baricentro de la cara
opuesta (i.e. el punto de interseccién de las medianas, coincidente con
el ortocentro o punto de intersecciéon de las alturas porque las caras
son tridngulos equildteros). Si se tratare del vértice a, hay rotaciones
de amplitud 7/3 0 27/3 que fijan a a e intercambian los vértices b, ¢, d
mediante b - ¢ —-d - bo b — d— c — b, respectivamente. Hay
ocho de tales rotaciones.

(iv) Por otra parte, cada punto medio de cada arista determina un
eje que pasa por el punto medio de la arista opuesta. Si se tratara del
eje determinado por los puntos medios de las aristas [a, c] y [b,d], la
rotacién de amplitud 7 respecto al mismo intercambiara los vértices
anncnaybmndnb.

(iv)(a) En efecto, consideremos el tetraedro regular centrado en el
origen con aristas de longitud uno. El mismo tiene vértices en

1 1 1
= 77_7707 b: 0777

1 1 2
= (5550 d=00 \/;).

1
iv)(b) Los puntos medios e = (0, ——,0 = (0
(iv)(b) Los 0550y f=(

las aristas [a, c] y [b, d] determinan la recta
L:e+t(f—e), (teR).

0),

1

1
PNV
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(iv)(c) Dado v € R3, el tinico plano perpendicular a L que contiene
aves

I, 2 {rcR3: (z —v,f—e) =0}

Ademss
_ <’U—€,f—€> o
In,NL= {e—l—w(f e)},
de modo que
dist(v, L) =[| v — e — w(f —e) .
| f—el?

(iv)(d) Observamos que ¢ € II, y b € II;. Como los planos son
convexos, [a,c] CIl, y [b,d] C . Asi LNII, = {e} y LNII; = {f},
por lo que una rotacién de amplitud 7 alrededor de L intercambia
los puntos a y ¢, y by d.

(v) Sea s : R? — R? tal que

s(v) = —v+2[e+ W(f —e)].
Entonces:
= —5(v) + 2[e + (s(v) _— / 5 2 (f—e)]
| f—ell
= —s(v) +2e+2(v—e, [~ €>HJ{—_:H2
:v_2[e+W(f—e)]weww—@f—e)m
=,

i.e. s> = Idgs pues v es arbitrario.
(vi) La rotacién

T+V3y —V3r+y .

t:R3 — R3, t(z,y,2) = ( 5 5 )

fija el vértice d y aplica

a i) b i> c i) d i) a.
(vii) Tenemos s,t € SP(X4) y se verifica (3.12.2). Por (ii) sigue la
afirmacion.

. Cada grupo G admite una inmersion en B(G), donde B(G) es el

grupo de biyecciones de G en (G, o sea existe un monomorfismo
7 : G — B(G). En particular, si | G |=n € N, G < P,,.

Este resultado se conoce como teorema de Cayley [23]. Para ello,
sea ™ : G — B(G), la transformada o representacion de Cayley de
modo que, para g € G, hacemos 7(g) : G — G tal que 7(g)(h) = gh
para cada h € G. Es facil ver que 7 estd bien definida y que es
monomosfismo de grupos.
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3.12.2. Grupos dihedral y cuaterniénico.
1. Sin € N3, D), denota el grupo dihedral de simetrias de un poligono

regular de n-vértices, lo que incluye rotaciones y simetrias. Tienen
orden 2n y son no abelianos.

. En particular,

Dy ={(1),(1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (13), (24) }.

. El grupo de cuaterniones

QS = {17i7j7 kv _]-7 _i> _j7 _k}
es dado por las relaciones 2 = j2 = k? = -1, ij = —ji = k,
ki = —ik = j, jk = —kj = i. Considerando (3.12,3), Qg se identifica

con su imégen por la transformada de Cayley, 0 sea
Qs ~ {(1),(1,4, =1, =i)(j, k, —j, —F)
(1, J, » =)@, =k, =i, k),
(1 , —k) (i, 4, =1, —j),
(L, =1, =) (5, =5) (k, —k),
(
(

-1
Sk, —1
(J,

1, —i,—-1,i)(j, =k, J,k),
1, —j, =1, j)(i, k, =i, —k),
(1,—k,—1,/€)(l,—j,—2,j)}.

Notamos que D4 contiene cinco elementos de orden dos, y Qg posee
solo uno, de modo que no son grupos isomorfos.

3.12.3. Grupo lineal.
1. Seann € N, gl(n, C) el grupo lineal de matrices cuadradas inversibles

de n-filas y n-columnas con coeficientes complejos. Con el producto
usual de matrices, gl(n, C) es un grupo. Si det(z) designa el determi-
nante de una matriz z entonces det: gl(n, C) — C* es homomorfismo
de grupos. Introducimos los grupos especial lineal y ortogonal, a sa-

ber:
sl(n,C) 2{z € gl(n,C) : det(2) = 1},
O(n,C) 2{z c gl(n,C): z'2 =1 1(717@)}7

donde Zf,j = Zji siz = (Zi,j)lgi,jgn-

Vemos que el grupo especial lineal es el ntcleo del determinante.

Ademss, 27! = 2! si z € O(n,C). Més atin, si 1 < r,s < n se tiene
Ops = (th)r,s = Z] 1 ;{JZJ s = Zglzl ZjrZjs = (2°,27),

donde 2z° y 2" son las r y s-esimas columnas de z consideradas como

vectores en C". Entonces {z!, ..., 2"} constituye una base ortonormal

de C™. Andlogamente, el conjunto de filas {z1, ..., z,} de z también

resulta base ortonormal.

Sea Q@ = {w e C":|| w |22 D20y | wj ]'/2 = 1} la esfera unitaria

de C". Podemos definir una accién de O(n,C) en Q escribiendo
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ZFW = (2?21 Zi,jWj)1<i<n
donde z € O(n,C) y w € Q.

Precisamente, notemos que

n n
lexwl3= 1> zjw

i=1 j=1
n n n

=D > Fgwiy %W
i=1 j=1 j=1
n

=Y D zjwiEEE
i=11<j k<n

n

= > Wik zFE
1<4,k<n i=1

= Y wwi(e, )
1<jk<n
n

=3 w2

= | wj |
=1

= 1.

Ademés
Lowm,cy *w = (3271 6ijwj)i<i<n = w
y dados z,y € O(n,C) resulta

n n
(zy) *w = (Z wj Ti kYk.j)1<i<n
j=1 k=1

n n
= O @ik Y Ykiwi)i<icn
k=1 j=1

n
= (Z ik (Y * W)k)1<i<n
k=1
=z (y*w).

2. Sean p € N primo y IF,, un cuerpo finito de p-elementos. Si n € Ny
veamos que | gl(n,p) |= H?;(]l (p™ — p'), donde gl(n, p) indica el con-
junto de matrices inversibles cuadradas n x n sobre [F),.

Podemos considerar cada matriz en este grupo como representante
de una base de (IF,)". Para la eleccién de la primer fila hay p" — 1
opciones. Fijada la misma, (p1,1,...,P1,n), la segunda no deberd ser
miiltiplo de ella, i.e. hay p™ — p elecciones posibles. Asimismo, cons-
trufdas i-filas la siguiente debe ser distinta a Z;Zl ¢i(pj, s Djm)s
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i.e. es elegible entre p™ — p’ alternativas. La afirmacién sigue clara-
mente.

Como el determinante es epimorfismo y su ntcleo es sl(n, p), el grupo
especial lineal n x n sobre I, vemos que

n—1

(3.12.3) |sl(n,p) = (p— 1) [ @" —p
=0

i

).

3.12.4. Generadores de sl(2,p). Las matrices

=0 1) =00

son generadoras de sl(2, p).

Para ello, fijemos A € sl(2,p). Bastard ver que multiplicando a izquierda
A por un numero finito ciertas de potencias de S y T se obtiene la matriz
idéntica. Si az;1 = 0 entonces a1,1 # 0. Luego

(1 0\ fa1q ai2\ _ (bi1 bi2) &
TA_(l 1><0 a2,2>_(52,1 b2,2>_B

y b2;1 # 0. O sea podemos suponer a1 # 0. En todo caso, si n € N tenemos

no (1 n\ (b1 bi2)  [(bi1+mnb1  x
5B = (0 1) (62,1 b2,2> o ( ok ***)

Podemos seleccionar n de modo que by 1 + nba1 = 1, y con tal eleccién
hacemos S"B £ C. Ahora

T—¢c10 = 1 0 1 C1,2 _ 1 C1,2 — geie
caap—c21 1) \ca1 cop2 1 ’

y sigue enseguida la afirmacién.

3.12.5. Grupos, cocientes, indices.

1. Si G es grupo no abeliano entonces G/Z(G) no es ciclico. Sino, su-
pongamos G/Z(G) = (n(a)), donde 7 es la proyeccién al cociente
y a € G. Dados z,y € G sean r,s € Z tales que n(z) = 7(a)"
y 7(y) = m(a)®. Luego existen ci,co € Z(G) tales que x = a"c; e
y = a®co. En consecuencia

+ +

xy = a"cra’cy = a" Pcico = a"Pcacy = a’esa’cp = yz,
y siendo z,y cualesquiera G resulta abeliano en contradiccién con la
hipétesis.

2. (i) Sean G grupo, H, K subgrupos de G de indice finito. Veamos
que [G: KN H] < 0.
En efecto, sean n,m € Ny xg, ..., Tpn, Yo, ---, Ym €n G tales que

% = {on, ...,an}, % - {yOK7 7ymK}

Dado z € G quedan determinados tnicos x;,y; tales que
2(HNK) CzHNzK =a,HNy; K.
G 6.6
HnNnK H K’

Sea f :
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flea(HNK)) = (z;H,y; K) si 2(HNK) C x; HNy; K.
Bastard ver que esta funcién es inyectiva pues entonces
[G: HNK]<|G: H]G: K] < .
Para ello, sea
(i, y;K) = f(2(H N K)) = f(w(H N K))
para ciertos z,w € G, 0 < ¢ <
z = ."L‘ihl = yjk‘l Yy w = ZL‘ihQ
k1, ko € K. Entonces
2w =hithy = ki'ke € HN K,
osea z(HNK)=w(HNK).
(ii) Si H es subgrupo de indice finito de G entonces N £ NyegrHr ™t
es subgrupo normal de indice finito de G.
Para ello, evidentemente N es subgrupo normal de G. Si u,v € G,
Nu = Nuv sii vu™! € N, lo que equivale a 2~ lvu~'a € H para todo
x € G. En particular, u='v € H, i.e. uH = vH. Asi, la funcién
g:G/N — G/H, g(Nu) = uH esté bien definida y es inyectiva, de
donde sigue la afirmacién pues H tiene indice finito.

i < m. Podemos escribir

n, J
= o para ciertos hi,he € H,

0
Yj

3.12.6. Sobre p-grupos.

1. Sin,p € N, p es primo y G es grupo de orden p", hay subgrupos

normales S, tales que | Sy |= p* para 0 < k < n.

En efecto, haremos induccién en el orden del grupo.

Sin =1, G = Z, y solo tiene subgrupos triviales, evidentemente
ambos normales.

Supongamos n > 1 y el resultado cierto para grupos de orden p”,
cuando v < n. Por la ecuacién de clases (3.8.1), p | | Z(G) | v
por ello G contiene algiin elemento x € Z(G) — {1g}. Sea | z |=p",
para cierto 0 < r < n en N. Entonces (x) <Gy | G/{(z) |= p"".
Por hipétesis inductiva, hay subgrupos normales S} de G/(z), con
| S ="y 0<k<n-7.Si7:G— G/(z) es la proyeccién al
cociente y Si = W_I(S;;) entonces (z) < Sk, Sy I Gy

Sk B | Sk |

() = P
o sea | Sy |= p"T*. Obtenemos asf subgrupos normales S, tales que
(x) < Sy, de orden p¥, con r < v < n.

2. Sean G un p-grupo finito, {15} < H<G. Entonces HNZ(G) # {1¢}.
Sino, dado h # 1¢ en H existe g, € G tal que gph # hgp. Entonces,
si consideramos H en cuanto G-grupo por la accién de conjugacion,
| Op |> 1. Si X = {ghig™! : g € G,hy € H}, por la ecuacién de
clases resulta | X |= 1 mod p porque Eg(H) = {1g}. Pero X = H
porque H < G y H es un p-grupo, i.e. | X |=| H |= 0 mod p en
contradiccién con lo anterior.

p* =l S; =]

i
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3. Si G es p-grupo finito, H A G y | H |= p, entonces H < Z(G).

En efecto, por §3.12.2 existe h € H NZ(G), h # 1g. Como H tiene
orden p tenemos

(h) = H C HNZ(G) C Z(G).

4. Sean G-grupo finito, H < G un p-subgrupo. Entonces

[N(H) : H] =[G : H] mod p.

(i) Consideremos en £ = {xH : = € G} la accién natural a izquierda
de H.

(ii) Sabemos que | £ |= (G : H).

(iii) Si « € G tenemos

xH € Eg(L) < heH =xH sihe H
s lhvreHsihe H
@xENg(H).

Ahora (3.12.4) resulta de la ecuacién de clases.

. Sea G un p-grupo finito, H < G tal que | H |= p™ para cierto n € N.

Entonces hay un subgrupo K de G tal que H < K y | K |=p"*L.
(i) Como H < Gy H es p-grupo, p | [G: H].

(ii) Por (3.12.4), p| [Na(H) : H].

(iii) Como H < Ng(H), Nq(H)/H es grupo y, por el teorema de
Cauchy, contiene algtin subgrupo S de orden p.

(iv) Sea S = K/H, donde K € Sy(Ng(H)).

(v) Evidentemente H <K y | K |= p™*!.

3.12.7. Sobre subgrupos de Sylow.

1. Veamos que | Syly(As) |= 15.

Sabemos que | Syly(As) |= 1 mod 2 y que | Syly(As) || 15, pues
| As |= 60 =22 - 15.

Debe ser | Syly(As) |€ {1,3,5,15}.

Haciendo o = (1,2)(3,4), 8 = (1,3)(2,4) es {a, B) = {17, . B, aB},
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con aff = Ba = (1,4)(2,3), ™t = ay B~ = 3, y se tiene un 2-
subgrupo de Sylow de As. Evaluamos:

(1,2)(3,5){, B)(1,2)(3,5) = (14, (1,2)(4,5), (1,4)(2,5), (15)(24)),

£ 9,
(1,3)(2,5)81(1,3)(2,5) = {14,,(2,4)(3,5),(2,5)(4,3), (12)(45)}

(1,3)(4,5)52(1,3)(4,5) = {14, (1,4)(2,5), (1,5)(2,4), (23)(45)}
£ 837

(1,4)(2,3)53(1,4)(2,3) = {1A57 (1,4)(3,5),(1,3)(4,5), (15)(23)}

(1,4)(2,5)54(1,4)(2,5) = {14, (1,4)(2,3), (1,2)(3,4), (24)(35)}

Habiendo al menos seis elementos en la orbita de conjugaciéon de
(o, B) deducimos que hay quince 2-grupos de Sylow en As.

2. (i) Todo 2-subgrupo de Sylow de Pj5 es isomorfo a Dsg.

Precisamente, enumerando 1,2, 3,4 los vertices de un cuadrado, el
grupo de simetrias correspondiente es Sy = (S,T), con S = (1,2, 3,4)
y T =(1,2)(3,4).

O sea 84 = Dg. Evidentemente Dg < Syl,(P5) pues cada 2-subgrupo
de Sylow de Py tiene orden 8. La afirmacién sigue ahora claramente.
(ii) Todo 2-subgrupo de Sylow de Pg es isomorfo a Dg x Zs.

Para ello, sea

h : 54 X ZQ — Pﬁ,
h(g,02) = ¢', con g’ = g = Py,
b(ga 12) :g/(576)

Evidentemente b es monomorfismo de grupos e Im(h) € Syl,(Pg),
porque | Im(h) |= 16 y | Pg |2= 16. La conclusién sigue pues los
2-subgrupos de Sylow son isomorfos.

3. Sean G un grupo, p € N primo, H < G.

(i) Dado K € Syl,(G/H) existe K € Syl,(G) tal que H < Ky
K=K/H.

En efecto, ciertamente existe un subgrupo K de G que contiene a H
yK=K/H.

Si [G: H]p,=p" conv e Nserd | G |,= p”"* para cierto s € Nj.
Luego | G|/ | H |=p”l para cierto l € N tal que (p:1) =1y

v | K|
p :|’C‘:ﬁ-

Entonces
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. Sean G-grupo, H, K-subgrupos de G. Entonces | H - K |=

3. ANEXO 1: GRUPOS

IK| K|y 161 |G|
A I (G:H]  pl

de donde |G |=| K |lyp"™s || K |.

En consecuencia | K [,= p"** y K € Syl,(G).

(ii) Si H 4K <G y K € Syl,(G) entonces K/H € Syl (G/H).

Basta observar que G/K ~ Ii//g’ ypt | [Ci//g | pues | G |p=| K |,

de modo que | G/H |,=| K/H |,.

|H|| K|
[HNK]’

con H-K ={hk:he H ke K}.
Para ello, sea f : H x K — H - K tal que F(h,k) = hk cuando
(h,k)e Hx K.
Claramente f es suryectiva.
Sea f(h,k) = f(hi,k1). Entonces hk = hiky, i.e. hl_lh =kik ' &
yj€ HNK. Luego (hy,k1) = (hj %, jk), o sea
fH{nkY) = {(hj~" k) j € HN K}
Pero H x K es la unién disjunta de conjuntos del tipo f~!({x}), con

x € H - K, cada uno de los cuales tiene cardinal | H N K |, de donde
sigue la afirmacion.

. Todo grupo G de orden 96 no es simple , i.e. G posee algin subgrupo

96 96

normal no trivial.

En efecto, como | G |= 25-3 y como | Syly(G) || 32733 = 3y tanto 1

como 3 son congruentes a 1 moédulo 2, habra uno o tres 2-subgrupos

de Sylow de G.

Por el teorema de Sylow, en el primer caso dicho subgrupo seria

automaticamente normal.

Supongamos que H, K son 2-subgrupos de Sylow distintos de G y

sea L = HN K. Debe ser | L |< 32.

| H || K|
[HK |

accién (H x K) x G — G, (h,k) - x = hak~!. Se tiene O, = HK y

E. = HN K, de donde

Notar que | H N K |= . Precisamente, consideremos la

| Hx K| _|H| K]

HK |=| O, |= = .
RO =TT T K
210
Ahora, si | L |< 8 tendremos HK <8 osea| HK |>27 > 96, lo

que es imposible. En consecuencia | L |= 16.
Como [H:L]=[K:L =2 LIHyLIK.
P. €j., en el primer caso dado h € H — L se tiene H/L = {L,hL}
y H/L = {L, Lh}, segun se considere la particién de H en coclases
a izquierda o derecha respectivamente. Luego H se representa como
unién disjunta

H=LUhL=LULh,
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de donde hL = Lh, o sea L = hLh~! y, siendo h € H arbitrario, L
deviene normal en H.
Luego HUK C Ng(L), | Ng(L) |[> 32y | Ng(L) | es multiplo de 32
y divisor de 96, i.e. | Ng(L) |= 96.
Asi Ng(L) = G y L es subgrupo normal de G de orden 16.

6. Por (3.12.3) se tiene | sl(2,3) |= 24.
Luego sl(2,3) tiene uno o tres 2-subgrupos de Sylow y uno o cuatro

3-subgrupos de Sylow.
1 1 10
01)7\11

Como las matrices

tienen orden tres sl(2, 3) tiene cuatro 3-subgrupos de Sylow.
Supongamos haya tres 2-subgrupos de Sylow S, Sa, S3. Como sl(2,3)
actia por conjugacion en Syl,(sl(2,3)) queda inducido un morfismo
de grupos ¢ :sl(2,3) — Ps.

Tenemos ker(y) = m?:lel(2,3)(Si) y 24/ | ker(¢) |< 6, de modo que

(3.12.5) 4 S’ ker(go) ‘S‘ NSI(Z,S)(Si) N NSI(2,3)(SJ) |

sil<i<yj<3.

Pero [s1(2,3) : Nsl(2,3)(5i)] =3y S; C Nsl(2,3)(‘9i)v de donde con-

cluimos que NSI(Q,S)(SZ') = S; para cada i. Por (3.12.5) sigue que
4§| S1NSyNS; ’S‘ S1 NSy |§ 4,

i.e. ’ S1NSyNSs ’: 4.

Habria entonces al menos dieciseis elementos de sl(2,3) cuyo orden

es potencia de dos, y como hay cuatro 3-subgrupos de Sylow hay

ocho elementos de orden tres. O sea todo elemento de sl(2,3) tendria

orden tres o alguna potencia de dos. Sin embargo, el elemento

-1 -1

0 -1
tiene orden seis. Por lo tanto sl(2,3) tiene un dnico 2-subgrupo de
Sylow S, necesariamente normal.

3.12.8. Sobre conmutadores.

1. Sean G grupo, x,y € G. Indicamos [z, y] = zyz~y~! al conmutador

dezey,y G, otambién G’, al subgrupo conmutador de G generado
por elementos del tipo [z, y].

2. G’ 4G y dado un subgrupo normal H de G, G/H es abeliano si y
solo si G' < H.

3. Evaluemos gl(2,2)" =sl(2,2)".
Es facil ver que gl(2, 2) tiene seis elementos: la identidad, tres elemen-
tos de orden dos y dos de orden tres, i.e. gl(2,2) ~ P3 (V. (3.13.1.1)).
Por otra parte, Az = {(1),(123), (132)} (V. (3.13.1.ix)). En conse-
cuencia Pg/Ag = {A3,’U}, con v = (12)A3 = (13)A3 == (23)A3
Puesto que este cociente es abeliano (A3 < Pj3), P4 < As.
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Por el teorema de Lagrange P4 serd trivial o tendrd tres elementos.
Pero no es trivial porque P3 no es abeliano. Luego gl(2,2) ~ As.

. Idem con gl(2,3) y gl(2,5)".

Por (3.12.3.2) es
| sl(2,p)
s1(2, p)
gl(2,3) gl(2,5)
s1(2,3) 7 §1(2, 5)
En consecuencia gl(2,3) <sl(2,3) y gl(2,5)" <sl(2,5). Como

£9)-( 6 )6 )
)-(h 96 (R 96 )

con a = 1 inferimos que gl(2,3)" =sl(2,3) y gl(2,5)" = sl(2,5) a raiz
de (3.12.4).

|=p

devienen abelianos.

Los cocientes

. Sabemos que si S es el unico 2-subgrupo de Sylow de sl(2,3) debe

ser S~ Qg 0 S~ Dy. Si g € S tuviere orden dos el correspondiente
polinomio minimal dividirfa a x?> — 1. Como det(g) = 1 necesaria-
mente g = —Idaxo. Luego S tiene un unico elemento de orden dos.
Por (3.12.2.2) es S ~ Qs.

Luego sl(2,3)/Qg deviene grupo abeliano porque tiene orden tres
y s1(2,3)" < Qg. Concluiremos que sl(2,3)" = Qg exhibiendo ocho
elementos en sl(2,3)’". En efecto, puesto que

-1 0\ _[[/1 -1 0 1
0 -1/ [\~1 =1)'\~1 0/’
0 1\ _ [/1 -1\ (-1 1
-10/ |[\o 1)°\1 1)}’
-1 1\ _[/-1 -1\ (0 -1
r 1) |[\o -1)’\1 0 ’
las siguientes seis matrices
10 -1 0 0 1 0 -1 -1 1 1 -1
0 1/)°\0 —-1)’\—-1 0)’\1 0)’\1 1/’\-1 -1)°
pertenecen a sl(2,3)". El producto de la tercer y quinta matrices,

)
)

constituyen ocho elementos distintos de sl(2, 3)’.

y su inversa
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6. [21] El conjunto de conmutadores de un grupo puede no ser un
subgrupo. Por ejemplo, sean k un cuerpo y G el conjunto de matrices
de la forma

1 f(x) h(xy)
(fg )= [0 1 gy |,
0 0 1

donde f € k[x], g € k[y], h € k[xy].
Entonces G resulta grupo con la multiplicacién, con

(3.12.6) (fr0,B)(f g B) = (F+ 9+, fgd +h+h),
1¢ = (0,0,0),
(3.12.7) (f,9. )" = (=f,—g, fg —h),
si (f,g,h),(f,d 1) € G. Entonces
(3.12.8)
(0. 0) " (F g W) = (=f.—g. Fg = D)(—F'.—d . f'g — ),
(3.12.9) =(-f—f—g-g.fgd+fg—h+fg—H),
y combinando (3.12.6), (3.12.7) y (3.12.8) tenemos
(3.12.10) [(f,9,h), (f',g', )] = (0,0, fg' — f'g).

Sih(xy) =2 a; jx'y’ por (4.3.2) y (4.2) resulta
(Oa Oa h) = HZ”j[(ai,in) Oa O)v (0’ ij 0)]

En particular, sea h(x,y) = x? + xy + y2. Si (0,0, ) fuera un con-
mutador existirdan polinomios

f(X) = Zz bz‘Xi, f/(X) = ZZ ngi
en k[x] y 9,9’ € k[y] tales que x* +xy +y* = f(x)g'(y) - f'(x)g(y).

Luego

(3.12.11) 2 = f(0)g'(v) = F'(0)9(y) = bog'(y) — bha(y)-
Ademés 2x +y = %g’(y) - CZ;g(y), o sea

61212 y= 050~ L) = ') - thotv.
También 2 fXJ;g’(y) _ Cij;/g(y), de donde

(3.12.13) 1= ;ZE( )g'(y) — ;21";'(0)9@) = bag'(y) — bag(y)-

Por (3.12.11), 3.12.12 y (3.12.13) sique que {g, ¢’} generan al con-
junto linealmente independiente 1,y,y2, lo que es imposible.
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3.13. Problemas

1. Sean n € N, o, € P,. Decimos que se trata de permutaciones

disjuntas si para 1 < i,j < mnes (i) =isia(i) #iy a(j) =7 si

BI) # J-

Probar que a8 = Sa si a y 8 son disjuntas.

.Seann,r€Nconl<r<n,og€P,, 1< <..<i. Decimos que

o es un r-ciclo si
o(i1) = ig, 0(i2) =13, ... ,0(ir—1) =1ip y 0(iy) = i1,

mientras que o(j) =7 si j & {i1,...,0r}.

(i) Sea o = B155...by, producto de r;-ciclos disjuntos, con m € N.
Mostrar que | a |= mem{ry, ..., 7, }.

(ii) Sean o = (i1, 12, ...,r), B = (j1,72, .-, Js). Mostrar que oy /3 son
disjuntas si y solo si {i1,...,5,} N {41, ..., 55} = 0.

(iii) Si a y B son permutaciones disjuntas y af =1, a = = 1.
(iv) Hay [n(n —1)...(n — r + 1)]/r r-ciclos en P,,.

(v) Si a, B € P, son disjuntas, (af)¥ = ofp"* si k € Ny. Esto no es
vélido en el caso general.

(vi) La potencia de un ciclo no es necesariamente un ciclo.

(vii) Una permutacién es regular si: o bien es la permutacién idéntica
o no tiene puntos fijos y se descompone como producto de ciclos
disjuntos de igual longitud.

Se probard que los n-ciclos de P, son potencias de n-ciclos. Para
ello:

(a) Toda permutacién regular de P, es potencia de algiin n-ciclo.
[Sug.: Sea a = (ay, ..., a) (b1, ..., bg)...(21, ..., 2x) permutacion regular.
Considerar = (a1, b1, ..., 21, a2, b2, ..., 22, ..., Gk, b, ..., 21) ]

(b) Si a es n-ciclo de P,, y k € N, o* es producto de (n : k)-ciclos
disjuntos, todos de longitud n/(n : k). [Sug.: | o |=n/(n: k)].
(viii) Un r-ciclo es par si y solo si r es impar.

. Sea V4 = {1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} el grupo de Klein.

Probar que

(1) V4 ~ D4.

(11) Dﬁ ~ Sg.

(iii) V4 2 Z4.

(iV) V4 < P4.

(V) V4 =~ P2 X P2.

. Sean n € N>3 y 7, = [v1,v2, ..., v,] un poligono regular con vértices

V1,02, ..., Up. Indicamos S(my,) al grupo de simetrias de m, , o sea
S(mn) ={T € O(n,C) : T(my,) = mp}.

Probar que | S(m,) |= 2n. Describir los grupos de simetria de un
tridngulo equildtero, un cuadrado, un pentagono y un hexagono.
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. {Coémo generalizaria §3.13(4) al caso de grupos de simetria SP(%,,)

de poliedros regulares?? .

. Sea O(R?) = {Tpap: @,a,b € R}, con Ty, 4 : R? — R? las transfor-

maciones tales que
Toap(T,y) = (xcosa+ysina+a, —zsina+ycosa+b), (z,y) € R

Probar que 9(R?) es grupo, conocido como grupo afin ortogonal del
plano.

. Idem para

S(R?) = {Sraap & rTaap 7> 0,Toap € OR?)},
el grupo de semejanzas del plano .

. Probar® que SP(3g) ~ Py ~ SP(Zs).

Sug.: Notar que Py = (s,t), con s? = 3 = (st)* = 1.

. Idem SP(Elg) = A5 ~ SP(ZQO)

Sug.: As = (s,t), con 8% =13 = (st)° = 1.
Idem para el grupo de afinidades del plano, de transformaciones
(z,y) — (2',y) tales que

2 =ax + by + p,
y' =cx+dy+yq,

donde a,b,c,d,p,q € Ry ad — bec # 0.
Sea Tr(n,R) el grupo de traslaciones de R™ . Probar que se trata de
un subgrupo abeliano normal de
M(n,R) = {f : R" = R":|| f(z) = f(y) [I= z =y || siz,yecR"},
el grupo de movimientos de R™ | y que

M(n,R)

Tr(n,R) O, R).
Sea G4 = {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)} en S(P4). Probar que
Gy & Zg.
Todo grupo de orden no superior a cinco es abeliano.
Sean G, H grupos, f € Hom(G, H). Si x € G tiene orden finito,
ord(f(x)) | ord(x).
Sea T = {z € C :| z |= 1}. Probar que f : (R,+) — (T,-) es
morfismo de grupos continuo sii existe y € R tal que f(x) = exp(izy)
para todo = € R.
Mostrar que In : (Rsg, ) = (R, +) es isomorfismo de grupos.
Si n € N, describir los endomorfismos de Z, y caracterizar los iso-
morfismos.
Si n,m € N determinar Hom(Z,,, Z,,). Para ello:
(i) Hom(Z,Z) = {hc : Z — Z/he(x) = cx si x € Z, con ¢ € L}.

2Serd n = 4,6,8,12,20 segtn el poliedro sea tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro o
icosaedro

3Por §3.12(2), este problema y el siguiente, A4, P4 y As se denominan grupo tetraedral,
octaedral e icosaedral respecticamente.
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(ii) Hom(Z,,Z) =0sin > 1.

(iii) Hom(Z, Zy,) = {he : Z — Ly /he(x) = [cx]m si x € Z,c € Z}.
(iv) Sean n,m € Ns1 y h € Hom(Z,,, Zy,). Existe ¢ € {0,1,....,m—1}
unico tal que h([1],) = [¢|m. Ademds

ce{m/d,2m/d,...,(d — 1)m/d},

donde d = (m : n). Concluya que Hom(Zn, Zm) = Z(n.m)-
Sea G un grupo tal que z? = e para todo z € G. Entonces G es
abeliano.

Dado p € N primo, (p—1)! = 1 mod(p). [Sug.: Z) £ (Zp, — {0}, ) es
grupo. Dado ¥ € Z*,%? =1 mod(p) sii ¢ = 1 0 ¢ = p — 1 mod(p)].
Si G es grupo finitoy K < H <G, [G: K] =[G : H|[H : K].

Sean N 4Gy f: G — H un homomorfismo tal que N C ker(f).
Probar que f induce un homomorfismo f, : N/G — H.

Si S, T son subgrupos de un grupo G, ST es subgrupo de G si y solo
si ST =TS.

Probar la llamada ley modular: Sean A, B, C subgrupos de G tales
que A< B.SiANC =BNCy AC = BC entonces A = B.
Probar la siguiente ley de Dedekind: Sean A, B, C subgrupos de G
tales que A < B. Entonces A(BNC) = BN (AC).

Todo grupo de orden par tiene un niimero impar de elementos de
orden 2.

(i) Si H < Gy [G: H] =2 entonces 22 € H cualquiera sea = € G.
Sean G un grupo, =,y € G, ambos de orden finito, tales que xy = yzx.
Entonces zy tiene orden finito.

(ii) Sea G = GL(2,Q) el grupo de matrices inversibles de dos filas
y dos columnas con coeficientes racionales. Los siguientes elementos
de G tienen orden finito

0 -1 0 1
=)= ()
pero | AB |= oo.

(i) Sea G = (a) grupo ciclico de orden n. Probar que G = (a*)
sii med{k,n} = 1. Luego el nimero de generadores de G es ¢(n),
donde ¢ : N — N es la funcion de Fuler ¢(1) = 1y, si h € Ny,
o(h) =card{j e N:1<j < hymecd{jh}=1}).

(ii) Si | @ |= rs y med{r,s} = 1 existen unicos b,c € G tales que
a=be, |b|l=ry|c|=s.

(iii) Concluir que sir, s € N son coprimos entonces ¢(rs) = ¢(r)p(s).
(iv) Si med{r,s} = 1 entonces s#") = 1-mod(r). [Sug.: Notar que
| U(Zy,) |= ¢(n), donde n € Ny U(Z,) es el conjunto de unidades
de Zy).

(v) Dadon € N, n =3, ¢(d).

Un grupo finito G de orden n es ciclico sii para cada divisor d de n
G tiene a lo sumo un subgrupo de orden d.
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Sea 6 : N — N tal que O(n) =| {k e N: k| n} |

(i) Dado n € Ny, existen v € N, unicos primos positivos p1, ..., p, ¥
mi,...,m, € N tales que n = [[; 1p] y 0(n) = [[;_;(m; +1).

(ii) Dados n1,ne € N, 6(ning) g 6(n1)0(n2) y vale la igualdad si y
solo si (ng : ng) = 1.

Sean (G, H grupos finitos de orden n y m respectivamente. Entonces
G x H es ciclico si y solo si G y H devienen ciclicos y

S(Gx H)=8(G)xS(H).

Para ello:
) Zynn, &= L, X Ly, si 'y solo si (nim)=1.
b) Si G x H es ciclico entonces G 'y H también lo son.
c¢) Evidentemente S(G x H) O S(G) x S(H).
d) Si G x H es ciclico entonces (n : m) = 1.
e) Por §3.13(31), si G x H es ciclico se tiene

0(nm) =| S(G x H) =] 8(G) || S(H) |= 0(n)0(m) = 0(nm).

(f) Reciprocamente, como 6(nm) = 0(n)f(m) serd (n:m) = 1.

Sea G’ el subgrupo conmutador de G, generado por elementos de la
forma [z,y] = zyz~'y~! con z,y € G.

(i) G < G.

(ii) si H <G, G/H es abeliano sii G’ < H.

Completar las pruebas de §3.4(5).

Sea G grupo finito para el que existe n € N tal que (xy)"” = z"y"
siz,y € G.Sean G[n] ={r € G: 2" =€} y G" = {2" : x € G}.
Probar que G" < G, G[n| <Gy | G" |=[G : G]n]].

Sean G un grupo, n € Ny Gy, ..., Gy, subgrupos de G. Son equiva-
lentes:

(i) La aplicacién

(a
(
(
(
(

m:G X .. X Gy — G, (X1, .., Tp) = XT1...2

es isomorfismo de grupos.
(ii) G = <G1,...,Gn>, GGy G;n <G] 1] # i>1§j§n = {1@} para
cada i € {1,...,n}.
(i) Gi 9Gsil < i < nycadaz € G se escribe en la forma
x = x1...x, de manera unica.
Calcular todos los subgrupos de Sylow de:
(i) Zro.

i) Zso X Zso-
iii) S3 x Zs.
IV) 53 X 83.
i) Sy consta de la identidad, seis transposiciones, ocho triciclos, seis
cuatriciclos y tres productos de transposiciones.
(ii) A4 consta de la identidad, ocho triciclos y tres productos de
transposiciones.

(i
(
(
(
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(iii) A4 tiene un tnico 2-subgrupo de Sylow.
(iv) A4 tiene cuatro 3-subgrupos de Sylow.

39. Hay en G £ P3 x P3 subgrupos de Sylow A, B,C de manera que
ANB= {1g} vy ANC # {1g}.

40. Sean p € N primo y

(i) Probar que | gl(3,Z,) |= (p° = 1)(p° — p)(p° — p?).
(ii) UT(3,Zp) € Syl,(gl(3,Zp))-
(iii) Probar que

Z(UT(3,Zy)) =

S O =
O = O
_ o o
>
m
%N
—

41. Sin € N5, evaluar Z(gl(n,R)). Para ello:

(1) Sea fi(g‘) = €ij T €i + Dkef1,. n}—{i,j} Chks cON 1 < i F < m,
donde cada e, s € M,(R), con 1 < r, s < n, indica la matriz canénica
nula salvo en la fila r y en la columna s, donde hay un uno.

Entonces cada fi(g) € gl(n,R).
(ii) Dado = € M,,(R) resultan
(3.13.1) (fz(g)x)k,h = 5]i$j7h + 5ixi,h + Tk, h,

(3.13.2) @/ Vkh = S n + Ghn + T

(iii) Si z € Z(gl(n,R)), 1 < 4,7, k, h < n inferir que
Ok + Gpih = 0Tk + 0T -
(iv) Dado x € Z(gl(n,R)), 11 = ... = xpyn y © = .
(v) Sea g\ = €45 = €10+ Leqt,.m)—{ig} ks o0 1 i < j <.
Entonces {91(3)}1§i<j§n C gl(n,R).
(vi) Usando dichas matrices, si € Z(gl(n,R)) se tiene
5§wh’k — (5Jhxzk = (5,};95]-,2- — 5,ixj7h, conl<4,j,kh<n.
(vil) Concluir que Z(gl(n,R)) = Ro-Id,xs-
42. Evaluar Z(sl(n,R)). Para ello, con la notacién de §3.13(41):
(i) {953-)}19‘@@ C sl(n,R).
(ii) Si z € Z(sl(n,R)) se tiene
(5;'-35171C — (5§xzk = xjﬂ-% — :ijlé,i, con 1 <45kl <n.
Luego x tiene diagonal constante y x; j = —x;; si 1 <i# j <n.
(iii) En particular,

cosf sinf
Z(sl(2,R)) C {<_ sinf  cos 6) :0 € R},
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de donde Z(sl(2,R)) = {Idax2}.
(iv) Asimismo

a b c
Z(sl(3,R)) C{ (b a d) ca® +a(b?+ 2+ d?) =1}
—c —d a

13, R)) = {Idsxs}
= {Idnm} sin > 3.

y sigue que Z

(s
(v) Z(sl(n, R))
43. Probar §3.12.8(2).






Capitulo 4

ANEXO 2: Mddulos

4.1. Anillos

1. Llamamos anillo a toda terna (A,+,-) que verifica las siguientes
condiciones:
(i) (A,+) es grupo con elemento neutro 0.
(ii) (A,-) es un semigrupo, el que podra o no tener identidad. Si la
hubiere, siendo entonces necesariamente tinica, decimos que se trata
de un anillo con identidad, y si 1 es el elemento idéntico se asume
que 1 # 0.
(iii) Dados z,y, z € A se tiene

(x+y)-z=z-24+y-zyx-(y+z)=x-y+z-z

Decimos que se trata de un anillo abeliano si x-y = y-x cualesquiera
sean x,y € A.
Por abuso de notacién, a veces nos referiremos simplemente a un
anillo A sin explicitar la suma + o el producto -, o escribiremos xy
en vez que x -y si z,y € A.

2. Todo anillo A es unitizable , o sea hay un anillo A; unitario tal que
A es isomorfo a un subanillo de A;.
Es facil ver que basta considerar A1 = A x Z munido de las opera-
ciones

(a,m) + (b,n) = (a + b,m +n),
(a,m) - (b,n) = (ab+ na + mb,mn),

donde a,b € A, m,n € Z. Por esto, salvo mencién contraria, supon-
dremos que los anillos con que tratamos son unitarios.

3. En todo anillo con identidad la suma es necesariamente conmutativa.
En efecto, dados z,y € A tenemos

I+D(xz+y)=1lz+y)+1lz+y) =xz+y+az+y
=1+lz+(1+1l)y=z+z+y+y,

de donde = + y = y + x. Puesto que todo anillo es unitizable sigue
claramente que la suma en todo anillo es abeliana.

4. Se llama anillo opuesto de un anillo A al anillo AP = (A, 4+, 4p),
donde z opy £y - si z,y € A.

165
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. Sean A, B sendos anillos. Indicamos Hom(A, B) al conjunto de ho-

momorfismos entre los anillos A y B ,i.e. aplicaciones f : A — B ta-
les que para a,a’ € Aes f(a+d') = f(a)+f(d)y f(ad) = f(a)f(a).
Si ambos anillos fueran unitarios deberd ser ademas f(14) = 1.
Dados un anillo A y B C A no vacio, decimos que B es subanillo de
A si B es cerrado por las operaciones de suma y producto de A. Si
ademads A tuviera unidad, deberd ser ademds 14 € B.

Un homomorfismo de anillos es monomorfismo, epimorfismo e iso-
morfismo de anillos si es inyectivo, suryectivo y biyectivo respecti-
vamente.

Un anillo A se llama dominio si no tiene divisores de cero', o sea: si
a,be Ay ab=04 entonces a =04 0 b =04. Un dominio A se dice
de integridad si es abeliano.

Dado un anillo unitario A indicamos

Ui(A) ={a € A: existe x € A tal que za = 1},
Ui(A) ={a € A: existe x € A tal que az = 1},

a los conjuntos de unidades a izquierda y derecha de A. El conjunto

de unidades de A es U(A) = U;(A) N Ugy(A).

Por §4.1.2 si (a,m) € U(A1) sea (b,n) € A; tunico tal que

(a,m)(b,n) = (b,n)(a,m) = (04, 1).

Debe ser m = n = +1. Luego
Op=ab+a+b=ba+a+bsim=1,
Ogp=ab—a—b=ba—a—bsim=-—1.

Dados u,v € A sea uov £ u + v — uv, el llamado producto de

Kaplansky de u y v.. Entonces, con m = 1,

Op=—a—b—ab=—-a—b—(—a)(—b) = (—a)o(—b) = (=b)o(—a),
yconm=—1lesaob=coa=04.
Entonces (A, o) es un semigrupoy ao 0y = 04 0a = a para a € A,
o sea 04 deviene elemento unidad. Indicamos

LQI(A) ={a€ A: existe x € Atal que zoa =04},

RQI(A) ={a€ A: existe x € Atal que aox =04},

QI(A) = LQI(4) N RQI(A),

a las clases de elementos cuasi-inversibles a izquierda, cuasi-inversibles

a derecha y cuasi-inversibles de A, respectivamente..
Dados a,b,c € A se tiene

(ba) o (bca — ba) = b((ab) o ¢)a,
(bea — ba) o (ba) = b(c o (ab))a.

1Un elemento a € A se dice divisor de cero a izquierda o derecha si a # 04 y existe

rEA-—

(0) tal que axz = 04 0 xa = 04 respectivamente.
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Luego ab € RQI(A) < ba € RQI(A) y ab € LQI(A) < ba € LQI(A).
En todo anillo A se pueden efectuar operaciones de suma, resta y
multiplicacién, mas no necesariamente de divisién. Se dice que A es
anillo de division si U(A) = A —{0}. Por otra parte A se denomina
cuerpo si es anillo de divisién conmutativo.

4.2. Moébdulos

. Llamamos mddulo a izquierda sobre un anillo A a todo par (M, A)

formado por un grupo abeliano (M, +,0;) y un anillo A, sujeto a
las siguientes condiciones:
(i) Hay una accion de A en M, o sea una correspondencia

Ax M — M, (a,m) — am
(ii) Sia,b € Ay m,n € M resulta
(a +b)m = am + bm,
a(m+n) = am + an,
(ab)ym = a(bm),

Im=m.

. Un médulo a derecha sobre sobre un anillo A es todo médulo a

izquierda sobre el anillo A°P. Es ese caso, (4.2.1) define una accién
M x A— M, (m,a) = ma
y (4.2.4) toma la forma m(ab) = (ma)b para cada a,b € Ay m € M.

. Si M € A-Mod-B se habré de verificar la condicién adicional

(am)b = a(mb)
cualquiera seaa € A, be Bymeée M.

. Fijados anillo A y B indicamos A-Mod, Mod-B y A-Mod-B a las

clases de A-médulos a izquierda, B-moédulos a derecha y de médulos
a izquierda sobre A y a derecha sobre B respectivamente.

También escribiremos oM, Mp o 4Mp para indicar que M es A-
médulo a izquierda, B-médulo a derecha o (A, B)-médulo respecti-
vamente.

. Por ejemplo, si C' es un cuerpo la clase C-Mod-C' consiste de la clase

de los espacios vectoriales sobre C', de modo que la teoria de médulos
generaliza a la de espacios vectoriales y al algebra lineal [104][113].

. Todo grupo abeliano (G, +,0q) es naturalmente un Z-médulo. La

teoria de mdédulos generaliza también la teoria de grupos abelianos.

. (i) Sea M un A-médulo a izquierda. Notar que Hom(M; M) es un

anillo si para f,g € Hom(M; M) definimos f + g y f o g mediante
(f +9)(m) = f(m)+g(m) y (f og)(m) = f(g(m)) sim € M.
(ii) Queda inducida una aplicacién
A: A —Hom(M; M) tal que A(a)(m) =amsia € A,m e M.
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La misma es un homomorfismo de anillos. Decimos que A define la
representacion reqular a izquierda de A en M .

(iii) Més generalmente, se llama representacion de un anillo A a
todo homomorfismo de anillos de A en la clase de endomorfismos de
un grupo abeliano en si mismo.

(iv) Sip: A — Hom(M; M) es una representacion de A en un grupo
abeliano M entonces M deviene A-mdédulo a izquierda: sia € Ay
m € M basta hacer a-m £ p(a)(m).

(v) Hay entonces una correspondencia 1-1 entre las estructuras de
A-médulo sobre un grupo abeliano M y la clase de representaciones
de A en M.

4.3. Algebras

. Sean A, R anillos, con R-abeliano. Se dice que A es dlgebra sobre el

anillo abeliano R, o una R-dlgebra, si A es R-médulo y
r(ab) = (ra)b = a(rb)
para cualesquiera r € Ry a,b € A.

. Si A, B son R-édlgebras, una aplicacién f : A — B se dice homo-

morfismo de R-dlgebras si es un homomorfismo de anillos tal que
f(ra) =rf(a) cuando r € Ry a € A.

. Sean F un cuerpo, n € Nxj. Indicamos F'(x,...,x, ) al dlgebra libre

O

sobre F' en las variables x1, ...,X,, . Es similar al algebra F[xq,...,X,,]

O

excepto que las variables xi,...,x, no conmutan entre si aunque si
con los escalares de F'. Notar que

~ D00 nY
F(x1,..,x,)~ &2 F".
Con la notacién anterior,

F(x1,...,Xp)

(XiXj — XjXi)1<i<j<n

Flx1,...,%,] =

Adems3s

H(R) ~ R(x,y)
(x2+ 1,y + 1, xy+yx)’

donde H(R) indica el dlgebra real de Hamilton:
H(R) £ {al + bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R},
coni?=j=k*=—-1,xy=k kx=yeyk=x.

4.4. Homomorfismos de mdédulos. Submadédulos. Mdédulo

generado.

. Sean dados un anillo A y A-médulos a izquierda (derecha) M y N

sobre A. Se llama homomorfismo a izquierda (derecha) de M en
N a toda aplicacién aditiva f : M — N tal que f(am) = af(m)
(f(ma) = f(m)a)sia€e Ay me M.
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Indicamos 4Hom(M; N) y Hom(M; N) a las clases de homomor-
fismos a izquierda y derecha de M en N respectivamente. Si B fuere
un segundo anillo y M, N € A-Mod-B, sHompg(M;N) denota la
clase de homomorfismos a izquierda sobre A y a derecha sobre B de
M en N.

2. Llamamos monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo de mddulos

a cada homomorfismo de mdédulos que sea inyectivo, suryectivo o

biyectivo respectivamente.

3. Sean M un A-médulo a izquierda (derecha) y N un subconjunto de
M. Decimos que N es un A-submddulo a izquierda (derecha) de M
si N € A-Mod (N € Mod-A).

4. Un A-médulo no nulo M se llama simple si sus tinicos A-submdédulos
son solo los triviales: {0y} v M.

5. Todo anillo A es A-médulo. Los A-submddulos a izquierda (derecha)
se denominan ideales a izquierda (derecha) de A.

6. Sean M € A-Mod-By Q C M. Indicamos (Q) al A-Mod-B submddu-
lo de M generado por £, o sea

(Q) :{Zaimibi:nEN,ai € Am; € Qb€ B,1<i<n}
i=1

=[{{N:QC Ny N es A-B submédulo de M}.

4.5. Suma, producto, cocientes y suma directa de mdédulos.

1. Sea {M,};cr una familia de A-submédulos a izquierda de un A-médu-
lo a izquierda M. Indicamos la suma de mddulos de esta familia, a
saber

S Mi & {22 imi; in € Nymy; € My, 1 < j <n}.
Esta suma se dice suma directa interna , que representamos mediante
@,c; M;, cuando la escritura de cada elemento en la misma es tinica.
Entonces, cada M; se denomina sumando directo interno.

2. Sea {M,;}icr una familia de A-médulos a izquierda. Indicamos el
producto directo y la suma directa externa de esta familia mediante

HMZ' =S {m: (mi)iej :m; € M; SiZ'GI} y
el
BierM; & {m = (m;)ier : m € 1_‘[M2 y card{i € I : m; # Opr, < +00}}.
i€l
Siac Ay m,n€[];c; M; om,n e}, ; M, las operaciones
mA4n = (m; +n)icr y am = (am;)ier
definen en el producto y la suma estructuras de A-mdédulo a izquier-

da. Desde luego, construcciones anélogas son vélidas a derecha.
3. Sean {M;}icr una familia de A-médulos, y si j € I sean

;o HiEIMi — Mj €L Mj — DierM;
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las proyecciones e inmersiones candnicas.

Sean U,V dos A-médulos y
ULy v Sy oier,
morfismos de A-mdédulos. Hay tinicos morfismos
iel iel

s £ @icrgi : BierM; =V,

tales que m;op = f; y so; = g; para cada ¢ € I, dados mediante
p(u) & {fi(u)}ier v
{mz}zel Z gz mz
el

En particular, notar que la suma en (4.5.1) se limita a un ndmero
finito de sumandos no nulos.

. Las propiedades universales en §4.5(3) determinan al producto y

suma directos salvo isomorfismos.
Por ejemplo sea (P’,{m}}icr) un par formado por un A-médulo y

una familia de morfismos P’ —% M; con la siguiente propiedad: dado

cualquier A-médulo U y dados morfismos U ER M; hay un morfismo
p : U — P’ tal que 7} op’ = f; para cada i € I.

Haciendo U = Hze My fi = m si ¢ € I hay entonces un morfismo
P ]lie; Mi — P tal que mjop' =msii€ I

Asimismo, haciendo U = P’ y f; = 7w} si ¢ € I hay un morfismo
p: P = [lic; M; tal que mjop =mjsiiel.

Dados ahora § € [[;c; M; e i € I tenemos

mil(pop) ()] = (mi o p)(p'(§)) = mi(1'(§)) = (&),
oseapop —Idl—LEI

Andlogamente, dado 5’ € P’ resulta

mi[(p' o p)(€)] = (w0 p)(p(§)) = mi(p(£)) = mi(£),
i.e. mjo(p'op) = m} para cada i € I. Por unicidad debe ser p’op =Idps
e inferimos que P’ =~ [],.; M;.
En definitiva, todo producto y cada suma directa de {M;};cs son,
salvo isomorfismos, pares (P,{m;}icr) v (5,{ti}ier) formados por
ciertos médulos y familias de homomorfismos sujetos a la propiedad
universal descripta.

. Con la notacién precedente, sea t; : M; — M cada inclusién. Son

equivalentes:

(1) Dier Mi = @ierM;.

(ii) ¢ £ Bjert; = BierM; — M es inyectiva,

(ili) {Mi}ier es independiente , o sea M N 3 c; gy Mi = {On} si
jel.
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(iv) {M;}icr es independiente para cada F' C I finito.
(v) Dados subconjunos disjuntos J, K de I,

>jes M N per My = {0nr}-
. Sean M, N médulos a izquierda o derecha sobre un anillo A tales

que N C M. Entonces M/N es A-médulo a izquierda o derecha con
las operaciones

(m+N)+(m'+N)=(m+m')+Nya(lm+ N)=am+ N.

(m+N)+(m'+N)E2(m+m)+Ny(m+N)a2ma+ N,

respectivamente.

4.6. Modbdulos libres

. Dado g M, un subconjunto {z;};c;r de M se dice A-linealmente in-
dependiente si: toda vez que F' es subconjunto finito de I y {a;}icr
es subconjunto de A tal que ZieF a;x; = 0ps entonces a; = 04 para
cada i € F.

El conjunto {z;};es se dice linealmente dependiente si no es lineal-
mente independiente, y que se trata de una base libre de M sobre A
si es un conjunto de generadores linealmente independiente sobre A.
. AM se llama A-mddulo libre con rango | I | si tiene alguna base libre
con cardinal | T |.

. Sean {x;};cs subconjunto de un A-médulo F'y p; : A — F tal que
pi(a) = az;, con i € I. Son equivalentes:

(a) Dados 4M e {y;}icr € M existe f : F — M homomorfismo
unico tal que f(x;) =y; sii€ I.

(b) p = Dicrp; : AT 5 F es isomorfismo, con A £ @, A.

(¢c) F es libre con base libre {z;}ic;.

(a = b) Por hipétesis existe h € 4 Hom(F, AD)) tal que h(z;) = e; si
i € I. Observando que h o p = Id 4 sigue que p es inyectiva.

Si p no fuera suryectiva sea N = F//Im(p). Entonces N es A-médulo
a izquierda y, si m : F' — N es la proyeccién al cociente, 7(x;) = Oy
para cada i. Ademés 7 no es idénticamente nula porque Im(p) C F.
Pero Opn €4 Hom(F,N) y Opn(z;) = On para todo i € I y se
contradice la hipétesis. Luego p es isomorfismo.

(b=c)Sean z € Fybe AU tal que z = p(b). Luego z = > icr it
y {x;}icr genera a F.

Sea ) ;cp cizi = Op, con A € Py(I). Luego p(¢) = Op, donde hace-
mos ¢ =c¢;sii € Ay é =04sii € — A Como p es inyectiva
¢ =04, 0 sea {z;};cs es linealmente independiente.

(¢ = a) Sea {y;}ier subconjunto de un A-médulo a izquierda M.
Hacemos f : F' — M tal que f(x) = > ,c;aiy; six = Y .5 a;x;.
Fijado x sabemos que {a;};cs estd univocamente determinado en A,
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siendo eventualmente a; # 04 salvo un conjunto finito de indices.
Luego f esta bien definida y es facil ver sigue la afirmacién.

4. Si I # 0, oF eslibre de rango | I | siy solosi F ~ A). Hay entonces
A-médulos libres de rango arbitrario.

5. Si 4 F es libre, cada epimorfismo f : M — F' es escindido , i.e. existe
algiin morfismo f': ' — M tal que f o f’ =Idp.?

6. Todo médulo 4 M es cociente de algin médulo libre.
En efecto, sea f: AM) — M tal que

fla) = ZmeM A M
si a = (@ )menr- Claramente f es morfismo de A-médulos a izquier-
da. Més ain, f(en) = m para cadam € M, donde e, = {dpm.n}nenm-
Siendo f epimorfismo la conclusion es inmediata.

4.7. Sucesiones exactas

1. Sean A un anillo, ..., M_q, My, M1, ... una sucesién de A-médulos a
izquierda (derecha) y ..., f_1, fo, f1, ... una sucesién de homomorfis-
mo de A-médulos a izquierda (derecha) sobre A, con f; : M;—1 — M;
para cada ¢. Escribimos

fi—1

Decimos que (S) define una sucesion exacta de médulos y morfismos
si Im(f;—1) = ker(f;) para cada 1.

En particular, llamamos sucesion exacta corta a toda aquella del
tipo

(4.7.1) oML NS P S0

en la que f es monomorfismo y g es epimorfismo. Se dice que esta
sucesion exacta corta representa una extension de M por P.

2. Una sucesién exacta (4.7.1) se dice escindida si f es inversible a
derecha.

3. Con la notacién precedente, son equivalentes:
(i) La sucesion (4.7.1) es escindida.
(ii) ¢ es inversible a izquierda.
(iii) Im(f) = ker(g) es sumando directo de N.
(iv) Para cada homomorfismo h : M — N’ existe un homomorfismo
B :N — N’ tal que h="h'o f.
(v) Para cada homomorfismo k : P’ — P existe un homomorfismo
K :P — Ntalquek=gok'.

4. Son equivalentes:
(i) La sucesion exacta corta

0— M, % M2 M, 0

2Ané10gamente, un monomorfismo f: M — N es escindido si existe algin morfismo
f': N — M tal que f' o f =Idu.
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es escindida.
(ii) Hay una sucesién de A-médulos y morfismos

0— My 2 M 25 My — 0,
necesariamente exacta escindida, tal que para i,;5 € {1,2}, se tiene
gifj = dildn; y frgr + fage =ldu.
(iii) Hay un isomorfismo h : My x My — M tal que fi = hou y
gooh = o, donde ¢; y w9 son la inmersién natural de My en M7 x My
y la proyeccién natural de M; X My sobre Mo.

4.8. Productos tensoriales

1. Sean R anillo, M € Modg, N €r Mod, G un grupo abeliano aditivo.
Una funcién f : M x N — G es R- admisible si es biaditiva® y
ademds f(mr,n) = f(m,rn)sim € M, r € Ry n € N. Indiquemos
Bgr(M,N;G) al conjunto de tales funciones R-admisibles.

2. [109] Hay un grupo abeliano 7'y una funcién ¢ : M x N — T tales
que para cada f € Br(M, N;G) existe f € Hom(T, G) tinico tal que
f = fot,i.e. se verifica la propiedad universal del producto tensorial.
Para ello, sea T = Z(M*N) /%, donde ¥ es el subgrupo generado por
funciones del tipo

O(m-+m',n) — O(m,n) = O n);

O(m,n-tn) = O(m,n) — O(m,n');

6(mr,n) - 5(m,rn)a
conm,m' € M,n,n" € Nyr € R. Definimos t : M x N — T como
t(m,n) = 7(d(m,n)), con 7 : ZMxN) _ T 1a proyeccién al cociente y
(m,n) € M x N.
Sean f € Br(M,N;G) y z € T, digamos x = 7(X) para cierto
X € Z(MiN). Podemos escribir X = >, yerrsn X (m,1)0(m,0)-
Definimos f — G mediante

F(@) = 2 mmyerrxn X (m,n) f(m,n).

Las sumas anteriores constan de un nimero finito de sumandos por-
que X tiene soporte finito y, en particular, F' es nula sobre ¥. Por
ello F' estd bien definido y claramente es un morfismo de grupos
tnico de modo que f = fot.

3. Haciendo m®n £ t(m,n) para cada (m,n) se tienen las identidades:
(m+m)@n=men+m n,
mem+n)=men+men,

(mr)®@n=m® (rn),
cualesquiera sean m,m’ € M, n,n’ € N yr € R.

30 sea f(m +m/,n) = f(m,n) + f(m',n) y f(m,n+n') = f(m,n) + f(m,n)
cualesquiera sean m,m’' € M y n,n’ € N.
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4. El par (T,t) es tnico salvo isomorfismos.

En efecto, sean T” grupo abeliano, t' : M x N — T’ funcién R-
admisible tal que para cada funcion R-admisible g : M x N — G
existe § € Hom(7T”’, G) tnica tal que g = got'.
Entonces t =tot' yt' =t ot, de donde

(tot)(t(m,n)) =t (m,n)) = t(m,n),

(# o T)(¢'(m,n)) = '(t(m,n)) = ' (m,n),

cualquiera sea (m,n) € M x N. O sea tof=1dp, tot =1dy y asi
T~T.

. Indicaremos T'= M ®pr N al producto tensorial de M y N sobre R.
. Dados M, M’ € Modg, N, N’ €g Mod, f € Homg(M, M') y ademés

g €r Hom(N, N’) existe f @ g € Hom(M @z N, M' ® g N') tnico tal
que (f®g)(m®n) = f(m)® g(n) para cadam € M, n € N.
Basta observar que la funcién

n:MxN— M N,
n(m,n) = f(m) ® g(n)

es R-admisible y aplicar entonces la propiedad universal del producto
tensorial.

. Dados anillos Ry, Ro, R3, p, MR, v RolNRy, M ®gr, N € R1-Mod-Rs.

En efecto, fijado 1 € Ry la funcién
F(ri): M x N —- M ®pg, N,F(r1)(m,n) = (rim) @ n
deviene Ro-admisible, por lo que existe un tnico endomorfismo de
grupos F(r1)* de M ®pg, N tal que F(r1)*(m®mn) = (rym) ®n para
cada m,n. Escribiendo F(r1)(u) = ru si u € M ®pg, N vemos que
ri(m®@mn) = (rm)®n

para cada tensor basico m @ n. Es facil ver que asi M ®p, N resulta
R;-médulo a izquierda. Andlogamente se realiza M ®pg, N como
R3-moédulo a derecha.

. Dados Mg, rINg vy sP resulta

(M ®r N)®s P~ M®p (N s P).
Para ello, fijado p’ € P la funcién
fp: M xN—=M®egr(N®sP), fp[(mn)=m®(n®p),
es R-admisible. Luego existe f; € Hom(M ®g N, M ®@g (N ®s P))

tinico tal que fy(m ®n) =m ® (n ® p) para cada m,n. Sea ahora

f:M®RNXP_>M®R(N®SP)7 f(u,p)éf;(u),

con (u,p) € M @r N x P. Es facil ver que f es S-admisible y existe
por ello un morfismo de grupos

F:(M®rN)®sP—Mog (N ®sP)
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tal que

F((m®n)®@p)=f(mcn,p)
= fy(m®n)
=m® (n®p)

en cada tensor basico. Evidentemente, F' es el isomorfismo buscado.
. Dados Mg, Nr v rP se tiene

(M & N)@r P~ (MorP)®(N®gP).

4.9. Modbdulos simples y semisimples

. Un A-médulo no nulo M se llama simple o irreducible si sus tinicos
A-submddulos son solo los triviales: {0y} y M.

. AM es simple si y solo si M ~ A/J para cierto ideal a izquierda
maximal de A.

. Un A-médulo M se llama semisimple o completamente reducible si
cada A-submddulo de M es sumando directo de M (o complemen-
table).

. Claramente todo médulo simple es semisimple y el médulo nulo es
semisimple pero no es simple.

. Sean M un A-médulo semisimple y N un A-submédulo de M. En-
tonces N es semisimple.

En efecto, si P < N tenemos M = N & N' = P & P’ para ciertos
A-submédulos Ny P’ de M. Sigue enseguida que N = PG (NNP').
. Si 4 M es no nulo y semisimple entonces M contiene algiin A-submédu-
lo simple.

Para ello, sea m € M —{0,/}. Entonces Am es A-mé6dulo semisimple
y bastara ver que Am contiene algin médulo simple.

Sea F la clase de submddulos no nulos N de Am tales que m ¢ N.
Si F = 0, cada submddulo no nulo N de Am contiene a m, de modo
que N = Am. Asi Am resulta simple y sigue la tesis.

Podemos suponer F # () y considerar F ordenado parcialmente por
inclusion.

Del lema de Zorn hay en F un elemento maximal N.

Hagamos Am = N @& N’, para cierto submdédulo N’ de Am.

Ahora N debe ser simple, pues si N/ es submédulo no nulo de N’
entonces m € N @ N” por ser N' maximal.

Luego Am =N @& N, y debe ser N/ = N’.

. [20] [102] [2] Para un A-mdédulo M son equivalentes:

(i) M es semisimple.

(ii) M es suma de una familia de submddulos simples de M.

(iii) M es suma directa de una familia de submdédulos simples de M.
» ((i)=-(ii)) Dado un A-mdédulo semisimple M sea &js la familia
de submoédulos simples de M. Si > &)y € M existe un submédulo
no nulo N de M de modo que M = N & > &Sy. Por (4.9.5), N es
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semisimple. Luego, por (4.9.6) N contiene algin submédulo simple,
lo cual no es posible porque N N> &y = {0p7}. Luego sigue (ii).
((ii) =(iii)) Sea M =} ..; S, con {S;}icr € &py. Hagamos

F={J €PU): 3 ic; S = DicsSi}.
Dado i € I claramente {i} € §y § # 0. Ordenando parcialmente
§ por inclusién, del lema de Zorn sigue enseguida que existe Jy € §
maximal. Escribiendo N = @®;¢ ,S; debe ser M = N. Precisamente,
dado ¢ € I debe ser S;NN # (0pr), sinoi & Joy JoU{i} € F, lo que
no es posible por el caracter maximal de §. Pero como S; es simple,
S;NN =5;, de donde S; € N . Como i € I es arbitrario sigue la
afirmacion.
((iii)=-(i)) Sea M = B;c1S;i, con {S;}ier C Sy y fijemos un submddu-
lo P de M. Veamos que P es complementable en M.
Pudiendo suponer P < M, sea w : M — M/P la proyeccién al co-
ciente y consideremos ¢ € I.
Si S; C P entonces 7 |g,= 0.
Si S; € P entonces 7 |g, es monomorfismo. En efecto, en este caso
debe ser S; N P = (0p7) porque S; es simple. Tomando u € S; — P,
Ru = S;. Luego, si 7(au) = Orr/p para a € A, au € PN S;, o sea
au = 0.
Ahora,

M/P =m(M) =3 icx m(5i),

con K = {i € I:S; ¢ P}. Por la implicacién anterior hay un
subconjunto no vacio L de K tal que M/P = ®;cr7m(S;).
Si Q = ®icrSi, ™ |g: @ — M/P es isomorfismo.
Sea f=1gnmo(mlg)~t: M/P — M.
Ast f e H(M/P,M) y o f =1dpp.
Considerando la sucesién exacta corta 0 — P — M — M/P — 0
inferimos que P es complementable.

4.10. Modbdulos proyectivos

. Un médulo P es proyectivo si dados un morfismo f : P — @' y un

epimorfismo ¢ : Q — @’ como en el diagrama

P

Lf
QL @ — 0
hay un morfismo h: P — @ tal que f = goh.

2. Todo médulo libre 4L es proyectivo.

Precisamente, consideremos el diagrama de médulos y morfismos
L

Lf
Q L o — o0
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y sea {x;};c; una base libre de L. Para cada i € I existe ¢; € @ tal
que g(q;) = f(zi).

Por §4.6(3) hay un unico morfismo h : L — @ tal que h(z;) = ¢;
para cada i € 1.

Dado z € Lsean n € N, iy,...,i, € I ¥ ajy,...,0;
x = Z?Zl ai;xi;. Por lo tanto

€ A tales que

(g © h)(x) = Zazjg(h(xl]))
j=1
= Zaijg(Qij)
=1

- Z ai; f(zi;)
=1

o sea f = goh y sigue la afirmacién.
. Una suma directa de médulos es proyectiva si y solo si cada sumando
es proyectivo.
. Un A-médulo a izquierda P es proyectivo si y solo si es sumando
directo de algin A-médulo libre.
(=) Sea 4P proyectivo. Por §4.6(6) hay un moddulo libre 4L, un
submédulo 4N de L y un isomorfismo f: P — L/N.
Sig:L — L/N es la proyeccién al cociente, h = f~log: L — Pes
epimorfismo. Tenemos el diagrama de mdédulos y morfismos
P
L1dp
L% P =

Puesto que P es proyectivo hay un morfismo ¢ : P — L tal que
hoi=Idp. En particular, i es monomorfismo.
Dado ahoral € L se tiene l—i(h(l)) € ker(h), i.e. L = ker(h)+Im(3).
Sipe Pei(p) € ker(h), 0p = h(i(p)) = p, o sea L = ker(h) @ Im(i).
Como P =~ Im(i) la condicién es necesaria.
(<) Sea P sumando directo de un médulo libre 4L y veamos que es
proyectivo. Para ello consideremos el diagrama de médulos y mor-
fismos (4.10.1). Tenemos el siguiente diagrama:

L

s

P

Lf

Q5 Q -0

donde 7 es la proyeccién de L sobre P. Por §4.10(2) L es proyectivo,
por lo cual existe un morfismo h : L — @ tal que goh = fom.
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Si ademds ¢+ : P — L es la inmersién natural de P en L, como
mot=1Idp, resulta f = go (hot)y P deviene proyectivo.

. Unmddulo P es proyectivo si y solo si el functor Hom(P, o) es exacto.
. Un R-médulo P es proyectivo si y solo si existen un conjunto no

vacio I, {piticr € Py {p;i}icr € Hom(P, R) tales que si p € P se
tiene p = > . ; vi(p)pi, donde ademas p;(p) # O para a lo sumo un
nimero finito de indices.
(=) Por §4.10(4) existen un R-médulo libre L y ¢ : L — P epimor-
fismo.
Por §4.17(34) existe 6 : P — L tal que 1 o 0§ = Idp.
Sean {l;};c; una R-base libre de L y p; = ¥(l;) para cada i € I.
Dado p € P hay tnicos ¢;(p) € R, nulos salvo un nimero finito de
indices, tales que 6(p) = >,c; wi(p)l;.
Evidentemente {¢;}icr € Hom(P,R) y

p=9(0(p) = 2ics #i(D)pi-
(<) En las condiciones de la afirmacién sea L un R-mdédulo libre
con base R-libre {l;}icy.
Por hipétesis hay un epimorfismo ¢ : L — P, ((l;) = p; sii € 1.
Ademés la aplicaciéon 7 : P — L tal que n(p) = >_,c;@i(p)l; estd
bien definida, es morfismo de R-mddulos a izquierda e Idp = (on, i.e.
P resulta isomorfo a un sumando directo de L y deviene proyectivo.

4.11. Modbdulos inyectivos

. Un médulo Q es inyectivo si dados un monomorfismo f : M — M’

y un morfismo g : M — @ como en el diagrama

0— ML
gl
Q

existe un morfismo h : M’ — Q tal que g = ho f.

. Todo producto directo de médulos es inyectivo si y solo si cada factor

es inyectivo. (V. §4.16.5).

. [9] Dados un anillo unitario A y @ € A-Mod, para que @ sea inyec-

tivo es condicién necesaria y suficiente que dados un ideal I de Ay
f €4 Hom(I,Q) exista ¢ € Q tal que f(a) =agsia€ I.

(=) Sean I ideal de Ay f €4 Hom(/,Q). Si¢: I — A es la inclu-
sién, por la inyectividad de A hay un morfismo g : A — @ tal que
f=go Entonces f(a) =g(a) =ag(1l) sia € I.

(<) Consideremos el diagrama de mddulos y morfismos (4.11.1). Sea
§ la clase de pares (N, h), con f(M) < N < M'yh € Hom(N,Q) y
hof=g.

Puesto que f es monomorfismo evidentemente § # ().

Dados (Ni,h1), (N2, ho) € § hagamos (N1, h1) < (Na, he) si y solo
si N1 € No y hy |n,= hi. Asi § resulta parcialmente ordenado y del
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lema de Zorn sigue que existe (Ny, hg) € § maximal.
Suponiendo Ny C M’ sea m’ € M’ — N.
El conjunto I = {a € A:am’ € Ny} es ideal a izquierda de A.
Sea k : I — @ tal que k(a) = ho(am’).
Como k €4 Hom(I, Q) existe ¢ € Q tal que ho(am') =ag sia € I.
Sea l : Ng+ Am’ — @, l(ng + am’) = ho(ng) + ag si ng € Ny y
a € A. Entonces [ estd bien definida: si ng + am’ = 0y entonces
a € I. Luego

ho(no) = ho(—am’) = —agq,
i.e. ho(ng) + ag = 0¢g. Claramente | €4 Hom(Ng + Am/, Q) y si
m € M vemos que

1(f(m)) = ho(f(m)) = g(m).
Asi (Ng + Am/|1) € §, pero Ny € Ny + Am' y se contradice la
maximalidad de (Ny, hg). Luego Ny = M’ y sigue la tesis.

4. Todo médulo 4 M se puede sumergir en algin médulo inyectivo.

(i) Sea @ el conjunto de pares ordenados (I, f), con I ideal a izquier-
dade Ay f €4 Hom(I, M).
(ii) Hagamos F = M @ A(®) y sea G el submédulo a izquierda de
F generado por elementos de la forma (f(a), —ae( 5)), con a € A,
(I,f)e®yeuy € A®) 1a caracteristica de {(I, f)} sobre ®.
(iii) Sean D(M) = F/Gy ¢ : M — D(M) tal que p(m) = [(m, 0 4))]
sime M.
(iv) Evidentemente ¢ €4 Hom(M, D(M)).
(v) Sea m € ker(p). Existirdan n € N, (I, f1),...,(In, fn) € @ ¥y
elementos aq, b1, ..., an, b, € A tales que

(m,04(@)) = Z?:l a;j(f;(bj), _bje(fj:fj))'

Luego m = 377, fia;b;) y D75, ajbjeqr; 5,y = 0@, de modo que
m = 07 y  es monomorfismo.
(vi) Fijemos (I, f) € ® y a € I. Entonces

p(f(a)) = [(f(a),0,4)]
[—(f(a), —aeq,p)] + [(f(a),0 40))]
= [(Oar, aeqr,p))]
= a[(Onr, er,p))]-
O sea, dados un ideal I de Ay f €4 Hom(I, M) existe £ € D(M)

tal que (f(a)) = at.
(vii) Sea € el menor ordinal® infinito cuyo cardinal es mayor que el

4Un congunto bien ordenado es un conjunto munido de una relacién de orden tal que
cada parte no vacia de él tiene elemento minimo. Los ordinales son conjuntos que permiten
clasificar los conjuntos bien ordenados. Precisamente, un conjunto « es un ordinal si
(1) « es transitivo, o sea cada uno de sus elementos es a la vez subconjunto de a. O bien,
sia € aybé€ aentonces b € . Por ejemplo {0, {0}, {0, {0}}}, es transitivo.
(2) La relacién de pertenencia verifica la condicién de tricotomia en «. O sea, si a,b € «
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del anillo A.

(viii) Definiremos Q4 (M) para a < Q por induccion transfinita °.
(ix) Sea Q1 (M) = D(M). Haremos también Qa1 = D(Qq). Si A es
ordinal limite sea @y = Ugp«rQa-

(x) Veamos que Qq es A-mdédulo inyectivo.

Sean [ ideal de A y f €4 Hom(I,Qgq). Como | A |<| Q | existe
a < Qtal que f(I) C Qq-

Por (vi) sea £ € D(Qq) tal que ¢o(f(a)) = a si a € A, donde
indicamos ¢q : Qo — D(Q4).

Pero D(Qn) = Qa+1 € Qq v de §4.11(3) sigue la tesis.

. Un médulo @ es inyectivo si y solo si el functor Hom(o, Q) es exacto.

4.12. Modbdulos noetherianos y artinianos

. Sea C = {C;}icr una familia de subconjuntos de un conjunto C.

Decimos que C satisface una condicion de cadena ascendente (resp.
condicion de cadena descendente) si no existe una sucesion infinita
Ci, € Ci, € ... (resp. no existe una sucesion infinita C;, 2 Cy, 2 ...).

. Fijados un anillo A y un A-médulo M, decimos que M es noetheriano

(resp. artiniano) si su familia de submddulos satisface la condicién
de cadena ascendente (resp. descendente).

. AM es noetheriano si y solo si cada submoédulo de M es finitamente

generado.

. AM es noetheriano y artiniano si y solo si M tiene una serie de

composicion finita, i.e. existe n € N y submédulos
My=M > M; > My > ...> M, = (0y)
tal que M;/M;;1 es simple si 0 <1i < n.

. Sea N < M. Entonces M es noetheriano (resp. artiniano) si N y

M /N son noetherianos (resp. artinianos).

. Si AM es noetheriano, cada submoddulo y cada factor de M es noethe-

riano.

. Sea N < M. Entonces M es noetheriano (resp. artiniano) si N y

M /N son noetherianos (resp. artinianos).

. La suma directa finita de mdédulos noetherianos es noetheriana.
. Sea A un anillo noetheriano. Entonces todo A-mddulo finitamente

generado en noetheriano.
Sean A, B anillos, ¢ : A — B epimorfismo. Si A es noetheriano
entonces B es noetheriano.

entonces a € b, b€ aoa=>o.
Si a es un ordinal también lo es @' = a U {a}, el ordinal siguiente de « . Se dice también
que « es el sucesor de o’ y se escribe o = a + 1. Un ordinal limite es todo ordinal no
nulo que no es siguiente de ningiin otro.
Si a, B son ordinales hacemos o < 3 si y solo si a € .

SUna cldusula g(a) se establece por induccién transfinita si (a) g(1) es cierta. (b)
g(a’) es cierta si g(a) es cierta. (c) g()\) es cierta si g(a) es cierta toda vez que a < \.
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4.13. Moddulos playos

Un R-médulo a derecha (resp. a izquierda) @ se dice playo si el
functor Q®g (resp. ®gQ) es exacto [141].

Dada la sucesion exacta M 25 N % P — 0 de R-médulos y morfis-
mos a derecha y un R-médulo a izquierda @ se tiene

Id Id
M®RQf®—Q>N®RQg®—Q>P®RQ—>O,

i.e. el functor ®rQ es exacto a derecha.
Claramente g ® Idg es epimorfismo e

Im(f ®1dg) C ker(g ® Idg)

N
Consideremos v : N ®p Q — Im(f(EZ;IgQ) la proyeccién al cociente
N ®grQ .
sea®: ———— - P® tal que ®(z) = (g ® Idg)(u) si
y (7 ® Idg) r Q tal que ®(z) = (g9 ® Idg)(u)

z = v(u). Si fuera ademds z = v(u'), u — v’ € ker(g ® Idg) por
(4.13.1). Asi ® esta bien definido y g @ Idg = ® o v.

N ®rQ
Im(f ®Idg)
b(p,q) = v(n ® q) si g(n) = p. Si ademés fuere g(n') = p tendremos
n—mn' € ker(g). Como ker(g) = Im(f) serd n—n' = f(m) para algin
m € M. Luego

Notemos que ® es isomorfismo: sea b: Px Q) — tal que

n®q—n'®q=f(m)q=(f®Ildg)(me q),

y b esta bien definida. Es facil ver que b es R-admisible, de modo
N ®rQ
Im(f (03] IdQ)
b*(p ® q) = b(p,q) en cada tensor bésico. Es facil verificar también

que b* = ®1.
Finalmente, ker(g ® Idg) = ker(v) = Im(f ® Idg).

que existe b* : P ®p Q — morfismo de grupos tal que

. Andlogamente Q®p es exacto a izquierda para cada R-médulo a

derecha Q).

. En definitiva, un R-médulo a derecha (resp. a izquierda) @ es playo

si el functor Q®p (resp. ®rQ) es exacto a derecha (resp. a izquier-
da) o, equivalentemente, si dado un monomorfismo de R-mddulos a
izquierda (resp. a derecha) f entonces Idg ® f (resp. f ® Idg) es
monomorfismo.

. Sea {Q;}ics familia de R-médulos a derecha. Entonces Q £ @,c Q;

es playo si y solo cada @; es playo.

Consideremos 0 —-p M i) r N. Hay morfismos tnicos de grupo 6,7
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de modo que el diagrama
a=Id Rf
(©jesQj) ®r M L (©jesQj) ®@r N
04 In

B=® 'eJ(IdQ e f
®jes(Qj @r M) d - ®jes(Qj ®r N)

conmuta, 0(q ® m) = {q; ® m}jes y nlg ®n) = {gj ® n}jes en
tensores basicos.

Sea (Idg ® f)(u) =0, con u =Y, {qjr}jcs @ mp en Q ®r M.
Tenemos

B 0{aintjes @ mi)l = Bl{ajr © mi}jes]
k k

= {aix ® f(me)}jes
k

= O@jeJ(Qg@RN)'

Para cada j € J obtenemos

Y ik @ flmi) = (o, © ) ajk @ ma)
k

k
= 0Qj®RN'

Si cada @ es playo serd >, qjr ® my = 0@;@rMm- Luego

u= Z{Qj,k}jej & My
k

=D > ulagn) ©my,

ke

= (t; @) g ® my,)
jeJ k

= OQ®RM?

o sea ) es modulo playo.
Reciprocamente, fijemos j € J y sea u; € Q; @r M tal que

(Idg; ® f)(u;) = 0Q;0rN-
Notar que

(Lj X IdN) o (Ide ® f) = (IdQ &® f) o (Lj ® IdM).
Si @ es playo serd (v; ® Idar)(u;) = 0Qe M, de donde
0g0rm = (15 @ Idar)[(1; @ Idar) (ug)] = uj,

i.e. Q); es playo.
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4.14. Representaciones y radical de Jacobson

. En esta seccion A indicara un anillo.
. Llamamos representacion del anillo A en el grupo abeliano M a todo

homomorfismo de anillos p : A — End(M).

. Como senalamos en 4.2.7(v) cada representacién p : A — End(M)

induce una estructura de A-médulo a izquierda sobre M y recipro-
camente.

. Una tal representacién se dice: fiel si es inyectiva, y trivial si es

idénticamente nula.

. Un submédulo S de M se dice p-invariante si p(A)(S) C S.
. Una representacién no trivial se dice irreducible si sus tinicos subes-

pacios invariantes son triviales.

. Sea L ideal a izquierda de A. Entonces A/L es A-médulo a izquierda

y queda inducida una aplicacién pr, : A — L(A/L) de modo que
pr(a)(b+L) = ab+ L. Entonces py, estd bien definida y si a1, as,b € A
tenemos
pr(araz)(b+ L) = (a1a2)b+ L
= a1 (agb) + L
= pr(a1)(azb+ L)
= (pr(a1) o pr(a2))(b+ L).

Se dice que py, es la representacion regular a izquierda de A en A/L.
En particular,

ker(pr) ={a € A:aAC L} = (L: A),

y diremos que (L : A) es el cociente de L en A. Notar que se trata
de un ideal bilatero de A.

. Sean dados un ideal a izquierda (resp. a derecha) L (resp. R) de

Ay u € A. Decimos que u es unidad modular a derecha (resp. a
izquierda) de L (R) si A(1 —u) C L (resp. (1 —u)A C R). Decimos
también que un tal ideal L (resp. R) es ideal modular a izquierda
(resp. a derecha) si posee alguna unidad modular a derecha (resp. a
izquierda).

. Un ideal bilatero P de A se dird primitivo si P = (L : A) para cierto

ideal modular maximal a izquierda L de A.

Un ideal es primitivo si y solo si es el nicleo de alguna representacion
irreducible.

(=) Sea P = (L : A) ideal primitivo, con L ideal modular maximal
a izquierda de A. Sabemos que P = ker(pz) y basta ver que pr, es
representacion irreducible.

Para ello, sea u € A unidad modular a derecha de L. Puesto que
A(l —u) C L, L es propio por ser ideal maximal y L es ideal a
izquierda, u ¢ L. Luego u —u? € L y, necesariamente, u? ¢ L. O sea
pr(u)(u+ L) # 04/ y pr es no nula.
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Sea € un A-submédulo a izquierda invariante no nulo de A/L e indi-
quemos py, : A — A/L a la proyeccién al cociente. Entonces pZI(QS)
es ideal a izquierda de Ay L C p;'(€). Asi p;'(€) deviene ideal
modular a izquierda de A, y como L es ideal modular a izquierda
maximal, p;*(€) = A. Luego € = A/L.

(<) Sea p: A — L(M) una representacién irreducible de A. Como
es no nula existen a € Ay m € M tales que am # 0p7. Por la
irreducibilidad de la representaciéon, Am = M. Ademds si b € A

b € ker(p) < bM = (0p)
-~ b(Am) = (OM)
< bA C ker(m),

con ker(m) = {c € A : cm = 0)}. Claramente ker(m) es ideal a
izquierda de A y resulta ker(p) = (ker(m) : A). Como Am = M
existe d € A tal que dm = m. Luego

(e —ed)m = em — e(dm) = em — em = Oy
para cada e € A, i.e. A(1 —d) C ker(m) y ker(m) es ideal modular
a izquierda de A.
Sea ahora L ideal a izquierda de A tal que ker(m) C L. Conside-
rando a; € L — ker(m) entonces a;m # 0pr. Por la irreducibilidad
A(aim) = (0pr) o A(aym) = M. Si A(aim) = (0ps) sea

N={m'e M: Am' = (0p)}.

Notar que N es A-subméddulo de M a izquierda y aym € N, o sea
N # (0pr). Debe ser N = M y AM = AN = (0p), lo que contradice
que p es no nula. En consecuencia, A(aym) = M. Dado ahora ag € A
existe az € A tal que ag(aim) = agm, i.e. ag—asa; € ker(m), y como
L D ker(m), a1 € L'y L es ideal a izquierda de A entonces ag € L,
osea L = A.
Del razonamiento anterior sigue que si M es un A-médulo irreducible
y m € M — (0p) entonces Am = M, ker(m) es ideal modular a
izquierda maximal de Ay Am ~ A/ker(m).
Sea P ideal primitivo de A. Sabemos que hay un A-médulo irre-
ducible M tal que P = {a € A : aM = (0p7)}. Si Py denota la
interseccion de la clase de ideales modulares maximales que contie-
nen a P tenemos

P= MmeM—(0y) ker(m) D Py 2 P,

osea P =F,.

[88] El radical de Jacobson de A, J(A), es la interseccién de los
nicleos de todas las representaciones irreducibles de A. Decimos
que el anillo A es semisimple (resp. radical) si J(A) = {04} (resp.
si A no posee representaciones irreducibles, en cuyo caso escribimos

J(A) = A).
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Se tiene

J(A) =N{P : P es ideal primitivo de A}

=N{L : L es ideal modular a izquierda maximal de A}.

En efecto, (4.14.2) sigue de §4.14.(10).

Si Jp(A) denota la interseccién de ideales modulares maximales a
izquierda de A es claro que J(A) D Jg(A). Ademsds, dado a ¢ Jo(A)
sea L ideal modular maximal a izquierda de A tal que a ¢ L. Si
u € A es unidad modular a derecha de L entonces a —au € L. Como
a = au + (a — au) debe ser au ¢ L, o sea pr(a)(u+ L) # 04/1, ¥
a ¢ ker(pr,). Entonces a ¢ J(A) y sigue (4.14.3).

A/J(A) es semisimple.

En efecto, sea v € J( y veamos que v = OA/J(A)' Para ello,

i)

fijemos p : A — L(X) una representacién irreducible. Definimos
A

. A — L(X) tal que p'(a + J(A))(z) £ pla)(z) sia € Ay

x € X. En particular, si a € J(A) resulta p(a) = O x) Y P (a+J(A))

no depende del representante que se considere. Es facil ver que p’

es homomorfismo de anillos. Mas atin, es no nulo porque p es no

A
nulo. Ademsds, si Y fuere subgrupo de X tal que p’(m)(Y) cY

serd p(A)(Y) C Y. Por lo tanto Y habra de ser trivial y p’ deviene
A
tacién irreducible de —— en X.
representacion irreducible de - @) en
Si escribimos v = ag + J(A) para cierto ap € A dado x € X resulta

Ox = p'(v)(z) = p(ao)(z),
o sea p(ag) = O, (x)- Como p es arbitraria, ag € J(A) y v = 04,304
Sea P ideal primitivo de A y sean L1, Lo ideales a izquierda de A
tales que L1Ls C P. Entonces L1y C P o Ly C P.
Sea J ideal a izquierda de A. Si cada elemento de .J es cuasi-inversible
a izquierda entonces J C QI(A). Por lo tanto J(A) C QI(A).
JA)={aec A: Aa CQI(A)}.
Sabemos que J(A) es ideal a izquierda, de modo que

AJ(A) C J(A) C QI(A).

Sea ahora a ¢ J(A), i.e. hay algin A-médulo irreducible X tal que
aX # (0x). Dado x € X tal que ax # 0x, como A(ax) = X, existe
b € A tal que b(ax) = x. Entonces A(1 — ba) C ker(z). Como ker(x)
es ideal a izquierda modular maximal de A y ba es unidad modular
a derecha del mismo, ba ¢ ker(z). Si fuere ba € QI(A) sea ¢ € A tal
que co (ba) = 04. O sea ¢+ ba — cba = 04, 0 ba = —c + cba. Pero
entonces ¢ € A(1 — ba), lo que contradice que z ¢ ker(x).

Por §4.1.12 y §4.14.18, J(A){a € A: aA C QI(A)}.
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4.15. Teoremas de Wedderburn, Schur y Jacobson

. Un anillo R se dice semisimple a izquierda o derecha si es semisimple

a izquierda o derecha en cuanto médulo sobre si mismo.

. Sea R un anillo. Son equivalentes

(i) R es semisimple.

(ii) Cada R-mdédulo es semisimple.

(iii) Cada sucesién exacta corta de R-médulos es escindida.

En efecto, ((i)=(ii)): Por (4.6.6), dado un R-mdédulo M existe algin
conjunto no vacfo I tal que M ~ RU) /S para cierto R-submddulo
S de R, Pero RY) es claramente semisimple. Luego S es sumando
directo de RY), digamos RY) = § @ T para cierto R-submédulo 7.
En consecuencia M ~ T y por (4.9.5) T es semisimple.

Ahora ((ii)=-(iii)): basta notar que si 7 : M — N es epimorfismo de
R-médulos, puesto que M es semisimple ker(7) es complementable
en M y por lo tanto 7 es una retraccién.

Finalmente ((iii)=-(i)): Cada R-submddulo U de R sera sumando
directo de R porque la sucesién exacta corta

0—-U<—=RLR/U—-0

es escindida, donde ¢ es la proyeccién al cociente.

. Sea R-anillo semisimple, digamos R ~ @®;c1M; para cierta familia de

R-médulos simples {M;}icr. Si R es unitario I resulta finito, o sea
R tiene longitud finita. Ademas, dados cualquier R-médulo simple
M y x € M no nulo tendremos

fa
@BijerM; ~ R— M — 0
con fz(r) =rx o fz(r) = xr segin sea M un R-mddulo a izquierda
o derecha respectivamente. En ambos casos f, resulta epimorfismo.
Luego f, serd una retraccién y M ~ M; para un tnico ¢ € I. O sea,
habra un numero finito de R-mdédulos simples no isomorfos.

. Sea M un R-médulo semisimple de longitud finita, digamos

~ n Vi
M=~ @} M,
donde n, vy, ...,v, € Ny My, ..., M, son R-mdédulos simples no iso-
morfos. Hay un isomorfismo de grupos abelianos

n
Endg(M) ~ [ [ My, (Endg(M;)).
i=1
Para ello observar lo siguiente:
(a) Sean ¢; : M]'-/j — @ My mj: @ M — M]'./j las inmersio-
nes y proyecciones naturales, 1 < j < n. Definimos

F : Endg(®j, M}") — [ [ Endr(M1),
=1
F(f)y=(miofoui,...mpofor).
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Evidentemente F' es aditiva.
(b) Fijado f escribimos

F&rsnn) = Flul&))
i=1
= > (@ (F@alE0)))s oo T (£ (16(80))))-
=1

(¢) Supongamos (7 o f o¢;)(§;) # 0,7 para ciertos 1 < 4,5 < n,
i

i # j. Haciendo & = (m},...,m}") serd (mj o f o ;) (xri(ml)) # 0,,%
J

para algin [ € {1,...,v;}, con x;; la inmersién canénica de M; en

M;" en el l-ésimo lugar. Ademas existird k € {1, ...,v;} tal que
ijg((ﬂ'j ofo LZ)(Xl,z(mg,))) 7& OMj’

donde pj; : M ]V 7 — M; es la proyeccién a la k-ésima coordenada.

Concluimos entonces que Endg(M;, M;) # (0).

(d) Pero si g € Endgr(M;, M;) es no nulo, g debe ser suryectivo

porque M; es R-médulo simple e Im(g) es R-submdédulo no nulo de

M. Asimismo, g debe ser inyectivo, porque ker(g) es R-submédulo

de M;, que es simple. Por ello, si ker(g) no fuera trivial deberia ser

ker(g) = M;, lo que contradice que g es no nulo. En definitiva, serfa

M; ~ Mj, lo que no es cierto pues 7 # j.6

(e) Con la notacién anterior tenemos

F(&1s - &n) = (F1(F)(&1), s Fn(f)(&n)),

de donde sigue que F' es inyectiva.
(f) Dado g € [[;~; Endr(M;") sea f = g1®...Bgy. Tenemos entonces
f€Endr(®]_ M) ysil<i<ny{e M resulta
Fi(f)(&) = (mio f owi)(&)
= 7Ti(0, ceey 0791(61)7 07 ey 0))
= gi(&),
o bien F;(f) = g;. Asi F(f) =gy F es isomorfismo.
(g) Fijado 7 € {1,...,n} sea
Gi : EndR(Mi"i) — MVi (EndR(Ml)),
Gi(h) = (ht,s)1<t,5<m;

donde hy s = pjohox’, x4 : My — M/ y p : M;* — M; la inmersién
candnica en el s-ésimo lugar y la proyeccién candnica a la t-ésima

OEste es basicamente el alcance del siguiente teorema de I. Schur [137]: Dados R-anillo
y un R-médulo simple M a izquierda rEnd(M) es anillo de divisién.
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coordenada para cada s,t. Claramente G; es morfismo de grupos
abelianos. Para m' € M;" se tiene
h(m') = h(m}, ,mf,z)

vy

y sigue enseguida que G; es inyectiva.
Finalmente, si k € M,, (Endgr(M;)) la aplicacién
h: M — M,
vi
h(m') =Y (k1,s(m), ooy by, s (m4))
s=1
es endomorfismo de R-médulos y G;(h) = k, o sea G; resulta biyec-
tiva y

Endg(M") ~ M,, (Endz(M,)),

(h) Puesto que F es isomorfismo de (4.15.2) obtenemos (4.15.1).
(i) Sea 6 :gp End(R) — R tal que 0(f) = f(1) para cada f. Evi-
dentemente 6 es aditiva y dados f, g es

0(fog) = fl9(1)) = flg()1) = g(1) f(1) = f(1) o0p g(1).
Luego 6 es morfismo de anillos. Mas atin, es facil ver que se trata de
un isomorfismo de anillos.
(j) Sin € Nsea 7 : M, (R?) — M, (R)° la aplicacién traspuesta. Si
a,b e M,(R?)y1<4i,j<n tenemos

T((lb)i,j = (ab)jﬂ;

n
= E Q3 k Cop bk,i
k=1

Luego 7 es homomorfismo de anillos, mas ain, un isomorfismo de
anillos.
(k) Todo anillo unitario semisimple R tiene longitud finita. Sabemos
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que existen n € N, vy, ..., v, € Ny anillos de divisiéon Dy, ..., D,, tales
que
R? ~p End(R) ~ [[;—; M,,(D;).

En consecuencia

R~ (R?) =~ [[{= My, (D)? ~ [TiLq My, (D7)
(1) Queda establecido el siguiente teorema de Wedderburn [148]:
Todo anillo semisimple unitario es isomorfo a un producto directo
finito de anillos de matrices sobre anillos de divisién.
. Vamos a necesitar, y ademds tiene interés propio, del llamado teo-
rema de densidad de Jacobson: [89] Sean R anillo, M un R-médu-
lo a izquierda simple, n € N, {z1,...,z,} subconjunto rEnd(M)-
linealmente independiente de M. Dados y1, ..., y, € M existe r € R
tal que rx; =y; sii=1,...,n.
(a) Se hara induccién de n. Si n =1 es resultado es inmediato. Su-
pongamos n > 1 y el resultado cierto para valores menores a n.
(b) Veremos que existen ry,...,7,, € R tales que rixz; # Oy cuando
i=1,..,nyriz;=0psii#j,1<ij<n.
Entonces, por el caso n = 1, existiran rq,...,7, € R tales que
ririx; = y; si 1 < 4 < n. Haciendo r = ri7} + ... + rp7), tendre-
mos que rx; = y; en cada caso y serd valido el paso inductivo.
(c) Si (b) no fuere cierto, si r” € R verifica "z = ... = r"xp_1 = O
entonces r"’x, = 0p.
Definimos f : M™ ™1 — M, a saber: dado m € M™™ !, por hipéte-
sis inductiva sea " € R tal que " € R tal que r"x; = m; si
1 <4 < n—1. Hacemos entonces f(m) = r"x,.
Vemos que f estd bien definida, porque si ademds r"z; = z; si
1 < i < n entonces (r" — r{")z; = Op si 1 < i < n. Por ello,
(r"" —r{"an = 0nr, 0 sea "'z, = ray,.
Por otra parte, f(rm + m') = 7f(m) + f(m') si m,m’ € M" 1y

T € R. En efecto, sean 7,7 € R tales que Tx; = m; y Ta; = m} si
1<i<n-—1. Entonces (77 +7)z; =Tm; + m,sil<i<n-—1y

fEm+m') = (77 + T)zy =7f(m) + f(m).
Sea ahora f; = f o, con ¢; la inmersién natural de M en M™ 1,
1<i<n-—1 Dadom € M" ! tenemos f(m) = Z?;ll i(m;). En
particular,

Ty = 12n = f(21, s Tn—1) = fi(@1) + oo + fal@n-),
lo cual contradice que {z1, ..., z,} es Endg(M)-linealmente indepen-
diente.
. El teorema de Wedderburn es valido para cada algebra compleja fi-
nito dimensional semisimple A en el sentido de (4.14.13).
(a) Como A es semisimple la interseccién de la clase de ideales pri-
mitivos de A es trivial.
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Sean Py, P, ... ideales primitivos de A, digamos P; = ker(p;) para
representaciones irreducibles p;’s de A. Supongamos
P Qplﬂpg 2
yseaa; € PLN..NP, — Py sii=12 .. Pero {a1,as,...} es li-
nealmente independiente: supongamos zya1 + ... + zp,a, = 04 para
ciertos n € Ny z1,...,2, € C. Como pa(az) = ... = pa(ay) = 0 re-
sulta z1p2(a;) = 0y como pa2(a;) # 0 entonces z; = 0. Razonando
inductivamente sigue la afirmacion.
(b) Puesto que A es finito dimensional existen n € N e ideales pri-
mitivos Py, ..., P, tales que
P 2 PiNP 2 Qplﬂ...ﬁpn = (OA)
Dicho valor n no solo existe siné puede elegirse maximo, se trata de
la dimension de Krull de A [100] .
(c) Con la notacién anterior, sean p; : A — End(Xj;), 1 <j < n.
(d) Como cada p; es representacién irreducible de A y A es finito
dimensional, cada X; deviene finito dimensional, digamos de dimen-
sion dj.
(e) En cada caso, por el teorema de densidad de Jacobson
A/Pj =~ pj(A) = End(X;) = Mg, (C).
(f) Pero My, (C) es anillo simple, por lo que cada P; seréd ideal mo-
dular maximal.
(g) Hay un isomorfismo

p:A— @7 End(Xj),

pla) = &1 p;(a).
Evidentemente p es monomorfismo. Veamos que ademas es epimor-
fismo.

Para ello, sea Ij = Nicq1,.. n)— ;35 1 < J < n. Fijado j, si I; C P;
entonces Hz‘e{l,...,n}—{j} P; C P;j. Pero Pj es ideal primo” , de modo
que existe i € {1,...,n} — {j} tal que P; C P;. Por (f) deberd ser en-
tonces P; = Pj, lo cual no es cierto. Luego I; € Pj,ie. I;X; # (0x; )
Més atin, sea Y un [;-submédulo a izquierda de X; no nulo. Como
A = I; + Pj sigue que Y es A-submédulo no nulo de X; y, por
irreducibilidad, ¥ = X;. Por lo tanto X, deviene Ij-mdédulo sim-
ple de dimension finita y por el teorema de densidad de Jacobson
pj(1;) = End(Xj).

Sean (11, ...,T,,) € End(X;) x ... x End(X,,), sean a; € I; tales que
T; =pjlaj)sij=1,..,nya=a+ ..+ a,. Por construccién,

"Un ideal bildtero propio P de A se dice ideal primo si dados ideales bidteros I, J de
A tales que IJ C P serd entonces I C Po J C P.
Notar que todo ideal primitivo es primo. En efecto, sean P-ideal primitivo y X un A-
médulo irreducible a izquierda tal que PX = (0x). En particular, sabemos que P es ideal
bildtero propio. Sean I, J ideales bildteros de A tales que IJ C P. Si J ¢ P entonces
JX # (0x). En consecuencia AJX =X e IX CIJX = (0x),osea ] C P.
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pi(a) = pilaz) + Xicq,..ny—yy Pila) =Tj,1 < j <n.

4.16. Ejemplos
4.16.1. Sobre anillos.

1. Sean A-anillo unitario y a € A inversible a izquierda mas no divisor
de cero a derecha. Veamos que a es inversible.
En efecto, por las hipétesis la aplicacién Ry : A — A, Ry(x) = xa si
x € A es biyectiva.
Dado y € A tal que ya = 1 existe 3y’ € A tinico tal que ay = R,(y').
Tenemos

R,(1)=la=a=al =aya = y'a? = R, (y'a),

i.e. y'a =1, de donde ay = 1 y a resulta inversible.

2. Dado p € N primo, todo anillo unitario R de orden p? es abeliano.
Precisamente, sea f : Z — R tal que f(m) = mlg si m € Z.
Entonces f es homomorfismo de grupos abelianos y Im(f) tendrd
orden p o pZ.

Si | Im(f) |=p* R~ Z,2 y R resulta abeliano.

Suponiendo | Im(f) |= p entonces R deviene Z, algebra. Para ello,
sea zp -1’ = f(x)r' paraz € Zy ' € R.

Si xp, = yp existe ¢ € Z tal que x = y + cp. Luego f(x)r' = f(y)r
porque pf(c)r’ = 0pr’ = Op.

O seax,-r" =ar' siz € Zyr € R,y claramente ahora R es
Zy,-algebra.

Dado 7 € R — Z1g, {1g,r} es Z,-linealmente independiente.

Debe ser entonces R = Z, - 1r & Zy - r, de donde sigue que R es
abeliano.

/

4.16.2. Anillos Zy~ y Z[z,y]/(zy).
1. Fijado p € N primo sea
Zipy=1a/beQ:a€ZbeNypib}.

Evidentemente Z, es un anillo y U(Z)) = Z,) — pZp)-

Por otra parte, pZ,) es ideal maximal de Z,).

En efecto, claramente pZ, es subconjunto propio de Z,).

Sea J ideal de Z,) tal que pZ,) C J.

Sir € J —pZgy), r resulta inversible y resulta 1 € J, i.e. J = Z.
Observemos que pZ,) es el tnico ideal maximal de Z,), porque si
hubiere otro ideal maximal K y K ¢ pZp) entonces K contendrd
alguna unidad, y por lo tanto K" = Z, lo que no es posible.
Decimos que Z,) es anillo local , pues tiene un unico ideal maximal.

2. (i) Se tiene R ~ Z[z,y]/(zy), donde
R={(p,q) € Zz] x Z[y] : p(0) = ¢(0)}.
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Dado r € Z[z,y] podemos escribir

r—ra:y erln za:y

n=0 i=0
oo n—1 4 4
(4.16.1) = —ro,0 +7(2,0) +7(0,y) + zy Z Z Tty
n=2 i=1

con r; jez nulos salvo un nimero finito de indices.
Si 7 Zlx,y| — Z[z,y]/(zy) es la proyeccién al cociente serd

o0
m(r) =m(roo+ Y _(rnoz" +rony"))
n=1
= (=700 + r(z,0) +7(0,y)).
Definimos
. Zlz, y]

(
f(&) = (r(x,0),7(0,y)) si & = 7(r).
Si ademds & = 7(s) existird t € Z[x, y] tal que

—r0,0 +7(z,0) +7(0,y) = —s0,0 + s(x,0) + s(0,y) + zyt(z,y).
Haciendo z = 0 e y = 0 vemos que (0, y) = s(0,y) y r(z,0) = s(zx,0)
respectivamente, de modo que f estd bien definida.
Claramente f es un morfismo de Z-médulos.
Ademas f es inyectivo, pues si f(£§) = (0,0) y £ = w(r), resulta

T(.%', 0) = T(Ovy) =0yroo= T(l’, O) ‘$=0: 0

Por (4.16.1) inferimos que r € (zy), o sea £ = 0.
Evidentemente Im(f) C R.
Dado ahora (p,q) € R, hagamos n = 7(—p(0) + p(z) + ¢(y)) en
Zlz,y]/(zy). Entonces f(m(£)) = (p,q) y sigue la afirmacién.
(ii) R no es anillo simple. Por ejemplo R(0,y) o R(x,0) son ideales
propios de R.

— Z[z] x Z[yl,

4.16.3. Graficos de endomorfismos de A-mddulos. Sean M un
A-médulo no nulo,

M, = {(m,0) € M*>:m € M},
My ={(0,m) € M?:m € M}

y K < M?. Si ¢ € End(4M) claramente Graf(c) < M2. Entonces:

(i) M2 = K @ M, si y solo si existe o € End(4M) tal que K =Graf(s). E
efecto, supongamos M? = K @& M.

Notemos que si (ki,k2), (k1,k}) € K tendremos ki = ko, pues entonces
(O,k‘g — kié) e KN M.

Ademsds dado m € M existen tnicos (k},kY) € K y m’ € M tales que
(m,0) = (kY,kY) + (0,m). Necesariamente k] = m y queda definida una
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aplicaciéon o : M — M tal que o(m) = kY. Notamos ademés que m’' =
—o(m).
Veamos que o €End(4M): si mj,me € M, a € Ay j=1,2 tenemos
(my,0) = (my,o(m;)) + (0, —a(m;)).
Por unicidad en la representacién tendremos
(m1 4+ m2,0) = (my + ma,o(my) + o(ms)) + (0, —o(mq1) — o(m2))
= (m1 + ma,o(my +ma)) + (0, —o(m1 + ma)).
Asi o(my + ma) = o(mq) + o(ms). Asimismo
a(my,0) = al[(m1,0(m1)) + (0, —o(m1))]
= (am1,ac(my)) + (0, —ac(my)).
Ademas
a(m1,0) = (am1,0)
= (amq,0(amy)) + (0, —c(amq)).

Por unicidad de representacién inferimos que o(ami) = ao(my) y sigue la
afirmacién.

Por construccién, Graf(o) C K.

Y si (k',k?) € K, como (k1,0(k1)) € K, deberd ser k? = o(k'), o sea
K CGraf(o), con lo que la condicién es necesaria.

Reciprocamente, sea dado n €End(4M).

Sim e My (m,n(m)) € My entonces m = 0y (m,n(m)) = (0,0), o sea
Graf(n) N My = {Op2}.

Finalmente, si (mi, mg) € M? tenemos

(m1,ma) = (ma,n(m1)) + (0, mz — n(ma))
y M? =Graf(n) ® M.
(ii) Es féacil ver que si K es el gréafico de algun automorfismo a izquierda
sobre M entonces M? = M; & K.

4.16.4. Sobre anillos semisimples.

1. (i) Sea A = [];c; Fi producto directo de cuerpos. El anillo A es
semisimple si y solo si | I |< oo.
En efecto, indiquemos e; = {0; 15, }rer, con j € I.
Sean S un submédulo simple de Ay x € S —{04}.
Si¢ € I es tal que x; # OF,, como e;x = x;e;, resulta e; € S.
Luego S = Ae; = 1;(Fy).
Es claro ahora que si | I |= oo entonces A no puede realizarse como
suma de moédulos simples, con lo que la condicién es necesaria.
Reciprocamente, si | I |< oo se tiene A = @jerti(F;), ie. A es
semisimple.
(ii) Determinemos los Z-mdédulos semisimples.
Sean M un Z-médulo semisimple y S < M simple.
Sim e S — {0} tenemos
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(4.16.2)
(4.16.3)
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Zm = S =~ 7/ ker(m),
donde ker(m) = {v € Z : vm = 0pr}.
Puesto que S es simple ker(m) habra de ser ideal maximal de Z, i.e.
S = Z, para cierto primo p.
Por lo tanto, si M es semisimple serd suma directa de una familia
de submddulos simples.
Habra entonces un conjunto P de niimeros primos y un subconjunto
{np}pep de N tales que

M ~ ©pepZ™.

. (i) Sean A-anillo semisimple a izquierda, I ideal a izquierda y .J ideal

a derecha de A. Entonces IJ =1NJ.
Para ello, tenemos A = J @& K para cierto ideal a izquierda K de A.
En particular, 14 = j + k, para tnicos j € Jy k € K.
SizelnJ, z=uxj+ xk.
Como zk =x — xj, xk € J pues x € J y J es ideal a izquierda.
Ademsds zk € K pues K es ideal a izquierda.
Luego zk = 04 porque JN K = {04}.
En consecuencia x = zj,ie.x€lJelINJ C1J.
La inclusiéon IJ C I N J sigue porque I es ideal a derecha y J es
ideal a izquierda.
(ii) Siempre con A anillo semisimple a izquierda, si I, J, K son ideales
tenemos las identidades:

INJ+K)=INJ+INK,

I+JNK=(I+J)n(I+ K).
Precisamente, por (i) tenemos
INW+K)=IJ+K)CIJ+IK=INnJ+INK.
Ademas
IJ+IKCIJ+K)+IJ+K)=IJ+K)=In(J+K)
y concluimos (4.16.2). Por otra parte
I+JNnKC(I+J)Nn(I+K)

=I+J)I+K)

CII+IK+JI+JK

CI+JNK

y tenemos (4.16.3).

. Dado n € Ny 1, Z,, es semisimple si y solo si n es libre de cuadrados.

(<) Si n es libre de cuadrados existen v € N y primos distin-
tos pi1,...,py tales que n = py - ... - pp. Como med{ny,...,n,} =1,
donde ns = n/ps si 1 < s < v, hay enteros ay,...,a, tales que
1=>""_, asns. Dado z € Z tenemos

[z]n = [ZZ:I Tasns)n = ZZ:l[Jjasns}m
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O/
le. Zn = Y 4 ;Z' Veamos que la suma es directa aplicando

nsZ ..
§4.5(5): sean t € {1,...,v} y [myln € Yseqi, s1—11) ns—Z, digamos
[neyln = X seqn,... 51— (13 [NsYs)n- Habrd cierto z € Z tal que

MY =D sel,... s)—{t} NsYs T 12,
Como p; divide al segundo término y (ns,p;) = 1 entonces p; | y.
Por lo tanto nyy es multiplo de n y [ny], = [0]n.
(=) Supongamos n = p®n’ para ciertos a € Ns1, p € N primo
y n' € N tal que (p : n') = 1. Dado un divisor k¥ de n resulta

a—1 a—1
e p* 7 k7 ae . p*Z
"kl € Ny "7k # [0, Lo —

directo de Z,,.

7 7 no es sumando
n n
. Sean € Z—{-1,0,1}, digamos n = H;’le;nj, dondev € N, py, ..., py

son numeros primos y mpq, ..., m, € N. Entonces Z,, es semisimple si
- _ ~ N o A Vi

my = ... =my =1y JZy) = Zyn), con 7(n) = [[[_; p; en otro

caso.

. Un anillo R es semisimple si y solo si todo R-mddulo es proyectivo.
(=) Sea M € R-Mod. Veremos que M es sumando directo de algin
R-médulo libre.

Podemos suponer M ~ RU) /V, cierto conjunto no vacio I y para
algin V €r S (R(I )). Bastarfa ver que RY) es R-médulo semisimple,
porque entonces V sera complementable y M sera devendra sumando
directo de un R-médulo libre.

Precisamente, como R es semisimple habrd una familia {Js}se, de
ideales a izquierda de R tales que R =~ @;c,Js. Entonces

RY) ~ (@seaJs)(I) = Dicr(Dseods) = @seaiy)-

Para ello, sea

F: @iEI(@SEJJS) - @SEUJs(I)a F(SD)(S)(Z) = @(z)(s)
parai € Iy s € 0. Para cada s € 0, (i)(s) € Jgsii €y

card({i € I = p(i)(s) # 0,}) < card({i € I : (i) # Oz, }) < 00,

o sea F' esta bien definido y claramente F' es morfismo de R-mdédulos
a izquierda.

Si ¢ € ker(F), dado i € I es ¢(i) = Og,c,Jes 1€ © = Oa,(@seos)
Dado ¢ € @SGUJS(I) escribimos ¢ = {{xs, (5)Cs(2)x1. (%) }icr } seo Para
ciertas partes finitas o1 de o, y también I; de I si s € o1. Obervar
que (s(i) € Js cualesquiera sean los indices i o s. Claramente

HUXo1 (8)Cs(9) X1, () seo Yier € Bier(@seqds)

Y F({{xo:(5)Cs(1)x1. (1) }seotier) = ¢, Le. F es isomorfismo de R-
modulos a izquierda y la condicion es necesaria.

(<) Si R no fuera semisimple habria algtin ideal L a izquierda de
R no complementable. Por hipédtesis, como R/L es proyectivo, si



196 4. ANEXO 2: MODULOS

7m: R — R/L es la proyeccién al cociente, existird v €g H(R/L, R)
tal que Idg,, = m o v. Pero entonces la sucesién exacta corta

0+L—RSR/L-0

es escindida y, por ello, L debe ser complementable, lo que no es
posible.

4.16.5. Médulo sin submdédulos simples. Sea A =C|0, 1] el anillo
usual de funciones reales continuas sobre el intervalo [0, 1]. Entonces A no
tiene A-submddulos simples.

Para ello, supongamos que Z es A-submédulo simple de Ay sea f € Z—{04}.
Entonces 7 = Af.

Supongamos existen t1,ts € [0, 1] distintos tales que f(t1) # 0y f(t2) # 0.
Por el lema de Urysohn existe g € A tal que g(t1) =1y g(t2) = 0.
Haciendo h = fg, h € Z, h(t;) # 0y h(t2) = 0.

Ademaés Z = Ah, de modo que k(t2) = 0 para cada k € Z.

M3és atin, siendo t3 arbitrario, si k € Z resulta k(t) = 0 toda vez que f(t) =0,
o f(t) #0 y t #t;. Pero como k es continua serd k = 04.

Inferimos entonces que Z = {04}, lo que no es posible y sigue la afirmacién.

4.16.6. ZN no es Z-médulo libre. [8] Indicaremos a continuacién
una gufa para probar que Z" no es libre (V. (4.17.31).

1. Sean G-grupo abeliano con base {e) : A € L} y S un subconjunto
no vacio de L. Si H es el subgrupo de G generado por S entonces
G/H es grupo libre con base libre {ey + H : A € L — S}.

2. Todo elemento no nulo de un grupo abeliano libre tiene un niimero
finito de divisores.

3. Supongamos que ZN tiene una base libre {ex}rer. Observar que L
debe ser no numerable.

4. Dado n € N sea §,, = (0px)ren y escribamos 6, = > y\cp Mnaer,
donde los coeficientes enteros my, \’s estan univocamente determina-
dos y los nulos salvo finitos X’s. Escribamos A,, = {\A € L : m,, y # 0}
y sea A = UpenAy,. Entonces A es numerable.

5. El subgrupo H de G generado por {ej}rca es numerable y es el
menor subgrupo que contiene a {d, }nen-

6. G/H es grupo libre abeliano, con base libre {e) + H} xcr—A-

7. El conjunto

M={acZN:a,#0y ay,| ans1sineN}.

es no numerable.
8 Seaaec M — H. Dado n € N sean

n
Sn = § ai5i7
=1
n4+1 OGn4-2

ty = (0,...,0, TnFL dnt2 0y

Qan Gn,
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Entonces a = s, + antn y a + H = ap(t, + H). Luego a + H tiene
infinitos divisores, lo que contradice (4.16.6.2).

4.16.7. ZMN ~ Homy(ZN, 7).

1. Es facil ver que la aplicacién
F: 2™ — Homy(ZN,7),
F(o)(x) = Z OnTn
n

define un monomorfismo de grupos abelianos.
2. Hagamos

G : Homg(ZN,Z) — 7",
G(T) ={T(6n) }nen-

Deberemos probar que G estd bien definido. Para ello, supongamos
exista T € Homgz(ZN,7Z) tal que T(5,) es no nulo para infinitos
valores de n.

(i) Sean

o(T) ={n e N:T(d,) # 0},
o4(T)={n e N:T(s,) > 0},
o_(T)={neN:T(s,) <0}

Si o4 (T) = 0 consideremos —T en lugar de T'. Si 04 (T) y o_(T) son
no vacios sea S € Endz(Z") tal que S(z), = +z, sin € oL(T) y
S(z), = 0 en otro caso. Asi T oS € Homz(ZN,Z) y (T 0 S)(6,) >0
para todo n, siendo dicho valor positivo para infinitos n’s. Podemos
considerar entonces o_(T) =0y o (T) : ny <ng < ...

Sea ahora U € Endz(ZY) tal que U(z) = 2105, + 226, +.... Tenemos
entonces T o U € Homg(ZN,Z) y (T o U)(8,) > 0 para todo n.

En definitiva, podemos asumir que 7'(d,) > 0 para todo n.

(ii) Inductivamente podemos ver que hay una sucesién estrictamente
creciente de enteros positivos {k;}ien, tal que 2Fi+1 > 2KT(§;) para
cada i.

(iii) Hagamos x = {2, 2™ ..} € ZN.

(iv) Consideremos los desarrollos binarios

T(z) = Z ;27
j=0

T() =) e2ieN
=0
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(4.16.4)

(4.16.5)

(4.16.6)
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(v) Tenemos, para h € N,

h—1
& & T(x—) 285
=0
=T(0,...,0, 2k 2kn+1 )
=2 T(0,...,0,1, 2k 1= kn )

o sea 2Fn | &,.
(vi) Por otra parte

h—1
& ="T(x) =Y 25T(5;)
i=0

00 h—1 o)
_ 9J _ k; igl
= €52 2k g2,
3=0 i=0  1=0

Ahora en (4.16.4) puede ser 0 < j < ko; j = ko+l con 0 <1 < k1—ko;
Jj=ki+1lcon0<I[]<ky—ky;etc.. Luego

ko—1 oo kjri—k;j—1
_ j J\ok;+l
&= 62+ > " (4 — )28
§=0 j=0  1=0

(vii) Puesto que 2» | &, por (4.16.5) sera €+l = 6{ toda vez que
kj +1 < kp. Pero dado j € N, como T'(§;) > 0, existe I € Ny
tal que ¢ # 0. Luego T'(x) tiene infinitos términos no nulos en su
desarrollo binario, lo cual es imposible siendo entero. Por ello G esta

bien definido.

. G deviene morfismo de grupos abelianos y dados T' € Homz(Z", Z)

yTe ZM) tenemos
(FoG)T)(x) =32, T(6n)wn =T(x),
o sea (F'o G)(T) |zen="T |zm-

4. Veremos que

Homgz (ZN /2™, 7) = (0).

Por ello, dado S € Homgz(ZN, Z) tal que S(ZM) = {0} queda indu-
cido S € Homy(ZN/ZM™), 7) tal que S(x +ZMN) = S(x) para cada
x € ZN. En consecuencia S es el homomorfismo nulo. Podremos
concluir por (3) que (F o G)(T) =T, o bien que F es epimorfismo.

. Veamos finalmente (4.16.6).

(i) Hay elementos ¢ € ZN /Z(N) infinitamente divisibles, o sea para
infinitos m € Z existe ¢, € ZN/ZM tal que ¢ = m(,,. Més ain,
7N/ ZM) tiene un conjunto de generadores cuyos elementos son infi-
nitamente divisibles.
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(ii) Precisamente, sea x € Z" no nulo. Dado n € N hay enteros a,, by,
tales que 1 = a,2" 4 b,3"™. Luego
x = (xn) = (anxn2") + (bnxn3") =y + 2.
Ademés y+ZN y z4+ZM son infinitamente divisibles. Por ejemplo,
fijado k € N resulta
y+2ZM = 2K1(0, ..., 0, apy, Qg1 Tps12, QppoTrao2?,...) + Z(N)].
(iii) El dnico entero infinitamente divisible es el cero y todo homo-
morfismo de grupos abelianos transforma elementos infinitamente
divisibles en elementos infinitamente divisibles. Por ello sigue ense-
guida la afirmacion.
6. En consecuencia, en general

Hom([[, M;, N) 2 [, Hom(M;, N).
P. €j.
Hom(]],,en Z, Z) ~ ZM 2 ZN ~ 1], oy Hom(Z, Z).
7. Puesto que Hom(ZX),Z) ~ ZX si X # 0 es Z(Y) reflexivo.
4.16.8. Un mdédulo no libre proyectivo. Todo moédulo libre es pro-
yectivo. Por otra parte, hay médulos proyectivos no libres. Por ejemplo, da-
dos n,m € Ns1, Z,, es Zp,-médulo si n | m. En particular, Zy @ Z3 deviene

Zs - médulo libre, con {(12,13)} base libre sobre Zg. En consecuencia Z3 es
Zg - médulo proyectivo aunque no es libre por razones de cardinalidad.

4.16.9. Sobre productos tensoriales.
1. Sean R anillo conmutativo, I ideal de R y M, N dos R-médulos.

Entonces
M &®r N M N
4.16.7 _— —.
(4.16.7) Mo N) ~ 1M “*/1IN
: . R M N
Indiquemos «, 3,7, ¢ a las proyecciones naturales sobre T I IN
M ®r N t' ¢
—————— respectivamente.
YIM&arN) P

Hacemos a(r)(m) = f(rm) sir € Ry m e M. Si a(r) = o(r') y
B(m) = B(m') entonces
rm—r'm' =@ —r"Ym+r'(m—-—m')eIM

M R
porque r — 1" € I ym—m' € IM. Asi Tl deviene T—médulo.

N
Anslogamente —— resulta —-mddulo.

IN I
] N ., R ..
Sean G-grupo abeliano, f : M ]>\<4 @ 7\{ G una funcién Y—adrmslble.
Probaremos que existen f* : — 2~ 5 & morfismo de grupos
que ex f (M @5 N) grup

N M ®r N

M X — d d
e _— R e odo
IM "IN " I(MegN) ™

R
y una funcién T—admisible v
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que f = f*owv,y (4.16.7) serd consecuencia de la unicidad salvo
isomorfismos del producto tensorial.

M ®r N
Dad —_— M N tal = ().
aOUEI(M®RN) sea x € M ®r N tal que u = 6(x)
Si z = Y% my ® my hagamos f*(u) = Y f(B(m),v(m)). Si

d(z) = §(x') serd x = 2’ + 2" para cierto 2" € I(M ®g N), digamos
2 = ;gl)(rlm;’) @ ny, con ri, ..., rygry € 1.
Evidentemente 3(rym;) = 0y, /(10) Para cada Iy como f es biaditiva
sigue que f* estd bien definida y deviene morfismo de grupos.
Por otra parte, sea v(3(m),y(n)) =d(m®@n),conm e M yn € N.
Si B(m) = B(m') y 1(n) = ~(n') tenemos
mn=m-m)en+m @ n-—n)+m n,

y comom —m’' € IM yn—n' € IN vemos que

d(men)=46m @n).
M4s atin, es inmediato ahora que v es R/I-admisible y sigue ense-
guida la afirmacion.

. Por ejemplo Zy ®z, Z3 = (0).

Basta ver que toda funcién f : Zo X Z3z — G Zg-admisible es nula,
cualquiera sea el grupo abeliano G.
En efecto, deberia ser

flag - w6,b3) = f((aw)2,b3) = f(az,(xb)3) = f(az,z6 - b3)

cualesquiera sean as € Zo, bs € Z3 y xg € Zg. Si la expresion anterior
no fuera nula serfa (azx); = 1o y

f(12,(xb)3) = f(12,26-b3) = f(az,z6-b3) = f((az)2,b3) = f(12,b3).
Luego f(12,(b—xb)3) = O si b es arbitrario y = no es miltiplo de
6. Si tomamos = = 2 sigue que f(lg,c3) = Og cualquiera sea ¢ € Z,

osea f=0.
R M

. (i) Dados R-anillo unitario, gM e I < R, — Qp M ~ —

I M’
R
Para ello, sea f : Tx M — G funcién R-admisible con valores en

un grupo abeliano G. La funcién

R M
T.TXM%W, T(r+1I,m)=rm+1,

estd bien definida y es R-admisible. Si ademas

M
entonces f* es morfismo de grupos y f = f* o 7, de donde sigue la
afirmacion por la unicidad salvo equivalencia del producto tensorial.

R R R
N T < R E__E
(ii) Si ademds J <p R, 7 ®R 7T

R R R/J
En efecto, sabemos que T QR 7 ~ I(R//J)

Sea g = v o\, con Ay v las proyecciones naturales de R sobre R/.J
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yde R/Jen (R/J)/(I(R/J)) respectivamente.

Evidentemente g es epimorfismo.

Sir € R, r € ker(g) si y solo si existen n € N, rq,....7p € I'y
rh,...,r] € R tales que r +J = >" mr] + J, lo que equivale a
r € I + J. Por otra parte, si ' € I, r"” € J entonces

g(r' +1") =v(A(r)) = v(r'A(1)) = 0wy /(1(R) 7))

R/J R . la afi L
R EY) y sigue la afirmacion.

(iii) Por lo tanto si n € N resulta Z,, @z Z ~ Zy, y Zn @7 Q =~ (0).
(iv) Asimismo, si R es anillo unitario dado rp M se tiene RQrM ~ M.
(v) Veamos que Zy, ®z Zm = Lnm)-

Precisamente, por §4.16.3(i) tenemos

o sea ker(g) = I + J, 7

Z
Z Z m7Z
nl—-—
m
Ademss
Z 7 7 Z
(4.16.9) nz L _rEAmz _ (nm)Z

m7 m m

La afirmacién sigue combinando (4.16.8) y (4.16.9).
4. Sean R, S-anillos, con S = Sg. Si P es R-médulo proyectivo entonces
S ®pr P es S-moédulo proyectivo.

Para ello, sean I un conjunto, {p;}ticr y {®iticr Cr Hom(P, R) en
las condiciones de §4.10(6).

Sii e I, lafuncién ¢} : SxpP — S, ¢i(s,p) = spi(p) es R-admisible.
Sea ¢} : S®@p P — S morfismo de grupos tal que ¢} (s ®p) = sp;(p)
en tensores béasicos. Tenemos que

s@p= S®Z;soi(p)pi
= 2;;6@9 (pi(P)ps)
= Zze;(sw(p)) ® pi
= g(sw(p))ls ® pi
= iZIsOZ‘(s ®p)ls @ p;.

Luego v = ), ;@i (u)ls ®p; y ; (u) = 0 salvo a lo mas un niimero
finito de indices para cada u € S®pr P, de donde sigue la afirmacion.
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4.16.10. Sobre Mddulos divisibles. Todo médulo inyecti-
vo AQ es divisible, o sea a@) = () toda vez que a no es divisor de
cero a derecha en A.

Precisamente, sean g € Q y a € A tal que no existe x € A no nulo
de modo que xa = 04.

Definimos f : Aa — @ tal que f(xa) = xq si xz € A.

Entonces f estd bien definida. Como f €4 Hom(Aa,Q) y @ es in-
yectivo existe f' € Hom(A, Q) extensién de f.

Finalmente

q=f(a) = f'(a) = af'(14)

y sigue la afirmacion.

. (1) Un grupo abeliano G es divisible si y solo si es inyectivo en cuanto

Z-médulo.
(=) Sean I ideal de Z y f € Homy(I,G). Veremos que existe x € G
tal que f(m) = mx si m € I, para aplicar luego (§4.11.3). Preci-
samente, podemos suponer I no nulo, y como Z es principal existe
n € Z — (0) tal que I = nZ. Como G es divisible existe x € G tal
que f(n) = nz. Sigue enseguida que la condicién es necesaria.
(<) Seany € Gyn € Z—(0). Consideremos g : nZ — G, g(nk) = ky
si k € Z. Como g € Homyz(nZ,G) y G es inyectivo existe z € G tal
que g(nk) = nkz si k € Z. Luego y = nz y G deviene divisible.
(ii) Sea G grupo abeliano. Si G es divisible entonces T'(G) y G/T(G)
son divisibles y G = T'(G) & G/T(G) (V. (§4.17.38)).
En efecto, dados 1 € T(G) y n € Z — (0) existe z2 € G tal que
x1 = nxe. Ademds existe k € Z — (0) tal que kx; = 0Og. Luego
(kn)xze = 0g y kn # 0z, i.e. x2 € T(G) y T(G) es divisible. Asimis-
mo G/T(G) resulta divisible por ser imagen homomérfica de G que
es divisible.
Por (i) T(G) resulta inyectivo y la sucesién exacta corta

0—-T(G) —G—G/T(G)—=0
deviene escindida y sigue la afirmacion.
(iii) Todo grupo abeliano divisible libre de torsién es suma directa
de copias de QQ, pues admite estructura de Q-espacio vectorial.
(iv) Sean G, H grupos abelianos divisibles p-primarios para cierto
entero primo positivo p. Sea Gy, (resp. Hp) el subgrupo de G (resp.
de H) de elementos anulados por p. Entonces G ~ H si y solo si
Gp ~ Hp,.
(=) Si ¢ : G = H es isomorfismo evidentemente ¢(G,) = H, y
¢ |g,: Gp — H, es isomorfismo de grupos.
(<) Sea ¢ : G, — H, isomorfismo. Como G deviene inyectivo en
cuanto Z-médulo existe & € Homy(H,G) tal que o ¢ |T= 1o, ¢,
donde (g, G : Gp < G. Veamos que § es isomorfismo.
En efecto, sea {(h) = 0g. Si h # 0y sea n € N tal que p" = ord(h).
Entonces p"~*h € H, y existe g € G, tal que ¢(g) = p"~Lh. Luego



4.16. EJEMPLOS 203

9==&6(9)) =&@""h) = p"1E(h) = p"0G = 0g,
i.e. p"~'h = 0g, lo que no es posible. Luego h = 0y y & es inyectiva.
Por otra parte, dado ¢’ € G — (0g) sea ord(¢’) = p" para cierto
n’ € N. Como p"' ~! € G, tenemos

prg = €00 ) = PV e (o(),

o sea p" Mg~ €(9(9))) = Og. Pero ord(g' — £(9(9))) = " o

&(#(g')) = 0g. Necesariamente debe ser ¢ = &(o(g')) v 5 es
suryectlva
(v) Si G es grupo abeliano divisible (o inyectivo),

G~=T(G)oG/T(G)

y G/T(G) ~ QW) para cierto conjunto J, donde | J |= dimg(G/T(G)).
(vi) Por el algoritmo de Euclides es facil ver que T'(G) = @pcpT (G)p,
con PP el conjunto de primos positivos. Luego T'(G) es suma directa
externa de grupos abelianos p-primarios divisibles.
(vii) Fijemos p € P y sea P grupo abeliano p-primario divisible.
Entonces P, es Z,-espacio vectorial, digamos d,-dimensional. Sea

/

V= Z;Cié’). Luego V), =~ Zl(flp) ~ P,, y como V y P son grupos abe-
lianos divisibles V ~ P.
(viii) En consecuencia todo grupo abeliano divisible es del tipo

G~ @pengig) D Q(J)

4.16.11. Sobre mdédulos inyectivos. Veamos como construir médu-
los inyectivos sobre un anillo R. Sean entonces R anillo y G grupo abeliano.
(i) Se tiene Homz(R,G) €r Modpg si (rf)(r') = f(r'r) y (fr)(r") = f(rr')
respectivamente, con f € Homy(R,G) y r,r' € R.

(ii) Si G es grupo abeliano divisible entonces Homyz(R, G) es R-médulo in-
yectivo.

Para esto, sean I ideal a izquierda de Ry f : I — Homgz(R, G) morfismo.
Queda inducido 8 : I — G tal que (a) = f(a)(1g) si a € I. Puesto que G
es inyectivo existe « € Hom(R, G) tal que a(a) = S(a) si a € I.

Como f(ra) =rf(a)sir € Ry a €I si ademés 1’ € R se tiene

f(ra)(r') = (rf(a))(r') = f(a)(r'r).

Entonces

fla)(r) = f(ra)(1r) = B(ra) = a(ra) = (aa)(r).
Siendo r € R arbitrario f(a) = aa y Homz(R, G) es R-médulo a izquierda
inyectivo. El caso a derecha es andlogo.

4.16.12. Modulos colibres. Cada R-mdédulo unitario es inmersible
en un R-mddulo colibre, o sea en un producto directo de médulos

R# £ Homgz(R,Q/Z).
(i) Sean N =g Ng y G grupo abeliano. Entonces Homz (N, G) es (S, R)-
médulo haciendo (Tr)(n) = T(rn) y (sT)(n) = T(ns), conr € R, s € S,
ne€ NyT e Homz(N,G).
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(ii) En particular, Homz(R, G) es R-bimédulo.
(iii) Dado N =g N hay un isomorfismo de grupos abelianos

¢y : Hom(N,Homz(R, G))r — Homg(N, G).

Basta hacer (n(T)(n) = T(n)(1g), con (y'(9)(n)(r) = g(rn) para cada
g € Homz(N,G) y T € Homg(N,Homz(R, G)).

(iv) En particular, con G = Q/Z y N = R, R¥ ~ Hompg(R, R?).

(v) Sean G grupo abeliano no trivial y sea g € G — {0g}. Sea Zg N Q/z
de modo que 6(kg) = ku, donde u € Q/Z — {0qg,z} y ordz(u) | ordz(g) si
ordz(g) < oo .

Puesto que Q/Z es inyectivo existe ©, € Homz(G,Q/Z) tal que Oy |z4= 6.
Sea también O, el morfismo nulo de G en Q/Z.

Queda definido © € Homgz(G, Q/Z)%, © = {B4}4ea-

Observamos que si g # Og es O4(g) # 0g/z, 0 sea Oy es no nulo i.e. O es
monomorfismo de grupos abelianos. Concluimos que todo grupo abeliano es
inmersible en un grupo abeliano divisible (y por lo tanto inyectivo).

(vi) Por (v), dado g N no trivial, Homz(N,Q/Z) es no trivial. En consecuen-
cia por (iii), si gIN es no trivial hay algiin morfismo no nulo ¢ : N — R¥ de
R-médulos a izquierda.

(vii) Sea rN no trivial. Dado n # Oy por (vi) hay algin morfismo no nulo
¢n 1 Rn — R7. Por (4.17.47) R¥ resulta inyectivo. Luego existe un morfis-
mo de R-médulos ¢, : N — R tal que ¢, |rn= ©n. En particular, sea ¢ N
el morfismo nulo de N en R#. Queda definido el morfismo de R-médulos a
izquierda ¢ : N — (R7)N | ¢(n) = ¢, para n € N, que es correcto porque
cada ¢,, € (R7)N. Observamos que ¢ es monomorfismo.

4.16.13. End(ZM) ~ End(Z™)? en Mod-End(ZM).
1. Fijados s y f € End(ZM) se tiene
F(s) =1 sk6k)

keN

= suf(0r)

keN

= sk > f(0k)50;

keEN  jeN

=> 1> suf(0k);195,

JEN keN

pues las sumas anteriores tienen en cada caso solo un nimero finito
de sumandos no nulos.
2. Las columnas de la matriz infinita con coeficientes enteros

J(f) = (f(0k);)jken
son nulas salvo quizas un nimero finito de entradas. Queda definida
una aplicacién J : End(Z™)) — CFM(Z) claramente aditiva.
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3. Con la notacién anterior, si ademas g € End(Z(N)) tenemos

(go () =D skf(0k);]

JEN keN
=> 1D skl (0151 9(85)0
jEN keN leN

=D sy F(0k);9(0 )16

leN keN  jeN

=>"1> sk(go F0k)0,

leN keN

con (g o f)(0k)i = D jen f(0k);9(d;)i- Luego J es multiplicativa y
como J aplica la identidad en la identidad deviene homomorfismo
de anillos.
4. Evidentemente J es inyectiva.

Ademis es suryectiva. Para ello, si (f;;)ijen € CFM(Z) y s € Z®
sea f(s) = Z]EN[ZzEN sifi,j]0j. Puesto que f; ; = 0 salvo eventual-
mente finitos i’s para cada j tenemos que f(s)(j) € Z para cada j.
Podemos asumir que s es no nulo, y como

[F&G) =1 Y sifig

ieSop(s)
< Z 1/2 Z ZQJ 1/2
ieSop(s) ieSop(s)

inferimos que
{j €N: f(5)(j) # 0} € {5 € N: ¥icops) 15 > 0}

Si ZZESOp (5) f” > (0 para infinitos j’s, como Sop(s) es finito, existird

alguna columna de la matriz dada con infinitos términos no nulos,
lo que no es posible. Luego f(s) € ZMN y f: 20N — zMN Es claro
ahora que f es endomorfismo y que J(f) = (fi ;)i jen-
En definitiva, J es isomorfismo de anillos.

5. La aplicacion

@ : 20 5 70 5 7N
90(8) = ((SQH—I)W (SQn)n)a

es isomorfismo de grupos abelianos.
6. End(ZM)? € Mod-End(Z™) haciendo (f,g)h = (f o h,g o h) si
f,g,h € End(ZM).
7. Queda inducido un isomorfismo de End(ZM)-médulos a derecha
® : End(ZM) — End(zM)?,
B(f) = (10 f.p20 f).
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Precisamente, p1 = ), n05,_10n, con §;(s) = s(k) si k € Ny
s € ZM . Sean f, g, h € End(ZM). Por un lado,

D1(f) =¢10f
= (> 050100) 0 (D 01 f (%))
neN keN
=Y "> £(6k)(2n = 1)57]6n
neN keN
=3 D I(fan-146516n
neN keN
Luego
®i(go f) =D D J(g0° fan-1x5%]0n
neN keN
= > D _(J(@)T(f))2n-1.5%]0n
neN keN

=YD T@m 12T (Fix}6716n

neN keN [leN

= 2D T(@1gDna (P}l

neN keN [eN

=®(g)o f.

Anélogamente ®, resulta homomorfismo de End(ZM)-médulos a
derecha. Luego

. Concluimos que el anillo End(Z™) no tiene la propiedad de inva-

riancia del cardinal de bases a derecha. Para anillos R con esta pro-
piedad, dos bases cualesquiera de cualquier R-mdédulo libre a derecha
tienen el mismo cardinal [26].

4.17. Problemas

. Un anillo R es anillo de divisién si y solo si cada elemento no nulo

de R es inversible a derecha.

. Probar que la caracteristica de un dominio es cero o un numero

primo.

. Si K es cuerpo y n € N, M,,(K) es un anillo simple, i.e. no contiene

ideales bilateros no triviales.

. Sean K un cuerpo y
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CFM(K) = {z = [Znm]nmen :| {n: Tpm # 0} |< 00 Vm}.
(i) Probar que CFM(K) es un anillo.

(ii) Sea T el subconjunto de CFM(K) de matrices con solo un nimero
finito de filas no nulas. Probar que T es un ideal no trivial.

. Sean € Z—{-1,0,1}, digamos n = H;le;nj, dondev € N, py,...,py

son numeros primos y my, ...,m, € N.

(i) Zn es semisimple si my = ... = my, = 1y J(Zn) = Z()), con
r(n) =[1j-, p;nj_l en otro caso.

(ii) Z no es semisimple en cuanto Z-médulo, aunque J(Z) = (0).

. Decidir verdad o falsedad: En un anillo R, si ab es unidad entonces

a o b es unidad.

. Sean A un anillo y n € N-1.

(i) la aplicacién I —M,(I) entre la clase J(A) de ideales de A y la
clase J(M,,(A)) de ideales de M,,(A) es biyectiva.

(ii) Dado I € 3(A), Mn(é ~ Mn(4)

~

7 M0

. Sea p-primo.

(i) Sin € N, 3(Zyn) forman una cadena y cada uno de sus miembros
es nilpotente.

(ii) Sea A = [[,en., Zpn. Probar que A contiene un nil ideal® no
nilpotente.

Sug.: Para cada n considerar un ideal propio I, de Z,», y hacer
I= @n€N>1 Ip.

. Sean p primo positivo y Q, = Us2op~ "Z. Entonces Z < Q, < Q.

Indicaremos Zp~ £ Q,/Z.
(i) Dados € Zp~ y m € Z — {0} existe y € Zp~ tal que z = my.
(ii) Cada subgrupo propio de Zye es ciclico.
(iii) El reticulo de subgrupos S(Z,~) es una cadena en la que no hay
elemento maximo.
Probar que Q/Z ~ @®pcpZpos .
Probar (4.5.5).
Sea M=K &K' =L® L' Probar:
(i) K = L implica K’ ~ L'.
(i) Si K € H < M entonces H =K ® HNK'.
Sea M =K+ Ly f: M — N epimorfismo. Si K N L = ker(f)
resulta N = f(K) & f(L).
(i) Probar que H® (K @ L) =(H® K) @ L.
Sug.: Hacer M = H®H', con H' = K@®L. Entonces M = (H+K)®L
yvH+K=HoK.
(ii) Sean H, K, L submédulos de M. Probar que M = H® K @& L si
ysolosi HNK=LNK=0y
M H+K L+K
K~ K Tk

8Nil ideal es todo ideal en que cada uno de sus elementos es nilpotente
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15. Sean {M, };c; un conjunto de A-médulos, K; < M; y

M; ®rM;
Ly i — R
K; O1K;
pi !HI M; — %
[ K K
las aplicaciones candnicas si ¢ € I. Probar:
~  BrM; . M;
—— it directa de {— };¢7.
(i) (@IKi ,{ti}ier) es suma directa de {Kz bier
HI M;

(ii) (HI X, {pi}icr) es producto directo de {Kz bier-

16. Sean {M,};c; una familia de A-mdédulos a izquierda y L ideal a
izquierda de A. Probar:
(i) L(gﬂ\ﬁi) = @IL]\]@@'-
. 1M i
W) T@nn) ~ ¥ T

17. (i) Sea M un Z-médulo finito ciclico , i.e. admite ser generado por
algin elemento. Entonces hay una sucesion exacta corta

0725729 Mo

(ii) Hay alguna sucesién exacta (sobre Z) del tipo

0—>Z2£>Z4£>Z4L>ZQ—>O.
(iii) Exhibir una sucesién exacta (sobre Z) del tipo
vii. > Ly =Ly — Ly — Ly — ...

18. Probar (4.7.3).
19. Probar (4.7.4).

20. Sea M’ L5 M % M” sucesién de médulos y morfismos sobre un
anillo A. La misma es exacta si y solo si hay un diagrama de A-
modulos y A-homomorfismos conmutativo,

0 0
pN /!
N
/! pY
v Lo 5w
pY /
K
S p
0 0

donde la sucesion diagonal resulta exacta.
21. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de médulos y ho-
momorfismos con filas exactas:
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A - B - C —- D— E
al Bl v ol el
A - B - C = D— F
(i) Si « es suryectiva y 8 y d son inyectivas entonces 7 es inyectiva.
(ii) Si € es inyectiva y 5y ¢ son suryectivas entonces vy es suryectiva.
(iii) Si «, 3,0 y € son isomorfismos, v es isomorfismo.
22. Dos extensiones de K por N

0 KL MS N o,
0o KL m L N o,

se dicen equivalentes si hay un homomorfismo h : M — M’ tal que
el siguiente diagrama conmuta:

M
7 b Ny
0 - K h N — 0
'~ + 7d
M/

(i) Probar que si las extensiones anteriores son equivalentes (via h),
entonces h es isomorfismo.

(ii) Queda definida una relacién de equivalencia en la clase de ex-
tensiones de K por N.

(iii) Dados K y N hay al menos una extensién de K por N:

0K S KxNIN-0.

(iv) Hay al menos dos extensiones no equivalentes de Zg por Zy.
23. Suponer que el siguiente diagrama de médulos y morfismos conmuta
y tiene filas exactas:

0 0 0
{ { {

0 - A —- B —- C = 0
{ { {

0O - A - B — C —= 0
{ { {

0 - A" —- B" — C" = 0
{ { {
0 0 0

Probar que si la segunda columna es exacta, la tercera es exacta si
y solo si lo es la primera.

24. Sean A-anillo semisimple, L ideal a izquierda de A. Entonces existe
e € A idempotente (i.e. e? = e) tal que L = Ae. Luego A no contiene
ideales nilpotentes® a izquierda.

25. Probar (4.9.2).

9Un ideal I de A es nilpotente si existe n € N tal que I" = {04}.



210

26.
27.
28.

29.
30.
31.
32.
33.

34.

35.

36.

37.
38.

4. ANEXO 2: MODULOS

Probar (4.6.4).

Probar (4.6.5).

Sean F' un A-mdédulo libre a derecha y {z;};c; una base libre de
F'. Probar que hay un isomorfismo suryectivo End 4 (F) ~CFM;(A)
sobre el anillo de matrices I x I con columnas finitas sobre A.
Probar (4.10.3).

Mostrar que Zy~ no es Z-médulo libre, por lo que Q/Z tampoco lo
es.

Probar las afirmaciones de (4.16.6).

Si 4L es libre entonces todo epimorfismo f : M — L es escindido.
Sea L4 un A-modulo libre con una base libre {z;};c;. Probar que
End(L4) ~ CFM ;(A).

Sea P un A-médulo a izquierda. Entonces P es proyectivo si y solo
si toda sucesién exacta

O—-—M—N-—=-P—0

es escindida.
Sean D un dominio de integridad, G un grupo. Probar:
(i) El anillo de polinomios con coeficientes en D es D - mddulo libre.
(ii) Sea
DG ={¢:G = D:[{geG:d(g) # 0} < oo}
Dados ¢, € D[G] se definen ¢ + ¢ y ¢ * ¢ en D[G] mediante

(¢ +1)(g) = ¢(g) +(g),
(¢*)(g) = > sk)p(h).

(k,h)eGxG:kh=g

Probar que D[G] es anillo y ademas es D - médulo libre.
Sea A anillo conmutativo.
(i) Todo subconjunto de dos elementos de A es linealmente depen-
diente. Luego cada ideal libre no nulo de A es principal .!°
(ii) El ideal (2, X) de Z[X] no es Z[X] - médulo libre.
Probar (4.11.2).
Sean D un dominio de integridad conmutativo y M =p M. Indica-
mos al conjunto de torsion de M mediante
T(M)={m e M : ann(m) # {Op}},
donde ann(m) = {d € D : dm = 0pr}. Si T(M) = {O0pr} se dice que
M es mddulo libre de torsion . Si T(M) = M decimos que M es
modulo de torsion. Probar:
(i) T(M) es submédulo de M.
(ii) M/T (M) es médulo libre de torsién.
Sea f €p Hom(M, N).
(iii) Si N es libre de torsién entonces T(M) < ker(f).
(iv) Si M es médulo de torsién entonces Im(f) <T(N).

10Un ideal I de A es principal si existe € A tal que I = Ax.
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Sea D dominio de integridad conmutativo. Dado pM, M se dice
mddulo de division si dM = M cualquiera sea d € D — {0Op}.

(1) Sea @ el cuerpo de fracciones asociado a al dominio de integridad
conmutativo D. Probar que todo ()-espacio vectorial es D-mddulo
de divisién libre de torsion.

(ii) Sea pM un D-médulo de divisién libre de torsién. Probar que
hay en M una estructura de Q-espacio vectorial.

(iii) Si p es primo, Z,~ es divisible.

(iv) Un grupo abeliano G es isomorfo a Zy~ si y solo si G tiene una
sucesion de generadores {gn}n>1 tal que pg1 = 0y pgn+1 = gn si
n € N.

Sumas directas, imagenes homomorficas y sumandos directos de gru-
pos divisibles son divisibles.

Todo grupo finito no trivial y todo grupo abeliano libre es no divi-
sible.

Probar (4.3.1), (4.3.2) y (4.3.3).

Probar (1.1.6).

Probar (1.1.8).

Probar (4.11.5).

Ningin grupo abeliano finito es, en cuanto Z-mdédulo, inyectivo o
proyectivo. [V. §4.16(4.16.10)].

En cuanto Z—mddulos, Z no es inyectivo pero Q y Q/Z si lo son.
Probar (4.12.3).

Probar (4.12.4).
Probar (4.12.6).
Probar (4.12.7).
Probar (4.12.8).
Probar (4.12.9).
Probar (4.12.10).

Probar (4.8.9).

Probar que para dos grupos dados G, H y un anillo R es

R[G x H] ~ R|G] ®r R[H].
Sean K-cuerpo, n,m € N. Hay un isomorfismo de K -dlgebras'!
K'@g K™~ K™V,
Si M es A-mddulo unitario a izquierda y n € N entonces
M, (A) @ M ~ M, (M).

En consecuencia, si ademéds m € N se tiene

M, (A) @ M, (A) = M, (M, (A)) = My (A).
Dado M € R-Mod resulta R ®r M ~ M.

Sean R-anillo conmutativo, M, N dos R-médulos libres. Probar que
M ®gr N es R-médulo libre [Sug.: Aplique (4.6.3)].

Hgean A-anillo, K-cuerpo. Decimos que A es una K-dlgebra si A es K-espacio vec-
torial munido de un producto tal que k(ab) = (ka)b = a(kb) cuando k € K y a,b € A.
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Probar:
Qfx] Qx]
c-D Onyn ~@
Qi oM,
x—1) e x+1)
Si R-es anillo conmutativo y M, N son R-médulos proyectivos en-

tonces M ®pr N es proyectivo.

P
Sean rP moddulo proyectivo e I ideal bilatero de R. Entonces 172 es

R :
T—modulo proyectivo.
Fijado un anillo unitario R los functores Idg ® o e Idon sobre la
categoria de R-médulos a izquierda son isomorfos.
Un R-médulo unitario I es inyectivo si y solo si es sumando directo
de un R-médulo colibre.
Sean pM un R-médulo unitario y G un grupo abeliano divisible en
el que M se puede sumergir. Mostrar que M se puede sumergir en
un R-médulo inyectivo mediante el esquema

M ~ Hompg(R, M) — Homgz(R, M) — Homgz(R, G).
Probar (4.14.16).
Probar (4.14.17).
Sea B anillo de Boole, o sea un anillo en el que todo elemento es
idempotente.
(i) Probar que B es abeliano y que b = —b cualquiera sea b € B.
[Sug.: Evaluar el cuadrado de a + a y de a — b).
(ii) Determinar J(B).
Sea R anillo unitario. Probar que

JR)={a€ R:1r — Ra C Inv;(R)}.

Sean K un cuerpo y T, (K) el anillo de matrices triangulares supe-
riormente sobre K con coeficientes en K. Determinar J(T, (K)).
Sea R el anillo de matrices infinitas, triangulares superiormente, con
un numero finito de entradas no nulas. Probar que J(R) consta de
las matrices de R con diagonal nula.
Sea {R;}ic; una familia de anillos. Entonces

J(HieIRi) = {’I” S HieIRi ;€ J(RZ) sie € I}.
Con la notacién de (4.16.1), mostrar que J(Zy)) = {% €Ly :p|a}.

Si R es anillo unitario, J(R) es el méximo ideal bildtero de R, en el
sentido de la inclusién, tal que 1z + J C U(R).

Sean R anillo, I ideal bildtero de R. Probar que J(I) = J(R) N I.
Sean n,k € N, 1 < k < n,y D anillo de divisién. Indicamos Fy (D)
(o Ck(D)) al subconjunto de M,,(D) de matrices nulas salvo even-
tualmente la fila (o columna) k-ésima. Probar:

(i) Fx(D) es M, (D) médulo simple a derecha.
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M,,(D) médulo simple a izquierda.

Mixn(D) en cuanto M, (D)-médulos a derecha.
M,,x1(D) en cuanto M,,(D)-médulos a izquierda.

(v) M, (D) = @7, Cu(D) = @ Fi(D).

Sean R anillo, S subanillo de R. Entonces cada S-mdédulo simple es
R-moédulo simple, aunque la clase de R-médulos simples puede ser
mayor a la de S-médulos simples.

Sean V un K-espacio vectorial y v,w € V. Probar que {v,w} es
linealmente dependiente si y solosiz @ y=y®zen V Q V.

Sean E y F subespacios de C™ y C" respectivamente. Probar que
E ® F es isomorfo al subespacio de C"*"™ de funciones de la forma
(s,t) = X fils)a(t), v=1,1<s<m1<t<n
Sean E, F, M espacios vectoriales complejos y ¢ € B(QC(E , F; M) una
forma bilineal. Decimos que E, F' son ¢-linealmente disjuntos si da-
dosn € N, {e1,....,en} vy {f1, ..., fn} subconjuntos de E y F tales que

Yoy ¢les, fi) = 0ar se tiene
(a) e; =...=e, =0g si fi,..., frn, es linealmente independiente.
(b) fi =...= fn =0p si{e1,...,en} es linealmente independiente.
Se llama producto tensorial de E y F a todo par (M, ¢), donde M
es espacio vectorial complejo, ¢ € B&(E,F; M), M = clc(im(¢)) y
E y F son ¢-linealmente disjuntos.
(i) Probar que E'y F son ¢-linealmente disjuntos si y solo si da-
dos n,m € N y subconjuntos {ej,...,en} v {f1,..., fm} linealmente
independientes de E y F' el conjunto

{o(ei, f5):1<i<n,1<j<m}
es linealmente independiente en M.
(ii) Mostrar la existencia de algin producto tensorial. Para ello con-
sidere el cociente M del C-espacio vectorial CE*F) y el subespacio
S generado por elementos del tipo

5(61€1+02627d1f1+d2f2)

- Cldlé(el,fl) - Cld25(e1,f2) - 82d1(5(627f1) - ng25(€2f2).
Definir entonces ¢ : £ x F' — M tal que ¢(e, f) = (e, p) + 5.
(iii) Dados un espacio vectorial N y 8 € Bi(E,F;N) existe una
tnica aplicacién lineal 3 : M — N tal que = o ¢.
(iv) Probar que el producto tensorial esta univocamente determinado
salvo isomorfismos.
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