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1. Prdlogo

Inicié este trabajo en el verano de 2000, movido en parte por la necesi-
dad de profundizar el estudio de algunas cuestiones puntuales emergentes
en mis propias investigaciones. En la seleccién de los temas he seguido, de-
bo reconocerlo, mi propia inclinacién y goce personal por la belleza de las
construcciones. El trabajo consta de cuatro secciones principales: Andlisis
Funcional, Variable Compleja, Topologia y Algebra y, finalmente, Teoria de
la Medida. He procurado desarrollar cada problematica en forma exhausti-
va y rigurosa, en un lenguaje dirigido a estudiantes de grado universitario
en Matematicas y a jovenes investigadores. Espero poder cautivar al lector,
al punto de motivarlo a enriquecer mi trabajo con sus propios aportes y
hacerlo asi participe de esta empresa formativa. Finalmente, agradezco la
consideracion del Comité Editorial de la Serie Publicaciones Electréonicas de
la Sociedad Matemdtica Mexicana, asi como las atenciones dispensadas por
sus Editores Ejecutivos y los arbitros que revisaron este trabajo.

Carlos C. Pena
Facultad de Ciencias Exactas. Dpto. de Mateméaticas, NuCoMPA.
Universidad Nacional del Centro de la Pcia. de Buenos Aires, Argentina.

2. Introduccion

En general, los problemas considerados han sido seleccionados para anali-
zar con cierto detalle situaciones puntuales, poniendo de manifiesto la necesi-
dad de condiciones establecidas para la validez de resultados de envergadu-
ra. Asimismo, desde la resolucion de problemas, se procura lograr una mayor
comprensién de situaciones descriptas en teoria. No obstante la profusa y muy
buena bibliografia existente, la generalidad y cuidado con que se presentan
resultados clasicos, suele ser dificil la aplicacién de estos a situaciones dadas.
El lector con herramientas bésicas de grado universitario en Matemaéticas po-
dra abordar este trabajo sin mayores prevenciones. Asumiendo una minima
familiaridad con tépicos de cada una de las areas aqui tratadas, no abun-
damos en exposiciones tedricas y, eventualmente en notas al pie, introduci-
mos algunas definiciones sobre conceptos de cardcter algo mas especificos.
Presentados los problemas, recomendamos al lector buscar posibles lineas de
trabajo para su resolucion, dejando para una tultima instancia la lectura de la



solucion propuesta en nuestro trabajo. Si hubieren prosperado sus intentos,
la lectura posterior de este material puede ser una fuente interesante de com-
paracién en el uso de técnicas, la aplicacién de resultados, o en la deteccién
de eventuales errores. Ocasionalmente, algunos items han sido adjuntados
para dar cierre a algunas descripciones, que sin ellos serian incompletas. En
estos casos, tratados usual y detalladamente en la bibliografia existente, re-
mitimos al lector a citas especificas. El mismo proceder observamos cuando
el desarrollo de los problemas adquiere un tinte més profundo, en cuyo caso
el lector interesado puede consultar los articulos sugeridos. La nomenclatura
usada es clésica, y en algunos casos se introduce en el mismo texto. Una nota
caracteristica del trabajo la da la aparente heterogeneidad de las materias
tratadas. Sin embargo, la divisién del trabajo en las diferentes cuatro sec-
ciones principales no ha de confundirse con compartimientos separados. Las
secciones tan solo senalan grandes areas, aunque es posible hallar custiones
ligadas a problemas de medidas (p. ej. Problema 3.8, (vii)) en la seccién
Tépicos de Analisis Funcional, cuestiones topoldgicas en la seccién Tépicos
de Variable Compleja (p. ej. Problema 4.5, (vi)), etc.. Hay un comin denom-
inador en todo el trabajo, consistente en la actitud necesaria de bisqueda,
de profundizacion de cada materia, de cuidado en la elaboracion y escritura
de los argumentos.

The only way to lern mathematics is to do mathematics. That tenet is the
foundation of the do - it - yourself, Socratic, or Texas method, the method in
which the teacher plays the role of an omniscient but largely uncommunicative
referee between the learner and the facts ... The right way to read mathe-
matics is first to read the definitions of the concepts and the statements of the
theorems, and then, putting the book aside, to try to discover the appropiate
proofs. If the theorems are not trivial, the attempt might fail, but it is likely
to be instructive just the same. To the passive reader a routine computation
and a miracle of ingenuity come with equal easy, and later, when he must
depend on himself, he will find that they went as easily as they came ...

P. R. Halmos, 1982. (cf. [20])



3. Sobre Analisis Funcional

3.1. Subespacios cerrados en L?(—m,7) cuya suma es
densa y no cerrada.

En L? (-, ) sean
em = em(t) =exp(imt), m€Z, fo=fult)=e_n+ney,, neN

Consideremos los subespacios cerrados X; y X, generados por (e,),sq ¥
(fn),>; respectivamente. Entonces X; + X, es denso y no cerrado. B
Solucién
Si fel?(—m,7), e>0, sea M € Ny tal que Dmpsu 1S em)® < €2,
Escribiremos f = (f — fan) + fony, donde fiary = 3o <n (frem) €m.
Entonces hay escalares «,, € C, |m| < M, tales que

M
f(M) =g € + Z (am €m + O fm)
m=1

En efecto, basta considerar
am = (f,e) si —M<m<0 y ap=_fen)—ma_, si 1<m<M.

Luego fr) € X1+X3, ||f — f(M)” < ey X,+X, deviene denso en L2 (—m,m).
Probaremos que fy = > °° n~'e_, pertenece a L? (—m, m)—(X;+X3), conlo
cual deduciremos que X; 4+ X5 es no cerrado. Como (f,, fi) = (1 + nm) dpm
sigue que (f,),>; €s un conjunto ortogonal. Dado g = > >° | a, f, € X»
tenemos entonces

oo oo
gl = lanl® fall* =D lanl* (1+n%) < oo,
n=1 n=1

i.e. tanto 3.2 [a,[® como 3% |a,|® n? son series convergentes. Luego
GL= 00 Gn€p ¥ go= .0, N Gy €, son elementos bien definidos en
L? (—m,m) y g = g1 + go. Supongamos que fo = fi + fo, fi € Xy, fo € Xo.
Escribiendo fo =Y >° | a, f, tenemos fo — fi = fo, 0 sea

0 0
fO_flz E anefn+§ n ap €n.
n=1 n=1

Luego fi ==Y, napeny fo= Yy Gy €_, de donde a, = n ' si

n > 1, lo cual es imposible. [

10



3.2. Subconjuntos de un espacio de Hilbert de diaAmetro
finito no realizable.

Sea H un espacio de Hilbert con una base ortonormal (e,), -, , A el sub-
conjunto de todas las sumas finitas del tipo f =7, A\; (1—1/k) ex, donde
Ar > 0 para todo ky > p_; Ay = 1. Probar:

)l A={>7 % (1—1/k) e : A, >0 para todo k y > ooy Ag=1}.
(i) diam(A) = 2.
(iii) No existen f, g € A tales que ||f —g|| = 2.

Solucién

i) Notemos que si (Ag)r>1 €s una sucesién de numeros no negativos tal
> g
que > oo, Ay = 1 entonces es de cuadrados sumables y Y po, A2 < 1.
Luego el conjunto

S:{Z/\k(l—l/k)ek:)\kz(] para todo k yzx\kzl}

k=1 k=1

es no vacio. Como A C S tenemos cl A C cl S. Veremos que S es
cerrado y que S C ¢l A. En efecto, sea

fn:Z)\k,n (1_1/k) €k, nZ 17

k=1

una sucesion de elementos de S tal que f, — f para cierto f € H.
Si escribimos f = Y70 A ex entonces 1im, o Mg, (1 —1/k)] = A
para cada k > 1. En particular, cada Ay es no negativo. Como para
cada n > 1 tenemos Y p- Ay, = 1 entonces Zszl M < 1 para
cada K > 1. En consecuencia Y p ,A\p/(1 — 1/k) < 1si K > 2,
ie. Y oo M/(1 —1/k) < 1. Por otra parte, consideremos el espacio
de medida (N, 2%, #), donde f es el cardinal considerado como me-
dida. Si  f,(k) = An, 1, k € N, por el lema de Fatou tenemos

Tl soo Sy Su(k) d8(k) > [y T e fu(k) di(k). Si

fk) = M/(M=1/k), k=2, f(1) =0,

11



escribiremos Im f = {&},, e Im f, = {£{'},5,, n € N. Ahora

m%;gg i fal) =6} > ;gk {71 f(J) = &1

Como las series anteriores son incondicionalmente convergentes deduci-
mos que

> /(1 =1/k) < Tmpsee Y Mg =1
k=2 k=1

y S deviene cerrado. Sea ahora f =) .- A\ (1—1/k) e un elemento

de S. Dado € > 0 sea K entero positivo tal que 1 — Z,ﬁil A < g/2.

Escribiremos px = Ay + G, G = (1 — Yopey, M)/K, 1 < k < K,
. K

Entonces cada py es no negativo, Zk:l pe=1y

Z ) (1—1/k) ex

k=

-3 -1

k=1

i M (1= 1/) e

k=K+1
K [e’s)
<D G Z
k=1 k=K+
K
=2(1- Z M) <&
k=1

y tenemos (i).

(ii) Dados f =Y 70 A (1—1/k) ey yg=> o s (1 —1/k) ey encl A

12



escribimos

If =gl = (
(%

Mg

1/2
b= ) (1— 1/k>2> (1)

(A
1/2 00 1/2 . 1/2

=
Il
—

Mg

£
I
MR

A
-
M5

k=1 k=1

i.e. diam A < 2. Ademas
I(1=1/n) en = (L= 1/m) enll = (1 = 1/n)* + (1 = 1/m)*)”* - 2
sin, m — oo, n# my tenemos (ii).

(iii) Con la notacién anterior, supongamos ||f — g|| = 2. Por (1) debe ser
(50, A0 4+ (202, 12)"? = 2, més atin

o0 o
D= m=1
k=1 k=1

Luego Y oo A2 =Y 70 A, e Y po (A — A2) = 0. Como 0 < A\, < 1
para todo k debe ser A\, — A7 > 0 y, necesariamente, Az (1 — \;) = 0.
Deducimos que f = 0 o f = (1 — 1/k) e para algin indice k. La
misma conclusién es aplicable a g. Como evidentemente f # g no es
posible que ||f — g|| = 2. O

3.3. Sobre separacion de conjuntos.

(i) Si E es un espacio vectorial topolégico, A, B son convexos disjuntos
no vacios y A es abierto hay un hiperplano cerrado que les separa.
Maés atn, si ademas B es cerrado algin hiperplano separa a Ay B
estrictamente (cf. [45], Ch. 18, Prop. 18.1, pag. 189). Mostrar que ello
no es posible si ninguno de los conjuntos es abierto.
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(ii) Considerar el subespacio B = {o €' (Ny, R): 0, =0sin >0} de
I' (Ny, R). Probar que existen o, 8 € I' (Ny, R) tales que, si

A=A(a, B)={oce€l'No, R) : 00> |a 00 — Ba| si n>0},

entonces ANB =0y A— B es denso en ' (Ny, R). Deducir que no
hay un hiperplano cerrado que separe a A y B.

(iii) El subconjunto C' de R[X] formado por polinomios reales con coefi-
ciente principal positivo es un cono convexo. Probar que no hay hiper-
plano que le deje a un lado.

(iv) En L?[—1,1], con respecto a la medida de Lebesgue, para o € C
indicamos E, = {f € C[-1,1]: f(0) = a}. Entonces cada E, es un
subconjunto convexo denso de L?[—1,1] y, si @ # 3, E, y Eg no son
separables por ningin funcional lineal acotado.

Solucién
(i) Los conjuntos

Az{(x, y, 2) ER*: 2>0, y>0, 2>0, :cy2z2},

B:{(:U, y, 2) ER*: =0, z:l},

son no vacios y disjuntos. B es convexo pues es una recta y dados dos
elementos (z, y, 2), (z, y, 2) de Ay 0 <t <1 resulta

(tz+(1—-0)2) =222 +2t(1—-t) 22+ (1 —1)2 22
<tay+2tl-tVzyzy+(1-t)?zy
<tPry+t(l—t) (xy+7y)+(1—-t)°27y

=(tr+(1=-0)2)(ty+(1-1)7)

i.e. A es convexo (el primer octante lo es e interseccién de convexos es
convexo). Si algin plano

P={(z, y, 2) ER’: ax+by+cz=4d}

14



contuviere a B deberia ser by + ¢ = d para todo y € R, de modo que
b=0yc=d,oseaP ={(z,y, 2)€ER: ar+cz=c}ya#0o0
¢ # 0. Indicaremos

P.={(z, y, 2) R’ : az +cz>c},

P<:{(x, y, z) € R : ax+cz<c}.

Si a=0resulta P={(z,y, 2) ER®: 2=1},(2,2,2) €e ANP, y
(1,1,1/2) € AN P.. Si ¢ =0 entonces P = {(z, y, 2) e R®: £ =0}
y, evidentemente, tanto A como B estan a un mismo lado de P. Ahora,
si @ y ¢ no son nulos entonces AN Ps y AN P. son no vacios, p. €j.

a>0,¢c>0 = (c/a, afe, 1) e ANPsy (0,0, 0) e AN P.,
a<0,¢c<0 = (0,0,00€6 ANPsy (c/a, aje, 1) € AN P,

(0, 0, 0) e AN Ps
a>0,c<0 = Y
(1,5[(c = a)/d*,2(c — a) [ec) € AN P,

(1,5[(c—a)/e]*,2(c = a)/c) € AN Ps
a<0,c>0 = Y
(0, 0, 0) €e AN P..

(ii) Dados a y 3, si AN B # § la inecuacién = > |ag x — (o] es soluble
para z € [0,+00). Es facil ver entonces que AN B =0 si (i) o <0
y ag € (—oo, —1) U1, +00) o (ii) By > 0y ap = —1. En cualquiera
de estas situaciones, sea v € I' (Np, R), ¢ > 0. Existe N € N tal que
Y nusn |7nl < €y definimos 0 € A, p € B como

max {méXISnSN ‘an Tn — ﬁn| » SUDPp> N ‘ﬁn‘} s n= Oa
Op = Yn si 1<n<N,
0 St n > N,

pn=0sin>0y py=o0y— . Entonces

9]
Iy = (o =p)lln =10 — (@0 = po) [+ D [m—0al =Y |l <e
n=1

n>N

15



y A — B es denso. Ahora, con la notacién del Problema 3.5, si Hr,
separara A y B, podemos suponer T(¢) < rsi( € Ay T(¢) > rsi
¢ € B. Pero si (g T (eg) > r para todo (; € R debe ser T (eg) = 0.
Luego T () < r para todo ¢ por la densidad de A — B lo cual no es
posible porque 1" es no nulo.

(iii) Todo hiperplano de R[X] es del tipo

H:{ianX”ER[X]:ianbn:()}, (2)

con b = (b,),, una sucesién no nula, siendo las sumas formales en (2)
béasicamente finitas ya que los coeficientes de los polinomios son no nulos
en numero finito. Evidentemente b determina a H salvo constantes no
nulas. Si N = #{n: b, # 0} y N es finito podemos suponer by > 0.
Tenemos XY € CNHs y XN — XY € CnN H,, donde

H>={§: a, X" €e R[X]: ianbn>0},
n=0

n=0

n=0

H<:{i a, X" €e R[X]: ianbn<0}.
n=0

Si N no es finito sea Supp(b) = {1k}, con ny < ng < ... Podemos
suponer b,, > 0, de modo que X™ € C N H y, si ¢ es una constante
real tal que b,, + ¢ b,, < 0 entonces X™ +c X™ € CN H_.

Dado a € C, ya que C[—1,1] es denso en L?[—1,1] veremos que E,
es denso en (C'[-1,1], |lo|,)- Sea ¢ € C[-1,1], ¢ > 0y, por la
continuidad uniforme de g en [—1,1] sea d > 0 tal que |g (s) — g (¢)| < e
si|s —t] <26 en [—1,1]. Definimos f; : [-1,1] — C de manera que
g(s) si d< |s| <1,
fo(s) =4 g(=0)+(s+6) (a—g(—0))/6 si —0<s5<0,

g(0)+ (a—g(d) (6—s)/0 si 0<s<0.
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Por construccion fs es continua y, para —¢ < s < 0 escribimos

15 (s) =g(s)[ = lg (=0) + (s +9) (@ —g(=0)) /6 —g(s)|

s+46

<510 |a—g(s)\+(1+ 5 ) 9(s) — g(=9)]

)

<2 |la—g(s)|+3e
mientras que si 0 < s < J entonces

|f5(s) = g(s)| = 19(0) + (v = 9(0)) (0 =)/ —g(s)

Ségsla—gwﬂ+(1+§%j)IﬂQ—gwﬂ

<2 |la—g(s)|+3e.

Si g = max, <1 |o — g(s)| obtenemos

o~ sl = /| CEACT ds)m

< (2 (4u2+12,u5+982)5)1/2.

Podemos concluir entonces la densidad de E, en (C [-1,1], ||o,). Es
evidente que {E,} . es una familia disjunta de conjuntos convexos.
Por la densidad de estos, si A es un funcional lineal continuo no nulo
sobre L?[—1,1] deducimos

C=A(c E,) Ccl A(E,)

y sigue (iv). O
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3.4. Gramianos. Distancia de un punto a un subespa-
cio finitamente generado en un espacio prehilber-
tiano. Totalidad de conjuntos del tipo {t*"} ., en
L% [(0,1],dz]. B

(i) Sea (V,(:,+)) un espacio prehilbertiano, n € N, {z;},,.,, C V. El deter-

minante de Gram (o gramiano) G = G(z1, ..., x,) = det (z; - xj)lsz.’an
es no negativo, siendo nulo sii {;},,., es linealmente dependiente.

(ii) Si {zi},<;<, es linealmente independiente y z € V resulta

: _ |G, 31, s Tn)
dist (iag(e:n {xZ}]-SZS”) o \/ G(xla e ‘/En) ‘

(iii) En LZ [(0,1], dz], una sucesién {t*»}, ., en la cual cada exponente o, es
mayor que —1/2 es conjunto total si se verifica al menos una de las tres
condiciones siguientes: (a) lim, ;0 0, = 400 y Yoo ot = +o0. (b)
limy, 1000 = —1/2y 377, (o4, +1/2) = +00. (c) Alguna subsucesién
de {ay},~, converge a un limite finito > —1/2.

Solucién
(i) Si {zi},<;<, es linealmente independiente, por el proceso de Gram -
Schmidt definimos y; = 1 e

k—1

Yk = Tk — Z (@ - yn) yn/ lunll”, 2<k <m, (3)
h=1

resultando {y}, ., conjunto ortogonal. Hay escalares ajj s, univo-
camente determinados, de modo que

n
me = arnyn/ lwnll, 1<k <m.

h=1
Por (3) axx = ||kl vy st ax = (g1, -y Gkp), 1 <k <n,es
G = det (ay, - al)1§k,lgn (4)

= G ((al,l, 0, ceey O) y (G/Q’l, CLQ,Q, 0, ceey 0) 5 aeny (an,l, an,g, ceey an,n))
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2

‘61,1 aiil Az ay,1 Qp,1

_ 2 2 _ _
a1,1 Q2,1 lag,1|” + |ag,s| Q2,1 Qp1 + Q22 Qp2
. _ _ 2 2
Q1,1 Qp,1 Q21 Qp1 + Q22 Qppo lan1|” + .+ |ana|

=[A- A7 = [T llywll* > o,

h=1

donde A es la matriz - triangular inferior - A = (a,n), <} <, - Recipro-
camente, si {zx},., <, es linealmente dependiente y x), es combinacién
lineal de los restantes vectores para cierto indice h, por la linealidad del
producto interno, la h— ésima fila de la matriz gramiana es combinacién
lineal de las demas, i.e. G = 0.

(i) Si n = 1 escribimos = = y + (z,21) 21/ ||z1]|*, donde y € (C-zy)".
Entonces

dist (z,C-z1) = |ly|| = Hﬂf —(z-21) 71/ ||371||2H

1/2
_ Hx”Q B |z - x1|2 _ G(x,a:l).
[EAls G(z1)

Inductivamente, sea el resultado cierto para < ny {z;}, ., 1.i., n > 2.
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Con la notacién de (i), si 2 = 2 — (2, %n) Yn/ ||Unl’ tenemos

dist (x, gen {mi}1<i<n> = ||z — Z (z-y)) L (5)
C - j=1 ||y.7||
n—1 Y
= ||z — Z (2 - y5) ’ 2
sl

= dist (z, g(e:n {Iz’}lgign—1>

G(2,%1, ey Tp—1)
G(:Cl,...,l‘n_l)
Notemos que G(z1, ..., z,) = G(zs1, ... , ZTop) cualquiera sea la

permutacién o € S,. 'Por (6)

G (z, 21, ..., Tp) _ G(2, 21,0y Ty 1) 7)
G(ml,...,xn) G(,Il,...,l'n_l)

0

G(z,z1,..;xn) = G(2,T1, ey Tpq) - ||yn||2

Por el proceso de Gram - Schmidt, aplicado a {z;, ..., z,,_1, 2z}, obte-
nemos
n—1 n
Id 2
Yo=2—= (z-yn) un/lunl> =2 = (@-vn) w/llmnll*-  (8)
h=1 h=1

lEn efecto, basta considerar n > 1. Por (4) y la unicidad del proceso de Gram -
Schmidt resulta

2

G('Z.h [ .Z'n) = G(xh Tty xn*l) ) ”yn” . (6)
Inductivamente, supongamos cierta la afirmacién para < n. Por (6) el resultado sigue para
permutaciones que fijan n. El gramiano G(z1, 2, ... , Tp—2, Tn, Tp—1) difiere en el signo

del determinante de la matriz que resulta al intercambiar las columnas n — 1 y n de la
matriz gramiana. Por otra parte, se produce un segundo cambio de signo al intercambiar
las filas n — 1 y n, resultando el gramiano G(z1, ... , &). Por la hipétesis inductiva el
resultado sigue para permutaciones que fijan n — 1. En particular, con la invariancia para
la transposicién (n — 1,n) y la hipétesis inductiva sigue el caso general.
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(iii)

Por (4):

n
2 ;2 2
G (2,21, s 1) - yall” = ll® - [T omll”- 9)
h=1
Por otra parte, (8) es el (n+ 1) — ésimo paso al aplicar el proceso de
Gram - Schmidt a {z;, ..., z,, x}y
n
G (2,21, ., z0) = [lal” - [T llonll”. (10)
h=1

Finalmente, (7) sigue de (9) y (10). Finalmente, la afirmacién sigue de
(5) y (7).

Sean k € N, ny < ny < ... < ng enteros no negativos, m € Nj.
Haciendo oy = ngy tenemos

G (%o, %1, ..., 1)
dist ( ™ gom o} | = A R

det (1/ (am + anj))ogi,jgk
det (1/ (Oém,- + a”]‘))lgi,jgk

Si ag, ai, ..., ag, by, by, ..., br son nimeros positivos, es valida la
siguiente férmula de Cauchy (cf. [11], Ch. XIII, §11, page 164):

< 1 ) H0§i<j§1c (ai — a;) (b; — b;)
det — .
a; +b; 0<j<k Hogi,jgk (a; + b;)

Haciendo a; = b; = a; + 1/2, 0 < j < k, obtenemos

k
1 |anj—m|
2m+1 ap, +m—+1

J

dist <tm, gen {t%1, ... 1% }) =
C

=1

Si0<u, <1l,neN [[[L(1—u,) >0 > u, < +oo (cf
[43], Ch. 15, Th. 15.5, page 322). Asumiendo (a), (b) o (c) probaremos
que limg H§:1 laj —n|/(aj+n+1) =0, n € Ny. En el caso (a),
como 0 < |o; — n| < @j + n+ 1 para todo n, j escribimos

uj=1—la; —n[/(a;+n+1).

21



3.5.

Sin > 0, como a; — 400 existe j, tal que si j > j, resulta
(j+n+1)/a; <2n+1 y a; >n.

En consecuencia 1/a; < u; para j > j, y al ser Zaj_l divergente y,
salvo un nimero finito, una serie de términos positivos, Y u; diverge.
Asimismo existe jo € N tal que «;/ (1 + ;) > 1/2si j > jo y entonces
u;j > 1/ (2¢), i.e. Y u; diverge. En el caso (b), como a; — —1/2 es,
salvo un niimero finito de 5's, u; = (2a; + 1) / (o +n + 1) . Existe J,,
tal que u;/2 > (a; +1/2) / (2n + 1) sij > ju y 3 u; diverge. En el caso
(c), sea (@ );>, subsucesién de (aj);5, y @ > —1/2 tal que o, — a.
SineNyseanr € Q, kg € N talesque (n—a)/(a+n+1)<r<1
y (n—oay,)/ (0, +n+1) <rsik>ko Como

ko
n— aj, <,r,lc—lc0_H n— aj,
hzlajh+n+1 h:1ajh+n+1

al hacer k — +00, siendo n arbitrario, sigue la afirmacién. [

Hiperplanos soporte e hiperplanos paralelos. Dis-
tancia de puntos a hiperplanos. Operadores no ex-
tendibles.

(i) Sea E un espacio normado real, A # () . Si u : E — R es una transforma-

cién lineal y « € R escribiremos H, o = {f € E: u(f) < a}.Si A°# 0
y Hy, es un hiperplano soporte de A (i.e. AC Hy oy ANOH, o # 0)
entonces H, , es cerrado.

(ii) Si E un espacio normado, v € E* es no nulo y f € FE entonces

dist (f,u™ ({0})) = [u(f)]/llull -

(iii) En o, st H = {f : u(f) =0}, donde u(f) =Y ooy 2™ fn,dado f ¢ H

no existe g € H tal que dist (f,H) = ||f — ¢|| -

(iv) En ¢y(R), la bola unitaria cerrada no tiene hiperplano soporte alguno.

(v) Sea FE un espacio prehilbertiano real, A es un subconjunto compacto no

vacio de E, a;, as € A tales que § = diam A = ||a; — az|| . Existen dos
hiperplanos paralelos Hy, H, soportes de A, que contienen a a; y ao
respectivamente, tales que dist(H, Hy) = 0.
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(vi) El operador T : C¢ ([—m,7]) — C, Tf = f(0) es lineal y acotado si
para cada f € C{ ([—m,7]) escribimos ||f]| = [f(0)] + ||df /dz||,
mismo no es extendible a un elemento de L? [—m,7].

Solucién

(i) Si g € ANOH, o entonces H, o soporta a A — g y este dltimo conjunto
tiene interior no vacio. Podemos suponer que a = 0. Sea B(fp, ¢) C A
para ciertos fo € E, € > 0. Si f # 0 entonces fo£ (¢ f)/(2 ||f]]) € Ay

u(fo£ (e £)/2 1)) = ulfo) £ (¢ u(f))/(2 [If]]) <0,
osea [u(f)| < (2/¢) Ju(fo

| || f|l, desigualdad valida también si f = 0.
Asi u es acotada y sigue (i).

(ii) St f, g € E tenemos [u(f) —u(g)] = |u(f=g)| < |lull |If =gl
Asidist (f,u= ({0})) > |u(f)|/ ||u|| - Como v~ ({0}) es cerrado pode-
mos suponer que dist (f,u~! ({0})) > 0. Por el teorema de Hahn - Ba-
nach existe ¢ € (E/u™" ({0})) tal que [[¢[| =1/ [l7 (/)| y ¢ (7 (f)) =
1, donde 7w : E — E/u~'({0}) es la proyeccién al cociente. Entonces
om € E*yker(¢om) = ker (u), por lo cual ambos funcionales son
linealmente dependientes. Es inmediato que ¢ o m = u/u (f) y, como
|m(f)]| = dist (f,u~" ({0})), si g € E tenemos

(P oty < EOUT @I ()l
jula)| = Iu() (o)) < LRI <

e [ull < u(f)]/dist (f,u™" ({0})).

(iii) Es facil ver que ||ul| = 2. Si f ¢ H por (i), si existiese g € H tal
que dist (f, H) = [If — gll, tendriamos | — gll = [u(f)|/2, o sea
lu(f —9)| =2 ||f —g|l. Entonces

o

<> 27 fa—gal/IIf - gll <2
n=0
y, necesariamente, |f, — gn|/||f — g|| = 1 para cada n, lo cual es im-

posible en cg.
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(iv) Supongamos que cl B(0, 1) tiene un hiperplano soporte H, ,. En par-
ticular, u € ¢} y, como ¢l B(0,1)NOH, o #0y

cl B(0,1)NdH, C 0B(0,1)

entonces o € (—2,2) pues sabemos por (iii) que |u(f)| < 2si ||f|| = 1.
Pero, u(0) = 0ysi0 < |8] < 2existe f € ¢l B(0,1) tal que |3] < |u(f)|-
Podemos escribir 8 = u((8/u(f)) f), o sea (—2,2) = u[cl B(0,1)].
Luego tenemos (iv).

(v) Basta considerar

Hi={c€ H:{c—ai,a—a) =6},

ng{cEH:(c—az,al—a2)=52}.

(vi) (CE ([-m,7]), |lo||) es espacio normado y T € C¢ ([—m,7])" pues, e-
videntemente, ||T']| < 1. Supongamos que existe g € L? [—m, 7| tal que
Tf=["_ fgdzpara f € Cf ([—,7]). Seria

%%:T(ﬁ%%@>:<%§%%?@>,mez (11)

Pero (11) indica la sucesién de coeficientes de g en la base ortonor-
mal {exp (imz)},,., de L? [—m, 7], la cual ha de ser acotada. Por esta
contradiccién T no es extendible a L? [—7,7]. O

3.6. Conos convexos punteados salientes y 6rdenes com-
patibles con la estructura vectorial. Subespacios
lineales generados por conos convexos en espacios
vectoriales reales. Teorema de Krein. Extension
de formas lineales no negativas. Unidades de or-
den.

Sea F un espacio vectorial real, C' un subconjunto de F.

(i) C es un cono convexo (cc) siy solosi C es un conoy C +C C C.
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(i) Si C es un cono convexo el subespacio lineal generado por C es C — C.

(iii) El mayor subespacio lineal de E contenido en un cono convexo C es

cn(-0).

(iv) Sea P un subconjunto no vacio de E. Dados z, y € E escribiremos
x > ysiysolosiz—y € P. Entonces P es un cono convexo punteado
saliente (ccps) siy solo si > es una relacién de orden compatible con
la estructura lineal de E. ?

(v) Si w(z,y) es una relacién de orden compatible con la estructura lineal
de E el conjunto Q@ = {z € F: w(z,0)} de elementos w— positivos de
FE es un cono convexo punteado saliente.

(vi) Si dimg (F) = 1 entonces E* = P*U (—P*), donde P* es el ccps de
formas lineales sobre E no negativas sobre P.

(vii) (teorema de Krein) Sea (E, <) espacio vectorial topolégico munido de
una relaciéon > de orden compatible con su estructura lineal. Sea M un
subespacio vectorial de E, P el ccps de elementos positivos, f : M — R
una forma lineal positiva sobre M, ie. f(z) > 0six € M N P. Si

M N P° # () existe una forma lineal positiva f sobre E que extiende a

f.

(viii) Con (E, <) como en (vii), un elemento e € F es una unidad de orden *
siy solo si para cada x € E existe 6 > 0talqueet+tz > 0si0 <t <.

(ix) Si (£, <) admite una unidad de orden e, M es un subespacio vectorial
de E que contiene a ey f: M — R es una forma lineal positiva sobre
M entonces existe una forma lineal positiva f sobre E que extiende a

f-

(x) El espacio Bk (R) de funciones acotadas tiene unidades de orden. El
espacio Cg (R) no tiene unidades de orden.

(xi) Caracterizar las unidades de orden de BCg (T'), donde T" es un espacio
localmente compacto.

2P se dice punteado si contiene al origen y es saliente si el tinico subespacio lineal de
E contenido en P es {0} .
3¢ € E es unidad de orden si para cada x € E existe n € Ntal que —ne<z <ne.
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(xii) Si X un espacio localmente compacto, sea Cy(X) el espacio de fun-
ciones continuas f : X — R tales que para todo ¢ > 0 el conjunto
{r € X: |f(z)| > €} es compacto. Mostrar que Cy (X), con el orden
natural, puede no tener unidades de orden (V. Problema 3.7).

(xiii) Si A € §(2, R) es una matriz 2 X 2 real simétrica, escribimos A >
0 sii A es semidefinida positiva. (S§(2, R), <) es un espacio vectorial
ordenado. Caracterizar sus unidades de orden.

Solucion

(i) Si C es un cono convexo y z, y € C entonces z +y =2 (/2 +y/2) y
C + C C C. La reciproca es evidente.

(ii) Si C es un cono convexo y (C) es el subespacio lineal generado por C
es claroque C —C C(C).Sir € R z, y, z, y € C entonces

r(z—-2)+y—-9)=@rzx+y)—(rz+7)

ypor (i) r (z —Z)+(y—9y) € C. Luego C'—C es un subespacio vectorial
de E y sigue (ii).

(iii) SiC esun cc, z, y € CN(—=C) yr > 0 tenemos r x+y € C+C'y, por
(i),rz+y € C. Ademas — (rz+y) =r (—z)+ (—y) y es aplicable el
caso anterior. Si 7 < 0 tenemos r z +y = (—r) (—z) +y y por el caso
anterior 7  +y € C. Entonces C' N (—C) es un subespacio vectorial
de E contenido en C. Si S es otro subespacio vectorial contenido en C,

como S = —S resulta S CCN(-C).

(iv) Si P es un ccps entonces la relacién > es reflexiva porque P es puntea-
do, es antisimétrica pues P es saliente y es transitiva por (i). Ademas
> es compatible con la linealidad de E porque P es un cono. Reci-
procamente, si > es una relaciéon de orden compatible con la linealidad
de E entonces P es un cono por la compatibilidad del orden bajo la
multiplicacién por escalares positivos. Por la monotonia del orden con
la adicién P es cerrado por sumas y, por ser cono es, en particular,
convexo. Por la reflexividad P es punteado y, por la antisimetria, P es
saliente.

(v) Sigue de (iv).
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(vi) Claramente P* es ccps; sidimg (E) = 1y ¢ € E*—P*seaz € P tal que
¢ (x) < 0. Debe ser x # 0 y por hipétesis, si y € P existe r € R tinico
tal que y = r x. Si r < 0 entonces el subespacio generado por x estaria
contenido en P. Pero P es saliente y debe ser » > 0. En consecuencia
ely)=r )y ¢(y) <0.Como y es arbitrario —p € P*.

(vii) Si zy € M NP entonces o # 0 porque P es saliente. Sea U un entorno
de cero en F tal que g + U C P y sea x € E. Por continuidad de la
aplicacién s — s (—z) de R en E existe 7 > 0 tal que s (—z) € U
si |s| < r. En particular, 2o —r € xo + U, i.e. (1/r) zo > x. Luego
para cada z € F existe y € M tal que x < y, i.e. M es un conjunto
cofinal de E. Escribiremos p(z) = infycn/,<y f(y), © € E. Entonces
p esta bien definida, es finita y no negativa. Sean x1, o € £, ¢ > 0 e
Y1, Y2 € M tales que f(y;) < p(z;) +¢/2, i =1, 2. Entonces

flyr +y2) < p(x1) +plxs) +¢

por la aditividad de f, x1 + 9 < y1 + y2 por la monotonia del orden
respecto de la adicién e y; + yo € M pues M es un subespacio. Luego
p(z1+x2) < p(x1) + p(x2) + £ y por ser € arbitrario p es subaditiva. Es
facil ver que p(r ) =7 p(x) siz € E, r > 0, i.e. p es una seminorma.
Es claro que p(z) = f(x) six € M y, por el teorema de Hahn - Banach,
existe f: E — R lineal que extiende a f y f(x) < plx)siz € E. Si
x € P,como —z <0,0€ My f(0) =0 resulta p (—z) < 0. Entonces

f(=2) =~f(z) <p(-z) <0
y f(x) >0, 0 sea f es positiva.

(viii) Sea e € E unidad de orden, x € E, n € Ntalque —ne<z <ney
0 <t <1/n. Entonces —nt e < £t < nt e, de donde

(1—-nt)e<extz<(l+nt)e.

Como evidentemente e debe ser positivo la condicién es necesaria.
Reciprocamente, sea § > 0 talque e+t 2z >0si0<¢t<§,n>1/6 un
entero positivo. Como e + z/n > 0 sigue (viii).

(ix) Si M contiene una unidad de orden entonces es cofinal, y estamos en
las condiciones deducidas en el teorema de Krein.
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(x) Cualquier funcién constante positiva es una unidad de orden de By (R) .
Si e € Cr(R) fuere unidad de orden debera ser e(s) > 0 para todo
s € R. Més aun, si z € Cg (R) entonces z/e € Bg (R). Deducimos
entonces que Cg (R) no tiene unidades de orden.

(xi) Veamos que e € BCg (T') es unidad de orden si y solo si existe 7 > 0 tal
que e > r. La condicion es necesaria pues existe n € N tal que 1 < n e.
Reciprocamente, si e > ry r > 0 para x € BCg (T) y t € T escribimos

—e(t) llzll /r < —r [lzll /r = —[l]]
< z(t)

< lzlf =7 Nzl /r < e (@) ll]l /.

Luego |z(t)| <e(t) ||lz|| /r < e(t) ([||z|| /r]+1)sit € T y e es unidad
de orden.

(xii) Consideremos el espacio Cj (Z), el que podemos identificar con el es-
pacio de funciones f : Z — R tales que lim,, , f(m) = 0. En efecto, Z
tiene la topologia indiscreta, de modo que sus subespacios compactos
son conjuntos finitos. Si f € Cy(Z) y € > 0 resulta |f(m)| > € so-
lamente para un nimero finito de enteros m. Existe ny € N tal que
si |m| > ny en Z entonces |f(m)| < €, i.e. Supj, 5, [f(M)] < €y,
como ¢ es arbitrario, 1im,, ,o, f(m) = 0. Si g € Cy (Z) fuese unidad de
orden entonces g > 0. Més atn, si f,,(n) = m dpm, n, m € Z, y si
Ny, € Nees tal que |f,,| < Ny, g entonces g(m) > 0 si m # 0. Ahora,
si h(m) = g(m)"/?, m € Z, tenemos h € Cy (Z) y no existe N € N tal
que |h| < N g.

(xiii) Es claro que (S(2, R), <) es un espacio vectorial ordenado. Indicando

a b a [
7 U = 7
b ¢ g

A=

A es positiva si y solosia >0, ¢> 0y b? < a c. Veremos que U es
una unidad de orden si y solosia > 0,7 >0y det(U) >0.SineN
y—-nU<A<nUdebesern a—a > 0.Sia <0 puede no ser
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posible determinar n en las condiciones establecidas. Por ello a > 0 y,
analogamente, v > 0. Como

nB—b°<(ma—a)(ny—c) y (nB+0b)° < (na+a)(ny+c),
(12)
si det(U) = 0 deducimos que

det(A) > n 208 — ay — cal. (13)

En consecuencia, como (13) es valido si reemplazamos n por enteros ma-
yores, 2b3—ay—ca = 0. Deberd ser entonces 2b = (a + ¢) / /@7, lo cual
no es en general cierto. Reciprocamente, sisia > 0,7 > 0y det (U) > 0
podemos determinar n € N tal que n > méax {|a| /a, |c| /v} y en las
condiciones de (12) pues a v > 32, obteniendo —n U < A <n U.O

3.7. Construcciones de espacios de funciones continuas
sobre un espacio localmente compacto subyacente.
Familias totalmente acotadas. Total disconexion.
Un espacio ideal maximal totalmente disconexo.
Caracterizacion del rango esencial de una funcién.

(i) Sea X un espacio localmente compacto, X, la compactacién de X con
un punto, Co(X) el espacio de funciones continuas f : X — C tales
que para todo € > 0 el conjunto {z € X : [f(z)| > e} es compacto
¥ Coopo(X) el espacio de funciones f € C(X) tales que f(oo) = 0.
Entonces, con las métricas usuales, Cy(X) es un subespacio cerrado de
Cy(X) y los espacios de Banach Cp(X) y Cx0(X) son isométricamente
isomorfos. *

(ii) Una subfamilia § de Cj (X) es totalmente acotada sii § es acotada,
equicontinua y para todo € > 0 hay un compacto K tal que |f(z)| < e
sifegyre X -K.

(iii) Un espacio compacto Hausdorff X es totalmente disconexo® sii C(X)
es la capsula cerrada lineal de sus idempotentes hermitianos.

4V. Problemas 3.44 (iv) y 3.43(iii).
5Espacio totalmente disconezo es aquél en el que los conjuntos simultdneamente abiertos
y cerrados (clopen’s) son base de entornos de cada punto.
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(iv) Si (X, X, ) es un espacio de medida finita, el espacio ideal maximal X
de L™ (X, %, u) es totalmente disconexo.

(v) Sea (X, X, ) un espacio de medida o— finita, f € L™ (X, %, pu), ( € C.
Son equivalentes: (a) ¢ € o (f)-

(b) O=sup{inf{|f(z)=(|: € X —A}, AeX, u(A)=0}.

(¢) Sie >0, u(f~(D(e)) > 0. (d) ¢ € supp (v), donde v es la
medida v (©) = p (f~! (0)), definida para cada subconjunto boreliano
© de CS

(vi) Con la notacién de (v), fijado f € L* (X, X, u) la relacién
Mi(9)=f-9, g€ L*(X,Z,p),
define M; € L[L? (X, %, u)]. Entonces o4, (M) = ess —ran (f).
Solucién

(i) Sea {fn},>; una sucesién de Cy(X) convergente a f € Cp(X). Dado
e > 0 existe N € N tal que ||f — Inlle,x) < €/2. Dado z € X tenemos

[f(2)] < [f(z) = fa(@)| + [fn(2)]

<|f = Inllgyox + 1 fn(2)] <e/2+ [fn(2)]

yresulta {z € X : |f(z)|>e} C{x e X |fn(z)| > €/2}. Porlo tan-
to {r € X : |f(x)| > ¢} deviene compacto por ser subespacio cerrado
de un espacio compacto. Definimos ahora

T:Cup(X) = Co(X), Tf=f|x.

Entonces T es un operador bien definido pues para cada ¢ > 0 el
conjunto {z € X : |f(z)| > ¢} resulta cerrado en X y, por lo tanto,

6Fl espectro de f también suele denominarse, en estos casos, rango u— esencial de f,
el que suele definirse también como

ess—ran(f):ﬂ{cl f(A): AeX, p(X -X)=0}.
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compacto. Claramente 7" es un operador lineal isométrico. Bastara ver
ahora, por el teorema de la funcién abierta, que T es suryectivo. Dada
g € Co(X) definimos f : X — C como f(z) = g(z) siz € X
y f(oo) = 0. Probando que f € Cuyo(X) tendremos 7'f = g. Sea
entonces U un abierto del plano complejo. Si 0 € U existe € > 0 tal
que D(0,e) CU y

{oo}UX —{z€X: |g(z)| 2e}) Cf 1 [D(O,e)] € f (V).

Ademids f~1(U)N X = ¢g71(U). Si 0 ¢ U entonces f~1(U) = g~ 1(U).
En todo caso, f71(U) es abierto.

(ii) Si § es totalmente acotado es inmediato que es acotado y equicontinuo.
Ademds, sie >0, F € Pr(§) y § C Uysep B (f,€/2) sea

K=User o€ X: |f(@) >e/2}.

Entonces K es compactoy, sige §, € X — Ky f € F es tal que
g € B(f,e/2) tenemos

9 ()] < lg(x) — f(@)|+ |f (@) < If = gllg,x) TE/2<e

Reciprocamente, existe r > 0 tal que |h (y)| <rsiy € X y h € §. Dado

¢ > 0 sea C compacto tal que |h (y)| < &/2siy € X—Cyh € §. Porla

equicontinuidad de § y la compacidad de C' hay un subconjunto finito

{1, -, yn} de C'y entornos abiertos U,; de y; tales que C' C U}_, U,

y |h(y) — h(y;)| < /3 siy € Uy, y h € § para cada j. Asociamos
%

acada h € § lan— upla h € [[YD(0,r), 7= (h(y1) sy b (Yn)) -
Por la compacidad del conjunto 20 = cl {7 : he S} en C" existe

GeP;(3) talquem]gukGGD(?,gm).seaheg,yekaeG
tal que ﬁ € D(7,§/3> .Siy e X — C entonces

h(y) — k(y)| < |h(y)] + [k(y)] <&

Sino existe j, 1 < j <mn, tal que y € Uy, y tenemos

\h(y) = k(y)| < |h(y) = hly;)| + [h(y;) = & (y;)| + |E (y;) = k()| <&.

En definitiva § C UpeaB (k,€) y § es totalmente acotado.
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(iii) Sea J (X) la subclase de idempotentes hermitianos de C(X). Como
J(X) CC(X,{0,1}) dada f € T (X) es f = sep-1uy y £ ({1}) es
clopen. Por otra parte, si M es un subconjunto clopen de X entonces
sy € J(X) y tenemos J (X) = {304 : M € P(X), M — clopen} .
Sea C la cdpsula cerrada lineal de J (X) en C(X). Entonces C es una
subalgebra cerrada, unitaria - como X es clopen 1 = 3¢, pertenece a
J (X) - y autoadjunta. Ademds si 21, =5 son puntos distintos de X,
por la separabilidad tienen entornos disjuntos U; y U, respectivamente.
Sea N un entorno clopen de x; contenido en U;. Entonces »xy € C y
separa a x; y x3. Concluimos, por el teorema de Stone - Weierstrass,
la necesidad de la condicién. Reciprocamente, sea x € X y U C X
un entorno abierto de z. Por el lema de Urysohn existe f € C (X)) tal
que f(z) =1y f[x-v=0.510 <e <1/2sea g € gengx) J (X) tal
que ||f —g|| < e. Escribimos g = }_,,c, #2m um, donde F € Py (X),
{ZM}MEF CCy M es clopen para cada M € F. En particular, existe

MEFtalquexEM dedonde|1—2M‘ <e.SiX-UCX-—-UF
entonces M C UF C U. Por el contrario, sea y € (X —U) N N, para

cierto N € F. Tenemos |zy| = |g(y)] < €y, si N = M entonces
1< |1 - zﬁ‘ + |zﬁ| < 2¢ < 1, lo que es absurdo. Luego, como podemos

suponer que f es una familia inyectiva, y ¢ M, ie. M cU.

(iv) Sea G : L™ (X, X, u) — C (X) la transformada de Gelfand, £ € ¥. En-
tonces G (35) = %G, ,)-'((op Y como G (s5) : X — C es continua,
G (s¢x—5)"" ({0}) es clopen en X. Por otra parte, si M C X es clopen
entonces 2y € C (X). Si for = G (5enr), 0 (fur) = 1an (3657) pues G
es biyectiva. Si M es clopen no trivial es o (fy;) = {0,1}. Con la misma
notacion, si fye = G7! (3¢34¢), por ser G homomorfismo es

G(fM'ch):%M'%MCZO, G(fM+fMC):%M+%MC:1

Como G es inyectiva sigue que fiy + fae =1y far - fare = 0. Luego
fu#0sii fyy =1y fur = %f {1 Queda probada, con la notacién
de (ii), la identidad J (X) = G ({#g: E € £}). Como el subespacio
de funciones simples es denso en L (X, %, i) y G es un isomorfismo
isométrico (cf. [13], Cap. 2, Th. 2.64, page 53), por (ii) sigue la tesis.

(v) Si s =sup{inf{|f(x)—(|: re€ X —A}, AeX, u(A) =0}y existe
0 < d < s, hay un conjunto A € ¥ tal que p(A) =0y |f—=(| > ¢
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sobre X —A. Luego la funcién medible 1/ (f — () deviene esencialmente
acotada y ¢ ¢ o (f), i.e. (a) = (b). Ahora, si para algin € > 0 es
p(f~t(D(¢e)) =0 entonces s > & > 0y (b) = (). Si ¢ ¢ supp (v)
hay un abierto U en C que contiene a ( tal que v (©) = 0 para todo
subconjunto boreliano © de U. Existe r > 0 tal que D((,r) C U,

v(D(Cr)=n(f (D)) =0

y (¢) = (d). Finalmente, si ¢ € p(f) existe ¢ > 0 tal que |f —(| > ¢
a.e. [u],ie. v(D((,t)) =0y ¢ ¢ suppwv, con lo que (d) = (a).

(vi) Sia ¢ ess—ran(f) sea A € Ntalque p(X —A) =0y adc f(A).

3.8.

Existe ¢ > 0 tal que |o— f(z)| > esiz € A. Sige L*(X,5,u) y
z € X sea Ng(z) = g(z)/ (f(x) — ). Ng estd bien definida ya que
p(X—A) =0y |a— f(z)] >esiz e A Ademss Ng € L2(X,3, )
ya que [y [Ng> du < e2||g|j5. Claramente N € £[L? (X, %, u)] y
(My = alizxzw) o N = No (M = alixxnw) = liaxnm
de modo que o ¢ o (My), i.e. o (M) C ess —ran (f). Por otra parte, si
B €ess—ran(f) y d> 0 resulta u(f* (D (B,d))) > 0. Sino hacemos
A:C_fil(D(ﬁad))v

resultando A € X, u(X —A) =0y 8 ¢ cl f(A), lo que es falso.
Para cada n € N por la o— finitud de g hay un subconjunto K, de
f~Y(D(B,1/n)) perteneciente a ¥ de medida finita y positiva. Si es-
cribimos g, = p (K,,) */* s, tenemos lgnll, =1y

(M = Blagxzp) gnly < 1/
de modo que § € g,, (My). O

Operadores de transporte unilateral, de multipli-
cacion, de composiciéon, isométricos. Espacios de
Banach funcionales. Consistencia algebraica. Con-
tinuidad e invertibilidad de operadores de com-
posicion.

(i) Un operador lineal acotado S sobre un espacio de Hilbert H se dice

transporte unilateral si es isométrico y N, S* (H) = {0} . La dimen-
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sién p de S(H)* se denomina multiplicidad de S. Si u es finita S* es
realizable como un operador de composicién sobre I*(N, C) (cf. [10]).

(ii) Sea (Cf)(t) = f(t+1), f € L?(0,+00). El operador adjunto C* es
un transporte unilateral de multiplicidad infinita.

(iii) Sea Y un espacio de Banach funcional 7 sobre un conjunto X. Si h :
X — C es una funcién tal que f-h € Y para cada f € Y consideremos
el operador multiplicador My f = f-h. Dado A € B()), A es operador
multiplicador sii cada evaluacién §, € Y* nonula-z € ) - es autovector
de A*. Por otra parte, si M;, € B(Y) entonces h es acotada.

(iv) Sea X un subconjunto no vacio de C e Y un espacio funcional de Banach
sobre X. Supongamos que (a) el operador M,f = zf(z), f € Y, es
acotado. (b) Que C[z] es denso en ) de manera quesi f, g, f-g€ )Y
hay sucesiones {pn},; ¥ {qn},>; €s C[z] tales que p, = f, ¢ = gy
Pn-qn — f-g. Entonces ) es algebraicamente consistente® sii los tinicos
autovectores de M son miultiplos de evaluaciones.

(v) Si Y es un espacio funcional de Banach algebraicamente consistente
sobre un conjunto X y A € B()), A es operador de composicién sii

A(f-g9)=A(f)-A(g) cuando f, g, f-g€ ).

(vi) Si X es un espacio compacto Hausdorff cada aplicacién ¢ : X —
X continua determina un operador de composiciéon C, € B[Cc (X)].
Determinar cudndo C, es inversible.

(vii) Sea ¢ : [0,1] — [0,1] una funcién medible Lebesgue, 1 < p < +o0.
Indicaremos m a la medida de Lebesgue en [0,1] y m, a la medida
definida para cada subconjunto medible Lebesgue E de [0, 1] mediante
my (E) = m (¢ 1 (E)). Entonces C, € B(LE [0,1]) sii m, < m y la
derivada de Radon - Nikodym dm,/dm es esencialmente acotada, en
cuyo caso ||Cy| = ||dm¢/dm||iép.

“Un espacio de Banach funcional sobre un conjunto X es un espacio de Banach de
funciones sobre X, en el que las operaciones vectoriales son puntuales, en el que la clase de
funciones subyacente es separadora de puntos de X y en el que las evaluaciones inducidas
por elementos de X son continuas.

8Un espacio funcional de Banach Y se dice algebraicamente consistente si todo funcional
lineal no nulo k sobre Y tal que k(f-9) = k(f) -k(g) cuando f, g, f-g € YV es,
necesariamente, una evaluacién.
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(viii) Sea X conjunto no vacio, {2 una o— é&lgebra de subconjuntos de
X, p, v medidas o— finitas sobre (X,(2). Si p < v sea

Vi L2(X,Qpu) — L (X, Q,v), Vf=/du/dv- f,

donde du/dv es la derivada de Radon - Nikodym de p respecto de v.
V' es una isometria, siendo isomorfismo sii v < p.

(ix) Sea A el subespacio de Cc (D) de funciones analiticas sobre D, donde
D = {2€C:[z| <1}. Sea {p;};c;<, € A un conjunto finito de

funciones distintas que inducen operadores de composicién acotados
. n .

{Cy; }, <j<n SObre A Si Gy = 3251 a; Oy, para ciertos escalares no

nulos {a;},;., entonces n =a; =1y @y = 1.

Solucion

(i) No puede ser p = 0 pues, entonces, N, S* (H) = H. Supongamos p = 1
y sea g € S(H)* unitario. Como H = S(H)@(C-g) y S* oS = Idy
es S(H) = S?(H)@ (C- Sg). Entonces

H=S*H)@PC-Sg)P(C-g),

(Sg.9) =0, (C-Sg) P (C-g) = Ho S*(H).

Inductivamente, para n € N tenemos

H:S”(H)@@(C-Sﬂ'g), (14)

<S]g,Skg> = 04k 0 S ja k< n,

=

D (C-Siq) = Ho S (1)

0

<

Evidentemente, {S7g},, es un conjunto ortonormal. Si f L S7g para
todo j y f # 0 existe n € N minimo tal que f ¢ S™ (H). Por (14) existe
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F € S"(H) tal que f = F—|—Z?:—§ (f,S7g) S?g. Como (f, S7g) = 0 para
cada j tenemos una contradiccién, de donde f =0y {S’ g}jZO es base
de H,i.e. H =D, (C- S7g) . En el caso general, hay vectores ortogo-
nales unitarios g1, ..., g, tales que {S7g;} i>01<k<p €S base ortonormal
de H. Notemos que si 1 < k < p resulta

| 0 si j=0,
S* (S7gr) = ' (15)
Si7lg. si o j>1.

Identificando H con I*(N, C) por (15) S* se identifica con el operador
¥ € B[I*(N,C)] dado como

E(fla f?a ) = (f,u+1, f,H_Q, )

Por lo tanto, si ¢ : N = Nees la funcién ¢ (n) = n+ p entonces ¥ = C,,
donde C,f = fop, fel*(N,C).

(i) Es facil ver que (C*f) (t) = »41,400)(t) f (t — 1) . En consecuencia
(%) (&) = sty (1) f (8~ K)
para cada k € N, de modo que N, ran C** = {0} . Como
{f € L?(0,+00) : supp (f) € (0,1)} C (ranC")"
C* tiene multiplicidad infinita.

(iii) Sea A = M, para alguna funcién h: X - C. Siz € X, 6, #0, f€ )Y

tenemos
(A%0) f = 6o (Af) = h(z) - f (z) = h () 6 f = (h(2) bo) f.
Como f es arbitraria A*6, = h(z)d, y la condicién es necesaria.

Reciprocamente, como ) es separadora de puntos de X el conjun-
toY ={zx € X : 6, # 0} es, salvo eventualmente un solo punto, todo
X. Por hipétesis, para cada x € Y existe un unico o, € C tal que
A6y =z - 0. Sea h (z) = sy (x) oy, € X.S1 fEYyTEY €8

Af(z) =05 (Af) = (A7) f = aw - 0af = h(2) - [ (z) = (h- f)().
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Si §, = 0 entonces

Af(z) =6, (Af) =0=0-f(z) = (h- f)(z).

En consecuencia Af = h-f € Yy, como f es arbitraria, A = M. En
consecuencia, si My € B(Y) y z € Y obtenemos

|h(@)| = [|h (z) - bzl / |16z ] = [|A” (8a/ [|0z]])I] < [[A™]]
y concluimos que h es acotada.

(iv) Si ¢ € Y* es autovector de M} existe ¢, € C tal que

¢ (2f(2)) =co 0 (f) si feD.
En consecuencia

p2)=co-0(1), p(2*) =c5-0(1), -
y ¢ (p) = ¢(1)-p(c,) paratodo p € C[z]. Como ¢ # 0, por la densidad
de C[z] en Y es ¢ (1) # 0 y no perdemos generalidad si asumimos que
(1) = 1. En consecuencia ¢ |¢[,] es homomorfismo. Por (a) y (b)

sigue que ¢ (f-g) = ¢ (f) - ¢ (g) toda vez que f, g, f-g € V. Si Y
es algebraicamente consistente sigue la necesidad. Reciprocamente, sea

k € Y* no nulo tal que K (f-9) =k (f)-k(9)si f, g, f-g€ V. Si
h €Y, como z, h, z-h(z) €Y tenemos

(MZk)h =K (M:h) =k (z-h(2)) = k(2) - k(h) = (k(2) - &) (h)
y M}k = Kk (z) - k. Por hipétesis kK = a - §,, para ciertos w € X y a € C.

En particular, como (1) = 1 es a = 1 e Y deviene algebraicamente
consistente.

(v) La necesidad es inmediata. Reciprocamente, sea z € X e indiquemos
w(x)h=A(h)x, h€ Y. w(x)eslineal ysi f, g, f-g €Y obtenemos

w(x)(f-9)=A(f-9)z=(Af-Ag)x

=A(f)z-Alg)r=w (@) f-w(z)g.
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Como Y es espacio funcional de Banach algebraicamente consistente
existe un tnico ¢ (r) € X tal que w(x) = Jy(y). Queda definida una
aplicaciébn o : X - X ysiheYyxz € X es

Ah)r =w(x) h = 0pmh = h(p(z)) = (Cyh) .
Luego hoy = A(h), i.e. hop € Y y siendo h arbitrario A = C,, se

realiza como operador de composicion.

(vi) Notemos que si X es un espacio compacto Hausdorff C¢ (X) es alge-
braicamente consistente (cf. [42], Ch. 11, Ex. 11.13(a), page 271 - V.
Problema 3.21). Si ¢ : X — X es continua, C, es inversible sii ¢ es
biyectiva (cf. [10], Ch. 1, Th.1.6, page 5).

(viil) Supongamos C,, € B (L%, [0,1]) y sea E C [0, 1] un conjunto de medida
de Lebesgue nula.
0=C,0 = Cpatg = 215y = my(E) =m (¢ '(E)) =0.

Siendo E arbitrario m, < m. Si f € Ly, [0,1] es

1 1 1
ICfl = [ 1CotPm= [ 157 dm, = [ 111 (dm i) aim.

(16)
Usando (16) y que dm,/dm € L, [0,1], para a.e. a € [0, 1] tenemos

(dm,,/dm) (a) = 1fm — / " (dmy/dm) dm

—&

p

1
= 1im/ ‘(25)_1/p %(a—s,a-f—a) (dmip/dm) dm
0

e—0t

p
= lim HCQO [(28)_1/p %(afs,a+€):| H < ”C(p”pa
p

e—0t

ie. dmy/dm € L}, [0,1] y ||dmy/dm|l < ||Cy|l". Si Cp # 0 sea
0 <6 <|IColl" ysea f € Ly,0,1] unitario tal que [|Cyf||? > 4. Si
dm,/dm < § a.e. - notar que dmy,/dm > 0 a.e. - por (16) es

1
5</ P (dm,,/dm) dm < 6,
0
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lo que es absurdo. Entonces m {dm,/dm > 6} > 0y 6 < ||[dm,/dm]|_, .
Como 6 es arbitrario ||dm,/dm|| = ||C,|[" . Reciprocamente, por (16)
para g € L%, [0, 1] obtenemos

1 1
/ Cogl? dm = / g (dmy/dm) dm < |[dmy/dm]], ||
0 0

y C, es acotado.

(viii) Si f € L? (X,Q, u) claramente V f es medible y

VIZ? dv= 2 du/dy dv = 2 d
J e do= [ s dupav do= [ 157 d

i.e. V es isometria. Si V' es isomorfismo, como su rango es cerrado en-
tonces serd suryectiva. Sea E € ) tal que u(E) = 0 y supongamos
v (E) > 0. Por la o— finitud de v podemos suponer que v(FE) es fini-
ta, i.e. g € L*(X,Q,v) y existe g € L*(X,Q, u) tal que Vg = »p.
Entonces

w(E) = / g-Vdp/dv du=0= g-+/dp/dv=0a.e. [u].
B
Debe ser 1 ({g # 0}) > 0y \/du/dv |{g20y= 0. Luego

0<u({g¢0})=/{¢0}du/dv dv =0,

lo cual es absurdo. Entonces v (E) = 0 y la condicién es necesaria.
Reciprocamente, si G € ), G C {du/dv =0} es

u(G)z/de/dl/ dv = 0.

Como 1 es o— finita hay una sucesién creciente {G,},~,; C Q de con-
juntos de p— medida finita cuya unién es {du/dv = 0} . Debe ser en-
tonces p ({dp/dv =0}) = 0. Como v < p resulta v ({du/dv =0}) y
dado h € L*(X,Q,v) la funcién h/+/dup/dv esté definida a.e. [v] y es
medible. Ademads

/‘h/\/du/dur d,u:/ I? dv,
X X

39



ie. h/\/du/dv € L*(X,Q,u) y V (h/\/d,u/dz/) = h, con lo que V
es suryectiva. Finalmente la tesis sigue por el teorema de la funcién
abierta.

(ix) Sea Cy, = D7, a; C,,; para ciertos escalares no nulos {a;}cjcnr 2 € D.
Entonces

Opo(z) = Co, (0) = (Z“_J %) (6:) =Y 5 Spye- (17)
j=1 j=1

Sean w, wy, ws puntos distintos de D y by, by € C. El polinomio

(u—w) (u—w)

b= p(u) = (w2 — UJ) (w2 — wl)

verifica p(w) = p(w1) = 0y p(wa) = 1. Si 0y = by Oy + b Oy
deducimos by = 0 y d,, = by dy,. Considerando la funcién constante 1
obtenemos by = 1y d,, = d,,, de donde necesariamente w = w;. Mas
generalmente, con un razonamiento andlogo si w € D, n € N,

Owe = b1 Oy + .. + by, Oy,

{w;},<j<, es un subconjunto de n elementos de Dy {bj}cjen € C
entonces n = by = 1 y wy = wy. Notemos que

ﬂ{ZGD: ﬁ{ﬁpO(z)’ ety @n(z)}sn}<ooa

pues en caso contrario, por el principio de prolongacién analitica, ha de
ser ¢; = ; para al menos un par de indices diferentes, en contradiccién
con la hipétesis. Por (17) y la observacién anterior, sigue (viii). O

3.9. Sobre nimeros aproximantes.

Si I es un conjunto no vacio, z € [*°(I,C) y n € N introducimos los
numeros aprorimantes de z como

an (2) = inf {||z —wll,, - w € 1™(I,C), tsupp (w) < n}.

(i) {an (2)},~, €s una sucesién decreciente para cada z € I*°(I, C).
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ii) Si z = {2, v 1{lzn es decreciente entonces a,, (z) = |z,,1| para
n>1 n>1 +
cada n.

(iii) Paran € Ny z € (I, C) es
an (z) =inf{c: ¢>0, §{i €I | |z| > c} <n}.
(iv) Sean z, w € I*°(1,C) y m, n € N. Son vilidas las desigualdades:
(iv)(1) amin—1(z +w) < ap(2) + an(w).
(iv)(2) amin-1(z - ) < am(2) an(w).
Solucién

(i) Inmediato.

(i) Fijado n € N, con e; = (0;5),, para cada j € N, tenemos

n
z — E Zj ej
=1

= |Zns1] > an(2).

Siki <..<k,enN, {wkj}lstn CC-{0}yw= Z?:l Wy, e, resulta
Iz = il = e { e | L} (18)
donde [ = min N— {k;},_. . Sisupp (w) C {1, ..., n} deducimos

|z — w||,, = mix {11;1;2% |ij—wkj| 3 \Zn+1\} > |znt1 -
Sisupp (w) C {n+1, n+2, ...} entonces
e = il = i f e - 2l 2 1] 2 s
Si supp (w) N {1, ..., n} ZDysupp(w)N{n+1, n+2, ...} #0 en-

tonces 1 <! <mny por (18) es ||z — wl||, > |z1| > |#n+1|. En definitiva
an(2) > |zny1| pues w es arbitrario.
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(iii) Fijado n sea 7, = infA, A = {c: ¢>0, f{i €| |z|>c} <n}.
Dado ¢ € A sean i; < ... < i, tales que |zzj‘ >cparacada jys<n
en N. Con e, = (6kp),er> k € I, obtenemos

s
z — E Zij 6ij
j=1

Como c es arbitrario a, (z) < v,. Si € > 0 existe w € [* (I,C) tal que
fsupp (w) < ny [z —wl, < a,(z)+e. Haciendo ¢ = supggpp(w) |21]
sigue que

an (2) < sup  Jal < c.

lEI—{ij}lSsz

o0

c< ||z —wl, <an(2)+e,

t{iel: |z| >¢c} <tsupp(w) <n
y ¢ > 7,. Como ¢ es arbitrario sigue (iii).

(iv) Dados z, w € I*°(I,C) y m, n € Ny e > 0sean u, v € [*([,C) tales

que
|z — ul| , < am (2) +€/2, gsupp (u) < m,
|w = vl < an (w) +£/2, gsupp (v) < n.
Tenemos
lz +w—u—2v|| < |z —ull + |lw -2 (19)
< am (2) + a, (w) + ¢,
(am(2) +¢/2) (an(w) +€/2) > ||z — ul| ||lw — v (20)

2 [|(z = u) - (w =)

oo

=llz-w—(v-w+v-z—u-v)|,-
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Pero supp(u +v) Usupp (v-w +v -z — u - v) C supp(u) Usupp (v), de
modo que

méx {fsupp(u + v), fsupp(v-w+v-z—u-v)} <n+m-—2.
Por (19) y (20) obtenemos

Upim-1(2 + W) < @ (2) + @y, (W) + €,

Unim—1(z - w) < (am(z) +€/2) (a,(w) +¢€/2).

Como ¢ es arbitrario resulta la tesis. [J

3.10. Sobre un espacio normado no completo (de Beurl-
ing).
Sea () el conjunto de funciones sobre R, Lebesgue integrables, finitas,

no nulas, decrecientes en [0, 4+00), pares y no negativas. Sea A la clase de
funciones medibles Lebesgue f sobre R para las que existe w € €2 tal que

2w € LL (R). Si f € A escribiremos N (f) = infueq+/V (w) - 1; (w),

donde® para cada w € Q es
V (w) = w (0) + flwll,, I (w) = / P fw d.

(i) @ C Ay (A,Np) es un espacio vectorial complejo seminormado.

(i) A C L}, (R) N L%, (R). M4s atin, si f € A entonces

VIR + 11l < Ng (f)

y (A, Np) es un espacio normado.

(iii) (A, Ng) no es espacio de Banach.!”

Solucién

9Convenimos que 0 - (+-00) = 0.
10Con el producto de convolucién y el cociente de A por la clase de funciones nulas a.e.,
se introduce la llamada dlgebra de Banach - Beurling.
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(i) Evidentemente Q2 C A. Dada f € A probaremos que Ng(f) = Mp(f),
donde Mp(f) = inf,eq (V (1) + 17 (n)) /2. En efecto, si £ € Q es

2 (v © [ 151 /¢ dt) v + 197 ¢ ae.

Por lo tanto

No () < (VIO + [ 11/ ar) 2

y como & es arbitraria Np (f) < Mp(f). Ahora, sea w € Q tal que
0 < Iy (w) < 4o0. La funcién

"= (ﬁ/RW/w dt)w-w

pertenece a 'y

Ma (1) < (Vo + [ 1 mae) 2= (Ve [152 0 dt)m.

Si Iy (w) = 400 la conclusién es inmediata porque Mp (f) es finito. Si
If (w) = 0 entonces N (f) =0y para n € N escribimos

L v
_— - I - % —n.nl-
Wn =W Xw>0}~[=nn] T 5 777 " F{w>0}0[-n.m]
{wn},en € Q y como f = 0 a.e. sobre {w > 0} y limy—00w(t) = 0
resulta

M (1) < b, (V )+ [ 11 i ) /2

R
= lim (w(n) +/ w dt) /2 =0,

ie. Mp(f) = 0y sigue la afirmacién. Sean wy, wy € Q tales que
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If (w,) < 400 (Z = 1, 2), fl; fQ € .A, C € C. Como w1 + Wwe € Q y11

<A+ b dts/(\é-f1|+|fz|)2 it
R

R Wi+ we w1 + Wo

2 2
R Wi R W2

A deviene espacio vectorial complejo. Mas atn, sie >0y

Ma () + /2> (V )+ [ 117 fwide) /2, i=1, 2

podemos escribir

2 2
2'(MB(f1)+MB(f2)+8)>V(w1+w2)+/ (‘{;J + ‘J:jl) dt
R

2

R Wi+ ws

2
|f1+f2| dt

> V(w +wsy) +
o (1 2) RU)1+U)2

>2-Mp(fi+ fa)

y, como ¢ es arbitrario, Mg es subaditiva. Finalmente, es claro que
Ng(A-h)=|A-Ng(h) para e Cy h € A.

(ii) Dadas g € A, n € Q es

ol < (Wl [ 19 /o at) " (21)

1 Hacemos uso de la desigualdad

(a—}—b)2 a? b .
— < — no W ba ) t .
ot _a+,8 a a, [ positivos
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En efecto, si 7 # 0 la desigualdad es vdlida, ya sea I, (n) = +oo o
no, pues en el ultimo caso es aplicable la desigualdad de Holder. Por
la definicién de A el miembro derecho en (21) es finito para alguna n,
i.e. g € L), (R). Como convenimos que 0 - (+00) = 0 podemos deducir
que |lg|l, < N (g). Por otra parte, como |g|> < (1(0) /n) - |g|* sigue
asimismo que ||g|l, < Np(g). Sea ahora f € A, ¢ > 0, w €  tal que

V (w) - I (w) < N (f) +&. Como |f|? /w (0) < |f|* /w aplicando la
desigualdad de Holder tenemos

i (|7

= lllwll, +w (0)] 17 (w)

CIVal,) 01w

=4/V(w)-If (w) < Np (f) +e,

y como ¢ es arbitrario sigue (iii).

(iii) Sean n, m € N, n > 1. Tenemos

0=1 2 Antin—) >

[—n,n] = X[—n—m,n+m] ((2n _ 1) . (n _ 1)

Vv (%[—n+1,n—1]) =2n —1,
i.e. Np (x[,n,n] - %[,n,m’nﬂn]) <1/(n—=1)y {%[,n,n]}neN es sucesion

de Cauchy en A. Sin embargo, N (%[—n,n]) > 24/n para cada n y, no
siendo acotada, no converge. [

3.11. Sobre interpoladores de Lagrange.

Sea {a;; : 4, j € Ny, ¢ < j} una familia de puntos de [0, 1] tal que para
todo j es a;, ; < a4, 5141 < i2. Para cada entero no negativo n y cada funcién

46



: [0,1] = C escribimos'?
wn(l') = H ('/L‘ - a'i,n) )

1=0

Gin(2) = wn(x)/ [Wh(ain) (¢ — ain)], 0<1i<n,

Lnf = Zf(az,n) Qin-
=0

11) vn’ ||Ln|| = Supz:OSle Z?:O q’l,n(x)‘ .

(
(
(iii) Para n € Ny es > ¢in(z) = 1 (podemos asumir g o(z) = 1).
(iv) Si L, f o, fparatoda f € Cc [0, 1] entonces {|| L.}, es acotada.
(v) Sea a;, =i/n, 0 <i<mn, n> 1. Probar que {||L,||},5, no es acotada.
Solucién
(i) Fijados n, i tales que 0 <7 < n tenemos
W (i) = H (Gim — @jn),
g j#i, 0<j<n
ie. wy(a;,) # 0. Como a;, es un cero simple de w,, la funcién
z = wy(z)/ (x — ain)

es continua, resultando cada g;, continua. Si f € C¢[0,1]y 0 <z <1
tenemos

Lo f(z)| < Z f (@in) Qi (z)]

n n

<l o 1o @] < 1l sup_ >

i=0 )

Gim (2)|

i.e. Ly, es acotada y ||Ly| < sup,, 0<e<1 >ico Gin (2)].

12Ge dice que L, f es el n—ésimo polinomio interpolador de Lagrange de f.
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(ii) Con la notacién anterior, podemos suponer que el supremo anterior es
positivo. Sea 0 < 0 < SUP,. g<zc1 Do |Gin (@) ¥ 2o € [0,1] tal que
S o |Gin (zo)] > 6. Cuando gi, (z9) # 0 existe u;, € C unitario tal
que |gin (0)| = Uin Gin (%o) - Evidentemente existe g € C¢ [0, 1] tal que
g (ain) = Uipn cuando ¢, (x0) # 0y ||gl|, < 1. Entonces

§< Y in Gin (@) = Lag(@o) = |Lag(@o)| < | Lngllse < I|Lal]
it |qs,n(@0)|7#0

y, siendo ¢ arbitrario, tenemos (ii).

(iii) Podemos escribir

If
=

r—ai1 T — Qpn
(go1+q1,1) (z) = — + :
Gp,1 — a1,1 1,1 — Qo1

Suponiendo cierto el resultado para < n, con n > 1, escribimos

> @) =[] (22)
i=0 g

i=0 jAi "

n—1 -1
_ T — Qin i i Qn.n T —Qjn
i=0 Gn,n Qj.n i—0 Qin Gn,n 0<j<n, 1,M Ajn
JFe
n—1 n—1
= [ 1 R4 L R L ,
i=0 Qpn — Qin i—0 Qjn — Opyn 0<j<n, Qip — aj,n
J74

ya que Y1 [To<j<n, j2i (& — ajn) /(@i — ajn) = 1 por la hipétesis
inductiva. Ahora, fijado 0 < k <n es

n—1 -1
T — Qgp l I T — Qjn l I T — Qip _ l I Qpp — Qi
. a _ al. )
im 1,n

Qkn — Onn 0<j<n, Qkn — Gjn
#k £k
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Nuevamente por la hipdtesis inductiva resulta

123 e

— Q;
k=0 0<i<n, kn 1,M
£k

akn nn0<]< kn_aj,n Apn — Qi
17k
de modo que

s —a I r—a T —a

— Win — Ugn — Win
[t et I om0 e
i—=0 Qpp — Qipn k=0 Qkn — Qp,n 0<j<n, Agn — Qjn

7k

y de (22) y (23) sigue el paso inductivo.

(iv) Si L, f o, [ paratoda f € Cc [0,1] entonces {L,},-, es puntualmente
acotada en L (Cc [0, 1]) y, por el teorema de acotacién uniforme, ha de
ser acotada.

(v) Sean>1, z€[0,1] —{j/n, 0 <j <n}. Entonces

@)= (7) @] o 0isn (2

Supondremos (4n — 3) /(4n) < x <1 —1/(2n). Tenemos

n—1 n—1

|qo,n(m>|=ljl'x}/f;/n|Z(nn_l), (=) [[a=im. e

<.
Il

z—Mn-=2)/n>1/n, = (n=3)/n>2/n, ...,z —1/n>(n—2)/n,
(26)
y de (25) y (26)

g0 ()] > (1 —2) (z—(n—=1)/n) n/(n—1). (27)
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La funcién F(y) = (1—y) (y—(n—1)/n), y € R es creciente en
(—o0, 1 —1/(2n)]. Por lo tanto
(1-2) (z=(n—1)/n) = F(z) > F((4n - 3) /(4n)) = 3/(16n")

y en (27) obtenemos |g, (z)| > 3/[16 n/ (n —1)]. Por (24), como
|z — i/n| < 2 para cada i obtenemos la siguiente estimacién:

ILall = Z i ()] = o0 ()] S (n) @

= \i) |z—i/n|

2477,—3. 3 .12": n :3(4n—3).2n,7,
dn 16n(n—1) 2 i n?(n—1)

1=0

i.e. {||Lnll},>; no es acotada. O

3.12. Divisores topoldgicos de cero. Algebras y espec-
tros. Espectro de productos.
Sean A un élgebra de Banach compleja con unidad e, DT (A) y DT, (A)

los conjuntos de divisores topoldgicos de cero a izquierda y derecha respecti-
vamente.'® Si a € A escribimos

: l|la- o]
Aa)= inf
(a) bedmioy |0

|6 all
a) = 1n .
pla) bed—{o} [|B]]

(i) Dado a € A, a € DT (A) (resp. a € DT, (A)) sii existe una sucesién
{bn},>, de elementos unitarios tal que a - b, — 0 (resp. b, - a — 0).

(ii) DT (A) y DT, (A) son cerrados en A.
(iii) Si a1, ay € A se verifican las siguientes desigualdades:

(1) Aa1) A(az) < A(a1-az) < lai]l A(az),

(2) plar) A(az) < plar-a2) < plar) ezl

13Un elemento a € A es divisor topoldgico de cero a izquierda (resp. a derecha) si
la aplicacién L, (b) = a-b, b € A (resp. la aplicacién R, (b) = b-a, b € A) no es
homeomorfismo sobre su imagen.
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(iv) Sea {a,},>; una sucesién de elementos inversibles a izquierda (resp.
a derecha) de A convergente a a € A. Si la sucesién de respectivos
inversos a izquierda (resp. de inversos a derecha) es acotada entonces

a es inversible a izquierda (resp. a derecha).
(V) cl Ul (‘A) - Ul (-A) g DTT (A) y cl Ur (-A) - Ur (A) g DTl (A) .
(vi) U(A)UDT, (A) UDT, (A) es cerrado en A.

(vii) Sea B una subdlgebra de Banach de A que contiene a e, b € B. Entonces
dog (b) C 04 (b) v, si o (b) tiene interior vacio, son iguales.

viii) Sia, b € Ay tanto a - b como b - a son inversibles a y b lo son.
ix) Sia, be A, a-b=ey Atiene dimensién finita entonces b - a = e.

(

(

(x) Dados a, b€ A, e —b-a es inversible si e —a - b lo es. '

(xi) Sea A la subélgebra de C (c1 D) de funciones analiticas sobre el disco
D ={z€C: |z|] <1}. La funcién g(z) = 2, |z| < 1, es no inversible
y no es divisor topolégico de cero.

Solucién

(i) Si @ € A el operador L, es lineal pues A es algebra compleja. Como
lla- 0| < |la||||6]] para todo b € A también L, es acotado. Si L, no
es inyectiva existird b € A unitario tal que a -b = 0. Sea L, inyectiva
y supongamos que L, : A — L, (A) no es homeomorfismo. Por el
teorema de la funcién abierta L, (A) no es cerrado. Como ran (L,) es
denso en cl L, (A) entonces L, no es acotado inferiormente, i.e. existe

14Notamos, en consecuencia, que o (a-b) — {0} = o (b-a) — {0}. Sin embargo, podria
ser a - b inversible y b - @ no inversible. P. ej., en £ [12 (No,(C)] considerar los operadores

U(f07 fla f2a ) = (Oa f07 fla )a

V(fOJ fl; f27 ) = (fl; f27 )7 f€l2 (No,(C) .

Se tiene VU = Idp>(n,,c) mientras que UV no es inversible pues

UV (fo, f1, fo, ) = (0, f1, f2, --.).
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una sucesién {b, },, de elementos unitarios tal que a-b, — 0. Con R,
se razona en forma andloga, siendo la reciproca inmediata en ambos
Casos.

(ii) Si a1, ag, b€ Ay b# 0 tenemos

a; b
e < B!
Mo =a) 8l Jla 0]
(IR
oz
< llay — agf + 10221
R [

Como b es arbitrario A (a;) < ||la; — az|| + A(az). Por simetria es
|A(a1) — A (a2)| < ||la; — az||. Notando que

DT, (A)={aeA: X(a) =0}

podemos inferir que este conjunto es cerrado. Analogamente sigue la
afirmacién para DT, (A).

(iii) Dados ai, as € A podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
A(a1) A(ag) > 0.Sib#0en Adebe ser ay - b # 0 obteniendo

llai - (az - )| las - b||
Alar) Al(ag) < .
() M) < 0,5 e
_ Il(a1 - az) - bl
1]l
Como b es arbitrario A (a1) A (a2) < A(aq - az) . También si b # 0 es
A - az) < (a1 - az) - O
1]l
llas - (az - b)|| llaz - bl
=—— = " < lla -
< e
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y obtenemos A (a; - ag) < ||a1|| A(az).La desigualdad (2) sigue anéloga-
mente.

(iv) Sea {an},5; € Ui (A), {b},>, C A tal que b, - a, = e para cada n. Si

a, — aen Ay n €N tenemos
le = bn - all = [|bn - (an — a)|| < [[bu]] ||lan — af|-

En consecuencia, si {b,},-, es acotada lim, , |e —b,-a| = 0y,
como U (A) es abierto, a € U; (A) . El resto sigue andlogamente.

(v) Sea {a,},-; una sucesién en U; (A) convergente a a € A y asumamos
que a no es inversible a izquierda. Si b, - a,, = e para cada n entonces
{bn},>; no es acotada. Pasando eventualmente a una subsucesién de
{bn},~, podemos suponer ||b,|| — +oco. Para n > 1 lo suficientemente
grande ||b,|| > 1y

b, — e - b, — e (a—ay)+ e — ay
[bn — €]l [bn — €]l " by —ell”

e — Gy
|6 — €|

< Ltlel
o] =1

Como {a,},-, es acotada concluimos que

b, — e

lim a=20

n—-+oo [|by, — e
y a es divisor topolégico de cero a derecha. La otra demostraciéon es
andloga.

(vi) Sea {a,},s; € U(A)UDT,;(A)UDT, (A) una sucesién convergente
a a € Ay supongamos a no inversible. Si £ [{a,},-; N U (A)] es no
finito, aplicando (v), a serd divisor topoldgico de cero a derecha (resp.
divisor topolégico de cero a izquierda) si a ¢ U; (A) (resp. a ¢ U, (A)).
En otro caso basta aplicar (ii).

(vii) Sea A € 0op (b), digamos A = lim,_, 1o An, con {A,},; C pgp(b).
Entonces b — Xe ¢ U (B), es limite de la sucesién {b — A, e} 5, de
elementos de U (B) y por (v) debe ser A\ € o4 (b). Finalmente, v. [11],
Ch. xv, (15.2.8)(ii), page 313).
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(viii) Sean a, b € A tales que a-by b-a son inversibles. Si ¢ = (a - b)_1 y
d=(b-a)"" resulta

(@-b)-c=a-(b-c)=e. (28)
Comod-(b-a) =ees
b=e-b=1[d-(b-a)]-b
y, como el producto es asociativo,
b-c=(d-b)-[(a-b)-c]=d-b.

Luego

(bc)-a=(d-b)-a=d-(b-a)=ce (29)
y por (28) y (29) a deviene inversible y a=! = b-c. Es inmediato entonces
que b también serd inversible.

(ix) Sean a, b € Atalesque a-b=-ey b-a # e. Si b" = e para algiin entero
positivo n debe ser n > 1 ya que claramente b # e. Luego a = b" ! y,
por lo tanto, a-b = b-a, lo que no es cierto, i.e. {b"}, o, deviene en una
sucesién infinita. Supongamos que a-e+5-b=0, o, B € C. Si f#0
entonces b = (—a/fB) -e. Luegoe=a-b=(—a/B)-ay b= (a/B)*a.
Deducimos que a y b conmutan, lo que no es cierto. Entonces § =0y
sigue enseguida que o = 0. Ahora, si v e+v1 b+ ... + 7, ™ = 0, con
Yo, s Ym € Cy m > 1, resulta vg a+7; €+ ... + Y 6™ = 0. Como
a y b no conmutan v, = 0 y, asumiendo que {b"},_,. <p ©s linealmente
independiente si p < m, 73 = ... = ¥, = 0 y vale el paso inductivo, i.e.
{"}nen, ©s linealmente independiente.

(x) Escribiremos ¢ = (e —a-b) " yd=e+b-c-a. Como

(e—a-b)-c=c—a-b-c=e,

c-(e—a-b)y=c—c-a-b=e,
entonces a-b-c=c-a-b=c—e. Podemos escribir

a-d=a+(a-b-¢c)-a=a+(c—e)-a=c-a,
d-b=b+b-(c-a-b)=b+b-(c—e)=b-c
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Finalmente

(e—b-a)-d=e+b-c-a—b-(a-d) =e,

d-(e—b-a)=e+b-c-a—(d-b)-a=ce,
e —b- a resulta inversible y (e —b-a)”" = d.

(xi) Claramente g ¢ U (A) pues se anula en cero. Sea {g,},-; C A una
sucesién de elementos de norma unidad tal que z g,(2) — 0 en A.
Dado n, por la continuidad de g, sobre cl D, existe z, € cl D tal que
|gn(2s)] = 1. Por compacidad de 0D, pasando eventualmente a una
subsucesién, existe n € 90D tal que g, (z,) — 7. Por la compacidad
de cl D, pasando eventualmente a una segunda subsucesién, hay un
elemento zy € cl D tal que z, — 2. Entonces

0= nl_l)I_Eoo 20 gn(20)| = |20 Nl = |20|

y es zg = 0. Como z, — 0 existe ng € N tal que |z,| < 1 para todo
n > ng. Por el principio del médulo méaximo, si n > ng la funcién g,
es constante, digamos g, (z) = a,, donde |a, | = 1. Nuevamente, por la
compacidad de 0D, considerando eventualmente alguna subsucesion,
existe a € 0D tal que a, — a. Dado entonces z € cl D deducimos que
a, z — a z, donde la convergencia es uniforme, y debe ser a z = 0.
En consecuencia a = 0, lo cual es imposible pues a es unitario. En
consecuencia no hay tal sucesién {g,},-, y sigue la afirmacién. O

3.13. Sobre reflexividad.

15Sea X un espacio de Banach complejo, ¢ : X — X** el embedding
natural. Entonces:

(i) ¢ es un homeomorfismo de (X, o(X, X*)) sobre un subespacio cerrado
de X**, (o(X™, X*)).

(ii) Si Bx es la bola cerrada unitaria de X entonces ¢(Bx) es o(X™, X*) -
densa en la bola unitaria cerrada Bx« de X™**.

15V. Problema 3.18(iv).
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(iii) X es reflexivo sii Bx es o(X, X*)— compacto.

(iv) Si X es reflexivo también lo es cada subespacio cerrado de X.

(v) Si X es reflexivo y M es un subespacio cerrado de X entonces X/M es

reflexivo.

(vi) X es reflexivo sii X* es reflexivo.

(vii) Decidir cudles de los espacios ¢y, I! (N), 7 (N), [*(N) son reflexivos.

(viii) Si X es reflexivo, Y es un espacio normado y 7 € L (X,Y’) entonces

(
(
(
(

T (Bx) es cerrado.

Solucién
i) Trivial.
ii) Cf. [9], Prop. 4.1, p4g. 131.
iii) Cf. [9], Prop. 4.2, pag. 132.

iv) Supongamos X reflexivo y sea M un subespacio cerrado de X. Sea

By la bola cerrada unitaria de M y (xp)pep una red infinita de By,.
En particular, tenemos una red de Bx y, por (iii), una subred (xp)peQ
de (z,),cp la cual converge o(X, X*)— a un elemento z € Bx. Por lo
tanto limyeq (z, —z,A) = 0si A € X*. Notemos que z € M, pues sino
consideramos la forma lineal A : M + Cz— C tal que A(y + az) = «
si y€ M y ae€ C. Notamos que [A(y + azx)| < ||y + az|| / dist(z, M)
de modo que A es acotada y, por el teorema de Hann - Banach, admite
una extensiéon A € X*. Pero A es nula sobre M y A(z) =1 lo cual no
es posible. Entonces x € By, y si ¢ € M* existe, nuevamente por el
teorema de Hahn - Banach, una extensién ® de ¢ a X. En consecuen-
cia 0 = limpeg (xp — 2, ®) = limyeq (2, — 2, ¢) y la subred (z,)
converge o(M, M*) a z, i.e. M es reflexivo.

PER

(v) Sea {&},cp una red en la bola cerrada unitaria Bx/y de X/M. Si

m : X — X/M es la proyeccién natural, sea {z,},., € X tal que
7 (z,) = & para cada r € R. Puesto que ||&,|| < 1 existe y, € M tal que
|z — y:|| <1, r € R. Como By es o(X, X*)— compacta hay una sub-
red (2, — yr),cq d€ (Tr — Yr),cp convergente (X, X*)— a un elemento

26



z € Bx. Notamos que el operador F : (X/M)* — M°, F(T)=Ton
establece un homeomorfismo entre (X/M)* y M°. Por lo tanto, si
T € (X/M)" tenemos (&, T) = (7 (zr —y,),T) = {(xr — yr, F (T)) con
lo cual (z, F(T)) = limyes (&,T) = (n(2),T), i.e. la subred {&}
converge débilmente a 7(z) en (X/M)".

res

(vi) Cf. [9], Prop. 4.2, pag. 132.

(vii)

co, I (N) y 1°° (N) no son reflexivos. En efecto, como ¢ y I' (N) , ' (N)*
y 1°° (N) son isométricamente isomorfos basta ver que /' (N) no es re-
flexivo. Consideremos la sucesién (e,),-; de la bola cerrada unitaria
By de I (N), donde e, = (<5nm)le para cada n € N. Si By (y) fuese
débilmente compacta habria una subsucesién (e,,),-, v un elemento
e € Buy tal que e, we. Entonces para todo a € [® (N) tendriamos
limy 00 (€n,,a) = (e,a). Sin embargo, si a = (a),,~, se define como
am = 0sim ¢ {ng}sy ¥ Gn, = (=1)% si k > 1 entonces el limite
anterior no existe. Ahora {! (N) no es reflexivo por (iii). Por otra parte,
es evidente que [? (N) es reflexivo si 1 < p < oo.

(viii) Sean {fn},~»; € Bx e g € Y tales que T'f, — g¢. Por (iii) hay una

3.14.

subsucesién {f,,},>, convergente débilmente a un elemento f € By.
Debe ser ¢ =T f pues para cada ¥ € Y* es

(9.9) = Mim (fo,, ") = (£,T°%) = (Tf,9). O

Cocientes en el espacio dual de un espacio nor-
mado. Formas lineales continuas sobre el bidual.
Representacion de formas lineales sobre el espa-
cio de medidas complejas borelianas en un espa-
cio compacto separado.

(i) Si E es un espacio de Banach y F' un subespacio cerrado de E entonces

F*y E*/F° son isométricamente isomorfos.

(ii) Sea X un espacio compacto Hausdorff y M (X) el espacio de Banach de

medidas complejas de Borel sobre X. Si la restriccién de un funcional
lineal © sobre M (X) a la bola unitaria cerrada Bj;(x) es w* continua
existe f € C'(X) tal que (i, ©) = [, f dp para todo p € M(X).
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(iii) Un funcional lineal T € E** es w* continuo sii lo es su restriccién a la
bola cerrada unitaria Bg-. ¢

Solucién

(i) Sea m : E* — E*/F° la proyeccién natural, f : E*/F° — M* la apli-
cacion F (a)z = f(z)sin(f) =ayz € F.Sin(f)=n(g) =ayz €F
entonces f —g € F°y (f —g)(x) = f(z) — g(x) = 0 con lo que F ()
estd bien definida. Ademas sic e Cy z, y € F tenemos

F(a)(cx+y) = flex+y)=cf(z) + fly) =cF () z+F (a)y,

F(a)z| = |f@)] < flll=l] s fea

ie. F (o) € F*y ||F (a)] < |le|l. Més ain, dado € > 0 existe C' > 0
tal que C < ||F (@)||+ey |F (o) z| < C||z| paratodox € F.Si fy € «
tenemos entonces |fo(z)| < C||z|| si x € F. Por el teorema de Hahn
- Banach existe F, € E* tal que Fy = fy sobre F' y ||Fy|| < C. Como
Fy € o tenemos ||a|| < ||Fyl| < C < ||F (a)|| + €y F es una aplicacién
isométrica. Un razonamiento andlogo muestra que F es suryectiva.

(ii) La aplicacién f(z) = (0,,0), = € X es continua. Notamos que
ext By(x) = {cdz: ce S x EX}

([9], Th. 8.4, pag. 147). La bola By (x) es no vacia, convexa y, por el
teorema de Alaoglu, w* compacta. Por el teorema de Krein - Milman
Buxy = co [ext BM(X)} . Dada entonces y € M(X) — {0} podemos
representar p1/ ||| = limses o, donde {04}, 4 es una red en la cual
cada elemento es de forma o, = Z:“:l Cark Oz s 211211 |ca| =1 en C

16y, Problema 3.26.
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Y {Zak}1<p<p, © X Entonces

(u/ 1], ©) = limy (o, ©)
ka ka
— i =i . déy
i 3 cas o) =l cur [ 1

= lin /X fd0a=/X £ duf Il

(iii) La condicién es evidentemente necesaria. Reciprocamente, si {¢;},;; es
una red w* convergente a ¢ en E* entonces, por el principio de acotacién
uniforme, es acotada. Multiplicando por una constante positiva, pode-

mos suponer que {@;},.; U {p} C Bg- y limje; (p; — ¢, T) = 0 de
modo que 7T es w*—continua. [

3.15. Conjuntos absorventes y polares. Topologia w*
sobre el dual de un espacio lineal complejo. Semi-
continuidad inferior débil de la norma cuando el
espacio subyacente es normado.

Sea X un espacio lineal complejo, X* el espacio de formas lineales com-
plejas con la topologia w*.

(i) Si z*, 23, ...z, € X*y N, ker(zf) C ker(z*) existen escalares
a1, ... oy tales que z* =)0 o; z

(ii) Una funcional lineal A : X* — C es w*— continua sii existe z € X tal
que (z*,A) = (z*, x) para todo z* € X*.

(iii) Un subespacio lineal Z de X* es w*— denso si para cada z € X — {0}
existe z* € Z tal que (z*,z) # 0.

(iv) La topologia fuerte de X* es mds fina que la topologia w*.

(v) Un subconjunto A de X es w— acotado sii 7 (A) es absorvente en X*,
donde 7 (A) es el polar de A :

m(A)={z": (Vx), z € A, [(z,2")] < 1}.
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(vi) Si X es espacio normado, la norma es w— semicontinua inferiormente.

Solucién

(i) Sea F : X —» C*, F(z) = ((z,z7), ... ,{w,x})) si z € X. Entonces F es
lineal y podemos escribir C* = F (X) @ F (X)*. Definimos f : C* — C
tal que f(¢) = (z,2*) si ( = F(z) para cierto z € X y F({) = 0
si ¢ € F(X)*. Por la hipStesis f estd bien definida y z* = fo F.
Como f es una forma lineal de C* hay escalares «q, ... a, tales que
f(Cy v Gr) =20 06 Gosi (G, e, Ga) € €. Por lo tanto sigue (i).

(ii) Basta ver la necesidad. Si A : X* — C es w*— continua existen
Ty, ... Tp € X y € > 0 tales que

i {z € X7 [(mi,2")| <e} CATH(D),

donde D es el disco abierto de centro cero y radio uno. Luego si
z* € N, ker ({x;,-)) entonces para todo entero positivo N resulta
(N z*,A)| < 1, ie. [(z*,A)] < 1/N, ie. z* € ker (A). Por (i) hay
escalares o, ... oy tales que A = Y " o (z5,0) = Qo 0 2,0) Y
sigue (ii).

(iii) En las condiciones de (iii), veremos que si Z no es w*— denso entonces
17 # {0}, en contradiccién con la hipétesis. 1" Equivalentemente, supon-
gamos -Z = {0}, de donde (LZ)L = X*. Bastara ver entonces que
(LZ)L = 7" . En efecto, si {z}},.4 es una red convergente a z* de
elementos de (LZ)L y z pertenece a ~Z tenemos (z,z:) = 0 para
cada a € Ay (x,z*) = limyey (z,2%) = 0, 0 sea z* € (LZ)L y
(LZ)L deviene w*— cerrado. Evidentemente Z C (LZ)L y tenemos
7 c (LZ)L. Ademds, si z* ¢ 7" en X* por el teorema de Hahn -

17Indicamos
1Z={xeX: (z,2*) = 0 para todo z* € Z},

y, si Y es un subespacio lineal de X,

Yt ={z*€ X*: (z,2%) =0 paratodo z € Y}.
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Banach existen escalares reales v;, 79 y un funcional A : X* — C w*—
débilmente continuo tal que

Re ((2%,A)) <71 <72 <Re({y",A)) (30)

para todo y* € A (cf. [42], Th. 3.4, pag. 58). Como (z*,A) # 0y,
por (ii), existe yo € X tal que (y*, A) = (yo, y*) para y* € X*. Por (30)
deber ser A |z=07y asi 2* ¢ (LZ)L.

(iv) Es claro que todo w*— abierto es fuertemente abierto. Bastara ver que
hay entornos fuertes de cero que no son w*— abiertos. Sea F' una parte
finita de X — {0}, ¢ > 0 e indiquemos

V={z*e€ X*: [(z,2")| < sixz € F}.

Entonces Ngep ker ((z,-)) # {0} . En efecto, podemos suponer que F' es
un subconjunto linealmente independiente de X. Si S es el subespacio
generado por F'y zy ¢ S la aplicacién

@:S@(Cxo—ﬂc, oly+Azg) =AsirxeCeyesS

estd bien definida, es lineal y |¢(y + Azo)| < ||y + Azol| /dist (xo, S).
Por el teorema de Hahn - Banach existe z* € X* tal que z* extiende a ¢,
(xo,2*) =1y (x,2*) = 0siz € F. Evidentemente Nycp ker ((z,-)) CV
y deducimos entonces que todo w*— entorno de cero contiene, al menos,
una recta. Sigue (iv).

(v) Sea A un subconjunto w— acotado de X, zf € X*,
U={re X: [(z,z5)] <1}.

Sir>0estalque ACr- -8y ae D(0,1/r) entonces o -z} € m(A),
pues si ¢ € A tenemos

(2,0 a5)| =7 -la| -[(z,25)]/r <7 o] <1.
Reciprocamente, sea f € Py (X*),
W={zeX: (Vz"), 2" € F, [{z,2")] <1}.

Existe € > 0 tal que B-z* € w (A) si 2* € F y |8| < e. Es ficil ver que
A C (1/e) -2 y sigue la afirmacién.
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(vi) Si zy € X probaremos que

lwoll < sup inf {[lz]|: [(z — 20, 27)| <1}. (31)
GePy(Xx*) T EG

Podemos suponer z # 0; si 0 < 0 < ||zo|| sea n € N tal que 1/n < 6.
Existe x, € X*, ||z}] <1, tal que § < |[{zg,2})|. Dado T € X tal que
(T — zg, n-x})| <1 escribimos

1/n > (T — zo, )]
> (o, a3)| = (@, ) > 6 = [ [l ]| = 6 =[]l

d=1/n< |zl < sup inf {[[z]]: [(z =20, 27)] <1}
GePy(X*) T €G

y, como n es arbitrario,

d < sup inf {||z]|: [{z — =z, %) < 1}.
G’E'Pf(X*)':C*EG

Como ¢ es arbitrario sigue (31). O

3.16. Sobre clausura secuencial débil.
Sea E = {e"™ +m e™, 0 <m <nenNy.} en L? (—m, 7).

. . —wsc . . L, .
(i) Determinar E | la clausura secuencial débil de E, esto es, los limites
débiles de sucesiones convergentes de E.

J_wWsc

ii)0e E° - F

—pscwWsc
(iii) 0 € E*° . En particular, la clausura secuencial débil de un conjunto
puede no ser secuencial débilmente cerrada. (cf. [46])

Solucién

(i) Evidentemente E C E' y como para cada entero no negativo m resulta
w =My, ;00 (€™ +m ™) = €™ tenemos EU{e"™}, .\ C E". Por
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otra parte, una sucesién débilmente convergente {e"™* 4+ my e}, |
ha de ser acotada por el principio de acotacién uniforme. Entonces

sup Hezmkt + my, emktH ) =sup/1+m? < oo,
L2(—m,m) k
k>1 E>1

i.e. (mg),>, €s una sucesién finita y, como asumimos que la sucesién
original es débilmente convergente, ésta debe ser casi constante. Si
(), es infinita entonces w—lmy_, o (€7 + my, Mkt) = elimi—oo mit,
Por otra parte, si (n;),>, es finita como antes debe ser casi constante
y w — limy o0 (€™ + my, ™) = 1imy_, o, (€™ + my e ') . En defi-
o« . 8 _ imt
nitiva E° = EU{e"™} -
(ii) Dados e > 0y f € L? (—n, ), por la igualdad de Parseval existe m € N
tal que |(f,e™)| < /2. Existe también un estero positivo n > m
tal que |(f,e"™)| < &/(2m). En consecuencia |(f,e"™ + m e™")| < e.
Deducimos entonces que 0 € E . Por (i) tenemos (ii).
int

(iii) Tenemos 0 = w — lim,,_,« €™ y aplicamos (i). O

3.17. Un subespacio cerrado w*— denso de I!(N x N).

Sea M = {z € '"(NxN): my(m,1)=>2, y(m,n), m € N}. Evi-
dentemente M es un subespacio cerrado de I'(N x N). Probar que M es
w*— denso en ['(N x N).

Solucién

Bastard ver que todo w*— entorno de cero interseca a M. Sean F' un
subconjunto no vacio de ¢o(N x N), € > 0,

U={yel'!(NxN): [(z,y)|<esizeF}.

Sea K € N tal que |[z(m,n)| < e/4sixz € F'ymy n son enteros tales que
m+n > K. Escribimos y = {y(m, n)},, ) enxn » donde

0 m< K, n>1,
y(m,n) = (m+1)2+1<+n—1 m>K, n2>2, (32)

2B+ m /(m +1)  m>K, n=1.
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Si m > K tenemos

> ylm,n) =2 (m/(m + 1)) = m y(m, 1)

n=2

y, evidentemente, la igualdad anterior también se verifica si m < K. Ademas

0 2K—|—1—m o
> o= 3 (B ) @

n>1,m>1 m=K+1

o0

_ Z 9K+1-m 1 I
m+1 m+1

m=K+1

o

— Z 9K+1-m _ 9

m=K+1

ey € M. Ahora si x € F por (32) y (33) escribimos

(@) < (\x m, 1) y(m,1)| + ) |z(m,n) y(m,n)\)

= Y fm) ym )+ Y S [almn) y(mn)| <<

yasiye MnU. O
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3.18. En (N, C), toda sucesiéon débilmente conver-
gente es convergente. Operadores lineales sobre
espacios reflexivos con valores en [}(N, C): iden-
tidades de B. Pettis.

(i) Seae > 0, {zmn} una sucesién doble de niimeros complejos tal que

m,neN

45<Z |Zm,n| < 00 (m €N), (34)

n=1
lim zp, =0 (n €N).
m— o0

Existen enteros 0 = n(0) < n(l) <n(2) < ...y 1 =m(l) < m(2) < ...
tales que para j =1, 2, ... se verifican las desigualdades

n(j—1)

> |emin

n=1

<&, (35)

n(j)

> |ama| >34 (36)
n=14n(j—1)

o

Z |Zm(j),n‘ <E. (37)

n=1+n(j)

(ii) En las condiciones de (i), hay una sucesién (gn),, de complejos unita-

rios tal que
n=1

(iii) En I*(N, C), toda sucesién débilmente convergente es convergente.

>e,  (jEN. (38)

(iv) (B. Pettis) Si (F, ||o]|) es un espacio normado reflexivo entonces

L[E, I'N, O] =K [E, I(N, ©)],
Kleo(N, C),E] = L[co(N, C),E].
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Solucién

(i) Por (34), existe n(1) € N tal que

n(1) 00
Z lz10] >3y Z |21.0] < €.
n=1 n=1+4n(1)

Sin(0) =0y m(1) =1, tenemos (36) y (37) para j = 1. Supongamos
valido el resultado para 1 < j < Jy, por (34), si m(J+1) es un nimero
natural y m(J + 1) > m(J) entonces

n(J)
‘Zm(J+1),n| <E&. (39)

n=1

También por (34), con m = m(J+1),sean(J+1) € N, n(J+1) > n(J),

tal que
n(J+1) o0
Z |zm(J+1),n‘ >4 €, Z ‘Zm(J+1)’n <E. (40)
n=1 n=1+n(J+1)
Ahora, por (39) deducimos
n(J+1) n(J)
Y. |emurnal > 4= ampinal > 3 e (41)
n=1+n(J) n=1

De (39), (40) y (41) sigue (i) para j = J+1y es vélido el paso inductivo.

(ii) Con la notacién anterior, sea j € Ny (0,),; una sucesién arbitraria de
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complejos unitarios. Entonces

n(j—1) o0
2¢> Z | Zm@yal Y. |2mG)m (42)
n=1+n(j)
n(j—1)
> Z On Zm(j),n + Z On Zm(j),n
n=14+n(j
00 n(j)
= Z On Zm(j)m — Z On Zm(j),n
n=1 n=1+n(j—1)
n(j)
2 Z On Zm Zm(J)” .
n=14n(j—1)

Considerando g, tal que 0, Zm(j)n = |zm(j),n‘ sin(j —1) <n < n(j),
por (36) y (42) deducimos

n(j)

Z |Zm(j),n‘ —2e>e¢.

n=1+n(j—1)

Zm(j)m| =

Queda asf definida (g,),,5, ¥ sigue (ii).

(iii) Sea {zm D Zm = (Zm,n)n>1} una sucesién en (N, C) débilmente
=" m>1
convergente a cero y no convergente a cero. Pasando eventualmente a

una subsucesion, podemos suponer que para cierto € > 0 se verifican
las hipétesis de (ii). Luego existe una sucesién de complejos unitarios
0= (gn)n21 y una subsucesién {zm(j)}j>1 para las que se verifica (38).

Tenemos p € (N, C) y |<zm(j), g>‘ > ¢ para todo j, lo que contradice
la convergencia débil de {z,,},,.; a cero.

(iv) Sea T € L[E, I'(N, C)] y veamos que T es completamente continuo
(ct. [9], Ch. VI, §3, Prop. 3.3(b), page 173). Si {f,},, es una sucesién
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débilmente convergente a f en E'y ¢ € (I*(N, C))" tenemos

pues T*p € E*. Por lo tanto T'f, w, Tf en I'(N, C) y por (iii)
T f,, — T f||; = 0. La otra afirmacién sigue andlogamente, consideran-
do el adjunto de T'y que I}(N, C) = (¢o(N, C))*. O

3.19. Teorema de Banach - Orlicz - Pettis: Si £ es un
espacio de Banach, (z,),., € Fy a € [*(N,C) la
serie > 2 a, =, converge en E.

Sea (E, |lo|l) un espacio de Banach, (z,),, C E.
(i) (zn),>; induce una serie incondicionalmente convergente si y solo si para

cada ¢ > 0 hay un conjunto H € P; (N) tal que para todo J € P; (N)
disjunto con H resulta ||}, a|| <e. *®

(ii) Si para toda sucesién estrictamente creciente (nj),, de N la serie

00 . — . . .

> k=1 Tn, es convergente entonces (zj),, induce una serie incondi-
cionalmente convergente.

(iii) Si {zs};c;, € Py (R*), n > 1, entonces

2

1€J

D Izl < 20 mix

43
- JeP(I) ( )
el

o0

(iv) Toda serie incondicionalmente convergente de niimeros complejos es
absolutamente convergente.

(v) Sea (z,),-; € E tal que para toda sucesién estrictamente creciente
(nk)ys; de N la serie > 27, w,, converge débilmente. La aplicacién
lineal

S:E* = ll(Na ©), S(p)=A{p (mn)}nzp p € E,

es acotada.

18En este problema P; (N) indicar las partes finitas no vacias de N.
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(vi) Si a = (an),>, pertenece a (> (N, C) la ecuacién

= plan ), p€E,

n=1
define un funcional acotado sobre E* y ||| < ||S]| [|al|

(vii) Probar que Q, € E si a € I°(N,C), donde E es la imagen de la
inmersién natural de E' en E**.

viii) Si a € {* (N, C) la serie > °, a, z, converge débilmente en E.

ix) S € (w*, s).

x) Dado ¢ > 0 existe n (¢) € N tal que > 2 lp (zn)] <€ |lp| sipe E*.

n=n(g)

(

(

(

(xi) (Banach - Orlicz - Pettis, [5], [30], [37]) Para toda a € I (N, C) la serie
Zzozl G, T, converge en F.

Solucion

(i) Supongamos que existe ¢ > 0 para el que no se verifica (i). Si H; € P; (N)
sea Hy € Py (N) tal que HyNHy =0y 1> s, #nl| > €. Construidos
para k entero positivo Hi, ..., Hy € P} (N) disjuntos sea Hy1 € P; (N)

disjunto con H; U ... U Hj, tal que HZ

nEHk+1 z

H1 {nl, ey nhl} H2 {nh1+1, ey nhz}, (44)

donde
i <Ng < .. <Npy Y Nyl < Npy_yq2 < oo <y 80 J > 1.0 (45)

Definiendo o : N — N tal que o(l) = n;, [ € N entonces o es una
biyeccién de N en N. Como HZ?; hioit
S Ts() no converge. Reciprocamente, sean a y (3 biyecciones de
N, o = Y 001 Tan), T8 = 9 .peq Lam). Por hipétesis, dado § > 0
existe H € P} (N) tal que > nes @nl| < 6/2si J es disjunto con H

1 a:a(l)H > ¢ para cada j la serie
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en P; (N). En particular, existe n, € N tal que a(n) ¢ H sin > ng.
Luego si p, ¢ son no menores que n, en N tenemos

p q p q
Z xa(n) - Z -Ta(n) S Z -Ta(n) + Z xa(n) S d.
n=1 n=1 n=nq+1 n=nq+1

Por ser el espacio completo y 6 > 0 arbitrario, z, estd bien definido,
siendo el mismo razonamiento es aplicable a zg. Mas atin, con la misma
notacion, si p, ¢ son enteros positivos, r > n,, s > ng podemos escribir

|20 — zp]| < ||Ta — Z Ta(n)
n=1
+ Z Ta(n) — Z Tp(n)|| T Z Tp(n) — Tp
n=1 n=1 n=1

< xa—z Ta(n)|| + Z Ty — Tp +9
n=1 n=1

y, si r, s = 0o vemos que z, = 73 y la condicién es suficiente.

(ii) Con la notacién y razonando como en (i), supongamos que (zy),; 1O
induce una serie incondicionalmente convergente. Usando (44) y (45)
podemos considerar

ny<ng <..<np <
< Mhy,, +1 < Mhy,, +2 < ... < Mhy, 41 <

< nhk2+1 < nhk2+2 <. < nhk2+1 < ...

donde Mhy, +1 €8 minimo tal que Mhy, +1 > Mhy, Mhyy+1 €8 minimo tal
que np, 41 > N1, ete.. Escribiendo o(j) =n;sil < j < hy,
o(j+1) =np, +1, 07 +2)Oo: My, +2, €tc. la sucesion (0(j));, es estric-
tamente creciente pero » -2, T,(j) N0 converge pues, por construccién,
la sucesién de sumas parciales no es fundamental.
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(iii) Si » = 1 tenemos

Z\$Z|= Z Zi — Z X

i€l ’iEI/:Ei>0 iEI/Zi<0

:inJrZiEi

i€l/z;>0 i€l /z;<0

<2 mix z;l .
— 7 Jer() ZEZJ !

Suponiendo cierta (43) para < n escribimos

D lzillgne o, < [”xi”n«n,nonm + |$?+1|]

icl iel
< 2n max E T; 4+ 2 max E :E?H
JeP(I) ||4 JeP(I) |4
et R[]l o et
< (2n +2) méx E x;
JeP(I) ||4
1eJ Rn+1’||o||oo

y es valido el paso inductivo.

(iv) Si una serie en C es incondicionalmente convergente también lo son
sus partes real e imaginaria. Podemos remitirnos al caso real pues
z| < |Re(z)| + |Im(z)| para z € C. Sea entonces » -, , una serie
incondicionalmente convergente en R y sea ¢ > 0. Sea N € N tal que
> ey @n| <esiJeP;(N)yJNn{l, .., N}=0.Sip>N, geN

tenemos
p+q
E |z, <2 max E Tn| <€
JePp,...,
p— ({psptal) |7

¥y Yoo |zn| < 400 pues sus sumas parciales son sucesién de Cauchy
en R.
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(v) Por () y (iv) S estd bien definida y es claramente lineal. Consideremos

{(pks S (pk))}is1 tal que (o, S (pr)) = (p; y) en E*xI1(N, C). Como
S(px) = y en I'(N, C), si para n € N escribimos &, = (dpm),,>; en

[*°(N, C) tenemos

{y, ) = lim (S (px), ) = I pg (z0) = p(2a) -

k—o00

Por lo tanto y = S(p) y, por el teorema del grafico cerrado, S es
acotado.

(vi) Sea N €N, p € E*, Qun (p) = 32N, play, x,). Entonces

N

[p(an 2a)l =Y lan plza)l < llally, Z |p(zn)| < +00  (46)

n=1

||M2

y, por ser N arbitrario, €2, estd bien definido y es lineal. Ademas
{Qun} s € B pues [Qa ()] < lloll | S0; @ 2 v

Qa (p) = lim Qa N (,0) (47)

N—+o00

Por el principio de acotacién uniforme la sucesién {Qq n} 4, €s acotada
en norma y por (47) el operador ), deviene acotado. Por (46) podemos
escribir

2 (p)| = Hm Qo (p)] < llall 1S ()l < llallo [ISI] [loll-

N—+oo

(vii) Supongamos que @ = (ay), 5, tiene rango finito F en C. Si p € E*, como
las subsucesiones estrictamente creciente inducen subseries débilmente
convergentes de Y x, deducimos

o0

Qa(p)zzpanxn Z Z

ZEF n: an==z

:p(zz > wn)=<22 3 xn>/\(p)

zZE€EF n: anp==z zZEF n: ap==z
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En el caso general, notemos que las sucesiones de rango finito son densas
en [*(N, C).! Ahora basta considerar (vi) y que E es cerrado en E**.

(viii) Dado a € [®(N, C) resulta Q, = g@, para un tdnico y(a) € E. Si
p € E* tenemos

<y(a) - Z An T, p> =, (,0) - Z p(an xn)

y asi 22]21 (n Tn W y(a).

(ix) Si pm w; pen E"yac¢€ [*°(N, C) por (viii) podemos escribir

(S(p), a) = <; an Tn, p> = ml_lgloo <; An Tn, Pm>

= mEH-loo nz_; U Ty Pm) = mE}TOO (S (pm), a),

i.e. S(pm) w S(p) en I'(N, C) y por el Problema 1.13 (iii) sigue (ix).

(ix) Supongamos existe ¢ > 0 para el que la afirmacién no se verifique. Dado
k € N existird p, € E* tal que Y o0, |px (zn)| > € y ||pxl| = 1. Por la
w*— compacidad de la bola unitaria existe p € E* y una subsucesion

*

(ki) n>1 tal que pg, w; p. Pero

15 (ws) = S ()l = Z [Pk, (€n) = p (n)]

> (low (@)l = lp@a)) 2= Y Ip(a)l.

Pero {p (z,)},>, € I*(N, C) y por (viii) deducimos que 0 > ¢, lo que
es falso. -

196i ¢ € I®°(N, C) y s > 0, por la compacidad del circulo cerrado centrado en cero y
radio ||<||,, hay un subconjunto finito I" del mismo tal que dist(c, I') < s. Claramente, es
posible construir una sucesién v de rango finito tal que ||c — v, < s.
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(x) Sea a € I®(N,C), ¢ > 0y n(¢) como en (ix). Si p > n(e), ¢ > 0

tenemos
ptq Pty
> an zsup{ <Z An T, p> cpe BT, |l < 1}
n=p n=p

(e}

o SUD > p(aa)|: pEET, [l <1

n=n(g)

< llally &,

i.e.lasucesién (3 | a, ), -, es fundamental y, por ser E completo,
sigue la tesis. O B

3.20. Analisis espectral de un algebra de Banach pe-

sada de sucesiones.

Sea (a,),>; C (0,400) tal que lim,_,q, al/m = 0, ap =1, apym < a, ap

para cada n y m. Sea

A:{nE(CNO: Zan \nn\<oo}

n=0

o0

munido de la norma ||n|| =>_"" an M|, n € A.
(i) (A, |lo||) admite una estructura de dlgebra de Banach unitaria.
(ii) Determinar X (A) y rad (A).
Solucién

(i) Evidentemente (A, ||o||) es un espacio de Banach. Si 7, u € A sea
nxp = O _o Mm Hn-m),so- Dado un entero positivo N podemos
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escribir

N
<D a0l o ln

n=0 m=0
N N-—m

<3 bl Y aplil <l llull,
m=0 p=0

y como N es arbitrario tenemos nx u € Ay ||n*ul < |0l x|, ie-
* induce sobre A una estructura de algebra de Banach. Evidentemente
eo = (6on),>o € elemento idéntico en A.

(ii) Sea h € X(A), ey = (6nm) >0 Paran > 0. Dados enteros no negativos n'y
M, COMO €, % €y, = €y, Tesulta h (e,1m) = h (e, * €) = h(e,) hiey)-
Luego si n es positivo h(e,) = h(e;)™. Observamos que sin € Ay
N > 0 entonces

N 0o 0o
n— E TIn €En|| — E Tin En|| — E Gn |77n|a
n=0 n=N+1 n=N+1

de modo que haciendo N — +oco tenemos 7 = Y ° 7, e,. Ahora

h(n) = Y07, ma h(e)", y debe ser |h(e)| lmy o0 \nn|1/n < 1 para
todo n € A. Como el elemento n = (1/(2" a,)),, pertenece a Ay

lim,, o0 \nn\l/" = 400 debe ser h(e;) = 0y X(A) se reduce al homo-
morfismo idéntico. Luego rad (A) = {ne€ A: no=0}.0
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3.21. Analisis espectral de algebras de Banach de fun-
ciones sobre un espacio metrizable compacto.

Sea X un espacio metrizable compacto y B una subdlgebra unitaria de
Cc (X)) munida de una norma ||o|| ; respecto a la que es un dlgebra de Banach.

(i) Probar que ||z||z > ||z|| para todo z € B. Deducir que z = 0 es el tnico
elemento cuasinilpotente de B.

(ii) Si X (B) es el espacio ideal maximal de B la aplicacién
v: X =X (B), o(t)(z)=2(t), te X, z € B,
es continua.

(iii) Si B separa puntos de X entonces ¢ es un homeomorfismo de X sobre
un subespacio cerrado de X (B).

(iv) SiZ € B cuando x € By ! € B cuando z(t) # 0 para todo t € B
entonces ¢ es suryectiva.

(v) Sea A = C((Ck) ([0,1]) el dlgebra de funciones complejas con derivadas
continuas hasta el orden & sobre [0, 1], con la métrica dada por

k

=3 o e

h=0

Entonces A es un algebra de Banach. Determinar X (A).
Solucién

(i) Si t € X entonces ¢(t) : B — C, ¢(t)(z) = z(t) es un homomorfis-
mo sobre B. En consecuencia |z(t)| < ||z||z ¥y, como ¢ es arbitrario,
lz|| 5 > ||z|| . Por lo tanto si z € B es cuasinilpotente entonces deviene
cuasinilpotente en C¢ (X). Como [|z"|| = ||z||" para cada n tenemos
rsp(z) = ||z|| y debe ser z = 0.

(ii) Trivial.
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(iii) Si ¢4, t2 € X son distintos existe z € B tal que z(t,) # = (t3) y tenemos
o(t1)(z) # ¢ (t2) (), ie. p(t1) # @ (t2) y ¢ es inyectiva. Como X es
metrizable entonces es T; y regular (cf. [23], Teorema de Metrizacién,
pag. 149) y por ello es Hausdorff. Como ademds X es compacto, por
(ii) y la inyectividad de ¢ sigue (iii).

(iv) Sea »r € X (B), k = ker (). Entonces « es un ideal maximal de B y
podemos considerar el conjunto Z = {t € X : (Vz), x € k, z(t) =0}.
Si Z = () entonces para cada t € X existe z; € k y un entorno U, de
t en X sobre el cual z; no se anula. Por la compacidad de X hay un
subconjunto finito F' de X tal que X = UpcpUy,. Siz =), p o Ty es
inmediato que z € k y no se anula sobre X . Por hip6tesis = es inversible
en B y deducimos que k = B, lo cual no es posible porque 3¢ # 0. Luego
existe t € Z y ¢(t)(x) = 0 para cada z € k, i.e. ker (p(t)) D ker (»).
Como ker ((t)) es un ideal propio de B y ker (») es un ideal maximal
tenemos ker (p(t)) = ker (), i.e. 3¢ = ¢(t).

(v) Sea (z,),>; una sucesiéon de Cauchy en A. Sit € [0,1]y 0 < h < k
tenemos

‘,L,%h) - xgrfzb—)kn

#(t) = afia(t)] < |

< h! [y — Tt
oo

{x%h) (t)} es sucesion de Cauchy en Cy existe Zp(t) = lim, 0 P (t)-
n>1

Quedan definidas las aplicaciones 7 : [0,1] — C, 0 < h < k, las que
son continuas por ser limite uniforme de aplicaciones continuas. Si es-
cribimos © = Zy probaremos que x € Ay que z, — = en A. Como

ol o Ty [0, 1] es compacto dado ¢ € [0, 1] tenemos

t t
/ Ti(s) ds = lim [ z{V) ds
0

n
n—0oQ 0

= Jm [za(t) = ,(0)] = 2(t) = 2(0).
Luego z es derivable y x((t) = ,(¢) para t € [0,1], i.e. 7, = 2
y :137(11) o M. Asumiendo que 7; = z® y xg) o @ si0 <1< h
razonamos como antes con h en lugar de 1 para deducir que x tiene
derivadas hasta el orden h y que 2 = Z,. Inductivamente deducimos
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entonces que x € A pues cada una de sus derivadas, al menos hasta el
orden k, existen y son continuas sobre un intervalo compacto. Ademas,
[z, — z], — 0 pues los limites son uniformes, i.e. (4, [o],) es un espacio
de Banach. Por otra parte, siz, y € Ay 0 < h < k, usando la regla de
derivacion de Leibnitz deducimos la desigualdad

%H(fvy)(h)H ZH”"M)H H?J(Z!H ’

de modo que

[ I FOT I VT

[xy]ﬁZ_:T‘” SZZ (A=)

k—1

||$“ - Hy(")Hoo = |2 <[99l
Z _ Z <D
1=0 = 7

= [aly, [yly-
Asi (A, [o],) es un &lgebra de Banach. Evidentemente A estd en las

condiciones (iii) y (iv) de modo que X (A) =[0,1]. O

3.22. Analisis espectral de subalgebras de Banach de
funciones analiticas con extension continua al dis-
co cerrado unitario de C.

Sea A (D) el conjunto de funciones continuas en el disco unitario cerrado
D que son analiticas en su interior D. Dados z, y € A (D) escribimos

(x*y)( C/ ¢—t¢) y(t¢) dt, ¢ € D. (48)

(i) (A(D), |lo|lo s *) es una subalgebra de Banach sin unidad de C¢ (D) .
(i) rad [A(D)] = A(D).
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(iii) Sea B la subdlgebra de C¢ (D) generada por la funcién |z| : z — |2] y
el dlgebra A (D) . Entonces

X (B) = {(z1,22,23) € R’ : 27 +2*> <2}, 0<z3<1}.

Solucién

(i) Sabemos que (A (D), |lo||,,) es un subespacio de Banach de C¢ (D).
Dados z, y € A (D), evidentemente la integral en (48) es convergente y,
por el teorema de convergencia mayorada de Lebesgue, z*y es continua
sobre D. Ademis si |¢| < 1 entonces z * y es holomorfa en ( y

dzxy) . [¢ d[z(C—2)]
D o)= [ FER ) 42 w0
(cf. [31], lema 1, pag. 82) En consecuencia (48) es una buena definicién

y
@+ y) (O <[] 2]l 19l < NI7lloo N19lloq

para cada ¢ € D de donde ||z * y|| < ||z||. ||yl - Claramente entonces
(A(D), |lo|ly , *) es un dlgebra de Banach. Si u € A fuese una unidad
tendriamos

¢
(1xu)(C) = / u(z) dz =1 (49)
0
y derivando en (49) deduciriamos que u = 0, lo cual es imposible.

- bl Y
(ii) Dados un entero n > 2, x € A, ¢ € D puede verse inductivamente la
relacion

7(¢) = (a + cnl/ / F(z.C.1) d™ 't
donde

n—2
F(xaCat) = l‘ - th H tn - 1 1(1 - tz+1)€)} T (tltn—lg) .
=1
En consecuencia

n n n—i—1 gn—1, ”x”n
QI <lell [ [ e

ie. ||lz|| < ||=z]|" /(n — 1)! pues ( es arbitrario. Luego ryy(z) = 0 para
todo x € Ay asi rad[A(D)] = A(D) y A(D) no tiene caracteres no
triviales.
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(iii) Si z : D = C es la inclusién natural entonces B contiene todas las
funciones del tipo z — ¢ (|z|), donde g € C¢ ([0, 1]) . Basta observar la
densidad de los polinomios en Cc ([0,1]), que B es cerrado en C¢ (D)
y que |z| € B. En consecuencia, dado € > 0 tenemos z/(|z| +¢) € B
vy |Iz/(|z] +¢)|l, = 1/(1 + ¢). Formalmente, podemos escribir

2 (z—|z\—g)—1=—g<‘z‘i€>n+l. (50)

P n+1
(7=)
00

Luego

N+P

<2
00 n=N

1§< e >n+1
= |z] + &

N+P ntl  N+P 1
D o=l <2 g
— 2] + €| — (1+¢)n

cualesquiera sean N, P € Ny y, como B es completo, la serie en (50)
define un elemento en B. Por otra parte, z — |z| — ¢ € B,

el —e) i( - )m:

i <|z\+e> -

:(\z|+s)[ |+5]

y como z — |z| — ¢ es inversible en C¢ (D) es vélida la identidad (50).
Si ahora » € X (B) tenemos

z
4 <
‘ (IZ|+6>‘_

de modo que |5 (2)| < |5 (|z]) + €| /(1 +¢) y haciendo € — 0" resulta

n=0

_1
w 1Hte

V4
|z| + &

|2 (2)] < [ (I2])]- (51)
Notar que og (|z|) C [0,1]. En efecto si « ¢ [0, 1] la funcién
t—«

t—g(t) = ﬁ
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es continua sobre [0, 1]. Entonces g (|2]) € B, i.e.

2 —@ 2| —@

y  1=(]zl-0)

] - af [

En consecuencia, en (51) tenemos | (2)| < s (|z]|) y sigue (iii). O

3.23. Estudio espectral de espacios de Banach de fun-
ciones analiticas compatibles con productos de
tipo Hadamard.

(1) Sia(z) =>02gan 2", b(z) =>07 b, 2" son series formales complejas
en la indeterminada z denotamos a ® b a la serie formal®°

(@a®b) (2) = Zanbn 2",

Mostrar que el producto de Hadamard define sobre el espacio de Hardy
H? (D) una estructura de 4lgebra de Banach, donde I es el disco abierto
unitario del plano complejo centrado en cero.?!

(ii) Idem para el espacio de Bergman A? (D) .22

(iii) Sea —1 < @ <0, D, el espacio prehilbertiano de funciones analiticas
f sobre D tales que |, \df /dz|> (1 — |2)*)® dA(z) /7 < oo, (espacio de
Dirichlet, v. [10], page 13). Consideramos en D, la métrica inducida
por el producto interno

(Fs)n, = £0) 5O + [ djaz dgd (1 2 22,

definido para f, ¢ € D,. Probar que (Da, (-,-)DQ) es espacio de
Hilbert.

20Se dice que a ® b es el producto de Hadamard de a y b (cf. [25]).

2lEn general, si 0 < p < 0o, el espacio de Hardy H? (D) es el espacio de funciones
analiticas h sobre D para las que supg.,.; fozw |h(rexp ()" df < oo. A la raiz p—
ésima de dicha cantidad se la indica ||h||ys ) - El espacio H* (D) consiste de todas las
funciones h analiticas acotadas sobre I, munido de la norma [|A[lge ) = [|All, -

22Gi 0 < p < 00, el espacio de Berman A? (D) consiste en todas las funciones analiticas
h sobre D tales que [; |h(2)[" dA(z)/m < 0o, donde dA(z) es la medida de Lebesgue en
D. A la rafz p— ésima de dicha cantidad se la indica ||A||s»(p) -
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(iv) Mostrar que (D, llollp, ®) es un slgebra de Banach abeliana no
unitaria. Deducir, andlogamente, que las algebras de Hardy H* (D) y
de Bergman A’ (D) no son unitarias.?

(v) Determinar los espacios ideales maximales de H* (D), A* (D) y D,
(—1 < @ < 0) respecto al producto de Hadamard. 2*

Solucion

(i) Notemos que H? (D) se realiza como el espacio de funciones 4 : D — C
analiticas tales que {h(")(O)/n!}neNo € I?(Np, C) , de modo que

17l 2m) = H{h(n)(o)/n!}nem

(cf. [10], Ch. 2, page 11). Si f, g € H*(D) existe jo € N tal que
| f9)(0) - g9 (0)| /j12 < 1sij > jo. Siz €Dy k€N tenemos

2

jotk | o : jotk | o :

9 (0) - g\ 0) ) (0) g (0)
) R D3 (52
Jj=jo J=jo

2 2
< /w2y 191l @)

y, como k y z son arbitrarios, f® ¢ es una funcién bien definida. Mas
aun, por (52) se deduce enseguida que f ® g converge uniformemente,
i.e. es analitica en cuanto se realiza como limite uniforme de funciones
analiticas.?® Si n € Ny escribimos

F9(0) - g9 (0) - (i

—
j! =

n

b

Jj=0

2
| I

F9(0) - g (0) D ?

2 2
< 1 2y Nl oy

y; siendo n arbitrario, || f © gllgemy < || flla2m) 19/lm2m) -

BCL. [32], [33], [34], [36].

24Por abuso de notacién, indicamos H? (D), A?(D) y D, a las algebras de Hardy,
Bergman y Dirichlet, unitarizadas de la manera usual.

25(0bservar, en particular, que el producto de Hadamard establece una operacién binaria
y continua H? (D) x H? (D) — H*™ (D).
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(ii) A* (D) se realiza como el espacio de funciones analiticas h : D — C tales
que {hY) (0) / (/7 +1) }jENo €1?(Ny,C), con

Ihlle = |59 ©)/ (i3 1)

(cf. [10], Ch. 2, page 13). Si 0 < r < 1 existe j(r) € N tal que
G+1)-r"<1sij>j(r)enN.Si f, g€ A*(D),2€r-D,n, peN

tenemos
Zp 9 (0) - g9 (0) -zj‘ - Z” @ (0) - g (0)‘
j=n J* _j:n Vi+1-j?

Z £9 (0) /j!|“z+p 199 0) /71*\ "
i+l = g+l

=n

< ||f||A2(JD>) ||9||A2(]D) :

Como n, p, r son arbitrarios el producto de Hadamard de f y g esta bi-
en definido y f ® g es analitica sobre D. Mds atn,

F9(0) gm(o)‘? =90 2 i)
s J+1 s Vi+l Vi+1
g |?

‘ f(J) 0)

7!

<Z

(G +1) 1/4 j+1)1/4

7!

Z\/j+1'\/j+1

J=0

‘ 79)(0) ‘ ‘ 2
1l

‘mr n ‘f(“(o)‘?
i 7! 2 2
S S Ml el

j=0 j=0

<
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y, como n es arbitrario, sigue (ii).

(iii) Claramente D, es espacio vectorial complejo y (-, '>Da es un producto
interno. Sea {f,},~; sucesiéon de Cauchy en D,, n, m € N. Entonces

1fo = Fnllp, = [£n(0) = Frn(O) + [|dfu/dz — dfim/d2| o - (53)

Si C es un subconjunto compacto de D, A € C, 0 < r < 1—|\y
F € D, tenemos

1
b /| P )

T 72

< L F(2) dA(2)

— 2
T Jz=A<r

[E(N)] =

< (L / F(2)? dA(z>)1/2 = ey /7

mr?
ie.
[FO) < NFll gz /(1= M) < NIFl| g2y / dist(C,C = D). (54)
Por (53) y (54) obtenemos
|fn — fm”Da > ||dfn/dz — dfm/dZ“A?(]D))

> dist(C, C — D) mix |dfy/dz — dfin/d2] .

Como C es arbitrario {df,/dz},~, es una sucesiéon uniforme de Cauchy
en Hol(D).26 Puesto que Hol(D) es espacio de Fréchet (cf. [45], Part
I, Ch. 10, §5, Ex. II, page 89) existe g € Hol(D) tal que {df,/dz},,-,
converge a g in Hol(D). Deducimos que -

fulw) = £a(0) = / " g(2) dz, (55)

donde la convergencia en (55) también es uniforme sobre subconjuntos
compactos de . Por (53) definimos

Fw) = Tim fn(0)+/wg(z) iz,  weD

26Hol(D) denota el espacio de funciones holomorfas sobre I con la topologia de conver-
gencia uniforme sobre subconjuntos compactos de D.
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Entonces f, — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de
Dy f € Hol(D). Sea N € N tal que [|f, — fml|lp, < 1 para enteros
positivos m, n mayores que N. Si n > N obtenemos

[fallp, < Wfn = fnllp, + 1 fnllp, <1+ 1S,

ie. [o |dfa/dzl” (1—|2[)* dA(2) /7 < (14 |fwllp,)” = | fa(0)] , por
el lema de Fatou,

/D |g(z)|2 (1—|z\2)°‘ dA(z) < lim

m n—+oc JD

(1 - [y P22

dfn

z

< (1+fvlls)’ = | FO),

de donde f € D,. Sean ahora ¢ >0y M € N tal que ||f, — fullp, <€
si n, m son enteros positivos mayores que M. Si 0 < r < 1 tenemos

|/2(0) —fm(O)\2+/< \df,/dz — dfyn/dz” (1 —|2°)® dAﬁ(z) <&
) (56)
y si n — 00 in (56):
1O = SO+ [ /e = gz (o) T <o

Sir— 17 en (57) resulta || fr, — f|lp, <& cuandom > M, ie. fr, = f
en D,.

(iv) Dados h = >_", ¢, 2" en Dy, 0 <7 < 1, como K converge uniforme-
mente sobre subconjuntos compactos de ID escribimos

[ @Ea- et -
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_ Z ne, men / anzm—1(1_|z‘2)adA7T(Z) (58)

n>1,m>1 D

= Z nCn MCm 205m / P (1= p?)* dp
0

n>1,m>1

= Zn2 lep? 72 Be(n, a + 1).
n=1
Sir — 17, por la definicién de la métrica de D, y (58) es

o
1], = lcol” + Y n? |eal” Be(n,a+1). (59)
n=1
En particular, h = 0 si y solo si h(z) = 0 para todo z € D. Por otra
parte,
Be(l, 1+a)=1/1+a),
i.e. Be(1, 1+ a) > 1. Si n? Be(n, 1+ a) > 1 para algin entero n > 1
tenemos
(n+1)?

2
_ B 1
n(n+1+a)n e(n, 1+ a)

(n+1)? Be(n+1, 1+a)=

(n+1)?
“nn+l+a)
y (n+1)? Be(n+1, 1+a) > 1. Luego n? Be(n, 1+«) > 1 para todos

los enteros positivos. Sia =Y oo an 2"y b=, b, 2" pertenecen
aD,y N e€Nes

N
lag bo|” + Zn2 |an ba|” Be(n,a+1) <

n=1
N N
< lao|® + Z ina,|* Be(n, o+ 1) | ||bo]* + Z Inb,|* Be(n, a + 1)
n=1 n=1
2 2
< llallp, lIblp,
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y por (59) a®b € Doy |la © bl < llallp, [|bllp, - Finalmente, supon-
gamos que g € D, es una unidad. Si f € D,y w € D es

1
0=

1 1
= 2— ) % — —] dt (60)
T Jlt=(1+w)/2

1

20 J | =fw|/(1-+|w])

1 Joo) - 1| ¢=

Sio<r<1,f=2",n=1, 2, ... por (60) resulta

1 [ 1 } dz
210 J 2 =2fw /(14 ]w]) l—z] 2

Pero w — 2 |w| /(1 + |w|) es una suryeccién de D sobre [0,1) y

1 1 dz
= _ bl
2m |z|=r [g(Z) 1-— Z:| "
cuando 0 < r < 1. Luego
1 dn=t 1
(n—1)ldert {g(z)— l—z] z2=0 =0

para todo n € N, ie. g(z) = 1/(1 — z). Pero la serie de términos
positivos Y > n? Be(n,a+1) diverge pues su término general es no
menor que uno, i.e. g ¢ D,.%"

(v) Los espacios ideales maximales de los espacios de Hardy H? (D) , Bergman
A? (D) y Dirichlet D, (=1 < a < 0) respecto del producto de Hadamard
son coincidentes. Evaluamos, en particular, el caso Dirichlet, siendo
andlogos los casos restantes. Sea f € Dy, f = > oo f™(0)/n! 2"
representado como elemento de Hol(ID). Por (59)

N
dim ||f — > fMo)y/m 2| =o. (61)
n=0 Da

27Con un argumento andlogo, es inmediato que H? (D) y A% (D) no son 4lgebras unitarias.
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Si b es un homomorfismo complejo no nulo sobre D, debe ser acotado
y si ¢ € C tenemos

((f, C+Z F(0)/nt {(2",0),). (62)

Como (2%,0) ® (2",0) = 0k (2",0) para k, h € Ny obtenemos

<(zk,0), f)> . <(zh,0), f)> = <(zk, 0) ® (2",0), b> = On <(zh,0), f)>.

Como h # 0 existe un unico p € Ny tal que <(zk,0), f)> =0k, k€N
y podemos indicar ) = b,. En definitiva,

fP0)/pl+¢ if peN,
((f,€),bp) =
a if p=oa,

y X (Do) = {0} O

3.24. Representacién 7 : L(H) — L(L(H)), donde H es
espacio de Hilbert complejo y £ (H) es un espacio
de Hilbert construido sobre la clase de sucesiones
de H que convergen débilmente a cero.

(i) Consideremos ¢ = {(xn)neN: Flimy, 400 :cn} como C* subdlgebra de

[*°(N,C). La aplicacién pg (x) = limy, 00 pn, T € ¢, define un estado
puro®® de c. El mismo se extiende a algin estado puro p de [*(N,C).

(ii) Si z € I*(N,C), existe una sucesién {yx},~,; C [®(N,C) de elementos
de rango finito tal que ||z — yx||, — 0 si k — +o0.

(iii) Sea H espacio de Hilbert, £y (H) el conjunto de sucesiones de H que
convergen débilmente a cero, p un estado puro de [*°(N,C) como en
(i). Hay en Lo(H) una estructura de espacio vectorial complejo con
producto interno (-, ), y una correspondiente seminorma ||o|, .

28Gi A es una C* &lgebra con unidad e, el espacio de estados de A se define como
S(A) ={p: A= C, p—lineal, p >0, p(e) =1}.

Como S (A) deviene convexo y w* compacto, por el teorema de Krein - Milman se realiza
como la cépsula convexa cerrada del conjunto de sus elementos extremales ext S (A) . Se
llama estados puros a los elementos de ext S (A) .
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(iv) Sea
No=A{f € Lo(H): ||fllg=0}, L1 (H) = Lo(H)/No,

p: Lo(H) — L1(H) la proyeccién al cociente. Si f, g € Ly (H) hacemos

P (f)p @)= {f9)0: IOl = lIf]lo- (63)

Entonces (£ (H), ||o||;) es un espacio prehilbertiano.

v) Sea L (H) la completacion de £i(H) e indiquemos también (o, 0), y
1
o||,; a su producto interno y su norma. Definimos
1 y

6:L(H)— L(Ly(H)), (64)

0(T) {fn}n21 = {Tfn}n21 , T € L(H), {fﬂ}nZI € Lo (H).
f estd bien definida, es lineal y [|0 (T') fll, < |71 11 f]lo-

(vi) Queda inducido un operador

©:L(H)— L(L.(H)), (65)

O(T) (pf) =p0(T)f)], f € Lo(H), T € L(H).

Para cada T € L(H) hay una tnica extensién de © (T') a un operador
7(T) € L(L(H)) de modo que |7 (T)| < ||T||. Queda definida una
representacion m: L(H) — L (L (H)) de L(H).

(vii) Probar que ker (r) = K(H), i.e. ker (m) es el ideal de operadores
compactos sobre H.

Solucién

(i) Sea pg = sp1 + (L —8)p2, 0 < s <1, p1, po € S(A). Siz € ¢ podemos
escribir (en c)

z = Re(z) +iIm (z), Re(z) = (Re(zn)),5:, Im (z) = (Im(z4)),5,; -

Por otra parte, si  C R también es x =zt — 27, donde 27, 2~ €cy
¥ -2~ =12 -z = 0. Asumimos entonces, sin perder generalidad por
la linealidad de p, p1 y po, que z € ¢, i.e. z > 0. Evidentemente p, p;
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o se anulan sobre ¢ y, como ¢y = ¢ — ¢, entonces 1 0 Se
0 Y 0 0 0> ;

anulan sobre ¢g. Si 1 = (1, 1, ...) tenemos

pi (x) = po(z) = pi(z —po(z)-1)=0, i=1, 2,
y asi pg = p1 = p2 v po es estado puro de c. Para la extension de pg a

un estado puro de [*°(N, C) v. [21], Ch. 4, Th. 4.3.13(iv), pag. 266.

(ii) Si z € I®(N, C) entonces z C D(0, ||z|| ). Por la compacidad del disco
cerrado, dado k € N existe F, € Py (D(0,]z])) tal que

x C U (2,1/k).
2E€EF

Fijado k& podemos definir y; = (yYxn),>; de modo que yx C Fp y
|ZTn — uego (yx)p>; €S una sucesion
de elementos de rango finito de [®(N,C) y limg_, 1o ||z — y&|| = 0.

(i) Sia € Cy {fu},515 {9n}n>1 € Lo (H) definimos
o - {fn}nZI + {gn}nZI ={afn + gn}n21 ) (66)
<{fn}n21 ) {gn}n21>0 =p ({<fn7 gn>}n21) . (67)

Evidentemente {af, + gn},>; € Lo (H), quedando definida mediante
(66) una estructura de espacio vectorial complejo sobre Ly (H) . Como
{(fn: gn) },o1 € I°°(N, C) esta bien definida la relacién (67). Si ademds
{hn},>1 € Lo (H) tenemos

(- f+g, h)o = <{04fn + gn}nzl ) {h'fl}n21>()

= p ({{afu + Gns ) o)
=p ({a (far hn) + (Gns Bn) sy
= p (- {{fas ha)Yuz1 + {{Gn: b Yzt
p ({Fs B Y1) + 2 (1090 Ba) o)

= <f7h’>0+<gah>0
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Como p es un estado es p(w*) = p(w) para cada w € [*(N,C), de
modo que

(fr9)0=0r ((<fmgn>)n21) =P ((m>n21)

= 9 (((gn, fa))uz1)") = 2 ({9, Jud)uz1) = (9. o

y como p > 0 tenemos (f, f), = p ({||f"||2}n21> >0, i.e. (-,+), es un
producto interno. Hacemos entonces

1£lle = \/<fs £o=p ({Ifalltnz1) > | € Lo(H), (68)

y (Lo(H), ||o||,) es un espacio seminormado.

(iv) Sea L£1(H) con la estructura vectorial natural. Por la desigualdad de
Cauchy - Schwartz (63) es una definicién correcta y (L£1(H), |lo||;)
deviene en espacio prehilbertiano pues (o,0), es un producto interno
no degenerado.

(v) Sea T € L(H) tal que ||T|| =1, f € Ly (H). Como
{1 fall}sr < Al fall}s

en [®(N,C) y p>0es

10.(T) fllo = p ({1 T full}oz1) < 2 ({llfnll}ast) = 1o -

Evidentemente la desigualdad anterior es valida si 7= 0y, en el caso
general que T # 0 consideramos T'/ ||T|| y sigue la afirmacién.

(vi)SiT € L(H), fe€ Ly(H) es

1©.(T) ()l = 10T) fllg < ITIHIf Mg = ITIHIP(OI, -

Por la densidad de £;(H) en el espacio completo £ (H) el operador
© (T) se extiende univocamente a un operador 7 (7") de modo que
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|7 (T)|| < ||T||- En particular, si f, g € Lo (H) resulta
©(T)@f),p(9), =P OT)f),p(9), = O(T) f.9)

=p ({<Tfm gn>}n21) =p ({<fn: T*gn>}n21)
= ([,0(T") g)g =0 (f),p(0(T7) 9)),

= {p(f),0(1") (pg))1
y ©O(T)* = ©(T*). Si ademds S € L(H) tenemos

O[S oT)w(f)=p0SoT)fl=p[{(SoT) fu}nsi]
=p[{S (Tfn)}nzl} =p[0(S5) ({Tf”}nZI)]
=p[0(S)(0(T) )] =0(S)[p(0(T) f)]

=0S)[e(T) N =[0(5)e(T)] (/)

y © es *— homomorfismo. Luego 7 : L(H) — L (L (H)) deviene una
representacion de L(H).

(vil) SiT € ker () y f € Lo(H), por (64) y (65) es
O=m (T) [pf] =D ({Tfn}n21) .
Por (68) tenemos

0= H{Tfn}nZl”() =p ({”Tfn”}nZl) :

Silimp, 400 || T fnl| # 0 existe € > 0 y una sucesién infinita (ny),-; C N
tal que ||Tf,, || > € para todo k. Pero -

{Fatis1 € Lo(H), {IIT fry}ysy =€ 1

en [*(N,C) y p es un estado de modo que p <{||Tfnk||}k>1) >e >0,
contrariamente a la observacién precedente. Debe ser | Tf,|| — 0 vy,
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siendo f € Ly(H) arbitraria, T' € I (H) . Por otra parte, si S € K (H)
y g € Lo(H) entonces ||Sg,|| — 0. Como p extiende a py obtenemos

H{Sgn}n21H0 =p ({”Sgn“}nZl) = nl_lg_loo 159l = 0.

Entonces
p ({SgTL}nZI) =m(S)[p(9)] =0,

como g es arbitraria 7 (S) |z,(my= 0 y deducimos por densidad que
m(S)=0.0

3.25. Estudio de w (W), con 7 la representacién del
Problema 3.24 y W el corrimiento unilateral a
derecha sobre un espacio de Hilbert separable.

Sea H un espacio de Hilbert separable, {en}neNo base ortonormal de H,

W € L(H) el operador definido por las relaciones We,, = e,.1, n € Ny. Sea

IC (H) el ideal de operadores compactos de H y 7 la representacién de L(H)
construida en el Problema 3.24.

(i) m (W) es unitario en L (L (H)).

(ii) No existe T € L(H) inversible tal que 7(T) =« (W).

(iii) No existe N € L(H) normal tal que 7 (N) =7 (W).
Solucién

(i) Notar que W*W = Iy, WW* = Iy — P, y ™ es un homomorfismo
cuyo ntcleo es K (H).

(ii)SiT e L(H), Ke K(H)y T =W + K entonces T*W = Iy + K*W.
Si T fuere inversible también lo seria 7. Entonces T*W seria inyectivo
pues W es isométrica. Como K*W € KC(H) y T*W no es inversible
pues W no lo es entonces —1 € o, (K*W). Seria ker (T*W) # {0}, lo
que no es posible.

(iii) Sea N € L(H) normal y supongamos existe C € K (H) tal que
N = W + C. El nucleo de N tiene dimension finita. En efecto, sea
Byer(vy = {f €ker (N) - [|f]| £1}. Como W*N = Iy + W*C, dado
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f € Bker(N) resulta f = —W*Cf, ie. Bker(N) g % [CIC (Bker(N))] y
Bier(vy deviene compacto. Por otra parte,

(N + Peex(v)” (N + Peex(v)) = N*N + PeexmyN + Peer(vys~ (69)

(N + Pker(N)) (N + Pker(N))* = NN* + Peer(n)N™ + Prex(v).
Por la normalidad de N es ker (N) = ker (N*), de donde
ker (N) = [ran (N)]",  ker (N*) = [ran (N*)]"

Y Pier(\)N = Prex(nv)IN* = 0. Por (69) N + Pier(nv) resulta normal. Si
g € ker (N + Prer(w)) €5 Pyer(vyt9 = 9+ Ng. Luego g € clran (N)y

Biern*9 = Prer(vyt 9 + Peer(yr (V9)

i€ Puor(n* (Ng) =0. Asi Ng = Prex(v) (Ng) =0, 05ea Peex(nyg =0y,
como g € ker (N), g = 0. En consecuencia N+ Pyer(n) €s monomorfismo
y podemos asumir que N es inyectiva. Veremos finalmente que N es
inversible y, como N*W = Iy 4+ C*W, contradeciremos (ii) y seguird la
tesis. En efecto, como N es normal e inyectivo ran (IV) es denso. Si N es
acotado inferiormente existe (h,),.; € H tal que ||h,|| = 1 para cada n
y Nh, — 0. Entonces lim,,_, o (hy, + W*Ch,) = 0. Como C € K (H),
pasando eventualmente a una subsucesién (A, ),~,, podemos suponer
limy_, oo Chy, = h para cierto h € H. Luego (hy,),, tiene limite y
im0 B, = —W*h. En particular, |[W*h|| =1y
NW*h=— lim Nh,, =0,

k—+00

lo cual es absurdo siendo NV inyectiva. [

3.26. Si E es espacio normado, M es un subespacio
lineal de E* que separa puntos de F, p una forma
lineal sobre F y Bg es la bola cerrada unitaria
centrada en el origen de E, p |, es o(E, M)—
continua sii p € cl M.

Sea (E, |lo||) un espacio normado, M un subespacio lineal de E* sepa-
rador de puntos de E, p una forma lineal sobre E.
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(i) Si la restriccién de p a la bola cerrada unitaria Bg de E es o(E, M)—
continua entonces p es acotada. Ademdas dado € > 0 existe una parte
finita N' de M tal que

(@) <e llzll+1ol D le@)], =€k (70)
peEN

(ii) Por (i), dado € > 0 existen p; € E*, py € M talesque p=p; +p2 y
loull <e.

(iii) p |, es o(E, M)— continua sii p € cl M.
Solucién

(i) Si la restriccién de p a la bola cerrada unitaria de Bg de E es o(E, M)—
continua y € > 0, como p es lineal existe N” € P (M) tal que

() {z€Bp: o) <1} C{z€Bp: |p(z)| <e}. (71)
peN

Si k> maxgen ||¢|| y x € E— {0} tenemos

o (2/ (kllel)] < llell /5 < 1

para cada ¢ € N. Por (71) deducimos |p(z)| < ke ||z|| y, como esta
desigualdad también es vélida si z = 0, ¢ € E*. Mas aln, de (71)
resulta |p (z)| < e toda vez que }° \ l¢(z)] < 1y |[z]| < 1yes
valida (70).

(ii) Con la misma notacién, sea

qn(@)=cllzll, @ =l D> ¢l = yekE.
pEN

Entonces ¢; y g2 son seminormas y |p(z)| < ¢1 (z) + ¢2 (z) . Haciendo
q(z,y) = ¢1 (x)+q¢2 (y) entonces ¢ es una seminorma en E X E. Ademds,
si A es la diagonal en £ x F' y t : A — C es la aplicacién lineal
t(x,z) = p(x) entonces |t (x,z)| < ¢(x,x). Por el teorema de Hahn
- Banach existe una forma lineal T : £ x E — C que extiende a t
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y ‘T(.I,y)‘ < q(may) Definiendo ,01(56) = T(.’L’,O) y pQ(y) = T(an)
tenemos

p=p1+ p2,

(@) < e llzll, o) < llell Y le (W)l

peN
Luego ||p1|| < ey po € M (cf. [21], Ch. 1, Th. 1.3.1, pag. 29).

(iii) La condicién es necesaria por (i) y (ii). Reciprocamente, sea {2},
una sucesién que converge a un punto z en (Bg, o(E, M)). Sea ademds
{Pm},,>1 € M tal que ||py, — p|| = 0 en E*. Dado ¢ > 0 existe mg € N
tal que ||pm — pl| < &/2 y sin € N tenemos

p(zn) — p(2)| < [p(Tn) = Pimo (Tn)| +
+ |Ppmo (Tn) = Pmo (T)| + [pmo () — p (2)]
<2 [[pmg = pll + |Pmo (Tn) = pme ()]

< e+ |pmo (Tn) = Pmo (T)]-
Deducimos entonces que lim, o [p(z,) — p (z)] < € y, como ¢ es arbi-
trario, sigue (iii). O
3.27. Sobre proyectores.
Sea H un espacio de Hilbert complejo, P y () proyectores.

(i) Si A C H entonces VA es la clausura de todas las combinaciones lineales
de elementos de A. %

(ii) Si {M;},c; es una coleccién de subespacios cerrados de H entonces

(M= (\/ Mi) ) : (72)

1€l el

29Con V A indicamos la interseccién de todos los subespacios cerrados de H que contienen
a A.
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\V M= (ﬂ MZ-> ) : (73)

iel iel
(iii)(a) P + @ es proyector sii ran (P) L ran (Q).
(iii)(b) Si P 4 @ es proyector entonces
ran (P 4+ Q) =ran (P) +ran (Q) y ker (P + Q) = ker (P) Nker (Q) .
(iii)(c) PQ es proyector sii PQ = QP.
(iii) (d) Si PQ = QP entonces
ran(PQ) =ran(P) Nran(Q) y ker (PQ) = ker(P) V ker(Q).

(iv) Mds generalmente, sea {M,},., una familia de subespacios mutuamente
ortogonales de H, P; la proyeccién de H sobre M; (i € I), M = Vet M;
y P la proyeccién de H sobre M. Entonces Ph = ). ; P;h para cada
he H.

i€l

(v)(1) Son equivalentes: (a) P — @ es un proyector. (b) ran (P) C ran (@) .
(c) PR=Q. (d) QP = Q.
(v)(2) Si P — @ es proyeccién entonces
ran(P — Q) =ran(P) Oran(Q) y ker(P — Q) = ker (P) Vran (Q).
(vi) Si B = P+ @Q — PQ, E es un proyector sii PQ = QP. En tal caso,
ran (F) =ran (P)Vran (Q) y ker (E) = ker(P)Nker(Q).

(vii) Si ||P — Q]| < 1 entonces dimran (P) = dimran (Q) .

(viii) Sea K otro espacio de Hilbert complejo, A € L(K,H)y J € LIHBK)
el operador definido por la matriz

I A
M; = . (74)

0 0
Entonces J es idempotente. J es proyector sii A = 0. Mas generalmente,
si L es un espacio de Hilber complejo y J € L (L) es idempotente

entonces hay una descomposicién L = H @& K respecto a la cual J
admite una representacién como la anterior.
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Solucién

(i) SiT es la clausura de todas las combinaciones lineales de elementos de A
entonces VA C I pues I es un subespacio cerrado de H que contiene a
A.Si f € H— VA existe un subespacio cerrado L de H que contiene a
Ay no contiene a f. Si g € I' resulta ||f — g|| > dist(f, L) > 0 ya que
I'CL, Lescerradoy f¢ L,ie. f¢ Ty CVA.

(ii)(72) es inmediata. (73) sigue de (72) pues si M es subespacio cerrado de
H entonces M+ = M.

(iii)(a) Siran (P) L ran(Q) y f € H entonces

1(PQ+ QP) fII”> = [|PQfII* + QP fII*

=(PQf, Qf) +(QPf, Pf) =0,

ie. PQ+QP =0y (P+ Q)2 =P+ Q. Como P + () es autoadjunto
la condicién es suficiente. Por otra parte, si ¢ € ran(P) y P + @ es
proyector tenemos

lgll> + |Qgl* = (P + Q)g, g)
=((P+Q)%g, 9)
= (P +Q)g|?

= |lglI* + 2Re (Qg, 9) + [|Qqg|I’,

de donde Re(Qg, 9) = (Qg, 9) = [|Qql> = 0. Asi g € ker (Q) y
ker (@) C ran(Q)=.

(iii)(b) Evidentemente ran (P + @) C ran (P) + ran (Q) . De la prueba de
(iii)(a) sigue que ran(P) C ker(Q) y ran(Q) C ker (P), de modo
que si fi1, fo € H entonces Pfi + Qfs = (P + Q)(fi1 + f2), ie.
ran (P) 4+ ran (Q)) C ran (P + Q). Por otra parte, si g € ker (P + Q)
entonces

0=[(P+Q) dll’ =Pl + Qgl
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pues los rangos de P y () son ortogonales, i.e. g € ker (P + Q) . Asiker (P + Q) C
ker (P) Nker (Q) y la otra inclusién es inmediata.

(iii) (c) Inmediata.
(iii)(d) La primer identidad es inmediata. Por (73) deducimos
ker (PQ) = ran (PQ)" = [ran(P) Nran(Q)]"
= ran(P)* Vran(Q)* = ker(P) V ker(Q).
(iv) Si h € H, como ||Ph||* = Y,c; |Pih||” y podemos suponer Ph # 0, si

e > 0 existe J € Py (I) tal que ), |Ph||” > || Ph|)* — €. Si G, K son
partes finitas de I disjuntas con J tenemos
2

Y Ph="Phl| = > |Ph|

1€G €K IEGAK
2 2
= > BhP =D |IPa|
1IE€EJUGAK 1€J
< CIPRIE =) PRI <,
el 1€J

con lo que {}", Pih}FePf(I) es una red de Cauchy en H. Por la com-
pletitud de H sigue la afirmacion.

(v)(1) Asumiendo (a), si f € ran (@) escribimos

I1Pgl” = 1lg]I> = (P — Q)g, 9) = (P — Q)gl* = llgl* — | Pg|”

y resulta ||g|| = ||Pg||- Por la identidad pitagérica debe ser Pg = g y
asi ran (Q)) C ran (P). Evidentemente (b) = (¢) < (d). De la dltima
equivalencia sigue que (d) = (a) .

(v)(2) Por (v)(1)(b) ran (P — @) Cran(P). Si f1, fo € H, por (v)(1)(d)
resulta

<(P—Q)f1, Qf2>= <(QP—Q)f1, f2>:0
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y ran (P — Q) C ran (P) ©ran (Q). Dado h € ran (P) © ran (Q) es
I = P+ Q)hl” = |QAII* = (Qh, h) =0,
osea h € ran (P — Q). Ademds, si g; € ran(Q) y go € ker (P), por

v)(1)(c) ¥ (v)(1)(d)
(P=Q)(91+92) = PQgr— g1 — Qg2 = —QPg, =0,

i.e. ker(P — Q) 2 ker (P) V ran (Q) . Finalmente, si h € ker(P — Q)
entonces
P(I —Q)h = Ph—PQh=Ph—Qh=0,

ie. h=Qh+ (I —-Q)hyh€ker(P)Vran(Q).

(vi) Es fécil establecer la suficiencia. Reciprocamente, si E es proyector de
la relacién E? = E deducimos que PQP = P(Q y por lo tanto

QP = (PQ)* = PQP = PQ.
Es evidente que ran (F) C ran (P) Vran (Q) . Dado f € ran (P) resulta
I-E)f=I-P-Q+PQ)f=-Qf+QPf=0,

osea f € ran(E). Asi ran(P) C ran(F) y de la misma manera
ran () C ran (E). Para la otra identidad, la inclusién D es trivial
y basta observar que PE = Py QF = Q.

(vii) El operador U = I — P+ (@) es inversible porque |P — Q|| < 1.Sig € H
sea f € H tal que Uf = g. Entonces

Pg=PUf=P(f-Pf+Qf)=PQf,

ran (P) C ran(PQ) y por lo tanto ran (P) = ran(PQ). Més ain,
sih # 0y h € ker(P)Nran(Q) entonces Qh = 2h, de modo que
2 € 0,(U). Luego

2<ry,(U) <|U[|<1+[[P-Qf <2
lo cual es absurdo. Luego P \ran(Q) es monomorfismo y
dimran (Q) < dimran (P).

La otra desigualdad es trivial.
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(viii) Como M2 = M3 = My entonces J es idempotente. Claramente si
A = 0 entonces .J es proyector. Ahora, si hy, hy € Hy ki, ko € K
formalmente tenemos

(J(h1, k1), (ha, ko)) yor = (b1 + Ak, 0), (ha, k2))yor
= (h1, ha)y + (k1, A"he) g

= <(h17 kl)a (h27 A*h2)>H@K
Luego (hy, A*hy) = J*(ha, k2). Si J es un proyector debe ser
(ha, A*hy) = (he + Ak, 0)

y, como hsy es arbitrario, A* = 0, i.e. A = 0. Finalmente, si J es un idem-
potente sobre un espacio de Hilbert L su rango es claramente cerrado.
Si{fr},cg es base de ran (J) y {fs},cq es base de ran (J)" tenemos

Jfr:fra TER,

Jfs=Y (Jf fo) fry SES.

reR

Luego la matriz de J respecto a la base {f,},cp U {fs},cg es del tipo
(74). O

3.28. Operadores autoadjuntos. Puntos extremales.

Sea H un espacio de Hilbert.?°

(i) Si T € L (H) es un operador lineal acotado autoadjunto entonces

IT]| = min{x >0: -l <T < kl}.

(ii) Si By = {f € H: ||f|| = 1} entonces ext (By) = By.

(iii) Toda isometria sobre H es punto extremal de By ).

30V. Problema 3.24(i).
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(iv) Si X es un espacio compacto,
ext (BCC(X)) = {f € Beyxy: Vz, v € X, |f(z)| = 1}.

(v) Si X es un espacio localmente compacto de Hausdorff y u es una medida
de Borel regular, en la esfera unitaria de L™ (X, u), son extremales los
elementos f’s tales que |f(z)| = 1 salvo conjuntos de medida nula.

(vi) En las condiciones de (vi), si 1 < p < +00 entonces *!

ext (Bre(x,n) = Bro(xp)-
(vii) La bola B, no tiene puntos extremales.
(viii) Probar que ext (Biay)) = {a € Bugy : (3n) / |a.| =1}.

(ix) En un espacio de medida o— finita (X, ©Q, u), si E € Q es un dtomo
entonces xg/p (E) € ext (Brix, o, ) - >

Solucion
(i) Dados f, g € Hy k> 0 tal que —kI < T < kI tenemos

Re(Tf, o)l =KT(f+g), f+9)—T(f—9), f-9l/4

< (&/2) [IFI7+1lgll”] -
Por lo tanto, si h es un vector unitario en A entonces
(Th, h)| = |Re(Th, h)| <k,

de donde ||T|| < & (cf. [9], Ch. II, Prop. 2.13, page 34) y sigue la validez
de <. Como — ||T||I <T < ||T|| I sigue la afirmacién.

31En particular, ext (Bp1(jo,15,4z)) = 0 (cf. [9], Ch. V, §7, 7.2.(f)).

32Ge llama dtomo a todo conjunto E € €, con u(E) > 0, tal que cada subconjunto
medible F' de él verifica p (F) =0 o u(F) = p(E) . En particular, por la o— finitud y la
atomocidad de E, podemos suponer que u (E) es finita.
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(ii) Sea f =t fi+ (1 —t) fo, donde f, f1, fo € By y 0 <t < 1. Entonces

0=1—1f|"
=1—1"=2t(1 - t)Re(f1, fo) — (1 — 1)’

=2t(1 —1t) (1 —Re(f1, f2))

y concluimos que Re (f1, fo) = 1. Asi (f1, fa) =1 pues [(f1, f2)| <1,
ie cos(fi, fo)=1y fi= fo=1F.

(iii) Sea 7" una isometria, 7' = sT7+(1—s)T5,con 0 < s < 1, T1, 15 € Brp.
Dado f € By, como T*T = I obtenemos

L= |TfI*

= s | T fI° + 25(1 = ) Re (T f, T f) + (1 — ) | o1
Si [|T1f]| < 1 seria
1<s®+2s(1—s5)+(1—-s)?=1,

lo cual es absurdo. En consecuencia |77 f|| = 1 y deducimos enseguida
que 7 es una isometria. Andlogamente, 75 también lo es. Ademds

0=1I1-TT
=(1-5")I—-2s(1—s)Re(IT7Tz) — (1 —s)’I

=25(1 —s) [I — Re (T7T2)],

i.e. Re (I71Ty) = I. Como ||I7T3|| < 1 debe ser 7715 = I. Finalmente,
para todo g € ‘H obtenemos

1719 — Togl* = 2 [llg]I” — Re (g, Ty T29)] =0,

ie. Tlg = ng, ie. T]_ = TQ.
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(iv) Sea f € Bey(x) tal que f~1 (D) # @, donde D es el disco unitario. Si
u=Re(f) y v=Im(f) definimos

V1—u?— ||

1 _ 2 —

5 (75)

Entonces g, h € Beyx)y f = (9+h)/2. Geométricamente, si v(x) > 0
para z € X consideramos el segmento vertical

Dn{z€C: Re(z) =u(x)},

con extremos u(z) £ i4/1 — u(z)2. Por construccién, g(z) y h(z) estdn
en la misma vertical, por encima, por debajo y equidistantes de f(x),
respectivamente. Si v > 0 escribimos

2+v2+2v\/1—u2+1—u2
4

(76)

g =u

1.

2 2 2
§u2+v +; u :|f|2+1§

Si v < 0 tenemos Re (g9) = u, Im (¢9) = v + (V1 — u? 4+ v)/2, de modo
que Im (g) < /1 — u?. Ademés

Im(g) >0 > o] > —VI =7,

resulta |Im (g)| < v/1 — u? y concluimos que ||g|| < 1. Ahora, la ecuacién
u? +v? = 1 tiene alguna solucién por la continuidad de f sobre el com-
pacto X. Si esta solucién se verifica con v > 0, de (76) deducimos
llg]l = 1. Lo mismo sigue si la solucién se da con v negativo y, de la
misma manera, ||h|]| = 1. Por (75) sigue que g # f y h # f porque
f71(D) # 0 y la condicién es necesaria. Reciprocamente, supongamos
f:tf1+(1—t) fo,con 0 <t <1, f, fi, fQEBCC(X) y |f‘ =1.Si
para algin zo € X es |fi1(x9)| < 1 entonces

1<t [fi(zo)| + (1 —1) |falmo)| <1

104



lo cual es absurdo. Debe ser entonces |[fi| =1y |fo| =1 y ademds

0=1—|t fi+(1—1t) fof
=1—t*=2t(1 —t)Re(f1 fo) — (1 = t)?

=2t(1 —t) [1 - Re(f1 f2)].

Luego Re(f1 fo) = |f1 f2| = 1 y deducimos que f; fo = 1, es decir

h= L=/

(v) Sea f € Breo(x, tal que p(f~' (D)) > 0. Existe 0 < 7 < 1 tal que
w(f~' (rD)) > 0y, por la regularidad de u, un conjunto compacto C

contenido en f~' (rD) de medida positiva. Definimos

g=(cxc+xx-c) f, h=(2-¢) xc+xx-c) [,

donde c#1y2—1/r <c<1/ren R Entonces g, h € L* (X, pu) y
f=(g+h)/2. Ademds |g |¢| =c |f| < cr <1y como g |x_c= [ se
tiene ||g|| < 1. Dado 0 <& < 1—r tenemos {|f| >1—¢}N(rD)=0y

podemos escribir

p{lgl>1—-e}) =p{lfl>1-¢}) >0,

i.e. ||lg|| = 1. Andlogamente ||| = 1y f no es extremal. Por otra parte,
con un razonamiento analogo al (iv) sigue que la condicién es necesaria.

(vi) Sea f € Braxu), f = (9 +h)/2 con g, h € Bps(x,,)- Entonces
lg + All, = llgll, + llAll, y como 1 < p < +oo existe A € C tal que
g = Ah (cf. [6], Cap. V, Obs. 1.1.(b), pag. 179). Debe ser || = 1 pues

g v h son unitarios y, ademads,
lg +Rll, =1+ Al =2,

de donde A=1y asi f =g =h.

(vii) Si a € Be,, como lim,, , + a, = 0, existe ngy tal que |a,,| = 1. Podemos
escribir a = (b+ ¢)/2, donde a, = b, = ¢, sin < ng, by =2a, y ¢, =0

si n > ngy. Como ||b]| = ||c|| = 1 entonces a ¢ ext (B,) .
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(viii) Sea a = Ceyp,, con ny € N, |(| =1 en C y supongamos a = (b + ¢)/2,
donde ||b]|; = ||¢||; = 1. Entonces

1> |Cn0| = |2an0 - bno‘ >2- |bn0| > 1, (77)

de donde |c,,| = 1y, en consecuencia, ¢, = 0 si n # ng. Mas aln, por
(77) debe ser |b,,| = 1 y también resulta b, = 0 si n # ng. Como todo
punto de la circunferencia es extremal sigue que ¢ = b = ¢. Sean ahora
di, dy € C— {0} tales que s < 1, donde s = |di| + |d2|. Es posible
escribir en C? :

(o) = 3 [fen,2) + (s 2], (79)
donde (e1,e2) # (f1, f2) ¥
lex] + lea| = [fi| + [ fo] = s.

Deberia ser |e; + fi| = |e1| + | f1] ¥ |e2 + fo| = |e2]| + | f2| - Equivalente-
mente, deberian existir constantes positivas p;, po tales que

et=p1fi Yy e2=p2 fo (79)
Asi deberia ser
\fil + [ f2l = p1 [fi] +p2 [fo] = s. (80)
Bastara ver que (80) es soluble, ya que de (78) y (79) sigue que
arg (di) = arg (ex) = arg (1) y arg(da) = arg (es) = arg (f2)
Buscamos entonces z, y € (0,s), p1, ps positivos y distintos, tales que
T+y=prr+py=s. (81)

Si 0 < py <1< pentonces z =s (1 — py)/(p1 — p2) es positivo y
menor que s. Haciendo y = s — x tenemos

pre+py=prr+p(s—z)=(pr—p)r+prs=s

y (80) es soluble. Finalmente, si ¢ € Bpay) ¥ |gs] < 1 para todo n
veremos que ¢ ¢ ext (Bll(N)). Como ||g|]|;, = 1 existen ny, ny € N
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tales que g, # 0y gn, # 0. Definimos h, k& € By de modo que
h, = k, = g, si n # n;. Por la observacion anterior, podemos hacer

1
(gnI’ gnz) = 5 [(h"ﬂl’ hn2) + (knla knz)] )
de manera que (hy,, hp,) # (kny, kn,) en C2y
|h’n1| + |hn2| = |kn1| + |kn2| =1- |gn1| - |gn2| .

En definitiva g = (b +k)/2, con h # k en Bj(y).

(ix) Sea E € Q un dtomo, g, h € Brix,au ¥ X&/1(E) = (g + h)/2. Dado

3.29.

AeCespu(g'({AMH)NE)=00u(g 7 ({A\})NE)=u(E). Como las
preimégenes de singles distintos son disjuntas, razonando andlogamente
con h, existirdan o, § € C tales que g |g= a y h |g= [ salvo conjuntos
de p— medida nula. Evidentemente g |x g= —h |x g a.e. py

g=axg+9Xxx-8, h=pBXe—9Xx-E (82)
t=lal u(®B)+ [ ol du=16l n(B)+ [ g d
X-E X-E

Debeser 2/pu (E) = a+f8,ie.|al =|2/u(F)—«a| . Yaque2/u(E) >0
sigue que o = 1/ (E) y, por (82), g = h = xp/ (E) . 0

La capsula convexa de un espacio compacto puede
no ser cerrada. La capsula convexa cerrada de un
espacio compacto puede no ser compacta.

PSea ¢ € RECY, ¢y = (£(t)) pecypon t € [0,1]-

(i) K = {¢;: t €[0,1]} es subespacio compacto de RC=[%1],

(i) Sig(f) = fol f, f € Cr[0,1], entonces ¢ € conv (K) — conv (K).

33En este problema se muestra: - que la cdpsula convexa de un espacio compacto puede

no ser

cerrada; - que la cdpsula convexa cerrada de un espacio compacto puede no ser

compacta.
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(iii) conv (K) es cerrado en el subespacio lineal S de R°:[%! generado por
K. Luego conv (K) es la cipsula convexa cerrada de K en S pero no
es compacta.

Solucién

(i) Si {¢s},c; es una red infinita en K hay una subred infinita {t;},;
de {t;},c; convergente a algin elemento t, € [0,1]. Si f € Cg[0,1]
entonces

bt (f) =1 () Ji{ [ (to) = o, (f)

Y _ Cr[0,1
y asi limjey ¢, = ¢y, en R w[0,1],

(ii) Sea F € Py (Cr[0,1]), € >0,

U= {(xf)feCR[O,l] :VfeF, [z;—o(f) < 6}.

Si f € F existe 65 > 0 tal que |R(f,7) — ¢ (f)| <esi||7|| < Iy, donde
R(f, ) representa cualquier suma de Riemann respecto a la particién
m de [0,1]. Sea § = min{d;: f € F} y m una particién de [0, 1] tal
que ||mo|l < 6. Simp = {xi}iy, con 0 = 29 < 21 < ... < 2y = 1,
consideramos z;_; < t; < x;, 1 <i <n.Para cada f € I tenemos

gf(ti)(xi—xi_l)—/olf‘: g%(f)(%—ﬂ?i—l)—/olf

Asi D20 ¢y (@ —xic1) € UnNconv (K) pues Y (z — x-1) = 1.
Siendo U entorno arbitrario de ¢ tenemos ¢ € conv (K). Por otra parte,
si ¢ € conv (K) podemos escribir ¢ = 377, ¢;j @5, con Y% ¢; = 1,
{ei}j—1 €(0,1), {s;};_; € [0,1]. Debe ser entonces folp =0 toda vez
que p es un polinomio que se anula en s, ..., s, lo que es obviamente
falso.

<e.

(iii) Sea z € S —conv (K) de la formaz =), ¢; ¢, donde F € Py ([0,1])
y algin ¢, ¢ [0,1]. Sea 0 < § < dist(cyy, [0,1]), g € Cr|[0,1] tal que
g(t)=0site F—{to} yg(t) =1,

V = {y = (yf)fEC]R[O,l] : y E S, ‘yg - Ct0| < 6} .
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Entonces V' es entorno de x en F' disjunto con conv (K) . Por otra parte,
sic,e (0,1 parat € Fy Y, pa#1sea0<(<|1—=,pal. Sea
h € Cr[0,1] tal que h(t) =1sit € F,

> g} .

Ahora W es entorno de x en F' disjunto con conv (K). O

yh_zct

teF

W= {y = (yf)feCR[O,l] Py €S,

3.30. Teorema de Milman - Pettis. Uniforme convexi-
dad.

(i) Los espacios L! (R) y L (R) no son uniformemente converos. 3
(ii) Todo espacio de Hilbert es uc..

(iii) Si (X, i) es un espacio de medida entonces LP(X, du) es uc. para p > 2.
35

(iv) (Teorema de Milman - Pettis [28][38]) Todo espacio uc es reflexivo.

(v) Si X es uc, cada subconjunto convexo, cerrado y no vacio tiene un tnico
elemento de norma minima.

(vi) Si 2 w ¥ [|zn]| — |z]| entonces ||z, — z|| — 0. %
Solucién

(i) Existen E, F subconjuntos medibles de R tales que A (E) = A (F) = 1,
donde A indica medida de Lebesgue, disjuntos a.e.. Entonces

|3 — spl|, =2
Yy
ll2ell, = ||2¢rll, = |36 + 57) /2], = 1.

34(Cf. [7]) Un espacio de Banach (E, ||o]|) se dice uniformemente convero (uc) si: para
cada £ > 0 existe § > 0 tal que toda vez que ||z|]| = |lyl| =1y |(z+9)/2|| >1—den E
resulta ||z —y|| < e.

35Més generalmente, LP(X,du) es uc. si 1 < p < oo (cf. [1], Ch. II, Corollary 2.29, page
38).

36V. Problema 6.13 (v).
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Luego L' (R) no es uc pues la definicién no se verifica si 0 < & < 2. Por
otra parte, si G, H son medibles y A (G N H) > 0 entonces

15610 = 720 ll 00 = 1 (526 + 2¢1) /2l oo = lI256 = 211ll oo = 1.
Asi L* (R) no es uc porque la definicién no es vélida si 0 < e < 1.

(ii) Sigue de la ley del paralelogramo.

(iii) Por (ii) supondremos p > 2. Probaremos las identidades
(la+ B +la =8P < V2 (laf +18P)", (89

22 (|af* + 8P < 2271 (o’ + |B) (84)

validas para «, S € C. Podemos suponer que o y [ son no nulos.
Mais atin, (83) es una inecuacién homogénea de grado cero, por lo que
bastara probar

(T42f +[1—2P)7” < V2 (142" (85)

donde z € C— {0} . Escribiendo z = r exp (i), conrT > 0y 0 < 0 < 27,
(85) equivale a

(1+2rcosf + T2)p/2 + (1 —2rcosf + TQ)p/Z <V2 (1+ 7"2)1/2 . (86)
Consideremos r > 0 fijo y sea

f:00,27) = R,

F(O) = (14 2rcos0 + 12" + (1 — 2r cos 0 + r2)"/% .

Como f(2mr—0) = f(m—60) = f () basta considerar 0 < § < 7/2.
Entonces

p_
2

10 = i (1 s 95— 1 s )] <

y [ alcanza el valor méximo con # = 0. Por (86) debemos ver entonces

que
1+ +(1-r)* <27 1472, (87)
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donde escribimos o = p/2. Considerando la funcién

g:(0,400) = R

g(r) = [(L+ 1) + (L= )] /(1 + 77
tenemos
g'(r) — 20_(1 . 7,2)(1 4 TZ)—O’—I [(1 + r)2072 . (1 - T_)2c772] ]

Evidentemente ¢g(r) = 0siysolosir =1, ¢(r) >0si0<r <1y
g(r) < 0sir > 1. En consecuencia hay un méximo local de g en r =1,
siendo g(1) = 2°. Ademas ¢g(0") = lim,_, 1, g(r) = 2, i.e. g alcanza un
méximo absoluto en 7 = 1 y sigue (87). Respecto a (84), que también
es una inecuaciéon homogénea de grado cero, bastara probar su forma
equivalente

(14727 < 2t/2=le (1442 150, (88)
Si hacemos
h: (0, +OO) - Ra
h/(/]") _ (1 +7_2)1/2 (1 +7_p)_]-/p
resulta

Wry=r (1472772 @427 (1= r72),
ie. h(r) = 0 si y solo si r = 1. Analizando signos de hsigue que

h(1) = 21/2-1/P es méximo absoluto y es valida (88). Ahora, por (83) y
(84) tenemos

o+ B +la— Bl <277 (Jof" +B]"), o, BE€C. (89)

En consecuencia, si F, H € LP(X,du), por (89) escribimos
|F+GIE+ 1P =Gl <27t (IFIE+1IGI) -
Si [[F||, =G|, =1 obtenemos
IF—GIE <2~ |F+GIE =2 [1-I(F+G) /2
y deducimos enseguida la uc de LP(X,dpu).
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(iv) Sean € > 0, § > 0 tales que ||z —y|| < € cuando ||z|| = ||y|| =1
v ||(z+y)/2]| < 0. SiT € Bxw y ||T]] = 1, sea ¢ € Bx~ tal que
(@, T) > 1 — 6. Podemos suponer, multiplicando eventualmente ¢
por un escalar unitario, que (¢,7) € R. Como la bola unitaria Bx
es o(X™, X*) - densa en la bola unitaria cerrada Bx« de X** hay
una red (z,),.4 de Bx que converge o(X**, X*) a T (cf. [9], Ch. V,
84, Prop. 4.1). Como lim,ec4 Re (24, ) = (¢, T) existe ay € A tal que
Re(Z4q,0) > 1 —0 si a > ag en A. Ahora, si a; > agy az > ag en A
tenemos

1 -0 <Re {(z4, + Tay) /2, 0)

< [(ay +a,) /2,0)] < || (#ar + 7a) /2]l

Le. ||Za, — Zoo|| < €, i€ (Ta),eq €s una red de Cauchy en X. *"Existe
entonces x € By tal que x = lim,c4 z, y, necesariamente, r = T en
X* . El caso T' = 0 es trivial y el mismo razonamiento es aplicable si
0 < ||7|| < 1, reemplazando 7" por T/ ||T|| . Identificados Bx y By«
sigue que X es reflexivo.

(v) Sea C C X convexo, cerrado y no vacio y sea d = dist (0, C') . Podemos
suponer 0 ¢ C'y, como C es cerrado, d > 0. Si {z,},.; € C es tal que
|lzall = d entonces {z,},-, es acotada. Sabemos que X es reflexivo
porque es uc.. En consecuencia, toda bola cerrada es débilmente com-
pacta (cf. [9], Prop. 4.2, pdg. 132). Pasando eventualmente a una sub-
sucesién, podemos suponer que existe = € X tal que z, (X, X*! T.

Si ¢ € Bx+ tenemos
d= lim |lz|| = lm [(zn, )| = [(z,¢)]

n——+oo n——+oo
y deducimos que ||z|| < d. Ahora, si z ¢ C aplicamos el teorema de
Hahn - Banach a los conjuntos disjuntos {z} y C (cf. [42], Ch. 3, Th.
3.4, page 58). Hay entonces nimeros reales 7, s y una forma lineal
A € X* tales que Re (A(z)) < r < s < Re(A(y)) para cada y € C. El
conjunto U = {z € X : |A(x — z)| < (s —r)/2} es un entorno débil de
x. Siy € C tenemos

s—r <Re(Aly —z)) <|Re(A(y — z))]

37Observar como, con una pequefia modificacién de la argumentacién, sigue que toda
forma lineal acotada de X alcanza un valor méximo sobre Bx.
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y UNC = 0, lo que contradice que z € ) AstzeC y llz|| = d.

Si Z € C también tuviere norma minima, entonces ||z/d|| = ||z/d|| =1
y ||(z/d + x/d)/2|| = 1. Por definicién de uc deducimos que z = 7.

(vi) Podemos suponer x # 0, de modo que ||z,|| # 0 si n es lo suficientemente
grande. En tal caso, si ¢ € X* y n € N tenemos

Ty T Ty — T 1 1
_—7§0>:< 7(p>+< ——)(.T,(P),
<|Ixn|| ] [ [zl []]

ie. Tn/||znll w x/ ||z]| - Supondremos entonces ||z,|| = 1 para todo n
y ||z|| = 1. Aplicando el teorema de Hahn - Banach, existe ¥ € X*
tal que ||| = (x, ¥) = 1. Entonces (z,,¥) — 1y, por la uc, {z,},,
deviene sucesién de Cauchy en X. Por la completitud de X existe 7
tal que ||z, — Z|| = 0. Si z # 7 existe T € X* tal que (x —z,T) # 0.
Como

(,Y) = lim (z,,Y)=(Z,Y)

n—-+o0o

llegamos a una contradiccidn, i.e. debe ser z = z. [

3.31. Sobre operadores compactos y completamente
continuos.

(i) Sean S, M € B (I* (Ny, C)) los funcionales

S(Z(), 21, ) = (0, 20, <1, ),

M(Zo, 21, ) = (Z(), 21/2, 2’2/3, )

Sea T'= M o S. Entonces T es un operador compacto, no tiene auto-
valores y su espectro tiene un solo punto.

(ii)(a) Sea (F, ||o||;) un espacio normado con la siguiente propiedad: Existe
¢ > 0 tal que para todo F € P;(F) y cada ¢ > 0 hay subespacios
cerrados Gy y Hr de modo que F = Gr @ Hy, dim (Gp) < +oo,
dist (9,Gr) < esig € F y, si Pg; y Py, son las proyecciones de F
sobre G y Hp, HPHF (f)HF < ¢ dist (f,Gr) para cada f € F. En
estas condiciones, si (F, ||o||;) es un espacio normadoy T € B (E, F)
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es operador compacto, entonces 7' es limite de operadores de rango
finito. 38

(ii) (b) Todo espacio de Hilbert verifica las condiciones de (ii)(a), asi como
los espacios ¢ y I*(N, C).

(iii) Considérese L? (0, +00), 1 < p < 400, relativo a la medida de Lebesgue.
Si
Tf(s) = %/Sf(t) %, 530, feLP(0,+00),
0
entonces T' € B (LP(0,+00)) y no es compacto.
(iv) Un operador idempotente es compacto sii tiene rango finito.
(v) Ningtin operador de multiplicacién no nulo sobre L? (0, 1) es compacto.

(vi) Para n € N sea H,, un espacio de Hilbert, T, € £ (H,,) y supongamos
SUP,>1 || Tnl| < +o00. Si H = €D, Hy, el operador T' = €, Tn, es
compacto sii cada T, lo es y ||T,,]| — 0.

(vii) Sea T" un operador compacto simétrico sobre un espacio de Hilbert
H geH \N¢o(T).

(vii)(a) g € ran (T) sii g € ker (T)" v 3.2, 072 (g, en)> < 400, donde
{pn},>1 es la sucesiéon de autovalores no nulos de H contados con su
multiplicidad.

(vii)(b) La tinica solucién de la ecuacién (Alg —T) f =g es

F=19+>5 f"p (g, en) €n| /A (90)

(viii) Considerando C'[0, 1] con la estructura usual de espacio de Banach,
caracterizar las funciones continuas 7 : C'[0,1] — C'[0, 1] para las que
el operador lineal C. f = for, f € C|[0,1], es continuo.

38Se denomina completamente continuos a los operadores que son limite de operadores
de rango finito. Como todo operador de rango finito es compacto y los limites de operadores
compactos son compactos, la clase de operadores completamente continuos estd contenida
en la de operadores compactos. En (ii)(a) se dan condiciones bajo las cuales ambas clases
coinciden.
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(ix) Si X es espacio de Hausdorff localmente compacto la clase de operadores
de rango finito es densa en K [Cy (X)].

Solucién

(i) Es claro que los operadores S y M estdn bien definidos y son lineales.
En particular, S es isométrica, ||Mz|, < ||z||, para todo z € I? (Np, C)
y como ||M(1, 0, 0, ...)||, = 1 entonces ||M]| = 1. Indicando e, al n—
ésimo vector canénico de I? (Np, C) , n € Ny, si z € I (Ny, C) escribimos

2) 1/2

o 1/2
< ( 5 mm)
n=m++1

y haciendo m — +oo resulta (91). Més atin, si ||z]|, < 1 obtenemos

m 1 0 2 1/2
(S e o - (2 )

2) 1/2

2) 1/2

Asi T deviene compacto por ser limite de operadores de rango finito.
Si A € 0, (T) debe existir z # 0 tal que T'(2) = A z,1.e. A 20 =0y

En efecto, para cada m € Ny tenemos

(2

=m+1

Zp—1
n+1

Zn—1
T(z)_zn—i-l n

2

Zn—1
n+1

2

1
n+1

(5

n=m-+1

Como z es arbitrario deducimos la desigualdad

(5

n=m-+1

m

1
_Z n+1 (

1
n+1

oaen71> €n

IN
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Azy =2, 1/(n+1)sin €N Si A= 0 entonces T (z) = 0y, por ser
T monomorfismo, z = 0 lo cual es contradictorio. Entonces A # 0 y
deducimos nuevamente que z = 0. Luego 0, (I") = () y necesariamente
o (T) = {0} (cf. [42], Ch. 4, Th. 4.18(e), pag. 98 y Th. 4.25(b), pag.
103).

(ii)(a) Sea (ep),>; una sucesién de niimeros positivos convergente a cero,
T € B(E, F) operador compacto, By la bola cerrada unitaria de E.
Por ser T (Bg) precompacto, para cada n > 1 existe un subconjunto
finito F,, de By tal que T(Bg) C Ueer, B (Te, ,) . Por hipétesis, para
cada n > 1 escribimos F' = G, @ H,,, con G,, y H, sub-espacios cer-
rados, dim (G,) < +oo, dist (Te,G,) < e, sie € F, ¥y || P, fllp <
c dist(f,Gy) si f € F. Bastara ver que T = lim,,_, ;o Pg,T. En efecto,
sie€ Bgpyn>1existe€ € f, tal que |[Te — Te||, < &,. Sea f € G,
tal que [[Te — f||, < &,. Entonces

dist(Te,Gy) < ||Te— fllp < ||Te—Tel||p + ||Te — fllp <2 &n,
de donde
(T — Pg,T)ellp = ||Pu,Te|lp < c dist(Te,G,) <2 ceyp.

Como e es arbitrario |7 — Pg,T|| < 2 ¢ &, y haciendo n — 400 sigue
la afirmacion.

(ii)(b) Sea H espacio de Hilbert, F; € P;(H). Sea G; el subespacio ge-
nerado por F; y H; su complemento ortogonal. Las condiciones de
(ii)(a) se verifican y en particular, si h € Hy, ||Pg,h| = dist (h,G1) ¥
puede hacerse ¢ = 1. Ahora, si Fo € Pr(cy) y € > 0 sea ng € N tal
que |a,| < esia € Fayn > ng. Sea Gy = gen, {e,: 0 <n <ng},
Hy =gen, {en: n>mng}.Sibe€cy, b= (bn),s, ¥ ¢ € Gy entonces

||b—c||:méx{ max |b, — c,|, sup \bn\}

0<n<ng n>ng

Luego dist (b, G2) = sup,,, |bn| = ||Pm,b||, dist (a,G2) < esia € Fo
y ¢o verifica (ii)(a) si ¢ = 1. Finalmente, sea F3 € P; (I}(N,C)), £ > 0,
ni € Ntalque >, [do| <&sid=(dn),s,, d€ F3. Sea

G3 = {(fn)n21 €eI'NC): f,=0sin>n},

H; =1'(N,C) © Gs.
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Si feGsygel'(NC) tenemos

ni

I1F = ally =" 1fa—gul + > lonl-

n=1 n>ni

Luego dist(g, Gs) = || Pusglly = Dopsn, [9n] v dist (d, Gs) < Esid € Fs.
Como en los casos anteriores, puede considerarse ¢ = 1.

(iii) El operador T es acotado, pues para f € LP (0,400) es vélida la si-
guiente desigualdad de Hardy (cf. [16], Appendix B, page 234):

p
17 £l < =2 11,

Por otra parte, sea 7 = {7}, .y una sucesién acotada en C tal que
infren (1] > 0y gn = M 240,1/n), 7 € N. Si s > 0 calculamos

T si 0<s<1/n,
Tgn(s) =
M/ (ns) si s> 1/n.

Dada f € L?(0,4+00), donde 1/p+ 1/q = 1, para cada n € N resulta

[, gn)| =

1/n
nn/o f‘ < mlloe NI, 74

ie.gn w OenL? (0, +00) . Sin embargo, [|T'gull, > 7. > infren |mnl,
ielim, . ||Tgn||p > infen [9,| > 0, y T no es compacto.

(iv) Sea T': E — E un operador idempotente compacto sobre un espacio
normado E, Bynr) la bola cerrada unitaria de ran (7). Como Byan(r)
es acotado y 1" es compacto es T’ (Bran(T) ) relativamente compacto. Por
ser 1" idempotente es T’ (Bran(T) ) = Bran(1) ¥, €OMO By es cerrado
deviene compacto, i.e. T' es de rango finito. La reciproca es trivial.

(v) Sea ¢ € L*(0,1) no nulo, M, € L(L?(0,1)) el operador de multipli-
cacién asociado. Existe € > 0 tal que p (S) > ¢, donde p es la medida
de Lebesgue en (0,1) y S = {|¢| > €} . Como L? (S) tiene dimensién in-
finita hay una red {f,},4 y una constante 6 > 0 tal que || fo|l 25 =1
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y || fa— fb||L2(s) > 6. Dada a € A sea g, = f, sobre S, g, = 0 sobre
(0,1) — S. Cada g, es medible pues si ¢ € R es

SN{fa<ctu(0,1)—S si ¢>0,

{9, <c} =
SN{f.<c} si ¢<0.

Evidentemente {ga},.4 € Br2(,1) y para a, b € A tenemos

1My 9o — My golly > € [[fa = foll 25y = € 6.

Ast {Myga},c 4 1O tiene subsucesiones convergentes y Mg no es com-
pacto.

(vi) Sin € Ny Py, es la proyeccién de H sobre H, es T,, = Py, oT o Py,
i.e. cada T, es compacto si T lo es. Si ||T,|| - 0 existe ¢ > 0y
una sucesién infinita (f,,),~; € H tal que ||fo || = 1, fo, € Hpn, ¥y
| T, fri || > € para cada k. Como f,, w Oy T es compacto entonces
T, fnill = 0, lo que no es posible. Reciprocamente, 1" es acotado
porque sup,,»; ||7n|| < +00. Veamos que T (By) es relativamente com-
pacto, para lo que bastard probar que es totalmente acotado pues su
clausura es espacio completo. Si & > 0 sea ng € N tal que ||T,]| < £/4
si n > n. En particular, el operador Ty, = @,°, T, es compacto
por ser suma finita de operadores compactos. Existe F € P; (Bpy) tal
que Ti (Br) C Uger B (T[no]g, 5/2). Sea f € By g € F tal que
HTf - T[no}gH < &/2. Entonces

”Tf - Tg|| < ”T[no] (f - Q)H + ” (T - T[no]) (f - Q)H

1/2
<€/2+ (Z I T (f — g)||2>

n>ngo

<ER2+E/M4 -9l <€,
i.e. T (By) C Uger B (T, €).
(vii)(a) Trivial.
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(vii)(b) Como

Pn
A= pPn

(g, en)

’ ro (T) llgll \*
= <dist 5 0(T))> < Hoo

por (90) queda definido f € H. Ahora

Tf =

e 2
Tg‘f‘z/\fnp (g,en> en] //\
n=1 n

(viii) Probaremos que C, € K(C[0,1]) sii 7 es constante. Si B¢y, es la
bola cerrada unitaria de C [0,1], C; (Bgp,ij) es acotado pues estd con-
tenido en Bcpp,. En consecuencia, por el teorema de Arzeld - As-
coli, C'; (30[0,1]) serd totalmente acotado sii es equicontinuo, como ev-
identemente ocurre si 7 es constante. Sea d; € C'[0,1]" el funcional
(9,05) = g(s), g€ C[0,1], s € [0,1]. Si s1 # s9 en [0, 1] es facil ver
que ||ds, — s, || = 2. Asumiendo que C; (BC’[O,l]) es equicontinuo, fijados
to €10,1] y 0 < e < 2 existe &, > 0 tal que |f (7 (¢)) — f (7 (to))| < € si
J € By [t —to| < &, en [0,1]. En ese caso, | Or(t) — Or(to) H <ey, en
consecuencia, debe ser 7 (t) = 7 (to) si |t — to| < J, en [0, 1]. Definien-
do A ={tel0,1]: 7(t) =7(0)} sigue, por un simple argumento de
conexién, que A = [0, 1], deviendo 7 constante.

(ix) Sea Bg,(x) la bola cerrada unitaria de Co(X), T' € K [Cy (X)], n € N,
Por el Problema 3.7(ii) existe K, C X compacto tal que [T'f(z)| < 1/n
si f € Begx) y z € X — Ky,. Como T [BCO(X)} es equicontinua, por
la compacidad de K, existe f, € P;(K,) y, para cada z € F,,
un entorno abierto U, de = tal que |T'f(z) = Tf(y)| <1/nsiy € U,

[ € Beyx) ¥y Kn € Uger Uz Sea {An7$}$€Fn una particién de la unidad
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subordinada a {U,} (cf. [43], Ch. 2, Th. 2.13, page 41) y hagamos

TEF n

wEFn

Sie >0y f e Cy(X), {xeX: |T,f| >} es compacto, por ser
subconjunto cerrado del espacio compacto separado Uzer, supp (Anz) -
En consecuencia T,,f € Cy(X) y T,, € K[Cy(X)]. Como para cada
y € X tenemos

Tof () =T < > ITf(@) = Tf(y)| Analy) < 1/n

z€EF n
deducimos que ||T5.f — T f[|¢,(xy < 1/ny, como n y f son arbitrarios,

sigue la afirmacién. [

3.32. Sobre operadores compactos, diagonalizables o
normales.

Sea H un espacio de Hilbert, T € £ (H) . 3

i) Sea T € L(H) diagonalizable,®® digamos T = .., oy P;. T es compacto
g 1€l
sii oy; = 0 salvo un niimero numerable de indices, ran P; < 400 si a; # 0
y si {in @ i, # 0},-, entonces lim,,_, a;, = 0.

(ii) T conmuta con todo operador compacto sii es miltiplo del operador
idéntico.

(iii) Sea T" compacto, normal y nul (7 — Alg) < 1 para cada A € C. Si
A € L(H) conmuta con T existe ¢ € [* (C) tal que A= ¢ (T).

(iv) Sea T' compacto, normal, tal que
{A€eL(H): AT=TA}={¢(T): ¢€l*(C)}. (92)

Entonces nul (T" — M) < 1 para cada A € C.

39V. Problema 3.18(iv).

40Decimos que T € L(H) es diagonalizable si es representable como T = ®i€ 1o Py,
donde {a;};c; es una familia acotada de nimeros complejos y {F;};c; una particién de
la unidad de H, i.e. una familia ortogonal de proyectores tal que H = \/;_;ran P;.
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(v) SiT € L(H) y ¢ € [*(C) determinar condiciones necesarias y sufi-
cientes bajo las cuales ¢ (T') sea compacto.

(vi) SiT € L(H) es compacto positivo existe un tnico A € L(H) compacto
positivo tal que A% = T.

(vii) Sea T € L(H) y sea A la tinica raiz cuadrada de T*T. *'Para todo
h € H es ||[Th|| = ||Ah||, existe un tnico U € L(H) tal que U es una
isometria sobre (ker (T))", ker (T') C ker (U) y UA =T.

Solucion

(i) La condicién es evidentemente necesaria. Reciprocamente, dado € > 0
sea ny € N tal que |oy, | <€ sin >ng. Si m > ny tenemos

o 1/2
- o P = s (z o Pz-nan) <
n=1

FAFILT \ =
y, siendo ¢ arbitrario, T" se realiza como limite de operadores de rango
finito.

(ii) Si f # 0 entonces PeyTf = Tf porque Pey € L (H) tiene rango fini-
to y por lo tanto conmuta con 7. Como T'f = PcsTf + P((Cf)J_Tf
entonces Pyt Tf = 0, i.e. existe una tinica constante o (f) tal que
Tf=a(f)f.Sige Hy{f, g} es linealmente independiente, podemos
escribir también Tg=a (¢9)gy T (f —g9) = a(f —g) (f — g) - Luego

T(f-g)=a(f)f—al@g=a(f-9) (f—9),

de donde (a(f) —a(f—g)) f+ (a(f —g) —a(g)) g = 0. Por la inde-
pendencia lineal deducimos que a(f) = a(f —g) = a(g) y la condi-
cion es necesaria. La reciproca es evidente.

(iii) T es diagonalizable por ser compacto y normal (cf. [9], Ch. II, §7,
Corollary 7.9, pdg. 56). Por el teorema espectral

T =D A Prer(r-aan); (93)

n>1

“INotar que si T es compacto, por (vi) hay una descripcién explicita de (T*T)l/ % en

término de los valores espectrales de T. El caso general sigue del cdlculo funcional usual
(cf. [42], Ch. 12, Th. 12.34, page 314).
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donde {A,},~; es la sucesién de autovalores no nulos de 7. Dado
n > 1, por hipétesis existe f, € H tal que ||f,|| = 1, Tfn = A\n fu
y ker (T'— A\, 1) = C f,. Més atn, cada ker (T — A\,I) reduce a cada
operador que conmute con T (cf. [9], Ch. II, §7, Th. 7.5, pag. 55).
Sean entonces A, B € L(H) operadores que conmuten con 7. Para
n > 1, como Af, v Bf, son miltiplos de f,, entonces ABf,, = BAf,.
En particular, A y B también conmutan sobre ker(7’), invariante bajo
la accion de ambos. Asi A y B conmutan porque lo hacen sobre una
base de H constituida por autovectores de T (cf. [9], Ch. II, §7, Prop.
7.4, pag. 54). En consecuencia sigue la tesis, pues si A conmuta con T
conmuta con todo operador que conmuta con 7" (cf. [9], Ch. II, §7, Th.
7.12, pag. 55).

Sea A € C tal que nul (T — Ay) > 1. Si {f, g} es un subconjunto
ortonormal de ker (T — Aly) sea S € L(H) tal que para h € H es

Th si he Hogene{f, g},
Sh = g St h:fa

f st h=ag.

Entonces S conmuta con 7'y, si S = ¢ (T) para alguna ¢ € [* (C),
obtenemos g = Sf = ¢(T) f = ¢ () f. Luego ¢ (A) = 0 por la in-
dependencia lineal de f y g, i.e. ¢ = 0, lo que no es cierto. Luego se
contradice (92) y sigue (iii).

(v) Si T es compacto normal lo representamos como en (93), donde {An},,5,

es la sucesién de autovalores no nulos de 7. Si ¢ € [*° (C) es

$(T) = (0) Prerity DD ¢ (M) Prer—ran)

n>1

y, por (i), ¢ (T') serd compacto sii lim, ,« ¢ (A,) = 0.

(vi) Sea T' € L(H) compacto positivo, el que representamos en (93), donde

{Antns1 € (0,+00) es la sucesién de autovalores positivos de 7' Sea
$(2) =05iz€C—{M}psr, 6) =M sin>1.¢6€1®(C) ysi
A= ¢(T) entonces A> =T. Como A =3, A Prer(r—x.1) POT (V),
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A es compacto. Sea B € L(H) también compacto, positivo y B? = T.
Sin>1y fo€ H, ||ful =1y Tfu =\, fn entonces B2f, = A\, fa-
Entonces

0= (B* = MIg) fo = (B+A/Iy) (B — AIy) fa
y, como —\y/” ¢ o (B) por ser o (B) C [0,400), i.e.
Bfn=NI"fo= Afn
y sigue asi que A = B.

(vii) Sea T' € L(H) compacto y sea A la tnica raiz cuadrada de T*T. Como

A es autoadjunto si h € H es
|Th||* = (Th,Thy = (IT*Th,h) = (A%h, h) = (Ah, Ah) = || Ah||*.

(94)

Si VAf = Tf, f € H, V estd bien definida como sigue de (94) y

la linealidad de A y T. Si g € clran A definimos Vg = lim,, o, T'f,,

donde {f,},-; es cualquier sucesién tal que {Af,}, -, converge a g.

Precisamente, como ||Tf, — Tfull = ||[Afn — Afm|| para n, m € N

existe lim, o 1 f,. Ademads, si { fn} fuere otra sucesion tal que
n>1

{Aﬁl} converge a g, como lim,,_, . (A fn— Af;l) = 0 y es valida
n>1

(94), Vg queda bién definida. Entonces V : clran A — H es lineal y
con la notacién anterior

IVoll = lim 1T/ ]| = Tim (AL = lgll

SeaU:H — H,Uh=Vhsih e clranA, Uh=0sih € (ranA)".
Como (ran A)" C kerT es (kerT)" C clranAy U |(ker)- deviene

isométrica. Mds atn, ker A C (ran A)L pues A es simétrica, es decir
kerT = (ran A)" y U |gerr= 0. Por construccién es UA = T y, ob-
servada la descomposicion H = ker T' @ clran A, sigue la unicidad de
v.d

3.33. Operadores integrales compactos.

(i) Sea p una medida o— finita sobre un espacio X, K € L? (X x X, 1 X )
y consideremos el operador

Ticf(s) = /X K(s,)f(0) du(t), f € L*(X,p), s € X.
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(1)(a) Tk € B[L* (X, )]

(i)(b) Sea a;, b; € L* (X,p) con1 <i<ny
K (s,t) = Zai(s) bi(t), (s,t) € X x X.
i=1

Entonces dimran (Tk,) < n.
(1)(c) Tk € K[L* (X, p)] -

(i)(d) Si Tk = (Tk)*, {kn},>, es la sucesién de autovalores de T repetidos

. . . 2 .
tantas veces como su multiplicidad, entonces Y o, |un|” < +o0, ie.

Tx € Lo[L? (X, p)] (V. Problema 3.34).

(i)(e) Si A € C— {0} la ecuacién Tk f — Af = g admite una tnica solucién
para cada ¢ € L? (X, p) o hay infinitas soluciones para algin tnico g
sin soluciones en los casos restantes.

(i)(f) Determinar (Tx)".
(i) Si X = [0, 1], para (s,t) € X x X definimos

(1-s)t si 0<t<s,
K(s,t) =
(1—-t)s si s<t<1

y consideramos el operador integral Tx € B[L* (X, )] como en (i),
donde ahora p es la medida de Lebesgue en [0,1].

(ii) (a) Determinar o, (Tk) -

(ii)(b) Probar que las autofunciones de Ty forman una base ortogonal de
L* (X, p).

(ii)(c) Sig(t) = Y, cn sin (n7t) estudiar la ecuacién (Tx — Mr2x) f = 9.

(ii)(d) Tk ‘(0[0,1],||°||°o) es compacto.
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(iii) Sea (X, X, ) espacio de medida finita, 1 < p < 400, k: X x X — C
medible tal que el nimero extendido

n=sup{(/X|m<x,y)\wu<y>)l/q: xex}

es finito, donde 1/p + 1/¢ = 1. Entonces la relacién

T.f(z) = /X k(o) f () du(y), felP(X,Sp),  (95)

define un operador compacto entre LP (X, ¥, u) y L' (X, %, u) . 42
Solucién

(i)(a) Si f € L*(X,u), como K € L?>(X x X, u x u) por el teorema de
Fubini resulta

/ |K(s,t)] 2du(t) < +o0 a.e. s € X.
X

Por la desigualdad de Young deducimos entonces que Tk f(s) existe a.e.
s € X. Por las desigualdades de Minkowski y de Young escribimos

([ mesor auts ) ( [ ([ mG.0s0] a) du(s)>é
< [ 1ol ([ K608 du )) du(t)

< ”f”L?(X,u) ”K”L?(XXX,uXu) ’

y sigue (iii)(a) con [Tk || < 1K1l L2 (xx o)

428i (X, %, p) es espacio de medida o - finita y [ ([ & (z,y)[" du (x))q/p dp (y) < 400,
una aplicacién directa de la desigualdad integral de Minkowski y un razonamiento analogo
al empleado en (iii) muestran que T}, € K [LP (X, X, u)] .
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(i)(b) Si f € L*(X, u) obtenemos
T f(0) = Yo (o) [ M) dute).

ie. ran (Tk,) C genra(x ) {a1, -, an}.
(i)(c) Sea {e;},; base ortonormal de L* (X, 1) y sea
eij(l‘ay) = €Z(l') ej(y)a x, Yy € Xa ia .7 € I

Entonces {e;;}, ;c; es base ortonormal de L? (X x X, u X p) . En efecto,
por el teorema de Tonelli primero y la desigualdad de Young después,
para i, j, k, h € I tenemos

/X R lei() e;(y) en(x) en(y)|d (u x p) =

- /X ei(2) ex(2)] du(z) /X en(w) ;)| duly) < 1 < +oo.

Ahora, por el teorema de Fubini deducimos

(€452 exn) = /X eila) &(0) nla) enlo) e ) = 8 By

y {€ij}; je; s un conjunto ortonormal. Si f € L2(X x X, X pu)y
fijamos j € I, por la desigualdad de Minkowski podemos hacer

( /X " (x)) h

< /X ( /X )P du(x))1/2 e5(v)] di ().

Es inmediato que y — ([, [f(z,y)[* du (:v))l/2 pertenece a L*(X, ) y
deducimos que la funcién z — [, f(x,y)e;(y) du (y) también pertenece
a L?(X, u). Ahora, si f L e;; para todo i, j € I podemos escribir

/X [z, y)e;(y) du(y)

0= {fes) = { [ fones) du)es(o) ).
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Como i € I es arbitrariox — [, f(x,y)e;(y) du (y) es nulaen L? (X, ) .

En consecuencia <f(x,y),ej(y)> = 0 a.e. z € X. Por la completi-

tud de {e;},.; deducimos que f(z,y) = 0 ae. 2 € X, f = 0 en
LP(X x X, uX p)y {eij}i jer es base. Para F' € Py(I) escribiremos
Pr a la proyeccién de L*(X, ) en gengax y{ei: i € F}y

Sea g € L*(X, ), llglls <1, 9=>",c; ai ey F € Ps(I). Entonces

I(Tx = Se)gll; = ) (T — Tr) g, e)l’ (96)

el

2

=Y 1D i (T —Tr) ey, e

iel | jel
<D Tk =Tr) ey e
il jel
Como T —Tr = (I—Pp)Tx(I—Pr) y g es arbitraria en (96) obtenemos
1T =Skl < > D KTk e, el (97)

i€l—F jel—F

Por otra parte,
(Tx ¢, &) = /X /X K (2, 9)e;(y) du(v) ex(@) dp (z) = (K, ei) (98)

paracadai, j € I. Como K € L? (X x X, x p) por (97) y (98) vemos
que Tx =limpep, (1) Sr, 1.e. Tk es limite de operadores de rango finito
y por lo tanto es compacto.

(i)(d) Por (98) y la desigualdad de Bessel - Parseval es

1K 17 gy = D WK e =D [(Tic €5, )] (99)

ijel ijel
Si Tk es autoadjunto, {,un}n21 es la sucesién de autovalores de Tk (cf.
[9], Ch. 2, §5, Th. 5.1, P4g. 46) y {e’f, . e’ﬁnn} es base ortonormal de
ker (T — Iz2(x,)) para cada n, por (99) es -0 m,, |un|” < +o0.
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(i)(e) Dado un operador compacto 7" sobre un espacio de Banach Ey A € C
no nulo entonces ran (7' — AI) es cerrado y

nul (7= M) =nul (T — \])" < +00

(alternativa de Fredholm, cf. [9], Ch. VII, §7, 7.9, page 217). En conse-
cuencia T' — A\I es epimorfismo si y solo si 7' — Al es monomorfismo.

(i)(f) Razonando como en (iii)(c), si f € L? (X, u) se obtiene
T 1) = | Ky) gla) d (o).
X
(ii)(a) Supongamos Tk f = Af, con f € L? (X, p) no nula y A # 0. Como

T f(s) = (1—8)/05tf(t) dt-l—s/l(l—t)f(t) dt

y L? (X, p) C L* (X, 1) entonces Tk f es absolutamente continua y, por
lo tanto, es derivable a.e. (cf. [24], Cap. VII, péag. 384 y ss). Resulta

d(zgf)(s):/s (1—)f(t) dt—/ostf(t) dt,

de modo que (Tk f)  también es absolutamente continua y derivable
a.e.. Ademas

d* (Tk f)
— 7l (g) = — €. X.
72 (s) f(s) a.e.s €
En consecuencia debe ser
d*f

Notemos que, aplicando (i)(e), Tk es simétrico, luego o0 (Tx) C Ry
debera ser A € R. La ecuacién caracteristica de (100) es AX? + 1 = 0.
Si A < 0 la solucién general de (100) serd de la forma

f(s) =a exp (s/\/W) + B exp (—s/\/W), a, peC.

128



Como debe ser f(0) = 0 deducimos que f(s) = 2a senh (s/\/|)\|) :

Pero ademds f(1) =0,i.e. a =0y f =0 lo que no es posible. Si A > 0
la solucién general de (100) es

f(s) =7 exp (zs/ﬂ) + 4§ exp (—zs/\/m) , v, 6 € C

Como f(0) = 0 entonces f(s) = —2id sin (s/\/X) y, como f(1) =0

entonces sin (1/\/X> = 0 (podemos suponer § # 0). Si A = 0 por (100)
ha de ser f =0, lo que no es cierto. En consecuencia

o, (Tk) = {(mr)_z, n €N},
con T (sin (snm)) = sin (snx) / (n7)®, n e N.

(ii) (b) fol exp [i (n —m) ws] ds =0 cuando n # m en N. Luego

[ contin—myms) ds=o,

de donde por integracién por partes resulta

1 1
/ sin (nms) sin (mns) ds = —/ cos (nms) cos (mms) ds
0 0

1
. sin (n7s) sin (mms) ds,
m Jo

i.e. (sin(nws), sin (mms)) = 0y el conjunto {sin (snr)/ (n7r)2}n>1 es
ortogonal. Este conjunto es base por el teorema de Hilbert - Schmidt,
el que es aplicable pues Tk es compacto y simétrico. (cf. [40], Ch. VI,

Th. VI. 16, Page 203).

(ii)(c) Sea A ¢ o (T) y (Tx — Mrz(xp) f = g, con g(t) = Yo ¢, sin (nat) .
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Si n € N debe ser

cn/2 = cp ||sin (n7s)||”> = (g, sin (nxs)) (101)
= ((Tx — Mr2(x,)) [, sin(nws))
= <f, sin (n7s) (n7r)_2> — (Af, sin (nms))

= ((nm)™2 = ) (f, sin (n7s))

Como
i ooy | S2 s O o @O Nl <-+o0

obtenemos en L% (X, i) :

Cn

f(s) = Z 1 ((mr)_2 Y sin (n7s) .

n=1

Si A =0, por (101) vemos que

ran (Tx) = {g(t) = ch sin (nt) : Zn4 len|” < —|—oo} .

Finalmente, para n € N es
ran (T — (n7r)72) ={g€ L*(X,p): (g(t), sin(nmt)) =0}.

(ii)(d) Es inmediato que Tk (C (X)) € C(X) pues K deviene uniforme-
mente continua sobre X x X. Ademds, si B¢(x) es la bola cerrada uni-
taria de C'(X), Tk (Be(x)) € Bex) pues |K(s,t)] < 1sis, t € X. En
particular, |Tx| < 1, Tx € B(C(X), |lo|l) ¥ Tk (Bo(x)) es equia-
cotado. Ahora, si ¢ > 0 sea 0 > 0 tal que |K(s,t) — K(s,t)| < € si
s —sl+[t—1] <4, (s,t), (5;5) e X xX.Si feBex)yls—s <6
en X tenemos

Tf(s) = Tf(5)] S/01|(K(8,t)—K(S',t)) f@)] dt <e,
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(iii)

ie Tk (BC( X)) es equicontinuo. Por el teorema de Arzeld Tg (BC( X))
es relativamente compacto y sigue (ii)(d).

La funcién |k|? es medible sobre X x X y por el teorema de Tonelli
tenemos

/XX|n<x,y)|qd<u><u>anM<X)<+oo.

Por el teorema de Fubini deducimos que z — [ |« (z,y)|?du (y) es
medible sobre X. Si f € LP(X,3, i), por el teorema de Tonelli y la
desigualdad de Cauchy - Schwartz es

/XXX‘/i(:C,y)f(y”d(,UXH):/X(/X|/€(x,y)f(y)|du(y)> du (z)

<ifl, [ ([ 1ot an (y>)1/q du (z) (102)

< |Ifll, 7 p(X) < +oo.

Por el teorema de Fubini (95) define una funcién integrable T}, f sobre
X. Ademas por (102) es || T, f||, < | f]l, m  (X) y, como f es arbitraria,
IT:]| <1 wu(X). Como LP (X, X, 1) es espacio reflexivo, probando que
T, es completamente continuo deduciremos su compacidad (cf. [9], Ch.
VI, §3, Prop. 3.3(b), page 173). Sea entonces {g,},, una sucesién
convergente débilmente a una funcién g en LP (X, X, 1) y veamos que
T (90 — 9)|l; — 0. En efecto, si x € X entonces

/X K (2,9) (gn (y) — g () dpu (y) — 0

pues por hipétesis y — k (z,y), y € X, pertenece a L7 (X, X, u). Por
el teorema de acotacién uniforme existe r > 0 tal que||g, ||, < r para
todo n. Si n € N obtenemos

[ 5 @) = 9 ) )] <1 L= all, < (74, )

y, como X tiene medida finita, basta aplicar el teorema de convergencia
mayorada de Lebesgue. [
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3.34. Operadores de Hilbert - Schmidt. Operadores
nucleares.

Sea H un espacio de Hilbert separable.

(i) Mostrar que el dlgebra de operadores de Hilbert - Schmidt Lo (H) sobre
H no es cerrada en L(H) y que, en general, hay operadores compactos
no pertenecientes a ella*®. (V. Problemas 3.44(ii) y 3.33(i)(d)).

(ii) Si T € L(H) es compacto, T es operador de Hilbert - Schmidt sii |7'| 1o
es, donde |T| = (T*T)"2.

(iii) Indicamos L, (H) al algebra de Banach que resulta al adjuntar una
unidad a £, (H). Dado T' € Ly (H) es oy (T') = ogymy (T) -

(iv)SiTe Ly, (H), feX(T)y f(0) =0 entonces f(T) € Ly (H).*

(v) SiT es un operador nuclear®® sobre H y {e,}, -, es una base ortonormal
de H entonces {(Te,,en)},s; € 11 (N,C) y Y07 (Tey, e,) es indepen-
diente de la eleccién de la base ortonormal.*6

(vi) Si T es un operador lineal acotado son equivalentes: (a) T es nuclear;
(b) |T| es nuclear; (c) |T["? € Ly (H); (d) tr|T| < +oo0.

(vil) SiT € L, (H), S € L(H) entonces ST, TS € L1(H) y

tr (ST) = tr (T'S).

(viii) Si T es nuclear, positivo y tr (7') = 0 entonces 7' = 0.

(ix) SiT € Ly (H), S € L(H) es [tr(ST)| < ||S||||T]|, , donde escribimos
17|y = tr (7)) -

43Indicamos £, (H) a la subclase de operadores T € L(H) para los que existe una base
ortonormal {fn}, 5, de H tal que {[[Tfn[l},>, € 12 (N,C) . En particular, puede definirse

Tl = [{IT falb s |

Con las operaciones inducidas por el dlgebra L(H) y la norma precedente, L2 (H) deviene
en un algebra de Banach involutiva no unitaria (cf. [39], Ch. 1, § 1.4, page 54).

44V, Problema 3.37.

45La clase de operadores nucleares (o traza), que denotamos £; (H), la forman todos los
operadores del tipo BC, con B, C € L2 (H).

46Por (v) queda definida la traza para A € £1 (H) mediante tr A =Y oo | (Aey,ep) .

, ya que dicha cantidad es independiente de la base considerada.
2
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(x) SiT € L, (H) entonces T* € L1 (H) y ||T|l, = 1T, - *
(xi) SiT € L4 (H), S € L(H) entonces
ISTI < USIHITH, v TSIy < ISTIT; -

(xii) La clase Ry (H) de operadores de rango finito estd contenida en £, (H).
Solucién

(i) Si T es un operador compacto autoadjunto sobre H, por el teorema
espectral es inmediato que 7' € L, (H) sii la sucesién de autovalores no

nulos de T, contados tantas veces como su multiplicidad, pertenece a
?(N,C).

(ii) Como Ly (H) es un ideal en L(H) la condicién es suficiente (cf. [11], Ch.
XV, (15.4.8), page 335). Por otra parte, si {f,},~; es base ortonormal
de H tenemos -

IT fall* = (T fa, Tfu) =TT fus fu) = (ITV far fu) = NIT| full*

de donde sigue la necesidad y, en particular, que ||T'||, = |||T[]], .

(iii) Dado A € pg;a) (T') existen tnicos S € Ly (H) y p € C tales que
(S, 1) - (T, =2) = (T, =A) - (S, p) = (0, I ).
En consecuencia A # 0, u = —-\"1ly
ST—AS—A'T=TS—-X'T—-AS=0.
Escribiendo V = S — A 'Idy tenemos
(T — Mdy)V =TS — \"'T = \S + Idy = Idg,

V(T — Mdy) = ST —\S — \"'T + Idy = Idy.

47Gi O es la clase de bases ortonormales de H y T € £, (H),

IT]ly = sup {Z (T frsgnd| = {fntnsis> {gntnsi € 0} :

n=1

Luego (L1 (H),||o]|;) es un espacio normado. Mds atn, (L1 (H),||o||,) es espacio de Ba-
nach en el que el subespacio de operadores de rango finito es denso (V. [17], Ch. I, §2.4,
page 47).
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Por otra parte, como Ly(H) es un sub-ideal de K (H), 0 ¢ pra) (T) -
Dado v € ppp) (T) escribimos U = v 'Idy + (T — vIdyg)~'. Pero

U(T —vldy) =v'T=U=v'T(T —vidy) ",

i.e. U es operador de Hilbert - Schmidt pues Lo (H) es un ideal que
contiene a 7. Asi obtenemos

(T, —v) - (U, —1/*1) = (U, —1/*1) (T, -v) =(0,1),
le. v € PL,(H).

(iv) Sea T € Ly(H), f € X(T), v un contorno de Cauchy que contiene al
espectro de T en su interior. En (x) hemos observado que

2z dg + (T — zIdg) ™ € Ly (H)
si z € prm) (T') . Podemos escribir

1 _
fT)=—5- [f(2) (T — 2Idy) ™" + 27" Idy] dz+ f(0)Idpy.
vy
Si f(0) =0, como Ly (H) es cerrado, sigue la afirmacién.
(v) Sea A € £,(H), A = C*o B, con By C operadores de Hilbert -
Schmidt. En primer lugar, si {e,},; es base ortonormal de H basta
observar para cada n la desigualdad

[(Aen, en)| = [(Bew, Cen)| < ||Beal| |Cenll < (| Beall” + || Ceall”) /2.
Ademas
(B = C)enll” = | Beall” + [|Cenll” — 2Re {Aen, en)
de donde

1B —Cll; = IBll; + ICll; — 2Re Y _ (Aeq, en),

n=1

es decir Re ) " | (Ae,, e,) es independiente de la base. Como —iA es
también operador traza y

Re Y ((—iA) (ie,) ,ie,) = Re (—z’ > (Aey, en)> =Tm ) (Ae,, e,)

entonces Im ) "> | (Ae,, ;) tampoco depende de la base.
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(vi) Si T € L(H) escribimos T' = U |T'|, donde U es una isometria sobre
(ker (T))" y ker (T) C ker (U) (V. Problema 3.32(vii)). Dado g € H,
como H = (ran|T|)" @clran |T|, hay una sucesién {g,} -, € H'y
g € (ran|T|)* tales que g = § + limy_s o0 |T| gn. Si f € H obtenemos

(U'Tf,9)=(Tf,Ug) (103)

= lim (Tf,Tg,) = lm (T f,g,)

n—-+o00 n—-+o0o

= lim (|| f,|T|gn) =T\ f,9— 3 = (T| f,9),

y como f, g son arbitrarios tenemos |T'| = U*T. Si T € L, (T) escribi-
mos T = AB, A, B € Ly (H). En consecuencia

IT| = U*(AB) = (U*A)B, U*A, B € Ly(H)

y (a) = (b). Ahora, sea |T| = D*C, C, D operadores de Hilbert -
Schmidt, {e,},.,; base ortonormal de H. Para cada n es

2
|71 e = (T en, 0) = (Cen, Den) (104)

< [ICenll 1 Deall < (ICeall* + || Denll®) /2,
ie. {H|T|1/2 én } o € ?(N,C) y (b) = (c). Claramente (c¢) = (b) y

de las igualdades en (104) sigue (¢) < (d). Finalmente, de la repre-
sentacién polar de T' se deduce (b) = (a).

(vii) V. [17], Ch. I, §2.3, Lemma 4, page 41.
(viii) Sigue del teorema de representacién espectral de 7.

(ix) Sean S € L(H), T nuclear. Como |T| es compacto positivo existe
{en}, >, base ortonormal de H y {p,}, -, sucesién de autovalores de |T'|
(repetidos tantas veces como su multiplicidad) tal que [T'|e, = p, e,
para cada n (cf. [42], Ch. 12, Th. 12.29, page 312). Como T = U |T|,
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donde U es una isometria sobre (ker (T))" y ker (T) C ker (U), tenemos

tr (ST)| < ) {STew, ea)l = Y [{|T | en, (SU)" €n)]

n=1

= pullen, (SU) ea)l < ISUINY_ pu < ISIITI, -

n=1 n=1

(x) Claramente 7™ es nuclear si T lo es, en cuyo caso |||, = |77, -

En efecto, por (103) es (U*U |T| f,g9) = (|T| f,g) para cualesquiera
[, 9 € H,i.e. U'U = P,y |- En consecuencia (U |T| U*)? = TT*, i.e.
U|T|U* =|T*|. Si {e,},, es base ortonormal de H obtenemos

o0

Tl =Y {IT|U%en, Uten) < 1Ty

n=1

y, por simetria, sigue la afirmacién.

(xi) Sean T € Ly (H), S € L(H), U, V isometrias parciales tales que
ST =U|ST|y T = V|T|. Como |T| es compacto positivo hay una
base ortonormal {e,}, ., asociada a la sucesién de autovalores {p,}, -,
del mismo. Razonando como en (vi) obtenemos -

ST, = Z (|ST | en, en) = Z (U*STey, en)
n=1 n=1
= Z (SV|T|en,Uen) = an (SVen,Uen) < ||IS|| T, -
n=1 n=1

Ahora por (x) es [ TS|, = [[S*T*([, < [[S*[ 1Tl = ST T, -

(xii) Dados g,h € H sea (g®h) f={f,h)g, [ € H. Bastard ver que
g®h € Ly (H). Como (g®h)* = h®g es

Q| = llol - h R
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y los autovalores de este operador compacto positivo son cero y ||g||” || k]|

9 @] = gl 1] Pon, e tr (@) = lgll 1] v sigue

la afirmacién. O

de modo que

3.35. Propiedades espectrales de limites de operadores
compactos.

Sea E espacio de Banach complejo de infinitas dimensiones, {u,},-, una
sucesién de operadores compactos que converge en L (E) a un operador u.

(i) Para cada subconjunto acotado A de E el conjunto A = U,>1 tn (A) es
relativamente compacto. -

(i) Si A ¢ o (u) existe r > 0 y un entero positivo ny tal que para n > ng es

D\r)No(un) =0y (un — CIg)~" o (u-— ¢Ig)~" sobre D (A,r).

(iii) Sea (Ay),,; una sucesién tal que A, € o (u,) para cada n. Si A es punto
adherente de (), entonces A € o (u).

(iv) Si A € o (u) — {0} existe s > 0 tal que D(),s) No(u) = {\} y para
toda sucesién estrictamente creciente (nj)j>1 de enteros positivos es
D(X, s) No (uy,) # 0 salvo un nimero finito de js.

(v) Si A € o (u) —{0} existen ¢ > 0y n; € N tales que D\ t)No (u) = {\}
y 0D\ t)No (u,) =0 sin > ny.

Solucién
(i) Seae > 0, R > 0 tal que A C B(0,R) y n € N de modo que
[t — unl|| <e/(BR) si n, m>n.

Como u (A) es totalmente acotado sea f € Py (A) tal que

u(4) € | Bu(f),</3).

fer

Dado g € Asea f € F tal que ||u(f) —u(g)|| < /3. Sin > 7 escribimos
[ua(f) — un(9)Il < ll(ua —w) (NI + llu(f = Ol + [[(u = un) (9)]l

< lua = wll [[fIl +&/3 + [lu — uall lg]] <&,
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ie. Upsatin(4) € Uyer B (ua(f),/3). Como UP_, un (4) es total-

mente acotado concluimos que A también lo es. Por la completitud de
E sigue (i).

(ii) Como uy = u — Al es inversible existe 7 > 0 tal que
B (uy, 2r) CU(L(E)).

Sea ngy € N tal que [|u —u,|| < 7 paran > ng. Si (A=(| < ry
n > ngyy tenemos

[unc = urll < llu = unll + A = ¢ < 2,

i.e. D(\,7)No (u,) = 0. Puesto que

Ung =g = Uy 0 (u—wn) oug’

obtenemos
[ = v | < [ g e — [ | (105)

Por la continuidad de la aplicacion resolvente
Ry:p(u) = U(L(E), R, (¢)=u;", C€plu),

y por la compacidad de D (\,r) existe K > 0 tal que HUEIH < K si
IC— A <r.Sea0 < <1ymng> ng tal que ||u, —u|| < 0/K para
n > ng. En tal caso escribimos

-1

el = HUZIO ((un —u)oug" + I) (106)

< g || (= w) 0 " + 1) ™

<HUEIIIZH un —u)oug )"

< Nl — ™ ot < K/ (1-0).
m=0
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Por (105) y (106), para n > ng y | — A| < r tenemos
Jume —ug | < K2/ (1= 0) Jlu— ua

y sigue (ii).

(iii) Podemos suponer A # 0 y A = lim, ,, A,. Mds atin, para cada n
existe f, € FE unitario tal que u, (f,) = A, fn. Por (i), hay una
subsucesién {un, (fn,)}ps; de {un (fn)},>; convergente a un elemen-
to g € ol [U,s; un (BE)T, donde Bpg es la bola cerrada unitaria de
E. Luego g/\ = lmy_, o [tn, (fn,) /Al 1-€- fn, — g/A. Por lo tanto
u(g) /AN =gy A es autovalor de u.

(iv) Escribiremos E = F(A\) @ N (A), donde E (A), F (\) son subespacios
cerrados u— invariantes y sea K = k(u, \) entero positivo minimo tal
que uf |noy= 0 (cf. [12], Cap. XI, §4, (11.4.1), p4g. 316). Indicaremos
u1 y us a las restricciones de u a F' (\) y N (\) respectivamente. En par-
ticular, u; € U(F (X)) y, para ¢ € Ctal que 0 < [ — A| < Hul_/l\H_l,
se puede escribir

K n—1

[o.°] " U
ug' =uiituge =y uh T (A=) ﬁ (107)

n=0 n=1

Sea A€o (u)—{0},0<s< Hufi”fl tal que

D(\,s)No(u) ={A}.
Supongamos existe una sucesién estrictamente creciente (n;);,, de en-

teros positivos tal que D(),s) N o (unj) = () para cada j. Dado j > 1
resulta

/C o (un; — CI) ™ (C=N)"" d¢ = 0. (108)

Por otra parte, reemplazando n por n; en (105) y D (\,7) por D(}, s)
en (106) tenemos (u,, — CIE)_1 o (u— CIg)~" sobre dD(), s). Ha-
ciendo j — 400 en (108) resulta

I S R SR Vel (109)
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Por (107) y (109) obtenemos
K
0=—>) upy! / (€= d¢ = —2mi ufy.
n=1 |C—)\|:S
Pero ugj\l # 0 por el cardcter minimo de « y sigue la afirmacién.

(v) Si A € o(u) — {0} sea t > 0 tal que D(\,t) No (u) = {\}. Si para
infinitos n’s fuere OD(\,t) N o (u,) # () habria una sucesién estricta-
mente creciente (n,) ., de enteros positivos tal que un, (f) = pp fp,
con (A—pp| =ty ﬁpr = 1 para cada p. Por la compacidad de la
circunferencia, pasando eventualmente a una subsucesién de (np)p>1,
podemos suponer que existe g = lim, o, p1,. Por (iii) resulta u € o (u)
y |A — u| = t, lo que no es posible. O

3.36. Puntos y operadores de Riesz.

Sea E espacio de Banach complejo, u € L (E).

(i) Si A1, A son puntos de Riesz*® distintos de u entonces N (A1) C F (\2)
y F (A2) = N (A1) D (F (M) N F (X))

(i) Sea u es operador de Riesz*®, € > 0. Entonces F. = {\ € o (u) : |A| > ¢}
es finito. Sea p, la proyeccién de E sobre N (\), A € F.. Si

entonces o (v.) C D (0,€) y, en consecuencia, 7, (v.) < €.

(iii) Si IC (E) es la clase de operadores compactos sobre E' y u es un operador
de Riesz sobre E entonces lim,, 4, dist(u", K (E))Y/™ = 0.

Solucién

48Un punto de Riesz de u es un elemento aislado A € o (u) tal que: es posible representar
E como suma directa de subespacios N (A) y F'()\), ambos u— invariantes. Ademds F ()
es cerrado, N (A) es finito dimensional y, si ux = u — Alg, entonces u, | N(x es nilpotente
y ux |F(n) es homeomorfismo.

49 Operador de Riesz es todo elemento de £ (E) tal que todo elemento no nulo de su
espectro es punto de Riesz.

140



(i) Sean A;, Ap puntos de Riesz distintos de u, f € N (A\;). Hay tnicos
fi € N(Xy), fo € F(X) tales que f = f; + fo. Existe un entero
positivo k), tal que u';;z Inoo)= 0, de modo que u;22f = U;;zfg en
F (Az) . Como uy, |r(r,)es homeomorfismo f = fo y f € F()2), o sea
N (A1) € F (Xg) . Luego (i) sigue enseguida.

(ii) De (i) sigue que si Ay, ..., A, son puntos de Riesz distintos de u entonces

E= (N (Al)@...@N(An)) @ﬁ]F(Aj).

Sie > 0 podemos escribir entonces v. = uoPg,, donde F, = Nyep F (N).

Sea |¢| > €, h € E'y consideremos la ecuacién v, g = h. A fortiori debe

ser g = Py.g + Pr.g, con N; = @, .. N (A) . En consecuencia
h=(u—C(Iz) Pr.g — (P9,

y deberd ser Py,g = —( 'Py.h. Notando que u¢ |z U (L (F.)) obte-

nemos v, € U(L(E)) y ’UE_CI = (u¢ |g:5)_1 Pr. — (1P

(iii) Dado € > 0, por (ii) podemos escribir u = v, + w,, donde w, es un
operador de rango finito y r,, (v.) < e. Entonces para cada entero
positivo n es u™” = v +w (g,n), con w (e,n) € K (E) y

dist(u", K (E)) < [lu" = w (e, n)|| < [0

Luego o
1My, o dist (u™, K (E))Y™ < 7y, (v.) < €

y por ser ¢ arbitrario sigue la afirmacién. [J

3.37. Sobre el calculo funcional de Dunford - Riesz.

(i) Sea B un &lgebra de Banach unitaria, b € B nilpotente. Caracterizar las
funciones f € X (b) tales que f (b) = 0. %

(ii) Sea d € N, T € L (C?) . Caracterizar los elementos f € X (T) tales que
f(T)=0.
50En este problema, X (b) es la clase de funciones analiticas en un entorno de o (b). Si

g € X(b), g(b) es el elemento de B asociado por el célculo funcional de Riesz (también
conocido como célculo de Dunford, v. [15]) a by g.
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(iii) Con la notacién de (i), si f € X (b) y g € X (f(b)) entonces go f € X (b)
y (90 f)(0) =g (£ (b))

(iv) Sea X espacio compacto y consideremos el espacio de funciones conti-
nuas complejas sobre X, C'(X), con la estructura de espacio de Banach
usual. Si f € C(X), F € X(f), entonces F (f) = F o f en C(X).

(v) Si E es un espacio de Banach, T € L(E) y f € X(T) entonces
F(O)" = F(T),
donde f(z) = f (2z) para cada z tal que Z pertenece al dominio de f.

(vi) Si H es espacio de Hilbert y A € L(H) es normal entonces f (A) es
normal para todo f € X (A).

(vii) Sea A una C* dlgebra con unidad e, p, ¢ € A proyectores tales que
p+qg=e,a, b€ C, n=ap+bg. Entonces n es normal y si f € X (n)
es f(n)=f(a)p+ f(b)g

Solucién

(i) Sea b € B nilpotente, f € X (b) tal que f (b) = 0. Entonces o (b) = {0}
y, por el teorema espectral,

{0} =0 (0) = 0o (f(b)) = f (o (b)) = F({0}) = {F(0)},

ie. f(0)=0.S510 tiene multiplicidad m € N como raiz de f se puede
escribir f(z) = g(z), con g analitica en una vecindad de cero y

9(0) # 0. Ahora O = f(b) = b™ g(b). Si g(b) = 0 seria, por el mismo
razonamiento anterior, g(0) = 0, lo que no es cierto. Entonces g (b) # 0
yo(g®) =g(o(®) ={g (0)}, ie. g(b) € U(B). Luego b™ = 0y,
en consecuencia, m es no menor que el indice de nilpotencia de b. En
definitiva, si n denota tal indice y f € X (b), podemos concluir que
f(b) = 0sii f tiene en cero una raiz de multiplicidad > n.

(ii) Consideremos la forma de Jordan de T (cf. [27], Cap. 10, pag. 226).
Esta forma es una entre un nimero finito de posibles representaciones
matriciales diagonales por bloques de 7', digamos

JU (T) = [Jl/,l ) ey Ju,s,,],
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donde v € N esta determinado por 7. Fijemos una tal representacion,
es decir, una posible forma canénica de Jordan. Cada J,; es una ma-
triz cuadrada con un escalar fijo en la diagonal y unos en la diago-
nal superior paralela a la diagonal principal. Luego podemos escribir
Jyg = Al +Myy, con A, € Cy M, una matriz idempotente (bloque
de Jordan correspondiente al valor propio A\,; de T'). Si f € X(T)
tenemos

f([JI/,l [N Jl/,s./]) = [f (Ju,l) [ f(JI/,Su)]'

En consecuencia, si f(T) = 0 ha deser f(J,;) =0, 1 <1 <s,. Més
generalmente, si A € C, 9t es un idempotente con indice de nilpotencia x
y F': U — C es una funcién analitica en un entorno de A, F(AI+91) =0
sii F' tiene en A un cero de multiplicidad > k. En efecto, es inmediato
que la condicién es suficiente. Ademas, si u # 0,

k—1

) ==Y
§=0

y, por el teorema espectral, o (Al +9) = {A}. Si ¢ > 0 es tal que

D (A\,e) C U obtenemos

FO+M) = L / F(2) (zI = M +9)"" dz
|z—A|=¢

™

Jj=0

B
|
—_

W =Tt (F,N) (M),

<.
I
o

donde Ty,_1 (F, A) es el polinomio de Taylor de F' en A de grado k—1. En
consecuencia, si F'(AI +91) = 0 entonces N es anulado por Ty, (F,\).
Como el polinomio minimal de O tiene grado x debe ser T),_1 (F,\) =0
y sigue la necesidad. Concluimos entonces: si f € X(T), f(T) = 0 sii
los autovalores de 71" son ceros de f, cuya multiplicidad es no menor
que la de cada autovalor como raiz del polinomio minimal de 7.
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(iii) Sean f € X(b), g € X(f(b)), V entorno de o (b) y W entorno de
o (f(b)) sobre los que f y g son analiticas respectivamente. Entonces
gof :Vnf W) — Ces analiticay VN f1 (W) es entorno de
o(b),ie. gofeX(b). Sea Q = {w;},,., un sistema positivamente
orientado de curvas rectificables infinitamente diferenciables (spocrid)
en W — o (f(b)) tal que n(Q,w) =1siw € a(f(b) yn(Q,w)=0si
w ¢ W (cf. [8], page 195).5' Entonces

1

" omi

o () = 5 [ atw) (we—FO)™ v, (110)
Q

donde e es el elemento neutro de B. Anadlogamente, sea I' = {7]-}1<j<m

un spocrid en V N f~H (W —UQ) tal que n(I',z) = 1siz € o(b) y

n([,2)=0siz¢ VN f (W —-UQ). Para cada w € UQ es

(we—FB) " = —— [ (w=f(z)" (ze—b)"" de. (111)

2T T

Notando que z — (ze — b) " es continua sobre VN f~1 (W — UQ)—o (b)
y que UI' x UQ es compacto la funcién continua

(z,w) = g (w) (w = f(2)) " (ze =)

deviene uniformemente acotada para (z,w) € Ul' x UQ. Finalmente,
por (110), (111), el teorema de Fubini y la férmula integral de Cauchy

51Como es usual, n (y,w) indica el indice de una curva 7 respecto a un punto w ¢ -,

dado por la integral
1 dz
o

27 Z—w

Con la notacién de (ii) se define

n

n(Qaw) = Z?’L(Wj,UJ), w ¢ U?:lea
j=1

y Q se dice que es un sistema positivamente orientado si n (2, w) = 0 o 1 para cada w.
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obtenemos

o O) = =5 [ atw) [0 =G e =) " de
= —4%# : (ze — b)_1 /Qg(w) (w— f(z))_1 dw dz

=L [ e—0)g(f (2) dz= (g0 1) b).

=i /.
(iv) Sea f € C(X), F € X(f), v € X. Notamos que o (f) = f (X) y, para
z¢ o(f), (z1—=f) " (z) = (z— f(z))"", donde 1 indica la funcién

constante = 1. Si ¥ es un spocrid respecto al dominio de F'y a o (f)
sigue (iii):

FO@= (55 [FOE1-" &) @
- [FOG-rE@ d= P )

(v) Si A C C indicaremos A* = {z: z € A}. Como o (T*) = o (T)", dada
f € X(T) es facil ver que fe X (T*). Ahora, si Z = {n,},.,.; €s un
spocrid respecto al dominio de fy a o (T), digamos Z* = {9} } <,
entonces o

F(r) = % /E*ﬁz)(zfp —T% " dz
./E*f(z) (zIg—T)" d(—z)>*
[ @i -1 aw) =@y
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(vi) Sea A € L(H) normal, f € X(A4). Si ® = {@k} <<, € un spocrid
respecto al dominio de f y a o (A) entonces f(A) = fi(A) +...+ f(4),

donde
1
fr(A) = f( ) (2Iy —A) 'dz, 1< k<n.
2mi
Podemos suponer que f; (A) , - fn(A) conmutan entre si y probar

que cada uno de estos operadores es normal. 52Sea
F(2)=f(z) (zlu = A)", z€ ¢
y ag : [0,1] — C es una parametrizacién de ¢y, 1 < k < n. Fijados k y

T € H es

2

el = | 55 [ F o 0) 2 don 0 (112

=~ lim ||Sx ((F o ax) 2, a) ||,

donde S, ((F o ax) z, a;) indica sumas de Stieltjes respecto a una par-
ticién 7 de [0,1]. Fijada 7 = {t;},,., podemos escribir

Sy ((Foag)zx,ag) ZF ai (75)) x (ag (t;) — ak (tj-1)),

con tj_; <7; <1; 1< 7 <n, Indicando para tales indices
Azj = ag (t;) — ak (tj-1), & = ax (1)
tenemos

1S (Foa)map)l*= > f(&)

1<s,5<n,

) Az AZ; <Aé1x,Agjlx>.

(113)

52Gea A un édlgebra de Banach con unidad e € A, a € Ay o (a) = F{ UF;, con Fy, F
partes cerradas, disjuntas y no vacias. Hay entonces un idempotente b € A tal que si
a1 =aby ax =a(e—0) entonces a = a1 + a2 y a1 az = as a; (cf. [9], Ch. VII, §4, Prop.
4.11(b), page 204).
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Para cada par i, j, por la normalidad de A podemos escribir

<Agilx, Agjlx> <A%;1A;:U, :E> (114)

<<A&. A;)_lx,x> - <(A;_ A&)_lx,x>

<A;1A%ﬂa;x>::<A%ﬂx,A54x>.

Por (113) y (114) es

N 2

S TE) Az e

i=1

157 ((F 0 ag) 2, ax)||” = (115)

y por (112) y (115) obtenemos
2

1fx(A)z|” = - Wﬂa@m—mﬂxw

1
472

- 2
= |[Fe@)a|| =I5y =),
Luego fx(A) deviene normal y sigue la afirmacién.

(vii) Como pg = gp = 0 obtenemos n*n = |a|> p+|b|> ¢ = nn*. Suponiendo
que p y ¢ son proyectores no trivialesy p+ ¢ = e es

o(p)=0(q) ={0,1}.
Escribiendo n = b e+ (a — b) p, por el teorema espectral o (n) = {a, b} .
Para z € C tal que |z —a| > |a — b| es valido el desarrollo de Laurent

e+q§;<3:2>1.

Dada entonces f € X (n), si v es una curva suave cerrada simple que
contiene a a y b es su interior, tenemos

e =)= 50 p= | [ £ e ] p= fle)

Andlogamente f (n) ¢ = f(b) ¢y sigue la afirmacién. OJ

(ze—n)'=(z—a)"
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3.38. Representacién de operadores acotados sobre es-
pacios de Banach con espectros desconexos. Con-
tornos de Cauchy. Proyectores espectrales.

Sea (E, ||o||) un espacio de Banach complejo.

(i)(a) Si B € L(F) y 0 (B) = F1 U Fy, con Fy, F, cerrados, disjuntos y no
vacios, hay subespacios topolégicamente complementarios Ey, Fy de E
invariantes por todo operador que conmute con B.

(i)(b) o (B |g) = Fi, i =1, 2.
(i)(c) Hay un operador inversible C : E — E; @ E tal que

COBOCilzB‘EI@B‘EQ.

(ii) Sea T € L(E), C un contorno de Cauchy>® contenido en p(T).
(ii)(a) Si o (T) C int (C) entonces [, (T — zIp)”" dz = —2mi I.
(ii)(b) Si o (T) Cext (C) y 2o € int (C) entonces

1
(T — Z()IE)_l =

= 2—7” C(Z — Zo)_1 (T - ZIE)_I dZ

(iii) Sea A punto aislado en el espectro de un operador 7' € L(FE), P(T,{\})
el proyector espectral* asociado a Ty a {\}. Entonces

ran (P(T, {\})) = {f € B Ty ||(T = Mg)" f]|/" = o} .

53Un contorno C de Cauchy es el conjunto de curvas que conforman la frontera de un
dominio D de Cauchy, orientadas de manera que los puntos de D quedan a la izquierda
de estas curvas conforme son recorridas. D es una unién finita de dominios elementales de
Cauchy cuyas clausuras son disjuntas. Ademas cada dominio elemental de Cauchy es un
dominio acotado cuya frontera es la unién disjunta de un nimero finito de curvas de Jordan
(i.e. cerradas, simples, rectificables). Se define int (C) = D y ext (C) = C— (DU C).

54Ge llama conjunto espectral de un operador T a todo subconjunto A del espectro que
es clopen en C. Si C es un contorno de Cauchy que separa a A, i.e. o (T)Nint (C) = A, se
define el proyector espectral asociado a T en A como

1

P(T,A) = —5— ; (T — 2Ip)™" dz.
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(iv) Sea A conjunto espectral de un operador T' € L(E), A € A, j € N.
Entonces ker [(T - )\IE)j] CranP (T,A).

Solucién

(i)(a) Sea B € L(F) tal que o (B) = FiUF5, con Fy, Fy cerrados, disjuntos y
no vacios. Sean Gy, Gy abiertos disjuntos tales que I} C Gy, F5 C Gs
y sea © un spocrid asociado a F; y G;. Entonces »g, € X(B) vy,
como g, = g, entonces g, (B) es idempotente. Luego basta hacer
E, = ran (g, (B)) y B2 = ran (Ig — s, (B)). Sea C € L(FE) tal que
BC = CB y veamos que C (E;) C E;, i =1, 2. En efecto,

1

e, (B) = 5 /@ s (2) (2Ip — B) ™ dz,

el operador T'— C' o T en L(E) es continuo y como C' conmuta con B
también conmuta con (zIg — B) ™" si z € p(B) . Luego

Coxg, (B) =56, (B)oC
y F; es C'— invariante. La conclusion sobre Ey es ahora inmediata.
(i)(b) Podemos considerar B |g,€ L(E;), i =1, 2. Como
B |g,= Bo g, (B), B |g,=Bo(Ig— g (B))
por el teorema espectral es

0 (B |g) = [276,(2)] (0 (B)) = F,

0 (B |g,) = [z (1 = 56,(2))] (0 (B)) = F2.

(i)(c) Sea C : E — E1 @ Es, C(x) = 56,(B)x @D (v — »¢,(B)x), = € E.
Entonces C' es lineal, acotado e inversible, con inverso

c! (y@z) =y+z2 ye€kE, 2z Es.
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Con esta notacion tenemos

(CoBoC™) (y@z) =(CoB)(y+2)

= (B |p)yEP (B |p,) 2

— (Bln ®BIs) (1D-).

(ii)(a) Sea C un contorno de Cauchy contenido en la resolvente de un
operador T € L(F). Supondremos sin perder generalidad C = 0D,
donde D es un dominio de Cauchy elemental. Si ¢ (7') C int (C) en-
tonces C' se realiza como un numero finito n de curvas cerradas sim-
ples contenidas en p (7). Si n = 1 entonces C' es homotGpicamente
equi-valente, en p(7), a cualquier curva cerrada simple que la con-
tenga en su interior. Para |z| > p(T) es vélido el desarrollo de Laurent
(T — 2Ip)"" = - S e 2 P TE (cf. [2], Ch. 1, Th. 1.13 (d), page 16).
Por la analiticidad de la resolvente, si r > 0 es lo suficientemente grande
podemos escribir

/C(T — 2Ig)"" dz :/ (T — 2Ig)~" dz

|2|=r

= 27 Zres [z, z2=0] TF = —27i I.
P

Podemos suponer C = C, U ... UC,,, con n > 1. Entonces

/(T—ZIE)_1 dz:Z<€j/ (T — 2Ig)"" dz,
¢ j=1 Cj

donde £; = £1 segin sea la orientacién de C;. Las integrales sobre
curvas cuyo interior es disjunto con o (T') son cero por la analiticidad
del integrando. Precisamente, tales curvas constituyen las fronteras in-
ternas de D, el cual es un dominio acotado con n — 1 agujeros. Por ello,
nos remitimos al caso anterior y sigue la tesis.
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(ii)(b) Sigue por la férmula integral de Cauchy.
(iii) Sea T € L(E), A € o (T) punto aislado, f € E tal que
My o0 [[(T = Mg)" £ =0
Sir > 0estal que DI\, 7)No(T)={A\}y|z— Al =r escribimos

1

(T—2Ip) ' f=—(z-N"(Ie— (=N (T~ Ng) f

==Y (z=N"" (T -Xp)"f.

Por el criterio de la raiz la serie anterior es absolutamente convergente

y podemos escribir
1
P(T,{\}) f=—-—— (T — 2Ig) " dz

2m1 |[z—A|=r

2 =0](T - Mg)" f= .

M8

n=0
Por otra parte, si g € £y n € N tenemos
n 1 n -
(T = Mp)" P(T,{\}) g = —— . (z—=N" (T — zIg)"" g dz.
z—A|=r
(116)
Es vélido el desarrollo de Laurent
(T — zIg)” g—ZSmg (z=AN)"™ 0<|z—A <,
MEZ
donde para 0 < s < r y m € Z escribimos
1

27”’ [z—A|=s

Smg = (T —z2Ig)" (z—=A)""""gdz (117)

Fijado m € Z negativo y 0 < s < r obtenemos

Ismall = o [ (0= O+ e 1) g e o)™ ]



Por (116) y (117) es

Ty o0 [[(7 = )" P (T, AN} gl = T o0 |1 S_n-1g]| /"

|[z—Al=s

1/n
< lim,_se0 ( max H(T - zIE)_lgH s”+1> =s.
Como s es arbitrariamente pequeio sigue (iii).

(iv) Como Y, = ker [(T — M) ] es T— invariante bastara que
o (T |uj7uj) < A

(cf. [2], Ch. 1, Prop. 1.28, page 31). Pero (T — M)’ lu;1,= 0y, por el
teorema espectral,
{0} =0 (T = Mp) lu,)) ={n—=2 neo(Tlyu)}

oseao (T |yu)={}yAreA O

3.39. Medidas espectrales y operadores de multipli-
cacion.

SiT esun espacio topolégico, indicaremos B (7) a la o— dlgebra de Borel
de T. Si p € B(C) es regular con soporte compacto sobre C escribiremos
N, f(z) = 2f(2), z € C, f e L[L*(C,B(C),u)], de modo que N, es un
operador normal sobre L% (C,B (C),u) y o (9,) = supp (u). Sea (X, X, u)
espacio de medida o— finita, ¢ € L™ (X,X,u), My € L[L?(X,%,u)] el
operador Myf =¢-f, f€ L*(X,%,p).

(i) o (M,) = supp (u) .

(i) & (M) = M.

(iii) Si E (M) es la medida espectral’® de My es E (My) = E (M) o™
)

5Gea Y espacio compacto Hausdorff, H espacio de Hilbert, p : C(Y) — L(H) una
representaciéon. Hay una dnica extensién de p a una representacién ¢ : B (Y) — L(H),
donde B (Y) es el algebra de funciones borelianas acotadas sobre Y. Si A € B(Y), la
relacién E (A) = p(3¢a) define una medida espectral sobre la o— &lgebra de Borel de YV
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(iv) Para A € B (0 (M,)) es E (My) (A) =M.

o l(ay'
Solucién
(i) Si a € p(M,) sea ¢ > 0 cota inferior de N, — ol > (¢ B0y ). Veamos que
existe un entorno abierto V de « tal que i es nula sobre subconjuntos
compactos de V. Sino para cada n € N existe K,, subconjunto compacto
de D (a,1/n) de p— medida positiva. Sea 0 < r, < 1/n tal que
~1/2

K, C D (a’a Tn) s fa =1 (E (aa Tn)) XD (a,rn)
Para todo n resulta || f,|l, =1y
0<c<|Nufu—afull, < < 1/n,

lo que es imposible, i.e. supp (1) C o (N,). Ahora, si § ¢ supp (p)
existe » > 0 tal que p es nula sobre subconjuntos compactos del dis-
co D (B,r). Por la regularidad de p es (D (B8,7)) = 0. La relacién
Sg(z) = g(2)/(z—B), g € L*(C,B(C),u), z € C, define un ele-
mento u— medible tal que

Lo an= [

i.e. Sg € L? (C,B(C), u). Deducimos que g — Sg es funcional lineal
acotado y So M, =N, 085 = I2¢c50),u)-

(i) Dados g, h € L* (C,B (C) , 1) tenemos

©O)eh) = [ od(E),,

U(‘nu)

IO ey < ol
Z—ﬂ M z) =T g2a

(Myg, h) = / 6(2) - 9(2) - h(z) dp(2).

supp(u)

de modo que p(u) = [, u dE para cada u € C(Y). En particular, si g, h € H escribimos
Egn(A) = (E(A)g,h) y {Egn}, hep e una familia de medidas complejas de variacién
acotada. Sea N operador normal sobre H, C* (N) la C*— &lgebra unitaria generada por
N,7: C*(N) - C(X(N)) la transformada de Gelfand de C* (N), donde X (N) es el
espacio ideal maximal correspondiente. En particular, ~ = “(N) y = es un isomorfismo
isométrico. Queda inducida la aplicacién py (v) =="" [v o JV] , v €C(o(N)). pn define
una representacién de C (o (N)) en L(H) ala cual hay asociada una tinica medida espectral
Ey de manera que py (v) = fa(N)v dEy para cada v. Se escribe py (v) = v(N) y, en
particular, N = fa(N) z dEn(z) (cf. [9], Ch. IX, §2, 262).
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Por (i) bastard ver que

d(Bx,),, = 9(2) - h(z) du(2). (118)

Evidentemente tanto 91, como M, son operadores normales. Sabemos
que d (Esn”) n s la Unica medida tal que

{pm, (u) g,h) = /m d (Ex,) ont WE Co (M), (119)

donde py, (u) = Ol (u o ‘ﬂu> para cada u. Fijada u probaremos en-

tonces que py, (u) g = v - g. Tendremos luego

/s oo (2) - 9 (2) - b(2)dp (2) = / upp(u)-”l (u o ‘ﬁ;) g - h(2)du (2)

= (P, (u) g, h)
y, por (119), seguird la afirmacién. Ahora, si v () = ¥, k € Ny,

= oo (8o (oo -0
Anélogamente, si w (z) = 2", h € Ny,
o) = () = e =

fe. Tt (v o ‘ft\u) g=72z"-g=w-g. Como supp (1) es compacto C|z,Z]
es denso en C (supp (1)) . Siu € C (supp (p)) es limite uniforme de una
sucesién de polinomios complejos {p, },~, escribimos

[ (we M) g—u-g| < llwa—u)-gll,+

A (oo

< [lpn = oo + | o = w)

2

] Nl

o)l
o

< llpn = ullo (
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y, al hacer n — 400, sigue la afirmacion.

(iii) Si k£ € Ny tenemos
T (Ko ) = (M) = My, (70 M) = (My)* = My
Luego ~* (p o ]\//_f\(p> = M,.4 para todo polinomio p y por ello
Ol (u o ]\/4\(25) = Moy
siu€ C(o(p)).Si

A€ B(o(My)), veC(o(My)), g, heL*(CB(C),p),

observando que o (¢) es el rango u— esencial de ¢ (v. Problema 3.7(v)
- (vi)), el cual es también el espectro de My, por (118) resulta

/ pM¢(v)g-Edu=/ (vog)-g-hdu
supp(u)

supp(u)

~ [ vesd(Bn),,
supp(1) ’

- /J(M¢)U a((Bm,),,007")

Como v, g, h son arbitrarios (iii) es consecuencia de la unicidad de la
medida espectral asociada a M.

(iv) Si A € B(o (My)) es

ran (M%¢_1(A)> ={fel’(X,%,u): [|x_p-1a)=0a.e. [u]}.
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Sea g, h € L? (X,3, 1), g € ran (M ) . Por (iii) escribimos

p=1(a)

@06 Qo= [ o dE O,

B /a(M¢) < d ((Em“)g,h ° ¢_1>

= ~1(a) d (£
/U(‘ﬁu) Hy—1(A) ( mu)g,h,

y siendo h arbitrario E (My) (A) g = g, i.e.

ran (M ) Cran E (M,) (A).

Hp—1(a)

Si f € L?(X,%, u) también tenemos

0

L

(BOMG) () foorsosa) = [ osrd (B,)
oVt
y por lo tanto

(M, 1o B (M) (8) £,0) = (B (M) (A) £, My, h)

= (E(My) (A) £, h) -
Como h es arbitraria M, , \ F (My) (A) f = f. Como f es arbitraria
ran (M ) Dran FE (M,) (A) y tenemos (iv). O

p=1(n)

3.40. Sumas de operadores normales y medidas espec-
trales.

Sea {Hj},~, una sucesién de espacios de Hilbert, H = @, Hi. Para
cada k sea N, € L (Hj) normal, Ej la medida espectral asociada a Nj. Si
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supgs1 [|[Nell < +00y N = @5, N resulta®:
(1) o (N) =cl UkZla (Nk) .
(i) E(A) = D>, Ex (AN o (Ng)) para cada subconjunto de Borel A del
espectro de N, i.e. si A € B(o (N)).

Solucién

(i) Sea a ¢ o (N) y ¢ > 0 cota inferior de N — aly. Fijados k € N, f € Hy,
como

[(Ne = alg,) fll = |(N = alp) fl| = c||f]

también N, — aly, es acotado inferiormente. Ademads, si ¢ > 0 existe
g € H tal que

e ||f = (N —alu)gll = |If = (Nk — aln,) P gl

i.e. ran (N — alpy,) es denso en Hy y a ¢ o (Ng) . Como o (N) es cerra-
do deducimos que clUg>10 (Ng) C o (N). Sea ahora b ¢ clUg>10 (V)
e indiquemos Ny, = Ny — bly,, kK € N. Por la normalidad de estos
operadores y el teorema espectral (cf. [9], Ch. VII, Th. 4.10, page 204)
para cada k tenemos

INes | = ron (Nip)
= sup |b—pB|7" < [dist (b, clUps10 (V)] 7,
Bea(Ng)
con lo cual supy, HN,C_,}” <400y Dysy NE; € L(H). Como
(@ N,;,}) o (N —bly) = (N —blg)o (@ Ny b) =1y
k>1 k>1

obtenemos b ¢ o (N) .

%Por supuesto, si para cada k es fr € Hy y f = Y ;5 fx es un elemento de H la
relacion Nf = >, Nifi define un elemento Nf € H. Esta definicién es correcta si
Supg>1 [|[NVi|| < o0’y ademéds N € £ (H).
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({)Si¥={SeP(o(N)): Yk, SNo(Ng) € 0 (Ng)} es facil ver que (a) &
es una o— algebra, (b) B (o (N)) C %, (¢) Ug>1B (0 (Ng)) € B (o (N)).
Fijado £ € N por el teorema espectral hay una tnica medida espectral
E (Ny) tal que Ny, = fa(Nk) z dE (Ng). Como Ny = N |p, sig, h € Hy

tenemos
[ edB@,= [ zdB@),,.
J(Nk) O'(N)

donde E (N) es la medida espectral asociada a N. Mas atin, si p € C|[z]
es

/ p(2) dE (Ny), , = / p(2) dE (N),,
o(Ng)

a(N)

de modo que

/a(Nk) u(z) dE (Nk),p, =/ u(z) dE (N), ,

o(N)

cuando u € C' (0 (Ng)). En consecuencia E (Ni) = E(N) |Bo(n)) -
Dado entonces A € B (o (N)) obtenemos

=E(A)oPE(@(N)=E(A). O

3.41. Calculo funcional de operadores hermiticos.

Sea H espacio de Hilbert separable, A € £ (#) hermitiano, E su medida
espectral. Para ¢t € R definimos P(t) = E [(—o0,t) N o (A)].

(i) Si s <t en R entonces P (s) < P (t).

(ii) Si t, 1t en R entonces P (t,) — P (t) puntualmente.
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(iii) Salvo un niimero numerable de puntos ¢, P (t,) — P (t) si t, — t.

(iv) Si f € C (0 (A)) es f(A) = [ f( , donde la integral es del tipo
Riemann - Stieltjes.

Solucién

(i) Como E es una medida espectral si s < ¢t en R basta observar que

P(t) = P(s) = E[(—00,t) No (A)] = E[(—00,5) N (A)]

= Ejs,t)No(A)] > 0.

(ii) Sit, Tt en R, n e Ny h € H escribimos
1P (ta) b = P (&) AI* = [I(P (ta) = P(0) hlI* = /(A) Htn ) AEpp.

Basta observar que ¢, ;) — 0 puntualmente, s, ;) < 1 para todo n
y fU(A) dEy, = ||h||> < +oo, con lo cual es aplicable el teorema de
convergencia mayorada de Lebesgue y P (t,) h — P (t) h.

(ii)SeaE = {t € 0 (A) : I(tp)pss ERY [/t = t, P(t,) » P(t) (SOT)},
donde SOT es la topologia fuerte de £ (#) (cf. [9], Ch. IX, §1, 1.2,
page 256). Como H es separable bastard ver que = C o, (A). En efec-
to, si t ¢ o,(A) es E({t}) = 0 (cf. [42], Ch. 12, Th. 12.29, page
312). Si (tn),>; €s una sucesién convergente a ¢ en R probaremos que
P (t,) — P (t) puntualmente. Si n € N resulta

E ([tp,t)No (A)) si t, <t,
P(t)— P (t,) =
—E([t,t,)No(4)) si t<t,.

Dado h € H razonando como en (ii) obtenemos

lim || P (t,) h P (t) A’ = lim o ) dEpp = 0.

Sit< tn, COMO Mitt,) 7 X} Y
1P () b= PO = [ ) dEns
a(4)
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aplicando el teorema de convergencia mayorada de Lebesgue

lim 1P (t) i~ P (0 = | 70 AP = B (1) by =0
n (A

(iv) Sig, h € H, dE,;, (t) y d(P (t) g, h) definen la misma medida sobre
B (o (A)). Precisamente, por la definicién de P ambas medidas coin-
ciden sobre semirrectas (—oo,t), t € R de modo que coinciden en
intervalos del tipo [s,t), s < t. Luego coinciden sobre subconjuntos
abiertos del espectro de A y, por lo tanto, sobre B (o (A)). Notemos
que d (P (t) g, h) estd concentrada en el espectro de A ya que P(t) =0
sit<mino(A)y P(t) =Idgsit > mixo (A). Luegosi f € C (o (A))
resulta

(f (A) g, by = / 0B

= /(A) f(t)d (P (t)g,h)

(o)) {05}

y sigue (iv). O

3.42. Operadores hermitianos, positivos o unitarios y
proyectores espectrales.

Sea H espacio de Hilbert, T € L (H) operador normal, E la medida
espectral asociada a T sobre la clase B (o (T')) de subconjuntos borelianos de
o(T).

(i)SiAeC, A€o, (T)sii E({A}) #0.
(ii) Todo punto aislado del espectro de T es un autovalor de 7.

(iii) Si o (T) = {A\1, A, ... } entonces H = @, ker (T),), donde para
cadanes Ty, =T — A\, Idy y ker (Ty,) L ker(T),)sin# men N
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(iv) T es hermitiano sii o (') C R
(v) T >0siio (T) C[0,400).
(vi) T es unitario sii o (T') C T*.
Solucion
(i) Si A € C la funcién f(z) =2z — A\, z € o (T) es continua y
ker (7)) = ker f(T).

Bastara ver que ker f(T') = ran E ({\}) . Efectivamente, como la fun-
cién boreliana f - sy es nula f (T) o 25y (T) = 0. Pero

%{)\} (T) = /U(T) %{)\} dE = E ({)\})

y ran E ({\}) C ker f(T'). Por otra parte, si h € ker f(T) veremos que
E({)\})h = h. Para ello, o (T) —{\} = {z€0(T): f(z2)# 0}, por
lo que podemos escribir

o (T) = {A} = U, Wh, (120)
donde para cada n es
Wp={z€0(T): 1/(n+1) <|f(2)| <1/n}.

Sea fn (Z) = 1w, (Z) /f (Z)a n e Na Z € J(T) . Ast {fn}n>1 €s una
sucesién de funciones borelianas acotadas sobre el espectro de T y si
n € Nresulta f,(T) o f(T) = E (W,) por lo que E (W,)h = 0. Co-
mo la unién en (120) es disjunta por la o— aditividad de F resulta
E (o (T)—{A}) h =0, de donde sigue la afirmacién.

(ii) Si A es punto aislado del espectro de 7" el conjunto {A} es abierto relativo
de o (T), por lo que E ({\}) # 0 (cf. [9], Ch. IX, §2, Th. 2.2(b), page
263) y basta aplicar (i).

(iii) Idy = E (0 (T)) = E (Unzy {Aa}) = 2205 B ({Aa) -
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(iv) Si T es hermitiano o (T') C R (cf. [13], Ch. 4, Prop. 4.15, page 78).
Reciprocamente, si T es normal y tiene espectro real tenemos

T*Z/ ?dEz/ zdE ="T.
o(T) o(T)

(v) SiT > 0 entonces es hermitiano. Por (iv) bastara ver que T;, es inversible
si n < 0. Precisamente, si h € ‘H podemos escribir

T3kl = ITRI® = 20 - (Th, k) + 2 |RI° = 7* [IA]I",

y siendo T, hermitiano y acotado inferiormente resulta inversible (cf.
[13], Ch. 4, Corollary 4.9, page 76). Reciprocamente, si h € H, T es
normal y o (T) C [0,+00) tenemos (Th,h) = [yt dEpp(t). Como
dE}, es una medida no negativa (T'h, h) > 0 y h es arbitrario.

(vi) Si T es unitario 1 = ||T*T|| = ||T||* y ¢ (T) € D(0,1). Si || < 1 en
Cresulta T, = T o (Idy — oT*), T es inversible e Idy — oT* también
lo es pues |[aT*|| = |a| < 1. Luego T, es inversible y o (T') C T'.
Reciprocamente, sea T normal, o (T) C T y g, h € H. Entonces

(TT*g,h) = / (22 dE,(2) = / 1 dEn(2) = (g, 1),
o(T) o(T)
ie. TT* =T*T = Idy y T es unitario. [

3.43. Sobre ideales de C"". Monomorfismos reticu-
lares entre estructuras asociadas a un espacio lo-
calmente compacto separado. Ideales w*— cerra-
dos en espacios de funciones esencialmente aco-
tadas. Ideales modulares.

(i) Dado n € N no hay ideales bildteros no triviales en C**™.
(ii) Determinar los ideales a izquierda de C™*™.

(iii) (V. Problema 3.7) Sea X espacio de Hausdorff localmente compacto.
Sean T (X) el reticulado de abiertos de X, J (X) el reticulado de ideales
cerrados de Cj (X), ambos respecto del orden parcial de inclusién.
La aplicacién U — I(U), donde I (U) = {¢ € Cy (X) : supp (¢) CU}
para U € T (X), es un monomorfismo reticular.
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(iv) Sea (X, X, p) espacio de medida o— finita. Exhibir ejemplos de ideales
w*— cerrados de L* (X, X, p1) .

(v) Sea A un &lgebra de Banach no unitaria.

(v)(1) Si u es unidad modular a derecha 5" de un ideal a izquierda I y u € I
entonces A = I.

(v)(2) Ideales modulares maximales a izquierda son ideales maximales a
izquierda.

(v)(3) Todo ideal modular a izquierda propio estd contenido en un ideal a
izquierda maximal.

(v)(4) Si I es ideal modular a izquierda propio, u es unidad modular a
derecha de I y existe ag € I tal que ||u — a|| < 1 entonces I es denso.

(v)(5) Si u es unidad modular a derecha y v es unidad modular a izquierda
de un ideal I entonces u — v € 1.

(v)(6) Si I es ideal cerrado, A/ es unitario sii I es ideal modular unitario
a dereche e izquierda, esto es, un ideal modular.

(vi) Sea H espacio de Hilbert, P un proyector sobre H. K (H) P es ideal
cerrado a izquierda en K (H), siendo modular unitario a izquierda sii
nul (P) < +oo.

Solucién

(i) La afirmacién es evidente si n = 1 por lo que supondremos n > 1. Sea
J ideal bildtero no nulo de C**", A € J — {0}, A = (ai;j),; <, - Sea
{Ei,j}gi,jgn la base candnica de C**" y fijados 1 < i < j < n sea E; ;
la matriz que resulta al intercambiar las filas ¢ y j de la matriz idéntica.
Entonces A- E; ;) es la matriz que resulta al intercambiar las columnas

1y j de A, mientras que E; ;)- A es la matriz que resulta al intercambiar

57Gi I es ideal a izquierda (resp. a derecha), un elemento u € A es unidad modular a
derecha de I (resp. unidad modular a izquierda de I) si {a—a-u: a € A} C I (resp.
si{a—u-a: a€ A} CI). I se dice ideal modular a izquierda (resp. a derecha) cuando
posee una unidad modular a derecha (resp. a izquierda).
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las filas ¢ y j de A. Si ran (A) = 1 podemos suponer entonces que la

primer columna de A es no nula. Hay escalares \q, ..., \,_1 tales que
1,1 AL- a1 An—1 - 1,1
21 Ar az 1 An—1 - 31
A=
Qp,1 At Qp 1 An—1- Qp,1

y también podemos asumir que a;; # 0. Como
(aﬁ : El,l) -A-FE 1 =F,

obtenemos E;; € J. Dadas B, C € C"*" es

B- E1,1 = Zbi,l : Ei,la E1,1 -C'= ch,j : E1,j,
i=1

i=1

de modo que J contiene a toda matriz D talque d; ; =0s12 < 1,5 < n.
Siai, ..., a,, B, ..., Bn son escalares la matriz

C¥1',31 041'52 al'ﬁn

(; o - Ei,1> : (; Bj - El,J’) = a2 & a2 P2 OQ P

a’n'ﬁl an'ﬁQ an'ﬁn
pertenece a J y como o, ..., Oy, B1, ..., Bp son arbitrarias J = C**".
En el caso general, sea k € {1, ..., n} minimo tal que la k— ésima

columna de A es no nula. La matriz A - Ey; pertenece a J, su primer
columna, coincide con la k— ésima de A y tiene las restantes columnas
nulas. Por el caso anterior, J = C*"*".

(ii) Con la notacién anterior, fijados 1 < 4, j < n la matriz F; ; - A es nula
salvo su fila 1— ésima, igual a la j— ésima fila de A. Sean

Al = (aiﬁh)lgk,hSH’ l= 17 27

matrices no nulas y veamos que existe Aqg € C*"*" tal que C*"*"-Ag =T,
donde
I — CTLX’H . A1 _"_ C’TLXTL . A2’
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i.e. todo ideal a izquierda es ciclico. Podemos suponer que A; y Ay no
son inversibles a izquierda y que Z ; C™™. Consideremos las filas de
A; y As y sea d la dimension del subespacio de C* generado por ellas.
Sid=n existe r € N, r < n, e indices

1<k <. <k<n 1<h<..<h_<n

tales que la matriz

1 1
akl’l e a/kl’n
1 1
B _ ak,r,l cse Cl/kr,n
| a2 a?
hi1,1 h1i,n
2 2
ahn—'r;l o a/h/n—r;”

€s inversible. Pero
( = 7 ) - ( = , ) .
a=1 B=1

y se contradice que Z es propio, de modo que d < n. Supongamos que
existe s € N, 1 < s < d, e indices

1< <...<,<8n, 1 <1 <...<j-s<n

tales que las filas i1, ..., is de A1y j1, ..., ja_s de Ay son linealmente
independientes. Si

a;, 1 @iy n
1 1
0%71 ... a/i‘hn
2 2
as, 4 a5 n
AO = eee ee e 6 Cnxn
2 2
Bjg_gt = By
0 0
0 0
tenemos
S d—s
Ao =Y Eas. | - A1 + Esips | - A2



y C-Ay CZI. Sea F; (A,) lal— ésima filade A, 1<1<n, m=1,2.
Fijados m y v € {1, ... ,n} habra tinicas constantes ', 5, 1 < a < s
ydygs, 1 <p<d-s, tales que

Zc,,a- L (AY) —l-Zd Y- F, (
i.e.

= Dot N 1 <6<

p=1
Para m = 1, 2 hacemos
m m m m
Cl,l “en Cl,S 1’1 e l,d—S * e *
pa— XN
Bn,=1 .. e e || ECMT
m m m m
Cnt Cs Gyt oo dpty o % o %

resulta A,, = B,, - Ao y C-Ay D Z. Finalmente, si p. ej. cada fila de
Ay es combinacién lineal de d filas linealmente independientes de A;
los coeficientes d? 55 § son nulos y, andlogamente, si cada fila de A,
es comblna(non hneal de d filas linealmente independientes de As los
coeficientes ¢! “ s son nulos. Ambos casos son asimilables al anterior.

v,
En deﬁnltlva los ideales a izquierda son ciclicos.

(iii) Si U es abierto en X, claramente I(U) es subespacio vectorial de Cy (X) .
Si f € Cy(X)y o € I(U) entonces supp (f-¢) C supp(¢) C Uy
f-0€Cy(X),ie f-¢€I(U)eI(U)esunideal. Por la continuidad de
las evaluaciones I(U) es cerrado. Asi la aplicacién I estd bien definida.
Sean Vi, Vo € T (X), zo € V1 — V5. Sea Vj entorno relativamente com-
pacto de xy cuya clausura esté contenida en V; (cf. [43], Ch. 2, Th. 2.7,
page 38). Como X es es localmente compacto y separado deviene com-
pletamente regular (cf. [23], pdg. 170). Existe entonces ¢ € Cjo 1) (X)
tal que o(x9) = 1 y supp(p) C V4. Si e > 0 el conjunto cerrado
{z € X : |o(z)| > ¢} estd contenido en el conjunto compacto cl(Vp)
y, siendo X separado, el mismo es compacto. Luego ¢ € Cj (X), maés
aun, o € I(V1) y 0o ¢ I(V;) porque o |x 1, no es la funcién nula. Si
Wi, W, son abiertos es inmediato que I(W; NWy) =1 (Wi) N1 (Ws).
Bastara ver que

I(Wy UWa) = cl (I (Wh) + I (Wa)). (121)
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Como W; C W1UW; entonces I (W;) C I(WUWs) sii =1, 2, de donde
sigue la inclusién DO . Finalmente, si ¢ € I(W,UWs), s > 0, probaremos
que existen ¢; € I(W1), @o € I(W) tales que ||¢ — o1 — ¢2f| < s. El
conjunto K = {z € X : |p(x)| > s/3} es compacto y estd contenido
en Wy U Wy, por lo que hay funciones v, 1, € Cjpj (X) tales que
1 + 1o = 1 sobre K y supp (¢;) C W;, i =1, 2 (cf. [43], Ch. 2, Th.
2.13, page 41). Basta definir ¢; = ¢ -4, i = 1, 2, y en particular
@ =1+ s sobre K ysiz & K es |(p— o1 — 2) ()] < s, por lo que
llo — v1 — 2| < s, de donde sigue (121).

(iv) Si A € X el conjunto
Ta={o€L*(X,5,n): ¢[a=0 ae. [u}

es claramente ideal de L™ (X, %, u). Sea ¢ € L*® (X, X, u) — Ja, H
subconjunto medible de medida positiva de A sobre el cual ¥ no se
anula. Por la o— finitud de la medida existe ¢ > 0 tal que el conjunto
A = {|¢| > e} N H tiene medida finita y positiva. Observando que
(¢/ [¥]) - 5a € L' (X, 2, p) el w*— entorno de ¢

={¢eL°°(X,z,u>: (6—1)-

ﬁ\ i << uin}

es disjunto con Ja, pues si ¢ € VN J A seria

(cb )

le e p(A ‘

lo cual es absurdo.
(v)(1) Trivial.

(v)(2) Basta notar que si I es ideal modular a izquierda también lo es todo
ideal a izquierda que lo contenga.

(v)(3) Sea I ideal propio modular a izquierda, v € A unidad modular a
derecha de I. La clase F de ideales propios a izquierda que contienen a
I es no vacia, pues contiene a I. Considerando JF con el orden parcial de
inclusién, si {Ij}je ; s cadena filtrante superiormente en F entonces
U,jesI; es ideal a izquierda, contiene a I y por (v)(1) no contiene a u, i.e.
Ujesl; € F. Por el lema de Zorn existe Iy € F maximal y es inmediato
que Ij es ideal a izquierda maximal con la propiedad de contener a 1.
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(v)(4) Sea I ideal propio modular a izquierda, v € A unidad modular a
derecha de I, ag € I. Si a € A entonces a — a - (u —ag) € I porque
a—a-u€lya-ay € l. Como a es arbitrario u — ag es unidad modular
a derecha de I. Mas aun, como

a—a-(u—ag) €1,

a-(u—ag)—a-(u—ap) el .

Inductivamente, {a - (u — ao)" " —a- (u— ap)"}, .y € 1. Por lo tanto
si m € N el elemento

m

D lo-(w=a)" ~a-(u=a)"| =a-a-(u=a)"

n=1

pertenece a I. Si fuere ||u —agl| < 1 al hacer m — +oo resultaria
a € cll, y como a es arbitrario I deviene denso.

(v)(5) Por hipétesis, a —a-u € I 'y a—v-a € I para cada a € A. Haciendo
a = v en el primer caso, a = u en el segundo caso y restando, v —u € 1.

(v)(6) Inmediato, por (v)(5).
(vi) Si {K,P}, 5, es una sucesién convergente a K en K (H), como
| KnP — KP| = ||(KpP — K) P|| < | Ko P = K|

para cada n entonces ||K,P — KP|| — 0 si n — +o0. Luego K (H) P
es cerrado en K (H) porque debe ser K = KP y, evidentemente, es
ideal a izquierda. Si nul(P) < +ooy C = Idy — P entonces C es
compacto porque es operador de rango finito con ran (C) = ker (P) vy,
siEe€eK(H),E-FEC=FEP,ie. E—EC € K(H) P. Reciprocamente,
sea Cy unidad a derecha de K (H) P y sea {e;},.; base ortonormal de
H. Para cada i € I el operador ef Q) e; es compacto pues tiene rango
finito, donde (e} @ e;) f = (f, e;) e;. Luego existe E; € K (H) tal que
(e Qe;) (Idg — Cy) = E;P, de modo que (ef Qe;) (f — Cof) = 0 si
f €ker(P).Como f—Cof =3 ,.; (f — Co,e;) e; obtenemos Cyf = f
si f € ker (P). Como Cj es compacto P tiene nulidad finita. O
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3.44. Sobre C*— algebras.

(i) Sea A el espacio de funciones analiticas sobre el interior del disco unitario
complejo D que son continuas sobre 0D, con la estructura algebraica
usual. Si f € A definimos f* € A mediante f*(z) = f(Z), z € clD, y
If|l = sup,cap | f(2)| . Entonces A es un algebra de Banach involutiva
unitaria, pero no es C* algebra.

(ii) El 4lgebra £y (H) de operadores de Hilbert - Schmidt sobre un espacio
de Hilbert separable H no es una C*— algebra (V. Problema 3.34).

(iii) Sea (A;);c; una coleccién de C* dlgebras,

o0 @Ai = {(xi)iel S H.A,-, s'u? ||| < +oo} :

icl iel =

Entonces * P, ; A; admite una estructura de C* algebra.

iel

(iv) Sea X un espacio localmente compacto, A una C* algebra, C, (X,.A)
el espacio de funciones continuas acotadas de X en Ay Cj (X, .A) el
subespacio de Cy (X, .A) de funciones f : X — A tal que {||f|| > ¢}
es compacto para todo € > 0. Entonces C, (X, A) y Cy (X,.A) tienen
estructuras de C* algebras.

(v) Sea A una C* dlgebra con un niimero finito de generadores a;, ... ,ay,.
Hay un conjunto compacto K C C" y un isomorfismo *— isométrico
p: A— C(K) tal que p(ax) = 1, donde

(21, - y2n) =2k, 1 <k <mn.
(vi) Sea D el disco cerrado unitario en C, T = 0D y
S ={exp (i0) : w/4 < 0| < 3w/4}.
Considerar los homomorfismos de C* 4lgebras

©:C(D) = C(T), O(f)=flr felD),

®:C(T) = C(8), ®(9) =gls, g€ C(D).

Hallar (i) un elemento unitario v € C(T) tal que u # © (f) para todo
f € C(D) inversible y (ii) un proyector ¢ € C(S) tal que ¢ # @ (p) para
todo proyector p € C(T).
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(vii) Si A es una C* &lgebra, a;, ag, by, by y c son elementos de A tales
que 0 < ay < by y 0 < ay < by, resulta )a}/z cH < Hbi/2 CH Luego

) a}/Z 1/2 61/2 . b;/2

c a,
Solucién

<

(i) Sabemos que A es un algebra de Banach involutiva unitaria. Definiendo
f(z)=2z—1, z€clD entonces f € Ay

I/ fll = sup [(z+1) (z — 1) = sup |+ 1| =2<4=]f|?,
z€cl D z€cl D

i.e. A noes C* algebra.

(ii) Sea {fn},>, una base ortonormal de H. Si P es el proyector sobre el
subespacio generado por f; y fo entonces || P, = ||P*P||, = V2.

(iii) Sea * €D, A; con la estructura algebraica natural. Siz = (z;),., basta
hacer 2% = (27);c; v ||zl = supser [l -

(iv) Sea Cy (X, A) munido de la estructura algebraica natural de C* dlgebra
y consideremos Cy (X, .A) como subespacio de Cj, (X, A). Como la in-
volucién es isométrica para cadae > 0y f € Co (X, A) es {||f*]| > ¢} =
{lIIfIl > €}, de modo que f* € Cy (X, .A). Asi Cy (X,.A) es C* subélge-
bra de Cj (X, A).

(v) Notemos que A = cl{p(a1, ... ,an), p € Clz1, ... ,2,]}. Si X[A] es el
espacio ideal maximal de A sea

T:X[A] = C",

7(h) = (h(a1), ... ,h(an)), h € X[A].

T es continua e inyectiva, de modo que el conjunto K = 7 (X[A]) es
compacto en C* y 7 : X [A] — K es homeomorfismo. Quedan inducidos
los isomorfismos *— isométricos reciprocos

TuZC(K)—)C(%[AD, Tif = for,

(r Y Cx[A]) = C(K), () g=gor,
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donde f € C(K) y g € C (X) respectivamente. Sea G : A — C(X[A])
la transformada de Gelfand de 4,1 <k <n, z€ K. Sip= (7'_1)lj oG
tenemos

par) (2) = (r7) (Glar) (2)) = Glax) (77 (2) =77 (2) (@),

z=7(17"(2) = (" (2) (a1), .., 7 " (2)(an))
y deducimos que p (ax) (2) = 2, siguiendo la tesis.

(vi) Seaw : T — C, u(z) = 2, z € T. Entonces u es unitaria y, si existiese
f e U(CD)) tal que f |r= u, definimos F : D —>T, F = f/|f|.
F estd bien definida porque f no tiene ceros y F' |r= Idr, lo cual
no es posible ya que T no es retracto de D (cf. [14], Ch. X VI, §3, L.
Brouwer s Corollary 2.2, page 341). Por otra parte, sea ¢ € C(S) la
aplicacién ¢ = ¢{exp(ig): «/4<o<3x/4}- Como todo proyector de C(T) es
trivial entonces ¢ no es la restriccién a S de proyector alguno sobre T.

(vii) Como
2 *
1) e
2 *
o/ ol = [ (b1 ) (1 €) | = lle” by el

bastard ver que ||c* a; c|| < ||¢* by ¢||. Notemos que ¢* a; ¢y ¢* by ¢ son
elementos positivos (cf. [21], Ch. 4, Corollary 4.2.7, page 249). Ademés
c¢* a; ¢ < ¢* by ¢ pues también ¢* (by — a;) ¢ > 0. Tenemos entonces
0<a<b donde a=c"a; cyb=c* b c. En consecuencia, si 1 es el
elemento idéntico de A, tenemos 0 < a < b < ||b]| - 1. Por el teorema
espectral o (||b|| - 1 — a) = ||b|]| — o (a) y resulta ||b]| — o (a) C [0, +0c).
Entonces o (a) C [0, ||b]|], i-e. 7sp (@) = ||a]| < ||o]| . O

3.45. Elementos unitarios y exponenciales en una C*—
algebra.

(i) Dar ejemplo de una C* élgebra A y de un elemento unitario u no
perteneciente a exp (i.Ay) -
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(ii) Sea A una C* algebra, U (.A) el grupo multiplicativo de elementos unitar-
iosde Ayu €U (A).Si|le—u| <2existe v € A, tal que u = exp (iv) .

(i) Si uy, ug € U (A) y |Jur — ugl| < 2 entonces ug € uy - exp (iAp) -

(iv) Sea V (\A) el siguiente subconjunto de U (A) :
V(A = {Hexp(ihj): hj€ A, si 1<j<mn, nEN}.
7j=1

Entonces V (A) es abierto, cerrado y arco conexo en U (A) .
(v) Determinar la componente conexa de la identidad en U.

vi) En general, el producto de exponenciales unitarios no es un exponencial.
g
Solucién
(i) SiA=C(T) y u(z) = 2z, z € T, entonces u € A es unitario. Supon-
gamos u = exp(iv) para cierto v € A,. Entonces v es real - valuada y
z = exp(iv (z)) para z € T. Podemos escribir z = exp [iarg (z)], con

0 < arg(z) < 2w. Para cada z existe k € Z tal que v(z) = arg(z) + 2k~.

Como el rango de la aplicacién continua
T — (27)Z, z — v(z) — arg

2),

(
ha de ser conexo, existe k € Z tinico tal que v(z) = arg(z) + 2km. Pero
v(1) = 2km, limy_yo+ v[exp (i (2m — 0))] = 27 (k + 1) y se contradice la
continuidad de v en z = 1.

(ii) Dado u € U (A) tal que ||e — u|| < 2, aplicando el teorema espectral es
1—o(u)=0(e—u) CD(0,le—ul) € DO,2).

Por lo tanto —1 ¢ o (u) y hay un € > 0 tal que A D o (u), donde A es
el sector angular A = {z € C: |arg(z)| > 7 —e}. La aplicacién

log z=1In |z| +iarg(z), |arg(z)| <,

definida sobre C— (—o0, 0], es continua sobre A. Por el célculo funcional
aplicado a u (cf. [21], Ch. 4, Th. 4.4.5, page 271), como log |,)= 7 arg
entonces —i log u € Ay, y

u=explog u=-exp[i (—i log u)]
(cf. [21], Ch. 4, Th. 4.4.8, page 273).
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(iii) Sean uy, us € U (A), ||ur — uz|| < 2. Como ||uf|| = 1 tenemos
2> Jug] fluy = well = lle — w7 sl
y basta aplicar (ii).

(iv) Dado u € V (A), por (iii) B(u,2)NU (A) CV (A) y V (A) es abierto en
U(A). Dado v € clya) V (A) sea w € V (A) tal que ||v — w|| < 2. Por
(iii) es v € V (A) y este conjunto deviene cerrado. Ahora, si a, b € Ay,
sea 0gp 1 [0,1] > V(A), 0ap (t) =expli(a+t(b—a))], 0<t<1. La
aplicacién exp : A — A es Fréchet diferenciable (por lo tanto continua)
y, para ¢ € A, es [Dexp|, = exp(c) ®(C.), donde @ es la funcién
entera ® (z) = (exp(z) — 1) /z y C..(d) = dc — cd para cada d € A (cf.
[42], Ch. 10, 10.43(b), page 257). En consecuencia g, es continua. Si
{h1y o'y hn, k1, ooy knpm} C Ap,n € N, m € Ny definimos

0:[0,1] =V (A),

n m
o(t)= H Ohj k; (1) H Qe (), 0<E< 1.
j=1 =1

Entonces p es continua,

n+m

0(0) = Hexp (ih;) y o(1) = [ exp (iki).

(v) Si U, es la componente conexa de la identidad en U entonces U, es el
subgrupo generado por exp (Ap), es decir, U, = V (A) . Precisamente,
como V (A) es conexo y contiene a e es V (A) C U,. Ademés V (A) es
abierto y cerrado en U (A) y sigue (v).

(vi) Sea A = C(T, C?*?) con la estructura canénica de dlgebra C*. Defini-
mos p, ¢ € A como
0 0 11| 1—Re (z) —Im(2)
p(z) = ,q(z)zi , z €T,
0 1 —Im(2) 1+ Re(z)
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y u = exp (imp) exp (imq). Como p y ¢ son hermitianos v es unitario.
Maés atdn, como p y g son proyectores obtenemos exp (inp) = Ipxo — 2p
y exp (imq) = Ioxo — 2q. Entonces u = Ioxo — 2p — 2q + 4pg, i.e.

Re (2) Im (2)

u(z) = (122)
—Im(z) Re(z)

1l 2+7 —i(z— %)
i(z—2) z+z
donde P y @) son los proyectores siguientes
1 —i 1 i
1 1
=3 9=
i 1 - 1

en C2*2.Size Ty fe€X(u(z)) por el Problema 3.37(vii) es
fu(z)) = f(z) P+ f(z) Q.

Si fuere u = exp (iv) para cierto v € C (T, C**?) hermitiano tendriamos

flexp (iv(z))] = f(z) P+ f(Z) Q. Pero si u(z) = exp (iv(z)) hay
entonces una determinacién continua del argumento tal que

v(z) = [arg (2) + 2knm] P+ [arg (2) + (2k — 1) 7] Q,

donde £ es algiin entero univocamente determinado y 0 < arg (z) < 2.
Luego, si 6 (z) = arg (z) + 2k7 tenemos

v==0 Iy —7 Q,

u(z) =exp (i (2)) = exp (10 (2) Iox2) exp (—iT Q)

=Z(I2x2—2Q)=Z(P_Q): )
12 0

en contradiccién con (122). O
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4. Sobre Variable compleja

4.1. Mayorantes radiales para ciertas funciones analiticas.

Sea f: D(0,1) — C analitica tal que f(0) =i e Im f(z) > 0 para todo

2. Entonces
1+ 2|

1—[z[

lf(z)| < z € D(0,1).

Solucién
La funcién analitica g(z) =i (1+2)/(1 — 2), |z| < 1, transforma el disco
D(0,1) en el semiplano {z € C': Im(z) > 0}. Ademds

g Hw) = (1 +iw)/(1 — iw), Im(w) > 0,

funcién también analitica. Entonces la funcién ¢g~'o f : D(0,1) — D(0,1)
es analiticay (¢! o f)(0) = 0. Por el lema de Schwartz se tiene

(g7 o )(2)] < |2| si 0<|z| <1
o existe u € S* tal que (g1 o f)(2) = p z si |z| < 1. Pero
(g7 o NE)| < Izl & (L= [21) A= [£(2)]") +2 Im(f(2)) (1+]2*) <0
lo cual no es posible si Im f(z) >0 y 0 < |z| < 1. Luego

L+i f(z) B
1—if(z) "

de modo que f(z) = —i (u2z—1)/(p 2+ 1) y sigue enseguida la desigualdad
buscada. UJ

4.2. Sobre inversion de ciertas funciones analiticas y
propiedades de minima.

Si a > 0 indicamos A, al disco en el plano complejo centrado en cero
de radio a. Sea f : Ap — C analitica tal que f(0) = 0y [f(2)] < M
para |z| < R, donde M es una constante positiva fija. Supongamos que
est4 definida f!: A, — Ag. Entonces:

() [f ()] < (2] /r) R, z € A,
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(i) |f(2)| <rsi[2] < (rR)/M.
(iii) f~'(f(2)) = 2z, z € Agr)ym- En particular, f es 1 — 1 sobre Aggy/nr.
(iv) min ey |£(2)] > 72 /M.

Solucién

(i) Podemos suponer M > r. Veamos que f~'(A,) es una regién. En efecto,
es abierta por la continuidad de f. Supongamos que A es un subconjun-
to abierto, cerrado y no vacio de f~!(A,). En particular, A es abierto
en el plano complejo y, como f es 1 — 1 sobre A, entonces su derivada
no se anula en punto alguno de A (cf. [43], Th. 10.33, pdg. 233). Por
lo tanto, f(A) es abierto en C y f(A) C A,. Como f~! estd definida
sobre A, entonces f |;-1(a,): 7' (A;) = A, es biyectiva y f(A) debe
ser cerrado. Como A, es conexo y f(A) # () entonces f(A) = A,, o sea
A = f7}(A,). Podemos afirmar entonces que f |f-1(a,) tiene derivada
no nula en todo punto e inversa analitica. Indicando §, a la aplicacién
ha(2) = a z, z € C, tenemos

Ay b A fTH A Aq.
1[)_) J;RMI

La funcién b;/go f~lob; aplica A; en Ay, cero en cero y es analitica.
Por el lema de Schwartz sigue entonces (i).

(ii) La funcién by/ar0 fobhr : Ay — A; es analitica y aplica cero en cero. Por
el lema de Schwartz resulta |f(Rz)| < M |z|, z € A;. Comor/M < 1
tenemos entonces |f [(R r z)/M]| < |r z|, z € Ay, de donde sigue (ii).

(iii) Basta observar que, por (ii), Aggya € 71 (A,).
(iv) Dado z € A¢ry M, aplicando (i) y (iii) tenemos
2| = |fH(F ()] < (B/r) [f(2)]. (123)

Entonces [f(z)| > (r/R) |z|. Ademads, por el principio del mddulo
minimo, la continuidad de f y la compacidad de la circunferencia
existe zp tal que |z| = (rR)/M y

min = [f(z)] = min [f(z)] = [f(20)].

|z|=(rR)/M 2EA(RY /M
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Sea {2, },~, es una sucesién de puntos de Aqry/p ¥ im0 2, = 2.

Por (123) tenemos |z,| < (R/7) |f(#s)| para cada ny, si n — oo,

f(2) = |f(20) > 7°/M
toda vez que |z| = (rR)/M vy sigue (iv). O

4.3. Sobre algunos productos analiticos.

(i) Sean ay, ..., a, puntos del disco abierto A de centro cero y radio uno en
C, no necesariamente distintos. Consideremos la funciéon compleja

B(z) = Hﬂ

k=1 l—ayz
B es analitica sobre Ay |B(z)| = 1si |z| = 1.

(ii) Si |a] < 1 entonces B asume n veces el valor a sobre A, i.e. es una
aplicacion n — 1 sobre A.

(iii) Sea f una funcién analitica y acotada por una constante M sobre
A. Si ay, ... ,a, son ceros de f (repetidos tantas veces como sea su
multiplicidad) entonces |f(z)| < M |B(z)|, donde B es como en el
problema anterior. -;Bajo qué circunstancias se da la igualdad?-

(iv) Supongamos que f tiene un cero de orden £ > 0 en cero. Definiendo

fi(z) = f(2)/2* cuando z # 0y f1(0) = f%¥(0)/k! entonces f, es
acotada por M sobre A.

(v) Sea aj, ay, ... la sucesién de ceros no nulos de f (considerados tantas
. o . ’ n :
veces como su multiplicidad). Probar que 8 = lim,,_,o [[,_; |ax| existe.

(i) B #£0.

(vii) Y00 In ag| > —o0.
Solucién

(i) Es trivial.

(ii) Si |a| < 1 entonces |a| < |B(z)]| si |z| =1y, por el teorema de Rouché,
las funciones B y B — « tienen el mismo nimero de ceros sobre A.
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(iii) La funcién f/B es analitica sobre A y aplicando el principio del médulo
maximo, si 0 < r < 1 tenemos

1)
B(z)

f(z)
B(z)

< M méx |B(2)|™".

z|=r

|z|<r z|=r

Si r — 17 tenemos la desigualdad buscada. Por otra parte, si para
algin z € A resulta |f(z)| = M |B(z)| entonces f/B debe ser cons-
tante por el mismo principio. Existird entonces p € C tal que |u| =1
y f=pM B.

(iv) Sigue en particular del problema anterior.
(v) {IT;-; lakl},>, es una sucesién decreciente de nimeros positivos.

(vi) Si B, (2) = [14—, [(z — ak) /(1 — @ 2)], n > 1, por el problema anterior
tenemos

1£10) <M [By(0) =M [ lal

y deducimos que 3 > |f®(0)| /(M k!) > 0.

(vii) Podemos escribir

= R |F#(0)]
;ln |ak|:nlg£1<); In |ag| =Inp >In W>—oo. O

4.4. La formula de Jensen.

Sea f analitica en A y continua en cl A.

(i) Si f es no nula entonces tiene un nimero finito de ceros.

(ii) Si f no tiene ceros y |f(z)] = 1 cuando |z| = 1 existe 6 tal que
f = exp(if).

(iii) Si f tiene n ceros y |f(z)| = 1 cuando |z| = 1 entonces es de la forma
f =exp(if) B.

(iv) En las condiciones anteriores, existe F' analitica sin ceros en A tal que
|F(z)|=1si|2|=1y f=F B.
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(v) Si f(0) # 0, como F no se anula sobre A, es posible considerar una
rama analitica de log F. Entonces

1 d 1 (7
log F(0) = —/ log F'(2) - —/ log F(exp(i0)) df. (124)

21 |z|=1 z 2T —r

En particular,
1
In |F(O)] = 5- / In |F(exp(if))| db. (125)
|z|=1

Ademas, si aq, ... ,a, son los ceros de f contados con su multiplicidad

entonces es valida la férmula de Jensen
1 (" , -
o [ Fexp®)] =10 |f©) =Y I . (126)
-m k=1

Solucion

(i) Si f tuviera una sucesién infinita de ceros en ¢/ A, como este conjunto
es compacto dicha sucesiéon tendria un punto de acumulacién. Por el
principio de prolongacién analitica deducimos entonces que f = 0.

(ii) Si f no tiene ceros, como

mdx [1/f(z)| = max 1/f(z)| =1

lz]<1

tenemos | f(z)| > 1 para z € ¢l A. Por el principio del médulo méximo
|f(2)] <1paraz€cl A, ie. |f|es constante. Por la holomorfia de f y
la conexidad del disco, f debe ser constante. Como |f(z)| = 1 cuando
|z| = 1 sigue (ii).

(iii) Sea B(z) = [[;_, [(z — ax)/(1 — @k 2)], donde a4, ... ,a, son los ceros
de f. Ahora basta aplicar (ii) a f/B.

(iv) Precisamente, F' = f/B.

(v) En (124) tenemos la férmula de Cauchy; (125) sigue igualando partes
reales en (124) y

i [FO) =t | Z0 =10 7013 n fa

y como B(z) =1 para |z| =1 por (125) sigue (126). O
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4.5. Sobre automorfismos analiticos del circulo abier-
to unitario centrado en cero D del plano complejo.
Meétrica de Poincaré. No densidad del espacio or-
bital en DYo. Sobre S'xD vs. A, (D).

(i) Clasificar los automorfismos analiticos del circulo abierto unitario D de

C.

(ii) Sean 21, 2y y wi, wy pares de puntos diferentes del disco abierto unitario

D tales que
21 — k9

]_—2_1,2’2 1—w_1w2

‘ w1 — Wa

Existe un tnico automorfismo analitico ¢ de D tal que ¢(z1) = wy y
©(z2) = ws.

(iii) Consideramos en D la métrica de Poincaré (cf. [47], Ch. 2, Section 7)
de forma que si z, w € D se define

|lw—2|
1 1+5= _
dp(z,w) = = ln% = arg tanh [w _Z| .
1_\1—Ew| \l—zw|

Dados a € D y r > 0 determinar Dp(a,7) = {z € D: dp(a,z) <r}.
(iv) Si z, w € Dy z # w entonces

w — 2|
m < dP(Z,’LU).

(v) El conjunto

O ={(z, ¢(2), 9(p(2)), .): z€D, € A(D)}

no es denso en DY0 | donde A, (D) es el grupo de automorfismos analiticos
de D y D se considera con la métrica de Poincaré (cf. [35]).

(vi) Sea A = S' x D el producto del circulo unitario con la topologfa hereda-
da de C y del disco abierto unitario con la métrica de Poincaré. Para
a, €Sty a, b€ D definimos

&%a%(ﬁﬁ)==ciﬂ (127)

a+ab aoz-i—b)
atab at+ab/’
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Entonces (A, -) es grupo topolégico respecto a la topologia produc-
to. Se induce entonces una tnica topologia sobre A, (D) respecto a la
que A, (D) deviene en grupo topolégico homeomorfo a (A, -). Esta
topologia en A, (D) es la topologia cociente inducida por la aplicacién
z—a

oA A, (D), ®(a,a)(z) =«

Z—", (zeD),  (129)

y a fortiori ® deviene isomorfismo isométrico.
(vii) La aplicacién

0:Dx A, (D) — DY,

0 (2, B(ara)) = (5 B(,a) (), B(ya) (Bl ) (2)), - )
es continua.
(viii) Dado z € D determinar el estabilizador de z. 5

(ix) Mostrar que © (z,p) = O (w,?) si y solo si z = w y ademds ¢ = 9 o
v(z)=v(z)=2,conz, web, p, pe A, (D).

Solucion

(i) Todo automorfismo analitico sobre D es del tipo

zZ—a

=A
fey=x
donde |A| =1y |a| <1 (cf. [47], Th. 6.1, pag. 63). Si f(z) = z entonces
a22—(1—-)) z—XAa=0. (129)

Si a # 0 entonces (129) es equivalente a la ecuacién

( 1—A)2 40 | + (1 - N)?
z — = .

5 i@ (130)

58Tndicaremos al estabilizador de z mediante

E. [Aa (D)] ={f € 4a(D) : f(2) = z}.
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Si 4\ |a]*4 (1 — \)* = 0 entonces

Re(\)=1-2a> y [Im\)|=2 |a| y/1— |a|*

En cada caso z = (1 — A) /(2 @) es punto fijo en dD de multiplicidad 2
(f deviene parabdlica). Si 4\ |a> + (1 — A)* # 0 por (130) tenemos

1-Ax/4X [af + (1 - A
N 2a '

Z =24

Como |z, z_ | = 1 entonces hay un punto fijo en D y otro en C — D
(f deviene eliptica) o hay dos puntos fijos diferentes en 9D (f deviene
hiperbdlica). Finalmente, si a = 0 entonces f es una rotacién; si A # 1
entonces f es eliptica; si f(z) = z tenemos la identidad del grupo de
automorfismos analiticos, que no clasificamos en ninguno de los grupos
anteriores.

(ii) Sea A € S* tal que
Z1 — %9 ~ W1 — W9

=A

1—721 2 1 —w; wy

Para los automorfismos analiticos del disco

zZ—z1 w — w1y

a(z) = A Blw) =

1—21 2’ 1—w;w

tenemos a(z1) = B(w1) =0y a(ze) = B(we) = A (22 — 21) /(1 — 71 29).
Por lo tanto si ¢ = 8~ oa tenemos ¢(z1) = w1 y ¢(22) = we. Si hubiese
otro automorfismo analitico 1) en las condiciones de ¢ entonces 1)~ o
serfa un automorfismo analitico del disco con dos puntos fijos, y por (i)

p=1.%

%En particular, si 21 # 22 en D existe un tnico f € A,(D) tal que f(21) = 22 y
f(22) = z1. Para ello se deben hallar a € D y X € S! tinicos tales que

zZ1—a o —Qa
= A = 21. 131
2o l-az (131)

l1—-azn
Si 21 # 0 deberd ser a # 22 y de (131) obtenemos

l—-azy 2z1—a 29

Zo—a 1—az 21
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(iii) Tenemos

ja = 7]

Dp(a,r) = {ze]D: | <tanh(r)}.

1-a 2|

Ahora, haciendo 7 = tanh (r) tendremos z € dDp(a,r) si y solo si
resulta

(1—7% [a’) |2]> =2 (1 —7*) Re(@ z) + |a|* — 7 < 0. (134)
Podemos escribir

A=1-12 |a|2, a=a+if3,
z=x+1y,

A=-2(1-7%), B =la]* — 72

Entonces (134) es equivalente a

(2 +y°) + Aaz +By) + B<O0 (135)
0, equivalentemente,
a+az 2=2z + 29. (132)
Formalmente, como
1 21 %2 a 21+ 22
Z Z2 1 a Z1+ 22

y1— |21 z|° >0 deducimos que (132) tiene una tnica solucién

2 2
- 21+ 22 — |71|” 2z . 21 |22 ‘ (133)
1—|21 22|

Notemos que ‘
la> <1e 2 Re(z1 72) <1+ |21 22|°.
Precisamente,

2 Re(z172) <2 |21 22| <14 |z 22|2

y a € D. Ahora, por (131) el valor A queda determinado univocamente. Mds adn, como
(21 —a) /(1 =@ 2z1) = —2z2 debe ser A = —1. Finalmente, si z; = 0 necesariamente a = z
y nuevamente A queda determinado por (131). En particular, por (133) este dltimo caso
es asimilable al primero.
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o bien, como 7 |a| < 7 < 1, (135) equivale a

2 2
(“@) +<y+ﬁ> CATHF) ZABE gy

2¢2 2¢2 4ct

Pero )
A? (@* + %) — 4B = 47* (1 — |a[*)

y sik=(1—72)/(1—72 |a|’) entonces (136) define un disco centrado
en ra de radio 7 (1 — |a|2) /(1—72 \a|2) . Notemos que

1—lal? 1—a?
D(lm, 7'(7|a|)2> CDh &1-k \a|2w. (137)
a

Es facil ver que la desigualdad (137) se verifica cualesquiera sean a y r
de modo que
1— lal?
Dp(a,r) = D | ka, 7—(7% :
1—72 |a

(iv) Basta ver que si z # w en D entonces

En efecto, si 7 > 0, s € R tenemos

d|[(tanhr) /r]  2r —sinh(2r) d (s —sinhs)
dr ~ 2r2cosh?r ds

de modo que s — s — sinh s es decreciente y se anula en cero. Mas
aun, como sinhs < s si s > 0 por (138) la funcién r — (tanhr) /r
es estrictamente decreciente en (0, +00) y lim, o+ [(tanh7) /r] =1, es
decir tanhr < r sir > 0.

= 1—coshs <0, (138)

(v) Sean zy, z1 € D, ry >0, r; > 0. Veamos que existen zo € D, s > 0 de
modo que para toda ¢ € A,(D) no existe z € D tal que

dp(z, z9) <y, dp(p(2), 21) <11 y dp(p(p(z)), 22) < s.

El conjunto P = {9 € A,(D) : Dp (¢ (20), 10) N Dp(z1, r1) # 0} es
evidentemente no vacio. Dado ¢ € P escribiremos

J(p = DP (QO (Zo) s ’f'o) N DP(Zl, 7'1). (139)
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Si zeDyt>0 esevidente que
©(J,) N Dp(z, t) # 0 < distp(z, ©(J,)) <t (140)

Si z y t estdn en las condiciones anteriores y w € ¢(J,) N Dp(z, t)
tenemos

dp(e%(w), 20) = dp(w, ©*(2)) < 7o,
dp(p(e~*(w)), z1) = dp(w, @(z1)) <,

dP(QOZ((p_2(w))7 Z) = dP(w7 Z) <t,
ie.
on [DP(Z(), T'()) X DP(Zl, 7'1) X DP(Z, t) X DN07{0,1,2}} 7é @ (141)

Asimismo, es facil ver que (141) = (140). Bastard ver entonces que es
posible hallar z y ¢ para los que (141) no se verifica, haciendo entonces
z9 = 2y s =t. Notemos que

U<p€73DP(Q0(Zo), 7“0) g Dp(zl, 27'0 —+ 7‘1) (142)
y si t = max {3rg+ r1 + dp(20, 21), 479 + 271} entonces
diam [Dp(¢(20), 70) U Dp(21, 219 +11)] = 1. (143)

Dados ¢ € P, wy, wy € J, por (139) existe ws € Dp(zq, 79) tal que
wy = ¢(ws) y, como J, C Dp (¢ (%), 10) € Dp(21, 2ro + 71) como
sigue de (139) y (142), por (143) deducimos que

dp(wi, p(ws)) = dp(p(ws), @(w2)) = dp(ws, ws) <.
En consecuencia
sup {dp(w1, ¢(wq)) : @ €P, wy, wy € Jy} <. (144)
Finalmente, sea z € D tal que distp(z, Dp(z1, 2ro +71)) > 2t. Dados

¢ € P, we J, por (144) escribimos
dP(Za QD(w)) > |dP(Za ’UJ) - dP(’lU, QO(UJ))|
> dP(Za ’LU) - dP(wa Qp(w))

> distp(z, Dp(z1, 2ro+11)) —t > t,
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i.e. distp(z, ¢(J,)) >t para cada ¢ € P.

Notemos que la definicién (127) es correcta. Ademads la aplicaciéon ®
introducida en (128) es biyectivay ® [(o, a) - (8,b)] = @ (5,0) o ® (e, a)
si (a,a), (B,b) € A de modo que el producto (127) resulta asociativo.
Ademiss (1,0) € A es elemento neutro y si («,a) € A entonces

(a,a) - (@, —aa)=(a,—aa)- (a,a) = (1,0)

y podemos escribir (c, a)f1 = (@, —a a) con lo que (A, -) es un grupo.
Sean {(oy, a;)},cr, {(Bi, bi)},e; redes en A convergentes a (a,a) y
(B, b) respectivamente. Para i € I escribimos

(i, @) (Bi, b)) ' = (cu, a;) - (Bi, —Bi bi) (145)
a; 1—a; b; a; — b;
= vy —> ﬁz
ﬁ’b 1_a’ZbZ 1_a’ZbZ
Tenemos
, , a; —a
0 = lim tanh dp (a;,a) = lim —
icl il |1 —a aq;

pues limye;dp (a;,a) = 0. Ademds |a; —al /|1 —@ a;| > |a; —al /2
para cada i € I de modo que lim;e; |a; — a] = 0. Andlogamente

icl
y obtenemos _ ~
, o 1l—a;b; al—abd
lim — — = — —.
€ Bi 1—a;b; B 1—ab

Finalmente

a;—b; a—b
a; — b a—b bi it~ P i
d ; —, — | = argtanh T o
P<6 1—aibz~ Bl—ab) &

de donde




Por (145)

tim [, @) (B, )7 = (@, @) - (B, b))~

i€l
y sigue (vi).

(vii) Sea {(2z, ® (o, @))},c, una red convergente a (z,® (o, a)) y n un en-
tero no negativo. Podemos escribir

dp [®" (au, ar) (1), @" (v, a) (2)] <

< dp[®" (au, @) (21) , D" (eu, ar) (2)] + dp [®" (cu, @) (2), " (e, @) (2)]

=dp (21,2) + dp [®" (v, ;) (2) , D" (e, a) (2)].
Bastara ver que

limdp [®" (oq, a;) (2) , D" (v, a) (2)] =0 (146)

lel

para cada n. El caso n = 0 es trivial y ademés

dp [® (u, @) (2), @ (o, a) ()] = dp [(D (a, a)"" o ® (o, w)) (z), 2]

@ (o, a) " (@ (auy ) (2)) — 2
1-2®(a,a) " (P (g, @) (2))

= arg tanh

1) (—a a Q—a aa Qo a—o a) (Z) — 2

q—a aq’ o—aaa

= arg tanh

1—7% (P (a—al og—aaaq o ag—o a) (Z)

a—a aaq’ q—aaa;

_al aj—a a
a;—a a ap aj—a a aj

aj—a a a_l 1_(al al—a_a)_
al—a a al

a o —z

= arg tanh

Q) ai—a a

_ Z——t—" ——

o —Q a aqj oaj—a a a)
a—a a a; 1_(% aj—o a) 2

aj—a a ap

l1—-oaq z
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Como limje;, oy = a en Sy limyep |a; —al = 0 en D obtenemos
limjer, dp [P (ay, a;) (2), @ (e, a) (2)] = 0. Ahora, asumiendo cierta (146)
para<mnconn € N, seaw; = D" (aq, ;) (2) sil € Ly w = ®" (e, a) (2).
Asi

dp [2"1 (@) (2), 2" (@, a) (2)] = dp [® (a, @) (wy) , @ (v, @) (w)].

(147)
Como limyey, dp (w;,w) = 0 por hipétesis inductiva, del caso n = 1y
de (147) vale el paso inductivo.

(viii) Determinemos los valores a € D tales que [z —a|/|1—@ 2| = |z].
Equivalentemente, debe ser

jal* (1—121") =2 Re(@ 2) (1—|2") =0

o bien
lal> (1+ |2*) =2 Re(a 2). (148)

De la ecuacién anterior y la desigualdad de Cauchy Schwartz sigue que
> (1+1z) <2 [@azlysia#0,|al < (2 |2])/(1+|2|?). Esta dltima
desigualdad es también cierta si @ = 0y, como z € D, ¢ € D. En
particular, si @ = 0 tendremos la aplicacion idéntica o alguna rotacion,
y deberemos descartar rotaciones a menos que z = 0. Considerando en
la ecuacién (148) las partes real e imaginaria de a y z y completando
cuadrados vemos que las soluciones son

z+ |z| exp (i6)

a=ay= , 0<60 < 2m. 149
1+ |27 (149)
Haciendo
z |z| —exp (i)
Uy = -
1—2z |z] exp(—i6)
tenemos |ug| = 1y (z—ag) /(1 —@g 2) = |z| ug. En definitiva los

automorfismos que fijan z son

w — ay

Ez[Aa(D)]z{IdD}U{fg(w)za , wED,O§9<27r},

o 1—agw
donde

[2|” — exp i (arg (2) — 6)]
L —[2]* exp[i(§ — arg(z))]

a = ap = exp [iarg(z/ug)] =
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y ay es el definido en (149). 9

(ix) Evidentemente la condicién es suficiente. Si © (z,¢) = © (w, ) debe
ser z = w y podemos escribir

Siu#zywv=z haciendo z; = z, 2o = u, w; = u, W = v tenemos

21 — 29 zZ—U

1—wuz

‘wl—wg

1—21 2 1—21 7

y, por (ii), ¢ = ¥. Siu # z y v = u no existe ( € A, (D) tal que
((2) =u = ((u). En efecto, si escribimos { (s) =c (s—a) /(1 —a s),
donde ¢ € S, a, s € D deber4 ser

c =c = u. (150)

Como u # z resulta u # 0. De la primer igualdad en (150) sigue que
z—u=(z—u) |a\2, lo que no es posible. Finalmente, si z, u y v son
distintos en D sea t € D el valor comiin de ¢ y ¥ en 2. Si ¢t ¢ {u,v}
entonces ¢ = 1 pues hay una unica aplicacién lineal fraccionaria que
aplica z en u, u en vy v en t. % Precisamente, por la inyectividad ¢ # u

porque z # v y t # v porque u # v. [J

60P. ej.

2 (14 exp (i0)) — 5w
5—2(1+exp (—if)) w

By o[ A, (D)] = {fa(w) — exp (~if) weD, 0<9< 27r}.

61Notar que
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4.6. Sobre aplicaciones lineales fraccionarias. Automor-
fismos del semiplano superior que fijan 0 y co. So-
bre automorfismos hiperbdlicos del disco. Teore-
ma de Denjoy - Wolff. Sobre automorfismos del
semiplano superior con solo un punto fijo en co y
automorfismos parabdlicos.

Si z1, 22, 23, 24 son cuatro nimeros complejos distintos escribimos

1 — k2 23 — 24

(Zla 29, 23, Z4) = - -
21 — 24 23 — 22

(i) Si T(2) = (2, 2o, 23, 24) entonces T(z9) =0, T (23) =1y T (24) = o0.

(ii) Extender la definicién anterior al caso en que alguno de los nimeros
complejos es infinito.

(iii) Determinar 7' (R) .
(iv) Si S es una aplicacién lineal fraccionaria entonces

(Zla 22, 23, 24) = (S'Zla SZQ: SZg, 524) .
(v) Sea 1 un automorfismo del semiplano superior [[" que fija solamente 0
y oo. Probar que ¢ (w) =t w para algin t > 0, ¢ # 1.

(vi) Todo automorfismo hiperbdlico del disco es conformemente equivalente
a una dilatacién de []*.

(vii) (Teorema de Denjoy - Wolff) Sea h un automorfismo hiperbdélico del
disco y, para cada entero positivo n, h, = ho ... oh (n— veces). Existe
un tnico a € 0D tal que la sucesién (hy),~,; converge uniformemente
sobre subconjuntos compactos de D a la funcién constante a.

(viii) Sea 1 un automorfismo del semiplano superior con solo un punto fijo
en oco. Entonces ¢ (w) = w +b, w € [[*, para cierta b # 0.

(ix) Idem al (vii) para automorfismos parabélicos.

Solucién
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(i) Trivial.
(ii) Hacemos
(23 —21) [ (2 — z1) S0 29 =00,
(2, 20, 23, 24) =X (2—22) /(2 —2z1) i 23= 00,
(z—29) /(23 — 22) si 24 = 00.

(iii) Supongamos que 2z, z3, 24 son finitos. Entonces T es una aplicacién
lineal fraccionaria y por (i) el conjunto 77! (R) es el tinico circulo o
recta que contiene a 2y, 23 y 24 (cf. [47], Lemma 4.4, pag. 56). La
misma conclusion es aplicable si z9, 23 0 24 no son finitos.

(iv) Si S(2) = (az+0b)/(cz+d), donde ad — bc # 0, basta notar la identidad

(ad — be) (z — w)
(cz+d) (cw+d)

S(z) = S(w) =
(v) Sea ¢(w) = (aw+b)/(cw+d), con ad—be # 0 en C. Como 1) transforma
el eje real en si mismo resulta
(aw+b) (cw+d)=(@w+b) (cw+d), weR
En consecuencia, de la identidad polinomial
(aX+b)EX+d)=@X+b)(cX+d)

deducimos que {a G, ad+bt b E} C R. Ademas b = ¢ = 0 pues
¥ (0) =0y ¢ (c0) =00, ie. siw € [[" tenemos

y, si t = (a d)/|d|’, entonces t > 0 porque ¢ es una biyeccién del
semiplano superior y ¢ # 1 pues 1 solo tiene dos puntos fijos.
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(vi) Sea h un automorfismo hiperbdlico del disco D y T : C,, — C, la apli-
cacién analitica T (2) =i (1 +2) /(1 — 2), z € Cx. Como la expresién

2
Re<1+z> _y 1- |z|2,
1-2 11—z

es positiva si z € D entonces T (cI D) = []'. Es facil ver que T es
inversible, 77! (w) = (tw + 1) /(iw — 1) si w € Cy, resultando T iso-
morfismo analitico. Si A tiene puntos fijos en 1 y —1 el automorfismo
analitico del semiplano superior 7o hoT ! tiene puntos fijos en 0y oo,
deviniendo una dilatacién A. Luego h =T oA oT y h es conforme-
mente equivalente a A. En el caso general, supongamos que h tiene dos
puntos fijos Ay uen 0D y sea 7 € 0D — {\, u}. Podemos determinar
ce C— {0} tal que S(1) e Rsi S(z)=c (z—=A)/(z—p), z€ Cx. S
es una aplicacién lineal fraccionaria, S(A\) =0, S(u) = coy S (0D) =R
([47], Ch. 2, Th. 4.2, pag. 56). Més aiin, podemos determinar ¢ tal que
S(D) = [[*. Ahora el automorfismo analitico del semiplano superior
S ohoS~! es una dilatacién pues tiene puntos fijos en 0 y oo.

(vii) Por el lema de Wolff (cf. [10], Th. 2.48, Ch. 2, pdg. 56) existe un dnico
punto fijo a € 8D tal que d (a) < 1, donde escribimos

1—[h(2)]

, CeD.
T—Jo ¢

d(C) =lm, ¢ .ep

Por el teorema de Carathéodory - Julia (cf. [10], Th. 2.44, pag. 51) se
deduce que

K(a)= lim HK(ra)=d(a) @ lim h(ra),
r—1- r—1-
i.e. |W(a)] < 1. Por (vi) existe una aplicacién conforme T inversible,
con inversa continua y una dilatacién A (w) = s w del semiplano su-
perior, con solo dos puntos fijos, de modo que h = T"' o Ao T. Si
z € D tenemos T (h(2)) = s T'(z), i.e. T'(h(z)) h(z) = s T(z). En
particular,7(a) h{a) = s T{a) y, como T tiene derivada no nula en
todo punto, s = h{a) y 0 < s < 1. Ahorasin > 1y z € D tenemos
hy(2) = T7'(s" T (2)), de donde es inmediato que h,, converge uni-
formemente sobre subconjuntos compactos de D a un unico punto fijo
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de h. 62

(viil) Sea ¢ (w) = (Aw + B)/(Cw + D), con AD — BC # 0 en C. Como
P (00) = oo es C =0, o sea ¢ es de la forma ¥ (w) = aw + b, con
a, b € C, a # 0. Escribiendo a = |a| exp (i), w = |w| exp (i0), con
0<O0<m 0<ac<?2nm, resulta

Im [¢ (w)] = |aw| sin[i (a + 0)] + Im (b) .

Como (H+) = H+, a debe ser tal que 0 < v+ 0 < 7 mod (27).
Luego a = 0 y podemos suponer que a es una constante positiva.
Como Re(b) > 0 pues b =1 (0), si 0 < a < 1 entonces w = b/ (1 — a)
es punto fijo de 1, lo cual no ocurre por hip6tesis. Debe ser a > 1y,
como ¢~ (w) = (w—>b)/a, w € [[T, también a < 1. En definitiva a = 1
y b # 0 ya que 9 no es la aplicacién idéntica.

(ix) Sea h un automorfismo parabdlico del disco con un punto fijo doble
en v € 0D, «a, [ dos elementos de 0D — {v}. Consideremos una
aplicacién fraccionaria S tal que S (0) = «, S(1) = 3,5(0) = vy
S (H+) = cl D. Entonces S™! o ho S es un automorfismo analitico
de JT* con un solo punto fijo en oo, i.e. existe w € [[" — {0} tal que
h(z) =S (S7*(z) +w), z € D. En consecuencia

ho(2) =S (S (2)+nw), z€ D, n>1

y, como w # 0, de la continuidad de S y su inversa sigue enseguida (ix).
O

62Con la notacién de (vi), asumiendo sin perder generalidad que a = p,
(97 T [s" T(g(2))] & g~ (T (0))

y g (T7'(0)) = g7! (-1) = p, donde K denota convergencia uniforme sobre subcon-
juntos compactos de D.
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5. Sobre Topologia y Algebra

5.1. Sobre el teorema de Baire.
(i) El espacio de Lebesgue L?(0,1) es de primera categoria en L' (0,1).

(ii) En el espacio de Banach C¢ [0, 1], el conjunto £ de funciones que tienen
derivada a derecha finita en algiin punto de [0,1) es de primera cate-
gorfa.%3

(iii) Sean (Xi,d;), (Xo,dy) espacios métricos, A un subespacio denso de
Xi, f: A — X, una funcién continua. Si (Xs,ds) es completo, el
conjunto ® de puntos de X; para los que f no tiene limite relativo a
A es magro®.

(iv) Con la notacién de (iii), si {fn},~; € C (X1, Xs) y existe el limite
puntual f = 1im,_,, f, hay un subconjunto magro de X, al exterior
del cual f es continua. Luego, si (X;,d;) es completo, f es continua
sobre un conjunto denso.

Solucién

(i) Bastard ver que para cada r > 0 el conjunto

B, ={fel’0,1): [fll,<r}

es cerrado en L' (0,1) y de interior vacfo. Sea {f,},~, una sucesién de
elementos de B, convergente a f en L' (0,1). Como ||f, — f||; = O
hay una subsucesién {f,,},-, tal que f,, — f a.e.. Ahora, por el lema
de Fatou, sigue que B, es cerrado. Supongamos que fy es un punto
interior de B, en L' (0,1). Existe € > 0 tal que

{feL'0,1): ||f-fl,} CB.

SixeCygeL?(0,1) {0} es [|(fo+ A g) = foll, = [A] [lgll; < e si
y solo si [A| < ¢/ ||g||, , de modo que

9
r > >

o 2llgll;

fo+ lglly = 11 foll,

_° g
2|9l

63Observar que, en consecuencia, hay una funcién continua sobre [0, 1] no derivable en
ningin punto.

64Dado z € X, f tiene limite en x; relativo a A sii hay una sucesién {;z:n}n>1 CA
convergente a x para la que existe lim, 1 f(z,). -
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y, por lo tanto, ||g||, < 4r ||g||,/ €, desigualdad valida atin si g = 0.
Como ||g]l, < ||gll, para cada g € L? (0,1) deducimos que la norma de
L?(0,1) es equivalente a la inducida por L' (0,1). Sin embargo,

n n

\/TT Y ||n$||1:n+1
sin €N, ie (I7(0,1),]loll,) = (L(0,1), [lofl,)- *°

In 2", = <1

(ii) Dada g € Q existen o € [0,1) y m € N de modo que ¢ ()
estd definida y |¢% (z9)| < m. En consecuencia existe € > 0 tal que
lg(z) —g(zo)] < m(x—mg) sixg <z <z9+6. Sin € NseaQ, el
conjunto de funciones f € C¢ [0, 1] para las que existe ¢, € [0,1 — 1/n]
de manera que |f (t) — f(to)] < n(t—to) sito <t < ty+1/n. En-
tonces 9 C U2, 8, v bastara ver que cada £,, es conjunto nunca denso.
Fijemos n y veamos que £,, es cerrado. En efecto, sea {h;},., una suce-
sién de elementos de £, convergente a h € Cc[0,1]. Para cada [ sea
v € [0,1—1/n]tal que [u(y) — by (y)| < n(y —w) siy <y <y+1/n.
Por la compacidad de [0,1 —1/n] hay una subsucesién {y, },., de
Cauchy de {y;},5, . Existe entonces ro € N tal que |y, —y,| < 1/n si
r > 19, t > ro. Ahora, la familia § = {[y;,, w, + 1/nl},,, de subcon-
juntos cerrados de [0, 1] tiene la propiedad de interseccién finita. Para la
prueba de esta afirmacidn, si s € N consideremos indices (r;),,, tales

que y;, < y,, < ... <y, y veamos que Ni_, [yl”, Y. + 1/n] # 0.

Podemos suponer s > 1 e, inductivamente, el resultado cierto para

intersecciones de menos de s elementos de §. Por hipétesis inductiva

65Sea A, : L (0,1) = C, Apf =n f0"_3 f(z) dz, n € N. Entonces |A,f| <n=2 ||f]l,
cuando f € L' (0,1) y n > 1, i.e. A,,f — 0. Ademés,

n7273a

lim A,z% = lim
n—00 n—oo 14+

= 400
si —1 < a < —2/3, en cuyo caso z® € L' (0,1) — L2 (0,1) . Por lo tanto, el conjunto
C = {f € L'(0,1) : {Anf},>, es sucesion de Cauchy}

est4 propiamente incluido en L' (0, 1) . Necesariamente C' es de primera categoria (cf. [42],
Ch. 2, Th. 2.7). Como L2 (0,1) C C tenemos que C resulta de primera categoria.
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tenemos

s—1

M > v, +1/n] = [yz“_l, Yo, + 1/%} # 0.

=1

Pero y;, +1/n >y, ,ie. y,, € [yzrs_la Yi,, + 1/”] N [y, v, +1/n]
y es vélido el paso inductivo. Existe entonces yo € [0,1]NF pues [0, 1]
es compacto. Més atin, como yo = lim, , o0y, €s 0 < yog < 1 —1/n.
Sea ahora yo <y <yo+ 1/n,sear talquey, <y <y, +1/nsir>7r
y escribamos

\h(y) —h o) < |h(y) — ki, W)+ P, (y) — M, (1,)]
+ [l (yi,) — P, (o) + [ha, (Yo) — P (y0)]

< 2||h_hlr||oo+n(y_ylr)+n(ylr —yo)-

Haciendo r — 400 obtenemos |h (y) — A (y0)| < n(y —vo) vy, en con-
secuencia, h € £,, quedando probado que £, es cerrado pues h es
arbitraria. Para ver que Q% = () sean F € Cc[0,1] y & > 0. Por la
continuidad uniforme de F' existe 0 > 0 tal que |F(s) — F(t)| < £/4 si
|s—t <den[0,1]. Sea k€ Ntalquel/k<dy, para0 <z <1,

k

G(z) = F(1) >y () + > G (2),
donde para 1 < j < k escribimos

. N j—1
Gy(o) = { ke =i+ 1) [P - D] + P by @)
(151)
Por construccién G es continua y ||[F'— G|, < &/2. Para cada j la
grafica de Gi; es un segmento en el plano con una pendiente 6; determi-
nada. Veremos que podemos definir una poligonal continua H del tipo
H= 2?21 Hj, de modo que cada H; estd soportadaen [(j — 1)/k, j/k),
|H’. ()| > n para todo z € [0,1) y |G — H||, < £/2. Mas general-
mente, sean z5, w € C, zy # w, digamos

w—zo=p exp(if), p>0, 0< 0 < 27.
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Desde luego podemos suponer [tan | < n, mas atin, supondremos que
0 < @ < arctan (n) pues otros casos siguen en forma andloga. Sea ¢ > 0
y fijemos arctan (n) < « < 7/2. Escribiendo

w1 = 2o + (cosec (a — 0) exp (i), m = 29 + (————

w
—— cot (aw — ),

el tridngulo A (2o, t1,m1) es rectangulo en 7y, | — m| = C y el lado
[20,m] tiene la direccién del segmento [z, w]|. Ademds la hipotenusa
[20, 11] tiene pendiente o y la distancia méxima entre puntos de la
misma y de [z, w] es (. Si |w — 2| es mayor que la longitud del lado
[20,m1] consideramos 21 € (2o, m1) tal que el segmento [u, 21] sea verti-
cal. Repetimos la construccién anterior en [z, w], reemplazando zy por
z1, haciendo

7zlcot(a—9).

: w
to = 21 + ¢ cosec (a — 0) exp (i), 772:,21+§‘w P
-2

Tenemos otro tridngulo A (21, o, 72) rectdngulo en 7, en el que todo
punto de la hipotenusa [z1, o], que tiene pendiente «, estd a distancia
no mayor que ¢ de [zp,w]. Si |w — 2| es mayor que la longitud del
lado [z, 72] consideramos zy € (z1,72) de forma que el segmento [us, 29]
sea vertical. Es claro que este proceso ha de terminar después de un
nimero finito de repeticiones, quedando definida una poligonal P con
vértices P : 29, M1, 21, M2, ... En todo caso, los segmentos [u, 2]
son verticales, los segmentos [z, 1;41] tienen pendiente « y la distancia
méxima entre puntos de Py de [z, w] no supera (. Ahora, con { = £/2,
esta construccion es aplicable a las gréaficas de las funciones definidas
en (151) resultando la existencia de la funcién poligonal continua H
con las propiedades antes requeridas. En definitiva,

1F = Hllo < ||F = Gllog + IG = Hl|, <&
y H ¢ 9, y, como F, £ son arbitrarios, sigue la tesis.
(iii) Si # € X; indicamos la oscilacién de f en z relativa a A mediante

osca(f,z) = Ulélg diam f(UNA),

donde U, denota la clase de entornos abiertos de z en X;. Notemos
que ® = U2, D, donde ©,, = {z € X; : osca(f,z) >1/n} (cf. [12],
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Capitulo 3, (3.14.6), pag. 59). Fijado n, veamos entonces que D, es
nunca denso. Si x ¢ D, existe U € U, tal que diam f(UNA) < 1/n.
Siy € U tenemos

osca(f,y) <diam f(UNA)<1/n,

ie. UND®D, =0y D, es cerrado. Ahora, dados z € X;, € > 0 existe
0 <6 < e tal que By, (2,0) C f![Bx, (f(2),1/(3n))]. Siw € X; y
di(z,w) <y a1, ag € AN By, (z,9) escribimos

osc4(f, w) < diam f [AN By, (2,0)] < da(f(a1), f(a2))

< dz (f(ar), F(2)) +d2(f(2), flaz)) <2/(3n) < 1/n

yw ¢ D,,ie B(z,¢) € D,. En particular, si By, (z,0) = {z} debe
ser z € A ya que A es denso, y entonces oscs(f,2) =0, i.e. z ¢ D,. En
todo caso, D2 = ().

(iv) Dados n, m € N definimos
Enm={z € X1: (Vk), k 2 n, dz (fu(2), fi(x)) 2 1/m},

y hacemos E = Uy, (Epm — ES,,)) - Como {fp},~; € C (X1, X;) cada
Eym es cerrado. Mds aun, es claro que cada E, ., — Ej . es cerrado
nunca denso y E deviene magro. Sobre X; — E es dy (fn, f) < 1/m
para cualesquiera n, m, i.e. f |x,_p= limunif, , o fn |x,—&, ie. f
es continua al exterior de E. Si (X,d;) es completo, por el teorema
de Baire X; — FE resulta denso, ya que se realiza como interseccion

numerable de abiertos densos. [J

5.2. Acerca de subrecubrimientos numerables en R.

Si 2 es una familia arbitraria de intervalos en R con méas de un punto
entonces hay una subfamilia numerable © de {2 tal que U © = U (2.

Solucién

Sead={reUg: z¢ A°si A€ Q}.Dadoz € 9 sea A € Q2 tal que
x € A. Como z no es punto interior de A entonces r+ = max A o x = min A.
Ademads, como A no se reduce a un punto, se da una y solo una de dichas
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posibilidades. Escribiremos

0;Q={red: 3A € Q /z=min A},

0sQ={r€0N:3A€Q / x =méix A}.
Si x € 0;8) sea
s(z) =sup{sup A: A€Q, min A=uzx}.

Sean z, y € 0;Q, x < vy, s(x) < +o0. Si y < s(x) existe A € Q tal que
z=min A<y<sup A, ie y € A°lo que no es posible. Luego s(z) <yy
tenemos (z,s(z)) N (y,s(y)) = 0 (podria ser s(y) = +00). En consecuencia,
0;{2 es numerable y, en forma andloga, 0,{) también lo es. Por lo tanto 0f2
es numerable, es decir, salvo un conjunto numerable U {2 consiste de puntos
interiores de miembros de €. Sea T = Uacq/ecad, © € U Q. Si ademds
y € U (), escribiremos x ~ y si y solo si z = . Entonces ~ es una relacién de
equivalencia la cual induce una particién de U €2, necesariamente numerable,
porque cada clase de equivalencia es un intervalo con mas de un punto. Més
aun, siz € 00y TN = {z} entonces ) contiene conjuntos de la forma
(z,z] o [z,w) donde x > z > —o0 0 bien z < w < +00. Supongamos que §2
contiene una subfamilia {(z;, z]},.; tal que y = inf;c; 2; es finito. Dadon > 1
existe i, € [ tal que z;, < v+1/ny tenemos Uz = Ujer (2, 2] = U2, (2, 2] -
Si 7 = —oo podemos razonar anilogamente o considerar U T = (—o0, z] si
(—oo,z] € 2 (las demds alternativas siguen en forma andloga). Por otra
parte, si x e y son dos elementos distintos de 992 tales que = = y deducimos
que [z,y] € Qysi A e Q entonces AN {z,y} = 0 o A & [z,y] (notar
que £ N 02 tiene a lo sumo dos elementos). En definitiva, clasificando los
elementos z € 02 segun z N 0f) tenga uno o dos elementos, queda asociada
a z una subfamilia numerable ©(z) de Q tal que z = U ©(x). Haciendo
O = U,e00O(z) sigue la tesis. O

5.3. Normalidad de la recta real, munida de la topologia
de intervalos semiabiertos.

El espacio R de los numeros reales, con la topologia de intervalos semia-
biertos, es normal.
Solucién
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Sean A, B subconjuntos cerrados disjuntos no vacios de R. Si a € A
existe a(a) > 0 tal que [a, a + a(a)) N B = (. En efecto, hay un abierto
bésico del tipo N7_, [z}, y;) que contiene a a y es disjunto con B y podemos
hacer a(a) = mini<j<, y;. Andlogamente si b € B existe 5(b) > 0 tal que
[b, b+ B(b)) N A = (. Indicaremos

I(a) = [a, a+ «a(a)), J(b)=1[b, b+ B(D)).
En general, si I(a) N J(b) # 0 entonces
I(a) N J(b) = [méx {a, b}, min{a + a(a),b+ B(b)}).

Pero I(a) N J(b) C R — (AU B) y debe ser I(a) N J(b) = 0. Por otra parte,
{I(a)},c4 es un cubrimiento de A. Como por el problema anterior R es
espacio de Lindelof y A es cerrado entonces A es espacio de Lindelof y hay
una sucesién {a,},~; € A tal que el abierto U = U2 I(a,) contiene a
A. Anélogamente hay una sucesién {b,} ., C B de modo que el abierto
V =U2,J(b,) contiene a B. Como U y V son disjuntos sigue la tesis. O

5.4. Intersecciones de espacios compactos. Compaci-
dad en espacios métricos.

(i) En general, la interseccién de conjuntos compactos puede no ser com-
pacta.

(ii) Probar que en un espacio métrico (F, d) son equivalentes:
(a) E es compacto.

(b) Cada recubrimiento abierto numerable de E contiene un subrecubri-
miento finito.

(c) Cada sucesién decreciente de conjuntos cerrados no vacios tiene inter-
seccién no vacia.

(d) Para cada recubrimiento abierto infinito (U,)aca de E existe un sub-
conjunto propio B de A tal que (U,)acp €s cubrimiento de E.

(e) Cada cubrimiento abierto de E finito por puntos contiene un subre-
cubrimiento finito.
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(f) Cada subespacio infinito y discreto de E es no cerrado.
Solucién

(i) Se sabe que en espacios de Hausdorff la interseccién de conjuntos com-
pactos es compacta. Consideremos el espacio producto X = Rx {a, b},
donde {a, b} tiene la topologia indiscreta. X no es espacio de Hausdorff,
p. €j. (0,a) y (0,b) no pueden separarse. Escribimos

C;=10,1) x{a} U{(1,0)}, Cy=(0,1] x {a} U{(0,0)}.

Entonces C; N Cy = (0,1) x {a} no es compacto y tanto C; como Cy
lo son.

(ii) Evidentemente (a) = (d) y (e) y (a) = (b) = (c). Sea F un subconjunto
infinito y discreto de E. Si F' es cerrado, como para cada z € F hay un
abierto U, de E tal que {z} = FNU,, lafamilial’ = {U,}, . zU{E — F}
es un cubrimiento abierto de E. Asumiendo (d) podemos hallar un
subrecubrimiento propio de E en I'. Fijados x e y en F, x # y, tenemos
z ¢ U,. Luego I' = {U, } no es cubrimiento de E. Entonces I' —{E — F'}
debe ser cubrimiento de E. Pero ahora (d) no es aplicable, llegando asi a
una contradiccién, o sea (d) y (e) = (f). Veamos que (f) = (a): sea
F un conjunto infinito. Si existe y € F tal que d(y, FF —{y}) = 0
entonces y es punto de acumulaciéon de F'. Podemos suponer que para
cada x € F el nimero §, = d(z, F — {z}) es positivo, de modo que
{z} = B(z, 6,/2)NF y F deviene discreto. Por (f) tenemos F' ¢ ¢l F
y por lo tanto F' tiene algiin punto de acumulacion. Asi E resulta
compacto y sigue (a). Finalmente, (c) = (a) ya que si {z,},-, es una
sucesién infinita y z € N cl{z,, Tpy1, ... } entonces x es punto de
acumulacién de {z,},-,. O

5.5. Sobre espacios métricos de Hausdorff. Completi-
tud, precompacidad, compacidad.

Dados un espacio métrico (F,d) un espacio métrico, un subconjunto C
de E y un nimero positivo s escribiremos Vs(C) = {x € E : d(z,C) < s}.
En particular, podemos suponer sin pérdida de generalidad que la distancia
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d es acotada. Definiremos la distancia de Hausdorff sobre la familia §(£) de
subconjuntos cerrados no vacios de E como

d(A,B)=inf {r>0: ACV,(B) y BCV,(A) }, A, Be€FE).
Probar:

(i) (§(E), 0) es un espacio métrico, el cual es completo si (E,d) lo es.

(ii) Si (E,d) es precompacto entonces (F(E), J) también lo es. Luego si
(E,d) es compacto (F(E), 6) también lo es.

Solucién

(i) Es facil ver que ¢ define una distancia sobre §(E). Supongamos que E es
completo y sea {A4,},, una sucesién de Cauchy en F(E). Sea (np),,
una sucesién estrictamente creciente tal que §(Ay,, A, ) < 277 si
peNyqeNy.Sizy € Ay, seazy € Ay, tal que d(z1, x9) < 271, Como
§(A,,, An,) < 272 tenemos A,, C Vo—2(4,,) v existe z3 € A,, tal
que d(z2, z3) < 272 Inductivamente, podemos construir una sucesién
{az:p}p21 tal que z, € A, y d(xp, Tp11) < 27P para cada p. Por lo tanto
si p, ¢ € N tenemos

-1 q—1

d(Tp, Tpiq) < A(Tp1j, Tpyj1) < Z 2777, (152)
J

LS

Il
=)

J=0

o sea {z,},., es una sucesién de Cauchy en E. Sea x = lim, o ).
Escribiendo B, = ¢l U2 A,,, ¢ € N, debe ser x € N2,B;. En
caso contrario, sea ¢ tal que z ¢ B,. Luego existe ¢ > 0 tal que
B(z,e)N Up2 jAn, = (@, lo cual no es posible. Asi A = Ng=1 By pertenece
a §(E). Veamos que §(A,, A) — 0. Como {A,}, -, es una sucesién fun-
damental bastard ver que d(A,,, A) — 0. Notemos que para todo ¢
resulta Us2 A, C Vy-q(Ay,), de donde

By Ccl Va-a(Ap,) = {y €E: dy,A,,) < 2_‘1}.

Entonces A C N%2, {ye E: d(y,A,,) <2} . Sea entonces { > 0y
qo € N tal que 27% < (. Si ¢ > ¢ entonces

AC {y €eLb: dy,A,,) < 2_‘1} C Ve(Ap,).
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Por otra parte, si hacemos ¢ — oo en (152) vemos que d(z,, =) < 2Pt
xp, € A,,, T € A, cualquiera sea el entero positivo p. Este proceso es
general, de manera que si y € A, , ¢ > qo, razonando como antes se
obtiene, mediante una construccién inductiva, un elemento y, € A tal
que d(y, yo) < (. Asi A,, C V¢(A) si ¢ > qo y tenemos (i).

(ii) Dado € > 0 sea F' un subconjunto finito de F tal que d(z,F) < ¢

5.6.

para todo z € F. Entonces P(F) — {0} es un subconjunto finito de
S(E) y, si A € F(F) entonces 6 (A, {r € F: d(z,A)<e}) < ey
{z € F: d(z,A) < ¢} es una parte no vacia de F. [J

Generadores de la o— dlgebra de subconjuntos
de Baire en un espacio separado localmente com-
pacto. Caracterizaciéon del subespacio Cj(X) de
C(X) de limites uniformes de elementos de C, (X).
Determinacién de Cy(X) bajo la compactacién de
Alexandroff. Determinacién de C (Y*), C. (Y), Cy(Y)
y de subconjuntos de Baire de Y e Y*, donde Y es
conjunto no numerable con la topologia discreta
e Y* es el compactado de Alexandroff de Y. Ex-
istencia de subconjuntos compactos de Y* que no
son de Baire. Existencia de medidas de probabili-
dad de Baire sobre Y nulas sobre Cy(Y). Acerca de
las clases de Baire y de Borel en espacios métri-
cos separables localmente compactos. Sobre la 0—
algebra de Baire del producto de espacios separa-
dos localmente compactos.

(i) Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto, K un subconjunto

compacto de X. Hay un abierto O con clausura compacta que le con-
tiene y una funcién continua f : X — [0, 1] soportada en O tal que
f |k= 1. Si K es ademds de clase G5 puede ser también f < 1 sobre
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X - K. %

(ii) Caracterizar el subespacio Cj (X) de C(X) de limites uniformes de
elementos de C,. (X).

(iii) Si X* es la compactacién de alexandroff de X,

Co(X) ={f Ix: feC(X7), f(o0) =0}.

SleCO( )

(v) En todo espacio métrico separable localmente compacto las clases de
Baire y de Borel son iguales.

(vi) Sean X e Y espacios separados localmente compactos

(vi)(1) Si f € C. (X xY), e >0, existen n € N y funciones
D1y oy Pn € CC (X)7 ’(/)17 ) ¢’n € CC (Y)

tales que | f(z,y) — >_7_; ¢; (2) ¥; (y)| < € para todo (z,y) € X x Y.

(vi)(2) Si B(X), B(Y), B(X xY) son las o - dlgebras de Baire de X, Y
y X x Y entonces B(X xY)=B(X)xB(Y).

Solucién

66En consecuencia, la o— algebra de subconjuntos de Baire de X, i.e. la menor o— &lge-
bra respecto a la que toda funcién continua con soporte compacto es medible, estd generada
por la clase de conjuntos compactos y Gs.
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(i) Para cada z € K sea O, un conjunto abierto de clausura compacta que

le contiene. Por la compacidad de K hay un subconjunto finito F de K
tal que el conjunto abierto O = U,rO, contiene a K y tiene clausura
compacta. Basta aplicar ahora el lema de Urysohn. Si K es compacto
G5 podemos escribir K = N2, 0, donde {O,}, -, es una sucesién de
conjuntos abiertos. Para cada n, como K C O, hay un abierto U,, con
clausura compacta tal que K C U,, C clU, C O,, (cf. [43], Ch. 2, Th.
2.7, page 38). Como K = U ,U,, podemos asumir que cada O, tiene
clausura compacta. Paran € N existe entonces f, : X — [0, 1] continua
de soporte compacto contenido en O, tal que f, |x= 1. La afirmacién
sigue considerando f =" 27"f,.

(ii) Para que una funcién f € C(X) pertenezca a Cy(X) es necesario y

(iii)

suficiente que para todo € > 0 el conjunto {|f| > £} sea compacto. En
efecto, si f € Cyp (X) y € > 0 sea {x4},-, una red tal que |f (z,)| > ¢
para todo a. Sea g € C.(X) tal que |f(z) — g(z)| < €/2 para todo
r € X.Siaé€ A, como

/22 |f(xa) = 9(xa)| 2 [If (2a)| = |9 (a)l| = [f (xa)| — |9 (za)]

deducimos que |g (z,)| > /2y {Za},c4 € supp (g) . Por la compacidad
de supp (g) la red {z,},., tiene una subred convergente y, siendo esta
arbitraria, la condicién es necesaria. Reciprocamente, si 7 > 0 por (i)
y la hipétesis hay un abierto con clausura compacta O que contiene
al conjunto compacto {|f| > n}. Por el lema de Urysohn existe una
funcién continua A : X — [0, 1], con soporte compacto contenido en
O, tal que h |f>n= 1. Por lo tanto fh € Co(X) v |f— fh| < 7

uniformemente sobre X.

Si f € Cy(X) extendemos f a X* haciendo f(c0) = 0. Si e > 0,
como f~'[D(0,¢)] D X* — {|f| > €} sigue que f € C (X*). Por otra
parte, si g € C (X*) entonces g |x€ C(X) y para p > 0 el conjunto
{lg |x| > p} = X* — g7 [D (0, p)] es cerrado en X*. Luego dicho con-
junto es subconjunto compacto de X* pues X* es separado y, como es
subespacio de X y todo abierto de X es abierto en X*, sigue (iii).
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(iv)(1) Si f e C(Y),
feCe(Y) & tsupp (f)] < +oo,

feCo(X) & (Ve), e >0, §{|f] > e} < +oc.

(iv)(2) Sea N la o— élgebra generada por la clase de subconjuntos nume-
rables de Y e indiquemos B (Y") a la clase de subconjuntos de Baire de
Y. Como N contiene a la clase de conjuntos compactos y Gs tenemos
B(Y) C N. Como toda parte finita es compacta, abierta, contenida en
B(Y)yB(Y)es o— algebra N C B(Y).

(iv)(3) Como Y tiene la topologia discreta, C(Y™*) consiste de todas las
funciones de Y* en C continuas en oo.

(iv)(4) Un subconjunto C' de Y* es compacto G sii es una parte finita de
Y o Y*—(C es numerable en Y. En efecto, la afirmacion es inmediata si
CePs(Y).SiY*—C = {yn},>, en Y entonces C =N, Y*—{y,}, i.e.
C es G5 y es compacto pues se realiza como interseccién de cerrados en
un espacio separado. Por otra parte, si C' es compacto G5 y no contiene
a oo, es compacto en Y y, necesariamente, finito. Si C' es compacto Gy
y contiene a oo, como cada abierto en Y* es complemento de una parte
finita de Y la condicién es necesaria. Definimos

E={AeP(Y"):Y o Y*— A son subconjuntos numerables de Y} .

Entonces = es una o— algebra que contiene a todo subconjunto com-
pacto G5 de Y* y, por lo tanto, también a la o— algebra de Baire

—_

B (Y*). Claramente podemos concluir que B (Y*) = =.
(iv)(5) El conjunto compacto {oo} no es de Baire.

(iv)(6) Dado A € P (Y) escribimos u* (A) = 0 si A es numerable, u* (A) =1
si A es no numerable. u* es una medida exterior y, si © es la c— algebra
que sigue al aplicar a u* el proceso de Carathéodory es

©={AeP(Y): Aesnumerable o Y — A es numerable} .

Por (iv)(2) obtenemos B(Y) C © y, si i = pu* |oy p = [i |B(y) en-
tonces u es una medida nula sobre subconjuntos compactos de Y (i.e.
sobre subconjuntos finitos de Y). Luego u es medida de Baire sobre
Y, p(Y) =1y sigue la afirmacién.
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(v) Sea (X,d) un espacio métrico separable localmente compacto. Todo
subconjunto cerrado C' de X es de clase G5 pues

C=n,{reX: d(z,C)<1/n}.

Por otra parte, si x € X, como X es separado por ser espacio métrico y
por la compacidad local, existe un abierto precompacto O, que contiene
a x. Existe ademds r, > 0 tal que B(z,r;) C O, y, por lo tanto, B(z, ;)
es precompacta. Si D es un subconjunto numerable denso de X y U
es abierto, como la o— &lgebra de Baire esta generada por la clase de
partes compactas y G5 de X bastara ver que

yeD, reQ,
U= U clB(y,r): B(y,r) precompacto,
cl B(y,r) CU.

En efecto, sea z € U, s € Q" tal que cl B(z,s) C U. Podemos suponer
que B(z,s) es precompacto, que z ¢ D y considerar y € D tal que
d(y,z) < s/2. Sear € Q tal que d(y,z2) < r < s —d(y,z). En estas
condiciones, z € B(y,r), B(y,r) C B(z,s) y clB(y,r) es una parte
compacta de U, como debiamos probar.

(vi)(1) Sean px y py las proyecciones de X xY sobre X e Y y S = supp (f).
Como S es compacto y las proyecciones son continuas px (S) y py (5)
son compactos. Luego C' = px (S) X py (S) es compacto y contiene a
S. Si (¢, p) € Ce(px (S)) x Cc (py (S)) entonces ¢ -1 € Cc (C). En
efecto, si {(z,41)},c,, es una red que converge a (z,%y) en C entonces
{z1}en, {uihep son redes en px (S) y py (S) convergentes a = e y
respectivamente. Luego ¢ (z;) — ¢ (z), ¥ (y;) = ¢ (y) y por lo tanto

lim () (22,1) = lim [ (20) & ()] = (0 ¥) (&,).

Sea A la subdlgebra de C¢ (C) generada productos de elementos de

Cc (px (S)) y Cc (py (S)) . Como A contiene las funciones constantes,

es cerrada por conjugacién y tanto C¢ (px (S)) como Cc (py (5)) sepa-

ran puntos de px (S) y py (S), el resultado sigue del teorema de Stone

- Wierstrass.

(vi)(2) El producto de conjuntos compactos de clase G5 es compacto de
clase G5, de modo que B(X xY) D B(X) x B(Y). Si ¢ € C.(X)

207



entonces popx es B(X) x B(Y) medible, ya que si B C C es boreliano
(popx) ' (B)=¢ ' (B)xY, ¢ " (B)e B(X)eY € B(Y). Anéloga-
mente, si ¢ € C, (V') entonces 1 o py es B(X) x B(Y) medible. Como
w1 = (popx) - (Yopy) resulta B(X) x B(Y) medible. Por (vi)(1)
sigue que toda funcién continua con soporte compacto sobre X x Y ha
de ser B(X) x B(Y) medible, ie. B(X xY)C B(X)xB(Y).O

5.7. Ciertas propiedades topolégicas de los ordinales
menores que el primer ordinal no numerable, mu-
nidos con la topologia del orden.

Sea [0,9] el conjunto de nimeros ordinales menores o iguales que el
primer ordinal no numerable €2 munido de la topologia del orden. Entonces:

(i) Q es punto de acumulacién de [0, §2) .
(ii) Ninguna sucesién de puntos de [0, 2) converge a .

(iii) El conjunto de ordinales no mayores al primer ordinal infinito w es
discreto y satisface (IT) (2do. axioma de numerabilidad).

(iv) [0, Q) satisface N; (ler. axioma de numerabilidad) pero no N;; (2do.
axioma de numerabilidad).

(v) [0, £2] no satisface N; ni Ny;.
(vi) Toda parte separable de [0, 2] es numerable.

(vii) Si (%n)newr Wn)new € 10,2 v 2, < yn < Tny1 para cada n entonces
ambas convergen a un mismo punto de [0, ).

(viii) Si A y B son partes cerradas disjuntas de [0, 2) entonces €2 no es punto
de acumulacion de A y B simultaneamente.

(ix) [0,9) y [0, €] son espacios normales.

(x) Si una funcién f : [0,Q) — [0, Q) verifica f(z) > x para todo x entonces
existe z € [0,9) tal que (z,z) es punto de acumulacién del grafico de

f
(xi) [0,€2) x [0, €] no es normal.

208



xii) [0, €] es el compactado de Stone - Cech de [0,).

(

(xiii) [0, 2) es localmente compacto.
(xiv) [0,€2) es secuencialmente compacto.
(

xv) [0, 2) no es compacto.
Solucion

ado o € [0,9Q) el conjunto (o, Q] es entorno abierto de €. Entonces
i) Dad 0,Q) el junt Q t bierto de Q. Ent
(a, ) # 0 pues « tiene un nimero numerable de predecesores.

(i) Si S € [0,9)”, Rg(S) es subconjunto numerable de [0,€2). En con-
secuencia sup Rg(S) < Q (cf. [23], Teorema 23, pag. 42). Haciendo

as = sup Rg(S) entonces (ag, 2] es entorno abierto de €2 en [0,9] y
£ S~ ([0, as]) es infinito.

(iii) Dado n € w resulta

wnN{a€l0,Q: a< 1} si n =0,

{n} =

wN{a€l0,Q]: n—1l<a<n+1} si n>1.
Ademés w es numerable.

(iv) Dado $ € [0,2) existe min {y € [0,Q2) : 8 < v}, ordinal al que pode-
mos indicar 5+ 1. Por otra parte, el conjunto de predecesores menores
que [ es un subconjunto numerable de [0,€2). Es ficil ver ahora que
{(a, 4+ 1) : a < B} es base de abiertos de 8. Supongamos ahora que
B es base numerable de [0, 2) . Necesariamente existe U € B no nume-
rable. Como para todo o € X resulta (o, Q) = Ugsq (o, f + 1) podemos
suponer que U no es una semirrecta. Sea M (U) la clase de subconjun-
tos abiertos maximales de U. Cada elemento de M (U) es numerable
porque U no es una semirrecta. Por lo tanto M (U) es no numerable,
es decir, hay una cantidad no numerable de abiertos disjuntos, lo cual
no es posible si [0, ) satisface Ny;.

(v) Como los axiomas de numerabilidad son propiedades hereditarias basta
ver que €) no tiene una base numerable de abiertos. {2} no es abierto,
sino existiria v € [0,9) tal que (v,Q] C {2} lo cual es absurdo. En

209



general, si V es un abierto que contiene a ) existe a € [0,) tal que
(o, Q] CV,ie. [a+1,9Q] C V. Podemos considerar

Py =min {5 €0,Q): [5,Q] CV}.

Si {V,,},,>; fuere una base de abiertos de Q2 consideramos para cada
entero no negativo n el elemento By, . Asi {fy, },~; € [0,Q)y By, = Q,
en contradiccién con (ii). -

(vi) Sea S una parte separable de [0, 2], D un subconjunto denso numerable

de S. Notemos que €2 no es punto de acumulaciéon de S. En efecto, sea
(z);e; € [0,9) tal que {(zi, Q},.; es base de abiertos, necesariamente
no numerable, de ). Fijado 7 € I sean

y; = min (z;, Q)N S,
Zip1 = min {.Tj 1T > yi},

dz' =min DN (.’ITZ',.TZ'_H) n=s.

Sii # j en I, digamos z; < z;, tenemos d; < z;41 < z; < dj, i.e.
d; # d;j. Pero D es numerable, lo que es contradictorio. Por lo tanto,
existe z < 2 tal que (z,Q] NS ={Q} y S resulta numerable.

(vii) Haciendo © = sup,,¢,, Tn € Yy = Sup,,c,, Y» por (ii) se tiene z, y € [0, ).

Evidentemente x = y.

(viii) Supongamos que {2 es punto de acumulacién de A y B. Sea

o =min [0,Q)N A, Yo = min [x9,) N B,

T, =min [y, 1,Q)N A, Yp, = min [z,,Q)N B,

donde n € w. Por (vii) se deduce que AN B # ).

(ix) Ver [14], Chap. VII, sec. 3, 144, ex. 2.
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(x) Si z; € [0,9) definimos x5 = f(x1), x3 = f(z2), ... Asi paracadan € w

tenemos z,, < f(x,) < z,41 y por (ii) existe

z=lim z,= lim f(z,).
n—oo n—oo
Si U es un abierto que contiene a (x,x) sean a, b € [0,Q) tales que
a<z<by (a,b)x (a,b) CU. En particular, como z = sup,,c,, f(zn)
existe ng tal que

4 < Tny < f(Zne) ST <b y (Tny, flzn,)) €U —A{(z,2)}.

Sea A = {(z,z): z€[0,Q)}, B =10,Q2) x {Q2}. A es subespacio
cerrado de [0,€2) x [0,9] pues si z < y < Q entonces [0,z + 1) X (z, 2]
es entorno abierto de (z,y) disjunto con A. También B es cerrado pues
siz, y € [0,Q) entonces [0,2) x [0,y + 1) es entorno abierto de (z,y)
disjunto con B. Evidentemente ANB = (). Si [0, ) x [0, 2] fuese normal
sea U abierto tal que A C U, U N B = (). Consideramos la funcién
f:100,2) — [0,Q9), f(x) = min {y: 2<y<Q, (z,y) ¢ U}. En
particular, f(z) > = para todo z y por (x) existe un punto (z,z) € A
de acumulacién del grafico de f. Pero si (z, f(z)) € U — {(z,2)} se
contradice la definicién misma de f y sigue (xi).

(xii) [0, €] es compacto (cf. [14], VIII, 2, Ex. 2). Sea Y espacio compacto

de Hausdorff, f:[0,§2) = Y una funcién continua. Bastara ver que f
puede extenderse a una funcién continua de [0, 2] en Y ([23], Teorema
24, pag. 176). Si a < Q por (i) existe z, tal que @ < z, < Q. La
red (f(a)),<q tiene una subred (f(2,)),ec4 convergente a un elemento
y € Y. Si consideramos otra red (f(Z,)),.q generada de esta manera,
sea (f(Za)),ez una subred de esta convergente a y € Y. Si y # ¢y

sean U, U entornos abiertos disjuntos de y e y respectivamente. En
particular, Y es localmente compacto y existen abiertos V y V con
clausuras compactas tales que

yeV,JeV,VCd VCU y VCe VCU.

Notemos que f~1(cl V) y f~(c] V) son entonces partes cerradas dis-
juntas de [0, 2) de las que €2 es punto de acumulacién, lo cual contradice
(viii). Por abuso de notacién, escribimos f(£2) = y. Claramente la apli-
cacién f :[0,2] — Y es continua y extiende a f.
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(xiii) [0,1) es entorno de cero en [0,€2) y cl [0,1) = [0,1) = {0}. Sea
oy > 0en [0,9) y sea {U;},.; un cubrimiento abierto de (0, o] . Existe
i1 € I tal que ag € U;,. Por (iv) existe oy € [0,9) tal que a1 < ap
y (a1,09] C U;,. Si g > 0 podemos repetir este argumento y generar
una sucesion ag > « > ... Este proceso debe terminar al cabo de un
nimero finito de pasos, pues [0, §2) estd bien ordenado. Existe entonces

n € w tal que a,, = 0 y tenemos (0, o] = U;?;(} (ajt1,045] C U?;(}Uiﬁl.

(xiv) Sea S = (an),e, Una sucesién infinita. Sea n; € w / a,, = minS.
Determinados ny, ... ng sea ngy1 € w tal que

Oy, = min S — {ap,, .. ,0n,}-

Por construccién, ay,,, > oy, para todo k. Si a = sup,c, a, entonces
a = limge, oy, y, por (ii), a < Q.

(xv) Notemos que {[0,@)};<,<q € un cubrimiento abierto de [0, 2) del que
no es posible extraer subcubrimiento finito alguno, porque cada uno de
sus miembros es numerable. [J

5.8. Espacios puerta separados y puntos de acumu-
lacion. Sucesiones convergentes en un conjunto
numerable con la topologia formada por el con-
junto vacio y todos los conjuntos de complemento
finito.

(i) Sea X un conjunto numerable, con la topologia formada por el conjunto
vacio y todos los conjuntos de complemento finito. -;Qué sucesiones
convergen a qué puntos?-

(i) Un espacio puerta®” de Hausdorff X tiene no més de un punto de
acumulacion.

Solucion

(i) Fijada S € X¥sea Lg = {x € X : lim,,o, S(n) =z}.Entoncesz € Lg
sii Vy, y # z, £ S71 ({y}) < co. En efecto, si z € Lg e y # z entonces

67Espacio puerta es todo espacio topoldgico en el que cada parte es abierta o cerrada.
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f {n€ew: S(n) =y} < oo ya que existe n; tal que S(n) € X — {y} si
n > ni. Reciprocamente, si U es un entorno de x sea

ny = max S~'(X - U).
Sin > ny entonces S(n) € Uy x € Lg. Entonces Lg # 0 sii
t{zeX: §5"({z}) =00} <1.
En particular, Ls = X si § S ({z}) < oo para todo z € X.

(ii) Sean xz, y puntos de acumulacién distintos de X, U, V entornos abiertos
disjuntos de = e y respectivamente. Sean U,y y U,y las clases de
entornos de x e y contenidos en U y V respectivamente. Consideramos
el espacio Y = {y} U{aw : W elU,, zyw € W — {x}}. Ahora, Y no
es cerrado porque zyw — z y x ¢ Y. Ademds, si yr € T — {y} para
cada T € U,y entonces yr — y. Pero {yT}Teuy,V C X -V, es decir
y¢cl (X —Y). Como X —Y no es cerrado entonces Y no es abierto
y se contradice la propiedad puerta de X. [J

5.9. Un problema de Arens acerca de un espacio de
Hausdorff - Lindelof y cuestiones de convergencia.

(cf. [3]) Sea X = Ny x Ny con la minima topologia 7 que tiene la siguientes
propiedades: (a) si (m,n) # (0,0) el conjunto {(m,n)} es abierto. (b) Un
conjunto U que contiene a (0, 0) es abierto sii

t{m: t{n:(m,n) ¢ U} = 0o} < 0.
(i) La topologia anterior estd bien definida.
(ii) (X, 1) deviene espacio de Hausdorff.

(iii) Cada subconjunto {(m,n)} de X es interseccién de una familia nume-
rable de entornos cerrados.

(iv) X es espacio de Lindeldf.

(v) Ninguna sucesién en X — {(0,0)} converge a (0,0).
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(vi) Hay una sucesién S en X — {(0,0)} de la que (0,0) es punto de aglo-
meracion y S, restringida a cualquier conjunto cofinal de enteros, no
converge.

Solucién
(i) Claramente {§, X} C 7. SiU,V €7y (0,0) ¢ UNV es
UmV=( EJU Amm},
ie. UNV €71.51(0,0) e UNYV para cada m € Ny tenemos
{n:(mn) ¢UNV}C{n:(mmn) ¢ UU{n: (m,n)¢V}.
Luego f{m: #{n: (m,n) ¢ UNV} = oo} <
<#{m:f{n:(m,n) ¢ U} = oo} +t{m:§{n: (m,n) ¢ V} = oo}

y esta ultima cantidad es finita pues U y V son abiertos, con lo que
UNYV es abierto. Sea {W;},_; una familia de abiertos y W = U;e,W;.
Si (0,0) ¢ W entonces W € 7 porque W = U nyew {(m,n)}. Si
m € Ny es

{n:(m,n) ¢ W C [ {n: (m,n) ¢ Wy},

jes
con lo que para cada j es
{m: t{n:(m,n) ¢ W} =00} C{m: f{n: (m,n) ¢ W;} = oco}.
Como Njey {m: §{n: (m,n) ¢ W,} = oo} es finito W es abierto.

(ii) Si (mi,n1) # (m2,n2) en X y {(0,0)} N {(m1,n1),(mg,n2)} = 0,
{(my,n1)} y {(m2,n2)} son entornos disjuntos de (my,ny) y (meg, ns)
respectivamente. Si (m,n) # (0,0) en X {(m,n)} y X — {(m,n)} son
entornos disjuntos de (m,n) y (0,0) respectivamente.

(iii) Por (ii) {(m,n)} es cerrado cuando (m,n) # (0,0). Ademds

{0,0}= () X-{mn)}

(m,n)#(0,0)
y cada X — {(m,n)} es cerrado.
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(iv) Trivial.
(v) Fijado [ € N sea U; = (Ny — {{}) x Ny. Si m € Ny notamos que
() gUY A0 s m=1 {n:(Ln) ¢ U} =N

y por ello Uj es abierto. Sea S una sucesién en X —{(0,0)} que converge
a (0,0). Para cada [ € N el abierto U; contiene a (0,0) y como S
converge a (0,0) la columna {l} X Ny contiene un nimero finito de
elementos de S. Deducimos que X — S es abierto, pues contiene a (0, 0)
y si m € N el conjunto {n : (m,n) ¢ X — S} es finito. Evidentemente
S es no finita y, como S — (X — S) = S se contradice que S converge

a (0,0) y sigue (v).

(vi) Si n € N definimos®®

(n—(val’, [vnl) si n<[va]’+val,
S(n) =

(a2l =+ [Val') i Wl + Al <.

Por construccién S es una sucesién con valores en X — {(0,0)}. Si U es
un entorno de (0, 0) hay, eventualmente, un nimero finito de columnas
que intersecan X — U en conjuntos infinitos. Por la suryectividad de S
para cada k € N existe ny > k tal que S (ng) € U y el punto (0,0) es de
aglomeracién de S. Por (v) es claro que la restriccién de S a cualquier
subconjunto cofinal de enteros positivos no converge. [J

68Para cada j € N numeramos cada una de las poligonales
(¥ )R € ¥ ) BV )

(4,0)
de modo que S(1) = (0,1), S(2) =(1,1), S(3) =(1,0), S(4) =(0,2), etc..
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5.10. Con la topologia del orden y el orden lexicografi-
co [0,1]? es separado, satisface el primer axioma
de numerabilidad, es compacto, conexo, no es
separable ni metrizable.

Sea X = I x I el producto cartesiano del intervalo I = [0, 1] ordenado
lexicograficamente con la topologia del orden.

i) X es compacto.

ii) X es conexo.

iii) X es espacio de Hausdorff.
iv) X € Ny.

v) X no es separable.

(
(
(
(
(
(

vi) X no es metrizable.
Solucién

(i) Sea P, = (Za, Ya), @ € A, una red infinita de puntos de X. Si el conjunto
B={a€A: z,=0} es infinito sea y; € I y C C B subconjunto
dirigido tal que y, — y1, @ € C. Entonces P, — (0,7:), a € C. En
efecto, si (a1,b01) < (0,y1) entonces a; = 0 y by < y;. Luego existe
a; € C tal que by < Yy, si @ > aq, a € C, en cuyo caso (ay,b) < P,.
Si (0,41) < (¢1,d1) y ¢1 > 0 entonces P, < (¢1,d;) sia € C. Sicp =0
e Yy < dy existe g € C tal que yo, < dy si a > ag, a € C, en
cuyo caso P, < (c1,dy). Si B es finito sea {ay},-; € A una sucesién
infinita tal que ., | z. Pasando eventualmente a una subsucesién de
{on},~; podemos suponer que y,, — Y. para cierto y, € I. Ahora
P,, — (z,y;). Como antes, sea (ag,bs) < (x,92). Si ay < x entonces
(ag,by) < P,, paratodon.Siay = xy by < ys existe n; tal que by < y,,,
si n > ny. En tal caso, como ademds = < z,, resulta (ag,by) < P,,.
Finalmente, si (z,ys2) < (co, dy) se razona en forma andloga.

(ii) Sea A un subconjunto no vacio de X abierto y cerrado. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que (0,0) € A. Como A es abierto existe
(o, B) € X tal que (z,y) € A si (z,y) < (a, ). Supongamos que
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a=0, 0< g <1 Laaplicacién ¢ : I — X, ¢(t) = (0,t), t € I, es
continua. En efecto, sea 0 < a <1y (t,),~; C I tal que ¢, — 0. Existe
ny tal que t, < a sin > ny y entonces ¢(t) < (0,a). Si0 <7 <1
y (0,0) < ¢(1) < (c¢,d) entonces b < T y existe ns tal que b < t,
si n > ny. Ademds ¢ > 0, en cuyo caso ¢(t,) < (c¢,d) para todo n,
oc =0y 7 < d En este ultimo caso existe n3 tal que ¢, < d si
n > ng. Por otra parte, si 0 < e < 1,0 < f <1, g € I tenemos
(0,e) < (1) < (f,g). Existe ny tal que e < t, si n > ny y entonces
(0 e) < ¢(t,) < (f,9)- En consecuencia, {0} x I C A. En particular,
iU = {:ry)eX (h,i) < (z,y)}, U C Ay (0,1) € U entonces
=0,i<1 y, puesto que {0} x I C A, resulta A = X. Ademds, si
{ y) € X : (z,y) < (7, )},VgAy(O,l)EVentonceSJ>()
nuevamente A = X. Finalmente, si « > 0y 0 < { < « tenemos
0, C] x I C Ay, razonando como antes con ((,1), sigue que A = X.

<<<:
I

—

(iii) Trivial.

(iv) Si (z,y) € X indicamos U(,,) a las bases numerables de abiertos que
se indican:
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(5,8 (s,8) < (0,%)}, nEw},

Uo,y)

{
{
o=
{
{

(s,t): (O,y—ﬁ) < (s,t) < (0,y+%)},n€w},0<y< 1,

1 1
(s,t): (x,l—ﬁ)<(s,t)<(ac+ﬁ,1)}, nEw},0§x<1,

1 1
) Ly- D<@ <y+Hbnestocy<t

{
{
fln: =L < <} e ocren
{
{
{

(5.8): (1—2.0) < (s,8) < (1,%)}, nEw},

n

Uany = {{(st) - (1,1 -1/n) < (s,t)}, n € w},

Uy = {{(s,t) : (:c—%,y) < (5,8) < (x-l—%,y)},néw},x,ye 0,1).

(v) Si D es un subconjunto denso de X asociamos a cada x € I un elemento
(z,yz) € DN{(s,t) : (x,0) < (s,t) < (x,1)}.Luego D no es numerable.

(vi) Sigue de (i) y (v). O

5.11. Sobre el espacio de Helly.

El espacio H de Helly es la familia de todas las funciones decrecientes del
intervalo unitario cerrado I en si mismo, con la topologia inducida por I7.

(i) H es compacto de Hausdorff.
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ii) H € Ny.
iii) H es secuencialmente compacto.

iv) H es separable.

(
(
(
(v) H no es metrizable.

Solucion

(i) Como I" — H = Uger, s<t {f el: f(s)< f(t)} es abierto entonces
H es cerrado en I'. Puesto que I’ es compacto Hausdorff H deviene
compacto Hausdorff.

(ii) Si h € H entonces el conjunto Dj, de puntos de discontinuidad de h
es numerable porque h es monétona e I es acotado. Si s ¢ Dy, € > 0,
existen r1, 7o € INQ, p1, p2 € Q' tales que

f(r1) < h(ry) + pu,
feH: C{feH: |f(s)—h(s)| <e}.
h(ra) < f(r2) + p2
(153)
En efecto, existe 6; > 0 tal que h(t) < h(s) +esis—0 <t < s.
Sean r1 € INQN (s —d1,5), p1 € Q" tal que h(ry) + p1 < h(s) +«.
Anslogamente existe do > 0 tal que h(t) > h(s) —esi s <t < s+ 0.
Sean 7o € INQN(s,s + ), p2 € QF tal que h(s) —e < h(rg) — pa.
Ahora, si f € H, f(r1) < h(r1) + p1 y h(r2) < f(r2) + p2 tenemos

h(s) +¢& > h(ry) + p1 > f(r1) > f(s) > f(ra) > h(rs) — p2 > h(s) —¢

y sigue (153). Como los conjuntos {f € H : |f(s) — h(s)| < e} donde
s € I y e > 0 constituyen una subbase de entornos de h en H, por
la densidad de los racionales en I, la numerabilidad de los puntos de
discontinuidad de h y la observacion anterior sigue la tesis.

(iii) Ver [23], Teorema 5, pag. 161.

(iv) Sea U = N, {f € H: f(s;) € I;} un abierto no vacio de H, donde
{s1, .., sn} C1Tel, ..., I, son abiertos en I. Podemos suponer
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Si feU, como oy < f(s;) < B; para cada i podemos hallar racionales
a;, b; tales que a; < a; < f(ss) < b; < B;. Por ello, supondremos sin
perder generalidad que los abiertos I3, ..., I, tienen extremos racionales
y que s < ... < S,. Por otra parte, a1 < f(siy1) < f(s;) < Bj si
1 <j<i+1<mn Luego B > a; V..Va,sil < j<mn Sean
a1, - ,q, € Q tales que

Ojl\/...\/an<q1<ﬁla
aaV..Va, <qg <q AP,

agV..Va, <q <qAPs,

Op < Gn < Qp-1 A ﬁn
Ahora, si s; no fuere racional entonces 1 < ¢ < n y podemos hallar
un racional r; tal que s;_1 < r;_1 < s;. Si s; es racional escribiremos
r; = 8;. Definimos ahora g : I — I a saber

@ ost 0<s<n
g(s) =14 @ si rii<s<m 1<i<n,
Gn St < s < 1.

Entonces g € U. En efecto, g € H pues ¢; > ... > ¢,. Ademas, si
s; € Q entonces g(s;) = g(r;) = ¢; € I;; si s; ¢ Q entonces

ric1 < 8; < Ty Y 9(s;) = q; € I;.

Por lo tanto, la clase de funciones escalera - decrecientes soportadas
en subintervalos de I de extremos racionales es un subconjunto denso
numerable de H.

(v)Dadot € I'sea fi(s) =1sis <t, fi(t) =1/2, fi(s) =0sit < s. Ningin
elemento de la subfamilia / = {f;},.; de H es de acumulacién de /. En
efecto,siu € I yU ={fe H: 1/4< f(u) < 2/3} entonces f, € U
pero (U — {f,}) N F = 0. En consecuencia [ tiene, como subespacio
de H, la topologia discreta. Como F es no numerable es no separable.
Si H fuera espacio métrico, por (i) todo subespacio seria separable. (J
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5.12. Sobre el espacio de Cantor.

Sea T el ternario o discontinuo de Cantor en el intervalo I = [0,1],
esto es, el conjunto de nimeros de I en los que el digito uno no aparece en
su desarrollo en base tres. Consideramos 7' como subespacio de I. Se llama
espacio de Cantor a todo espacio producto 24, i.e. al conjunto de funciones
de un conjunto A con valores en el espacio discreto {0,1}.

(i) T es homeomorfo a 2.

(ii) Todo punto de T con expansién triddica infinita % es de acumulacién y
el complemento del discontinuo es un abierto denso en 1.

(iii) Si A es un cerrado no vacio en 2¥ hay una funcién continua r : 2 — A
tal que r(z) = x para todo x € A.

(iv) Todo espacio compacto de Hausdorff es la imagen continua de un sub-
conjunto cerrado de algin espacio de Cantor.

Solucién
(i) Sea f:2¥ =T, f(z)=2>"", x(n)/3". Evidentemente f estd bién

definida y es suryectiva. Si = # y en 2 sea m € w minimo tal que
xz(m) # y(m). Podemos suponer z(m) = 0, y(m) = 1. Entonces

<1 1
Zg——m

n=m+1 n=m-+

[\

8

S

|

8
S
s\“

y [ es inyectiva. Sea ahora U = f~![(a, 8) NT], z € U. Supongamos
que z(n) # 0 para infinitos n’s. Sea p € w tal que @ <23 P x(n)/3"
y sea ¢ > p minimo tal que z(q) = 1. Sea

y(n) =x(n) si 1<n<p,
V=<ye2v:
y(n) =0 si p<n<g

69Expansiones triddicas infinitas (o irracionales) son aquellas no idénticamente nulas a
partir de determinado estadio del desarrollo.
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Dado y € V tenemos

de modo que V C U. Si z(n) = 0 salvo un nimero finito de ns y
W =Nhew{y €2¥: y(n) =2z(n)}

entonces W es abierto en 2¥ y W C U, y deducimos asi la continuidad
de f. Como 2“ es compacto Hausdorff entonces f es homeomorfismo.

(ii) Por (i) todo punto del ternario con expansién triddica infinita es de
acumulacién de T'. Por otra parte, podemos escribir 7' = Ny2, T"
donde cada T™ es un subconjunto cerrado de I de medida (2/3)" . Para
ello, escribimos T™ = Ugeon Ty(1)...0(n)- Definimos

T'=TyuT, T, =10,1/3], T, = [2/3,1].

Construido T;(1)...s(n), removiendo el tercio abierto centrado en su punto
medio se define Tos(1)...0(n) ¥ T10(1)...0(n) cOmMO los subintervalos cerrados
de T5(1)...0(n) ubicados a izquierda y derecha del tercio removido. Ahora,
dados a < b en R tales que (a,b) NI # () sea n tal que (2/3)" < b—a.

Luego ((a,b) NI) —T™ # 0, o sea ((a,b) NI) — T # B y tenemos (ii).

(iii) Sea A C T no vacio. Como f es un homeomorfismo, 7" tiene la topologia
inducida por R (ya que es cerrado en I) y siendo A cerrado podemos
escribir T'— f(A) = Uner TN (f(@n), (b)), donde la unién es disjunta y
{ax, ba} e, € A. Notemos que para cada A € L, como f(ay) < f(by),
existe un minimo entero positivo ny tal que ay(ny) = 0, by(ny) = 1.
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Definimos entonces 7 : 2 — A como

T st T €A,
r(z) =< ax si f(ay) < f(x) < f(by), z(ny) =0,
by si flan) < f(x) < f(by), z(ny) = 1.

Sean I, .J partes finitas de w y escribamos
Uy={z€A: z(i)=0 si iel, z(j)=1sije J}.

Sea x € r 1(Ury). Siz € A, como Ur; C r~Y(Ury) y x € Ury entonces
r es continua en z y, por lo tanto, sobre A, ya que z es arbitrario.
Supongamos = € r~'(U;;) — A, digamos r(z) = ay para cierto A € L.
Como z € f~H[T N (f(ay), f(by))] existe una parte finita K de w tal
que

{ye2?: y(k)=a(k) si k€ K} C fTH[TN(f(an), f(br)]-
En consecuencia
(ye2?: y(ny) =0 e y(k) =a(k) si k€ K} Cr ' (Upy).
Si 7(x) = by se procede en forma andloga, con lo que r es continua.
(iv) Sea
F={f:2>PX): f(0) y f(1)son cerrados y X = f(0) U f(1)}.

Si z € 2F escribiremos A, = Ngep f(xf). Supongamos p € A,, ¢ # p
en X. Existen abiertos disjuntos U y V de p y ¢q respectivamente, de
modo que X = (X -U)U (X =V). Sea f : 2 = P(X) la funcién
f(0)=X—U, f(1) =X — V. Entonces f € F y como p € f(zy) debe
serxy = 1. Perog ¢ f(1),i.e. ¢ ¢ A,. En consecuencia, si A, es no vacio
indicaremos ¢(z) al unico elemento de A,. Consideremos el conjunto
A={ze2f: A, #0} . Entonces A es cerrado. Efectivamente, sea
(Ta)neq una red en A convergente a . Como X es compacto la red
(¢ (Ta))aea tiene una subred (¢ (z4)) 4 g convergente a un puntor € X.
Sea W un entorno abierto de r y g € . Como zg, — x4 en el espacio
discreto 2 y r € W existe §y € B tal que zg, = x, y ¢(x5) € W si
B > Bo en B. Entonces ¢ (z5) € W N g(x,) pues cada zz pertenece
a A, osea WnNg(zy) #0y, como W es arbitrario y g(z,) es cerrado
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entonces r € g(x,). Asi r € A, y z € A. Queda definida entonces
la aplicacién ¢ : A — X, ¢(xz) € A, para cada x € A. Sea ahora
s € X y para cada f € [ indiquemos y; = min {i € 2: se€ f(i)}.
Siy = (yr);ep tenemos y € 2F y s = ¢(y). Finalmente, si C' es un
subconjunto cerrado de X entonces ¢~ (C) es cerrado en A, de lo que
seguird la continuidad de ¢. Para ello, sea (z,),.r C ¢ '(C) una red
convergente a z € A. La red (¢ (2,)),r tiene una subred (¢ (25)),cn
convergente a un elemento ¢t € C. Fijados f € F y un entorno 7' de
t en X existe op € A tal que ¢(2,) € T'y 2,7 = 2y si 0 > 0p en A.
Asi TN f(zr) # 0 y como T es arbitrario y f(zf) cerrado tenemos
t € f(zf). Como f es arbitraria t = ¢(z), o sea z € ¢~(C). O

5.13. Sobre la compactacién de Stone - Cech.

Sea (¢, Y) una compactacién de Hausdorff de un espacio topolégico X tal
que para toda funcién real continua y acotada ¢ de X la funcién goy ™! tiene
una extensién continua. Entonces (¢, Y") es topolégicamente equivalente a la
compactacién de Stone - Cech (e, 8(X)).

Solucién

Como ¢ : X — Y escontinua e Y es espacio compacto de Hausdorff existe
una tunica aplicacién F : B(X) — Y tal que ¢ = F oe ([14], Th. 8.2, page
243). Sea §(X) la clase de funciones continuas de X en el intervalo I = [0, 1]
y {pf}fes(X) es la clase de las proyecciones de IX) en I. Por hipétesis,
para cada f € §(X) hay una aplicacién continua Gy : Y — I tal que
Grop = py |gx) ce. Definimos G : Y — ISX) | G(y) = (G(y)) rezx), ¥y € Y-
Entonces G es continua pues p; o G = G para cada f € F(X). Ademads
Gogp=-ey a fortiori G:Y — [(X). Tenemos entonces

p=Foe=Fo(Goyp)=(FoG)oy,

osea F'oG = Idy porque F o G y Idy son continuas e iguales sobre el
subconjunto denso ¢(X) de Y. Andlogamente

e=Gop=Go(Foe)=(GoF)oe

y G o F = Idgx) porque G o F' y Idgx) son continuas e iguales sobre el
subconjunto denso e(X) de 4(X). O
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5.14. Sobre la compactacion de Wallman.

Sea X un espacio T;, F la familia de todos los cerrados de X y w(X) la
coleccién de todas las subfamilias A de F que son maximales en F respecto
a la propiedad de interseccién finita.

(i) Si A € w(X) entonces A es cerrado por intersecciones finitas y F — A
es cerrado por uniones finitas.

(ii) Dado z € X sea ¢(x) ={ A€ F: z € A}. Entonces ¢ : X — w(X)

es inyectiva.

(iii) Si U es abierto en X escribiremos U*={Ae€ F: 3Ac€ A/ ACU}.
Entonces w(X) - U*={Acw(X): X -U € A}.

(iv) Si U, V son abiertos entonces (U U V)" = U*UV*y (UNV)" = U*NV*.

(v) Consideramos en w(X) la topologia en la cual los conjuntos del tipo
U*, en los que U es abierto en X, forman una base. Entonces w(X) es
compacto.

(vi) ¢ es continua, ¢(X) es denso en w(X) y ¢ es un homeomorfismo entre
Xyo(X)™.

(vii) Si X es normal entonces w(X) es de Hausdorff.

(viii) Si w(X) es de Hausdorff la compactacién de Wallman es topolégica-
mente equivalente a la compactacién de Stone - Cech.

Solucién

(i) Sean A € w(X), A, B elementos de A. Entonces AN B es cerrado
y AU {AN B} tiene la propiedad de interseccion finita, con lo cual
AN B € A por el cardcter maximal de A. Por otra parte, sean C, D
elementos de F tales que CUD € Ay C € F— A. Veremos que
D € A, para lo cual bastard probar que DN F # () si F' € A. Existe
entonces E € A tal que C N E = (). Dado F' € A tenemos

DNFODNENF2(CUD)NENF

y (CUD)NENF #( por la propiedad de interseccién finita de A.

"El par (w(X), ¢) constituye la compactacién de Wallman de X (cf. [48]).
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(ii) Notemos que ¢ estd bien definida, pues si z € A es inmediato que ¢(z)
tiene la propiedad de interseccion finita en A. Ademds, si A € F y
AN B # () para todo miembro B de ¢(x) entonces z € A ya que X € T;.
En consecuencia ¢(x) tiene la maximalidad requerida y ¢(z) € w(X).
Como {z} € ¢(x) sigue (ii).

(iii) Sea A € w(X). Si X —U ¢ A existiria B € A tal que BN (X — U) = 0),
ie. BCUyAeU* Ademds si X —U € Aentonces (X —U)NA#
para todo A € Ay por ello A ¢ U*.

(iv) Evidentemente (UUV)* D U*UV* y (UNV)* C U* N V*. Ahora,
dado A€ (UUV)" sea A€ Atalque ACUUV. Si A¢ U* entonces
AN(X —=U) # 0. Como X —U € A por (iii) tenemos AN(X —U) € Ay
AN(X —U) C V conlo que A € V*. Por otra parte, como los elementos
de w(X) son cerrados por intersecciones finitas tenemos (iv).

(v) Por (iv) la familia de conjuntos U* en los que U es abierto en X es base
de una topologia de w(X) ([23], Teorema 11, pag. 60). Sea {U;'},.; una
base de esta topologia y veamos que {U;},., es base de la topologia
de X. Para ello, si U es abierto en X hay un subconjunto J de I
tal que U* = Uje; Uj. Si V. = Ujey Uj tenemos U* C V™ y, por lo
tanto, U C V. En efecto, si € U, como {z} C U resulta ¢(x) € U*.
Luego ¢(z) € V* y, necesariamente, z € V. Ademds, si y € V, digamos
y € Uj, para jo € J, entonces ¢(y) € U;. O sea ¢(y) € U* y, en
consecuencia, y € U ya que todo miembro de ¢(y) contiene a y. En
definitiva, U = V. Mostraremos que de cada base de abiertos {U;},,
de w(X) podemos extraer un subcubrimiento finito, para concluir luego
la compacidad de w(X) del teorema de Alexander ([23], Teorema 6, pag.
162). Supongamos que para una base {U;'},.; no fuere asi. Si F' € P;([)
s€a .AF € UI(X) — UiEFUi*- Como por (lV) AF S UJ(X) — (UiEFUi)*7
por (iii) el conjunto Cr = X — U;cpU; pertenece a Apr. Notemos que la
subclase B = {Cr : F € Ps(I)} de F tiene la propiedad de interseccién
finita, pues si F, G € Ps(I) entonces Cr N Cqg = Cpug ¥y Crug # 0
por ser miembro de Ap,g. En consecuencia B ; F porque X € Ti.
Maés atn, si B € F — B existe K C I, necesariamente infinito, tal que
X — B = UpexUr y Cr N (X — B) = 0 si F es cualquier subconjunto
finito no vacio de K. En consecuencia B € w(X). Sean entonces iy € [
tal que B € Uj y Fy € Pr(I) tal que Cr, C U;,. Si F € Pr(Il) y F 2 Fy
entonces Cr C Cp, C U;y y Ar € U;;. Como {U;'},.; es base de w(X)
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deducimos que la red {AF}FEPf(I) converge a B. Sin embargo, si F' D Fj
tenemos X — U;, ¢ Ap y existe Ap € Ap tal que (X — U,) N Ap = 0.
Pero entonces

CFQU{io} N AFoU{io} g (X - UZO) N AF()U{io}

¥ Croufio} N Arouiiey = @ no verificdndose la propiedad de interseccién
finita en AF()U{io}'

(vi) Basta notar que si U es abierto en X entonces ¢ '(U*) = U. M4s atin,
SN U NGX))=Uy ¢ :¢(X)— X es abierta.

(vii) Trivial.

(viii) Sea f : X — R una funcién continua y acotada. Probaremos que
fo¢~! puede extenderse con continuidad a w(X). Dado A € w(X) sea
{zi}ic; una red tal que lim;es ¢(z;) = A. Existird una subred {z;},,
de esta e y € R tal que lim;c; f(x;) = y. Serfa razonable definir el valor
de la extensién buscada en A como y. Si f o ¢~! no fuera extendible
con continuidad a w(X) podemos suponer que hay otra red {z;}, 7, una
subred {z;}, .7 e y € R tales que lim, 7 ¢(z;) = A, lim, 7 f(z;) =y e
y # y.Si y <y sean ri, 7o, racionales tales que y < 1 <1y < Yy
escribamos A = f~'{(—o0,r]|}, B = f~'{[r2,+00)}. Entonces A y
B son cerrados disjuntos en X y A € ¢l ¢(A) Nl ¢(B). El conjunto
A={Cew(X): AeC} es cerrado. En efecto, si C ¢ A existe C € C
tal que C C X — Ay tenemos C € (X —A)* y (X —A)*'NA=0. En
particular, si A ¢ A entonces A € (X — A)" y existe jo € J tal que
d(z;) € (X — A)" si j > jo en J. En consecuencia, z; ¢ A si j > jo, lo
cual no es cierto, de modo que A € A. De la misma manera el conjunto
B={C € w(X): Be&C} es cerrado y contiene a A. Como ANB =)
deducimos entonces la extendibilidad de fo¢~!. Luego tenemos la tesis.
U

5.15. Sobre la topologia de Zariski de un anillo con-
mutativo con identidad. Espectro de Zariski.

Sea A un anillo conmutativo con identidad 1 y X la clase de ideales primos
de A. Para E € P (A) definimos V(E) ={pe X: E Cp}.
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(i) Si a es el ideal generado por E entonces V(E) = V(a) =V (r (a)), donde
7 (a) es el radical de a. ™

(i) V- ({0} = X, V({1}) = 0.
(111) Si (E) C P (A) entonces V (UZEIEZ) = miGIV (EZ) .

el

(iv) Si a, b son ideales de A entonces V (anb) =V (ab) =V (a) UV (b).
72

(v) Si f e Asea Xy = Sp(A) —V ({f}). Entonces {X;: f € A} es base
de la topologia de Zariski de A.

vi) XN X, =Xpgsi f, g€ A

vil) Xy = 0 sii f es nilpotente.

vill) X; = Sp(A) sii f € U(A).

ix) Xy = X, sit 7 ((£)) =7 ({9))-

x) El espectro de A, con la topologia de Zariski, es compacto.

xi) {p} es cerrado en Sp(A) sii p es maximal en A.

xii) {p}~ =V (p) si p € Sp(A).

xiii) ¢ € {p}  en Sp(A) sii p C g en A.

xiv) Sp(A) es un espacio Tp.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

xv) Sp(A) es irreducible, i.e. todo abierto no vacio en €l es denso, sii el
nilradical 91 (A) es primo.

Solucion

r(a)={r€A: In, neN/z" €a}.

™Por (i) - (iv) queda definida sobre X la llamada topologia de Zariski. El espacio X, al
que indicamos Sp(A), munido de estra topologia, se denomina espectro (de Zariski) de A.
Si U C Sp(A) entonces U serd abierto sii existe E € P (A) tal que Sp(A) —U =V (E).

9 (A) = (N Sp(A) (cf. [4], Prop. 1.8, pag. 5).
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(i) 7 (a) es la interseccién de todos los ideales primos que contienen a a. ([4],
Prop. 1.14, pig. 9). Luego E CaCr(a)y

V(r(a)) SV (a) CV(E).

Ahora, si p € V(F) entonces p 2O a pues p 2 E y a es el ideal minimo
que contiene a E. Asip D r(a)ype V (r(a)), i.e. V(E) CV (r(a)).

(ii) - (iii) Triviales.
(iv) Comoab CanbCayab Canb C b entonces
V(@uV(b)CV(anb) CV (ab).

Sip eV (ab) —V (a) tenemos ab C p y existe f € a — p, de modo que
si g € b entonces fg € p. Como p es primo y f ¢ p entonces g € p, o
seabCpypeV(b),ie V(ab) CV (a)UV (b).

(v) Sea U C Sp(A) abierto, digamos U = Sp(A4) — V(a). Si p € U, como
a  pexiste f€a—pyp € Xp Ademds V(a) C V ((f)) porque si
g es un ideal primo que contiene a a tenemos (f) C a C ¢, es decir
geV({f)) Asi X;CU.

(vi) Sea p € Sp(A). Entonces

pE Xy opeV(fg) e (fo)Spefep ogep
S(fiCpo (gCpepeV((f) opeV({y)
SpdXr opédX,eopd Xpn X,

(vii) Si X; = 0 entonces f pertenece a cada ideal primo de A, es decir,
es elemento del nilradical de Ay f deviene nilpotente ([4], Prop. 1.7,
page 5). Reciprocamente, si existe n € N tal que f” = 0 entonces f
pertenece a cada ideal primo y X; = ().

(viii) Si X = Sp(A) entonces no hay ideal primo que contenga a (f) . Luego
no hay ideal maximal que contenga a fy f € U(A). La reciproca es
evidente.
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(ix)

Si p es un ideal primo que contiene a (f) entonces p € V ((f)) y, por
hipétesis, p ¢ X,4, de modo que (g) C p. De la misma manera, todo
ideal primo que contiene a (g) contiene a (f) y la condicién es necesaria.
Reciprocamente, si p € Xy — X, entonces (g) C p y existe h € A tal
que fh ¢ p. Entonces fh & r ({(g)), i.e. fh & r({f)). Hay entonces un
ideal primo ¢ tal que ¢ D (f) v fh ¢ ¢, lo cual es contradictorio.

(x) Basta ver que si (Xy,),.; es cubrimiento de Sp(A) entonces hay un

subrecubrimiento finito. Si Sp(A) = U;er X, entonces NV ((f;)) = 0
Por (iii) tenemos V (Uier (fi)) = 0 y, si a es el ideal generado por
(fi)ser> por (i) tenemos V' (a) = 0. Luego no hay ideal primo, y por
ello tampoco maximal, que contenga a a. Debe ser a = A y existe
J € Pr(I)y {9j}je; tal que 1 = 37, f; g;. Finalmente, si p es un
ideal primo debe existir j € J tal que f; ¢ p, pues en caso contrario
1 € p. Asi serfa p € Xy, y Ujes Xy, = Sp(A).

Si p € Sp(A) no es maximal en A existe ¢ ideal maximal de A que
contiene a p. Sea f € A tal que ¢ € X;. Como f ¢ ¢ entonces f ¢ p
y p € Xy, i.e. cada entorno de ¢ contiene a py ¢ # p y la condicién
es necesaria. Reciprocamente, si ¢ # p en Sp(A) y p es ideal maximal
entonces p € ¢ pues ¢ es primo. Si f € p — ¢ entonces ¢ € X; y
Xf M {p} = (Z)

(xii) Como {p} C V (p) resulta {p}~ C V (p). Ahora, si ¢ ¢ {p} sea f € A

tal que g € Xy y p ¢ Xy Luego f ep—g,ie.pLqy q¢ V(p)

(xiii) Sigue de (xii).

(xiv) Si p # ¢ en Sp(A) podemos suponer que existe f € p — ¢. Luego

ge Xyyp¢ Xy

(xv) Supongamos f, g € A, fg € M(A) y f ¢ MN(A). Si X, contiene

algin elemento p entonces g ¢ p y, como fg € py p es primo debe
ser f € p. Si ¢ € Sp(A) no contiene a f resulta ¢ € X;. Siendo
Xy y X, no vacios, si Sp(A) es irreducible ambos se intersecan en
un conjunto no vacio. Por (vi) y (vii) sigue que fg no es nilpotente,
lo que es una contradiccién. Debe ser X, = 0 y, por (vii), g € 9T(A).
Reciprocamente, si f, g € A—91(A) entonces fg ¢ M (A) y X;NX, # 0
por (vii). O
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5.16. Subespacios irreducibles de un espacio topolégi-
co. Componentes irreducibles.

Sea X un espacio topolégico.

(i) Si Y es un subespacio irreducible de X entonces cl Y es irreducible.

(ii) Todo subespacio irreducible de X estd contenido en un subespacio irre-
ducible maximal.

(iii) Si X no es irreducible todo subespacio irreducible maximal es cerrado y
estos cubren X. -; Cudles son las componentes irreducibles de un espacio
de Hausdorff?-

(iv) Si A es un anillo conmutativo unitario y p € Sp(A) entonces V(p) es
irreducible. Ademds, si V' (p) es una componente irreducible entonces p
es minimal.

Solucion

(i) Si U, V son abiertos en X tales que UNcl Y # @y VNel Y # () entonces
UNY #0yVNY # (. Por ser Y irreducible resulta UNV NY # 0, i.e.
UNnVnelY #0.

(ii) Sea Y subespacio irreducible de X, § la clase de subespacios irreducibles
de X que contienen a Y ordenada parcialmente por inclusion. Dada
una cadena C = {Z;},.; en § escribimos Z = UC. Entonces Z es un
subespacio de X y contiene a Y. Dados abiertos U, V tales que UNZ # ()
yVNZ # ) existen iy, i € I tales que UNZ;;, 0y VN Z;, # 0.
Como C es filtrante superiormente existe g € I tal que Z;, U Z;, C Z;,
yUNZy, Z0y VNZy, #0. Como Z;, es irreducible UNVNZ;, #Dy
porello UNV NZ #(,i.e. Z deviene irreducible. Por el lema de Zorn
existe Zy € § maximal. Evidentemente Zy debe ser una componente
de X.

(iii) La afirmacién es inmediata. En particular, si X es espacio de Hausdorff
las componentes irreducibles son los conjuntos {z}, = € X.

7 Los subespacios irreducibles maximales son las denominadas componentes irreducibles
de X.
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(iv) Sea p € Sp(A), f, g € A tales que
Vip)nX;#0 y V(p)NnX, #0. (154)

SiV(p)NnX;nN X, =0 entonces V(p) N Xy =0y V(p) CV({fg}).
En consecuencia fg € p y, por la primalidad de p, f € p o g € p. Sin
embargo, por (154) hay ideales primos ¢; y ¢ tales que

PCaq,pCq, fE€a ¥y g¢ .

Por lo tanto V(p) N Xy N X, # 0 y V(p) es irreducible. Si p no es
minimal existe ¢ € Sp(A) tal que ¢ G p. Luego V(p) G V(q) porque,
en particular, ¢ € V(¢q) — V(p). O

5.17. Sobre espectros de Zariski.

Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Con la notacién del Problema,
5.15:

(i) La aplicacién ¢* : Sp(B) — Sp(4), ¢*(q) = ¢ '(q), q € Sp(B), est4 bien
definida.

(i) Si a € A entonces (¢*) ' (X,) = Yy(a), de modo que ¢* es continua.

(iii) Si a es un ideal de A resulta (¢*)™" (V(a)) = V(é(a)).

(iv) Si b es un ideal en B entonces ¢* (V (b)) C V (¢ (b)).

(v) Si ¢ es suryectiva entonces ¢* es un homeomorfismo de Sp(B) sobre
V (ker (¢)). ™

(vi) V' (ker (¢)) = Sp(A) sii ker (¢) € .

(vii) Determinar el espectro de Zariski del producto directo A = [[;_; 4,
donde Ay, ..., A, son anillos abelianos unitarios.

(viii) Si A posee algin idempotente no trivial su espectro de Zariski es
desconexo.

"SEn particular, si ¢ : A — A/ es la proyeccién natural al cociente de A con el
nilradical resulta V (M) = Sp(A) y 9 = ker (¢). Luego Sp(A) y Sp(A /M) son naturalmente
homeomorfos.
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(ix) Sea A un dominio de integridad con un tnico ideal primo p no nulo y sea
K su cuerpo de fracciones. Si B = A/px Ky ¢ : A — B es la aplicacién
¢ (a) = (@, a) entonces ¢* es biyectiva y no es homeomorfismo.

Solucién
(i) Trivial.
(ii) Dado q € Sp(B) tenemos

g€ (¢) (Xa) & 67 (q) € X,

Sa¢ ¢ (q) & dla) ¢ q€ V.
(iii) Dado un ideal a C Ay q € Sp(B) tenemos

g€ (¢7) " (V(a) & ¢7'(a) € V(a)

SaC o' (q) & ¢(a) Cqeqe V(da).

(iv) Sea b un ideal en By q € V(b). Como b C q resulta ¢~' (b) C ¢~ ' (q)
y ¢ (q) €V (671 (b)), ie ¢" (V(b)) SV (67 (b)), ie.

¢* (V(b)) SV (¢ " (b).

(v) Dado q € Sp(B) evidentemente ker (¢) C ¢~ (q) y ¢* (q) € V (ker (¢)).
Por otra parte, si p € V (ker (¢)) seat = ¢ (p). Si b by € vexiste a € p
tal que by by = ¢(a). Como ¢ es homomorfismo suryectivo, si ¢ (a1) = by
y ¢(as) = by entonces ¢(a) = ¢(ar as). Luego ay as — a € ker (9) v,
como a € p y ker (¢) C p, resulta a; as € p. Como p es primo a; € p 0
as € p,ie. by €voby € vy tesideal primo. Como t = ¢ (p) entonces
p C ¢* (v). Ademds si ¢ € ¢~ (t) podemos escribir ¢ (c) = ¢(d) para
algin d € p. Asi c—d € ker (¢) y ¢ € p pues ker (¢) C p. Asi ¢* (v) =p
y ¢* es suryectiva. Ahora, si ¢* (s1) = ¢* (s2) para s1, so € Sp(B),
como ¢ es suryectiva dado e € s; existe f € A tal que ¢ (f) = e.
Entonces f € ¢ 1 (1), i.e. f € ¢ 1 (s2), i.e. e € 85. Podemos concluir
evidentemente que 1 = so y ¢* : Sp(B) — V (ker (¢)) es biyectiva,
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con inversa ¢, : V (ker (¢)) — Sp(B), ¢.(t) = ¢ (t), t € V (ker (9)).

Finalmente, si h € B obtenemos

(6:)7" (V) =V (ker (¢)) N X, (155)

donde g € ¢! ({h}) . En primer lugar, notemos que si g;, g» € ¢~ ({h})
entonces
V (ker (6)) 1 Xy, = V (ker (6)) N X, (156)

)
De hecho, g1 — g2 € ker (¢) y si u € V (ker (¢)) N (X, — X,,) entonces
g2 €Euy g1 € u+ker(¢), osea g¢ € u lo cual es contradictorio.
Asi V (ker (¢)) N Xy, C V (ker (¢)) N Xy, y por simetria deducimos
(156). Ahora, si v € V (ker (¢)) y g € ¢~ ({h}) tenemos

be () (Ya) e hdob) eg¢oeveV (ker(d)nX,
y sigue (155) y la continuidad de @..
(vi) Trivial.

(vii) Consideremos n = 2 y sean ¢; : A — A;, i = 1, 2, las proyec-
ciones naturales. Si p € V (ker (¢1)) NV (ker (¢2)) y (a1,a2) € A, como
(a1,as) = (a1,0) + (0,ay) entonces (ar,as) € p, 0 sea p = A, lo cual
no es posible. En consecuencia V (ker (¢1)) NV (ker (¢2)) = 0. Ahora,
sip ¢ V(ker(¢y)) existe b € Ay tal que (0,b) ¢ py, sia € Ay, como
(a,0) - (0,b) = (0,0) y (0,0) € p debe ser (a,0) € p. Concluimos que
Sp(A) =V (ker (¢1))UV (ker (¢2)) . Por (v), V (ker (¢1)) es homeomor-
fo a Sp(A;) vy V (ker (¢2)) es homeomorfo a Sp(Az). Inductivamente,
podemos concluir que Sp(A) es unién disjunta de partes abiertas y
cerradas homeomorfas a Sp(4;), i =1,

(viii) Sea a un idempotente no trivial y A, = Sp(4) — V ({b}) si b € A. En
particular, si p es un ideal primo que contiene a a entonces p € A;_,
pues 1 —a ¢ py 1 —a esidempotente. Asi A;_, # 0 y, andlogamente,
A, ¢ 0.Siqe Sp(A) — A, tenemos a € q y, en consecuencia, 1 —a ¢ g.
Luego Sp(A) = A, UA_,y

Aa N Al—a = Aa(l—a) = AO = Q)a

resultando Sp(A) desconexo.
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(ix) Tenemos Sp(B) = V (ker (¢1)) U V (ker (¢2)) (unién disjunta). p es
maximal por ser el inico ideal primo no nulo de A y A/p es un cuerpo.

Por lo tanto Sp(B) = {{0} x K, A/p x {0}}, ¢* (4/p x {0}) = {0} ¥
¢* ({0} x K) = p, resultando ¢* biyectiva. Dado a € A tenemos
Sp(A) si adp,
Ao =9 {{0}} si acp—{0} (157)
0 si a=0,

constituyendo (157) la totalidad de abiertos de Sp(A). Asimismo, si
a € A, k€ Ky Bgr =B -V ({(ak)}) la topologia de Sp(B) la
constituyen los abiertos

( Sp(B)  si ag¢p k#O,
{A/p x{0}} si a€p, k=0,

{{ﬁ}XK} si a¢p k=0,

\ 0 si a€p, k=0.
En particular, ¢* [{{0} x K}] = {p} no es abierto en Sp(A4) y ¢* no
0

es homeomorfismo.

5.18. (Teorema de Stone) Todo reticulo booleano es
isomorfo al reticulo de Boole de partes abiertas
y cerradas de un espacio compacto separado.

Sea (B, +,-) un anillo de Boole, esto es, un anillo en el que b+b =10y
b-b=0bparacadabe B.

(i) B es conmutativo.
(ii) B tiene una estructura de Zy— élgebra.

(iii) Si X es un conjunto entonces (P(X), /A, N) es un anillo de Boole unitario
isomorfo al anillo de Boole (Z§ , -+, ) , en el que las operaciones son las
naturales en las coordenadas.
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(iv) El orden natural en el anillo de Boole (B, +,-) se define escribiendo
b > csii b-c = c. La relacion > ordena parcialmente a B de modo que
bVe=b+c+b-cybAc=b-cparacadab, c € B, donde bV c (resp.
bAc) es el minimo elemento de B (resp. el maximo elemento de B) que
sigue a by ¢ (resp. que precede a by c).

(v) Las operaciones V y A son asociativas y mutuamente distributivas.

(vi) Hay una correspondencia biunivoca entre ideales maximales de B y
homomorfismos no nulos de B en Zs,.

(vii) Una parte I de B es un ideal sii a Vb € I si a y b son elementos de [
e I contiene a los precedentes de cada uno de sus elementos. 76

(viii) Sic € Bentonces {b € B: b<c}esunidealy {b€ B: ¢<b}esun
filtro.

(ix) Si I es un ideal, F' es un filtro disjunto con I e I UF = B entonces hay
un homomorfismo h: B — Zy tal que h ;=0 y h |p= 1.

(x) Tdem al (ix) con I un ideal y F un filtro disjunto con I (teorema de
Stone, cf. [44]).

(xi) No toda algebra de Boole es isomorfa al dlgebra de todos los subcon-
juntos de un conjunto.

(xii) Todo ideal primo p de un anillo de Boole B con unidad e es maximal
y B/p tiene dos elementos.

(xiii) Con la notacién de los Problemas 5.15 y 5.17, si b € B entonces By, es
abierto y cerrado.

(xiv) Si by, ..., b, € B existe b € B tal que U By, = By.

(xv) Solamente los conjuntos B,, b € B, son abiertos y cerrados en el
espectro de Zariski de B.

(xvi) Sp(B) es compacto separado.

“6Por filtro o ideal dual se entiende toda parte de B cerrada por A que contiene a los
siguientes de cada uno de sus elementos.
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(xvii) (Teorema de Stone) Todo reticulo booleano es isomorfo al reticulo de

Boole de partes abiertas y cerradas de un espacio compacto separado.
7

Solucién
(i) Si b, ¢ € B tenemos
(b+c)-(b+c)=b-b+b-c+c-b+c-c=b+b-c+c-b+c=b+c
de modo que b-c+c-b=0, ie.
b-c=b-c+0=(b-c+b-c)+c-b=0+c-b=c-b.
(ii) La aplicacién binaria Zy X B — B, 0-b =0, 1-b = b induce sobre B
una estructura de Z,— 4algebra.

(iii) Evidentemente (P(X), A,N) y (Z3, +,-) son anillos de Boole unitarios.
La aplicacién

[}

si ¢ A,
H:P(X)—=1Zy, HA)(z) =
1 si x€A,

donde A € P(X) y z € X, define un homomorfismo biyectivo. En
particular,

H': 7Y —-PX), HYf)={zr e X: f(z)=1} si feZy.

(iv) - (v) Triviales.

(vi) Sea h : B — Z un homomorfismo no nulo, I = ker (h). Evidentemente
I es un ideal propio de B. Sea J un ideal tal que I C J y dado b € B
veamos que b € J. Podemos suponer que b ¢ I. Si ¢ € J — I tenemos

"Por reticulo booleano entendemos toda estructura L (<, ; 0, 1, V, A) en la cual un
reticulo L tiene un elemento minimal 0, otro maximal 1y, si a, b € L denotamos

aAb=inf {a,b}, aVb=sup{a,b}.

Ademas, las operaciones V y A son mutuamente distributivas y, para cada a € L existe
ac€LtalqueaANd=0yaVad=1.
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h(b) = h(c) = 1, de modo que h(b+c¢) = 0y el elemento a = b+ ¢
pertenece a I. Entonces b = a+cy b € J. Luego I es maximal. Por
otra parte, sea J un ideal maximal de B y sea b : B — Zs la aplicacién
h(b) =0sib ¢ J, h(b) =1sibe J. Entonces h un homomorfismo no
nulo y J = ker (h) .

(vii) Trivial.
(viii) Trivial.

(ix) Definimos h : B — Zy, h(b) =0sibe I, h(b) =1sibe F.Sibyc
pertenecen a I entonces b+ce€ly

h(b+¢) =0=0+0= h(b) + h(c).

Sibe lyce F entonces b+ c € F, ya que a = b+ c perteneciere a [
el elemento ¢ = a + b perteneceria a I N F. Entonces

h(b) + h(c) =04+1=1=h(b+c).
Supongamos que b y ¢ pertenecen a F. Notamos que
(bAc)-(b+c)=b-c+b-c=0

y0 € I.Sib+c € F tendriamos 0 € F)i.e. 0 € INF lo que no es posible.
Luego b+c € I'y h(b)+h(c) =141 =0 = h(b+c). Por otra parte, sib o
c pertenecen a [ entonces b-c € Iy h(b-c) =0 = h(b) . h(c). Finalmente,
si by c pertenecen a F' también b-c € Fy h(b-c)=1=1.1= h(b) h(c).

(x) La familia de todos los ideales que contienen a I y son disjuntos con F’
contiene un miembro maximal J. Andlogamente, hay un filtro § que
contiene a F, es disjunto de J y es maximal con dichas propiedades. Por
(ix) bastara ver que J U § = B. Supongamos que existe c € B—(JUF) .
El minimo ideal que contiene a J y a c es

¢C={beB: b<c o I, degF, t.qb<cVd}.

En efecto, usando (vii) sigue que € es un ideal. En particular, c€ € y
como b < bV c para cada b € J entonces § C €. Por otra parte, sea £
un ideal que contiene a cy a J, b € €. Si b < c entonces b € £ por
preceder a un elemento de £. Si b < ¢V d para algin d € J nuevamente
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b precede a un elemento de £ y b € £. Entonces € C £ y tenemos la
minimalidad sefialada de €. Ahora, como I C J ; ¢ entonces €NF # ()
por el caracter maximal de J. Si b € €N F' debe existir d € J tal que
b < ¢Vd. En caso contrario ¢ > by como b € F tendriamos ¢ € F,

lo que no es cierto. En consecuencia ¢V d € F para cierto d € J.
Andlogamente, el conjunto

D={beB: c<b o Id,deF, tq.cAnd<b}

es un filtro, minimal tal que c € ® y § C ©. Como §F # D por la
maximalidad de § existe e € © N J. No puede ser e > ¢ pues ¢ ¢ J.
Luego existe f € § tal que cA f < ey tenemos cA f € J. Finalmente,
el elemento g = (¢cVd) A f = (cA f)V (dA f) pertenece a J porque
cANfeF, dN fprecedead e yJesun ideal. Ademds g € § pues
cVde F, FCF, fegyJF esun filtro. Pero JNF = 0 y concluimos
que B=JUGZ.

(xi) Sea X = {(0,0), (0,1)} UUX X, donde X, = {1/n} x[0,1], n € N.
Consideremos X como subespacio topoldgico del plano real. Supon-
gamos que A es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio de X.
Probaremos que el conjunto {(0,0),(0,1)} estd contenido en A o es
disjunto de A. Para ello, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que (0,0) € Ay ver que (0,1) € A. Sea U abierto en el plano tal que
(0,1) € U. Bastard probar que (UNX)N A # . Fijado n € N es
facil establecer que la aplicacién f, : [0,1] — X, f.(t) = (1/n,t) es
continua. Ademds, como A es abierto existe V' abierto en el plano tal
que (0,0) e VyVNX C A Seang € Ntal que VNX, #0sin > ny.
Entonces, el conjunto f, *(A) es no vacio, abierto y cerrado en [0, 1],
y por la conexidad de este tltimo tenemos f,'(A) = [0,1]. Es claro
ahora que U N A # () ya que X,, C A si n > ny. Ahora, la clase B de
subconjuntos abiertos y cerrados de X es un algebra de Boole con las
operaciones de diferencia simétrica e interseccién. Podemos considerar
B como la unién de dos subclases disjuntas B; y B, a saber:

B, ={AeB: {(0,0),(0,1)} C A},

By={AeB: {(0,0),(0,1)}NA=0}.

Del razonamiento anterior, si A € By yn € Nes tal que ANX, #0
debe ser X,, C A, i.e. para cada n se tiene X,, C A0 X, NA=0. En
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consecuencia, cada elemento de B; consiste de {(0,0),(0,1)} y de la
unién de todos salvo una cantidad finita de X, s. Por otra parte, cada
miembro de By es la unién de una cantidad finita de X,, s. En definiti-
va, B es infinito - numerable. En consecuencia (B, AA,N) no puede ser
isomorfa a un dlgebra del tipo (Z3,+,-) por razones de cardinalidad.

(xii) Dado un ideal primo p de un élgebra de Boole unitaria B y b ¢ p, como
(e + b)-b = 0resultae+b € p. Sic € B tenemos ¢ = c-(e + b)+c-b, o sea
B =p+ (b) y p es maximal. Ahora, si by, by € B — p podemos escribir
by = by -d+ f paraciertos f € py d ¢ p. Luego by +by = by - (e +d)+ f
y, como antes, e +d € p. Asi by + by € p 'y B/p tiene dos elementos.

(xiii) Si b € B entonces se sabe que By, es abierto. Si p es un ideal primo y
p € cl By veremos que existe b ¢ p. Por hipétesis, dado ¢ € B resulta
ByNB. # 0 si p € B.. Luego b - ¢ no es nilpotente si ¢ ¢ p o bien,
como B es anillo booleano, b- ¢ # 0 si ¢ ¢ p. Si fuera b € p tendriamos
e+bépyb-(e+b) =0 en contradiccién con la hipGtesis.

(xiv) Evidentemente basta probar la afirmacién para n = 2. Sean by, by € B
y hagamos b = by + by + by - by. Si p € B, — By, entonces b ¢ py
by € p. Luego b+ by, € py, como b ¢ p tenemos by ¢ p, i.e. p € By,
y asi By C By, U By,. Por otra parte, si ¢ € By, entonces b; ¢ ¢. Si
ademds b € g debe ser by - (e + b1) ¢ g. Pero e + b; € ¢ de manera que
b ¢ q, es decir By, U By, C B,

(xv) Sea Y un subconjunto abierto y cerrado de Sp(B). Como Y es abierto
podemos escribir Y = Upcn By, donde ‘B es algin subconjunto de B.
Como Y es cerrado y Sp(B) es compacto entonces Y es compacto.
Existe un subconjunto finito € de B tal que Y = UpceBy y basta
aplicar (xiv).

(xvi) Sabemos que Sp(B) es compacto. Si p, ¢ € Sp(B) y p # ¢, por (xii)
existen by € p—q y by € ¢ — p. Entonces ¢ € By, — By,, p € By, — By,
By, — By, y By, — By, son abiertos disjuntos.

(xvii) Sea L = L(<, 0, 1, V, A) un reticulo de Boole, munido de las
operaciones

a+b=(aNb)V (dAD), a-b=aANb
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definidas para a, b € L. (L, +, -) es un anillo de Boole e indicaremos
L al reticulo de Boole de partes abiertas y cerradas de su espectro de
Zariski respecto al orden de inclusién. Sea

V:L— LV (a) =L, aclL.

Por (xiii) ¥ estd bien definida y, si ¥ (a) = ¥ (b) para ciertos a, b € L
entonces 7 ({a)) = r ({b)). Como a es idempotente entonces a € (b).
Luego (1+b)-a = 0 y resulta a = a - b, i.e. a < b. Andlogamente
b < ay ¥ es inyectiva. Por otra parte, si @ € L, por ser Q@ abierto, por
Problema 3.14 (v) podemos escribir Q = User/n,co Lq- Q €s compacto
por ser cerrado en un espacio compacto separado, de modo que existe
una parte finita F' de L tal que Q = Ugep L,. Ahora por (xiv) existe
c € L tal que @ = ¥ (c) y ¥ es suryectiva. Finalmente, es inmediato
que si d < e en L entonces ¥ (e) C V¥ (d). O
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5.19. Grupos topolégicos. Caracterizacion de abiertos
y entornos de la identidad. Separabilidad. Nor-
malidad. Homeomorfismos naturales. Sobre sub-
grupos de interior no vacio e invariancia de la
componente de la identidad. Subgrupos normales
discretos de un grupo conexo y centro. Carac-
terizacion de la continuidad y estructura de ho-
momorfismos entre grupos topoldgicos. Grupos
cociente y acciones definidas sobre ellos. Dados
subgrupos invariantes J, H de G, J C H, H/J es
un subgrupo de G/J homeomorfo a pg; j(H). La
aplicacién natural de G/J en G/H es un homo-
morfismo continuo, abierto y suryectivo.

Sea (G, -, 7) un grupo topolégico con elemento neutro e. Indicamos

¢:GxG—G, ¢(a,b)=a-b"",
T:GxG =G, m(a,b)=a-b, J:G—G, J(a)=a",

L,:G—G, Ly(b)=a-b, R,:G— G, Ry(a)=a-b,
donde a, b € G.

(i) Las aplicaciones anteriores son continuas. En consecuencia, J, L, y Ry
son homeomorfismos. "

(ii) Sea U, el sistema de entornos de la identidad y A una parte no vacia
de G. Entonces A es abierto sii a™! - A € U, para cada a € A o,
equivalentemente, sii A-a~! € U, para cada a € A. Adem4s

cd A=n{U-A: Uel}=n{A-U: Uel}.

®Dada una parte S de G indicaremos S7!, a- S, S -b, etc, a los conjuntos
J(S), La(S), Ry (S), etc..
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(iii) La familia U, de entornos de la identidad tiene las siguientes propiedades:
(1) SiU, V € U, entonces UNV € U,. (2) SiU € U, y U C V entonces
VeU,. (3)SiUel,existe Vel talque V- V1 CU. (4) SiU €U,
y a € G entonces a-U -a™ ! € U,.

(iv) Dado un grupo (G, -) y una familia & de subconjuntos de G que con-
tienen al elemento neutro e en las condiciones (iii) hay una tnica
topologia 7 de G de modo que (G,-,7) es un grupo topoldgico y U
es la familia de entornos de e respecto a 7.

(v) Un grupo topolégico es separado con solo ser Tj.

(vi) Un subgrupo S de un grupo topoldgico G es, con la topologia relativa,
un grupo topolégico. Ademas, cl S es un subgrupo y si S <1 G entonces
cl §<G.

(vii) Un subgrupo S de interior no vacio es abierto y cerrado.

(viii) La componente de la identidad de un grupo topolégico es un subgrupo
invariante.

(ix) Un subgrupo normal discreto (con la topologia relativa) de un grupo
topolégico conexo estd contenido en el centro.

(x) Sea H un subgrupo invariante de G'y consideremos el espacio cociente
G/H de clases a izquierda a - H, a € G. G/H resulta de la particién
inducida al considerar equivalentes elementos a, b de G tales que a~! -
b € H. Indicando pg g : G — G/H a la proyeccién al cociente entonces
G//H tiene una estructura de grupo topolégico respecto a la cual pg g

es un homomorfismo continuo abierto.

(xi) Hay una accién natural de G sobre G/H, de modo que si a € G entonces
la accién correspondiente de a sobre G/H es homeomorfismo.

(xii) Si f : G — J es un homomorfismo entre grupos topoldgicos entonces
[ es continuo sii 1 (Ue,.1) C Uey -

(xiii) Si f : G — J es un homomorfismo continuo de grupos topolégicos
y f(G) se mune de la topologia cociente entonces f = h o g, donde
g : G — f(G) es un homomorfismo continuo abierto y h: f(G) — J es
un homomorfismo continuo.
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(xiv) Sea J C H C G, J, H subgrupos invariantes de G. Entonces H/J es
un subgrupo de G/J homeomorfo a pg ;(H).

(xv) La aplicacién p : G/J — G/H, plpg,s(a)] = pe,u(a) para a € G, es
un homomorfismo continuo, abierto y suryectivo.

(xvi) (G/J)/(H/J) es homeomorfo a G/H.
Solucién
(i) ¢ es continua porque (G, -, 7) es grupo topolégico. Ademas
J@=at=c-at=¢(e,a) =[po (e x Idg)] (a)

para cada a € G de donde J = ¢ o (e x Idg) resulta continua. Ahora

m(a,b) = a- (57) " = ¢a,b7) = [¢ 0 (Ida x 3)] (a, )
para a, b € G, i.e. m = ¢ o (Idg X J) es continua. Asimismo

Lo(®) =a-b=m(a,b) = [ro(ax Ids)] (b),

Ry(a)=a-b=m(a,b) = [ro(Idg x b)](a),

ie. Ly=mo(ax Idg)y Ry =mo(Idg x b) devienen continuas y como
I'=3, (L)) ' =Le1y (Ry)™" =Ry sia, be G sigue (i).

(ii) Dadoa € A, comoa™'-A = L1 (A) y L,-1 es homeomorfismo, entonces
a~!- A es abierto si A es abierto. Como e € a™!- A entonces a™'- A € U..
Por otra parte, si a™! - A € U, para a € A entonces A = L, (a™ ! - A)
resulta abierto. Ahora, si B=N{U-A: U€lU,} y a ¢ cl A existe
V €U, tal que ANV = . El conjunto U = (L, 0J) (V) =a-V!
es un entorno de e y a ¢ U - A, o sea B C ¢l A. Por otra parte, si
accl AyW €U, entonces W-aecl,y (Wl-a)nNA#D,es
decir, a € W - A. Siendo W arbitrario, a € B. El resto es andlogo.

(iii) (1), (2) y (4) son evidentes. Puesto que e = e - e y 7 es continua,
dado U € U, existen Vi, Vo € U, tales que V; - Vo C U. Escribiendo
V =VinV, ! tenemos V € U, por (1) y porque J es abierta. Ademds

V.vi=inVy ) -(tnW) C V-V, CU
y sigue (3).
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(iv) Trivial.

(v) Sean a # b en G y supongamos que a ¢ cl {b}. Por (ii) existe U € U,
tal que a ¢ U - by por (iii)(3) existe V € U, tal que V-1 -V C U.
Supongamos que c-a =d-b parac, d € V. Entonces a-b~! =c7!-dy
a-b~' € U lo cual no es cierto, i.e. (V -a)N(V-b) = 0.

(vi) Sigue de la continuidad de las aplicaciones introducidas en (i).

(vii) Dado a € S° existe W € U, tal que W C S. Luego a™' - W C S,
a W elU,y S =Upsb-(a"" - W) resulta abierto. Ademés

N{U-S: Uel}C(a"-W)-SCS
y aplicamos (ii).

(viii) Si C, es la componente de e en G entonces C, es conexo. En con-
secuencia C, x C, también lo es (cf. [14], Th. 1.7, page 109) y los
conjuntos C, - C, y C.! son conexos y contienen a e. Luego ambos son
subconjuntos de C, y C, es es un subgrupo de G. Si ¢ € G también
(Ly 0 Ry—1) (C.) es conexo y contiene a e de modo que a-C,-a~' C C..

(ix) Sea S un subgrupo normal discreto con la topologia relativa de un grupo
conexo G. Si b € S la aplicacién oy(a) = a-b-a~! es continua entre G
y S. Luego 04(G) es conexo y 0,(G) C S. Como S es discreto entonces
op(G) ={op(e)},0seaa-b=0>-a paratodoa € G. Asi S C C[G].

(x) Dados a, b € G definimos
pe,u (a) - pa,u (b) = pe,u (a-b). (158)

Si pe,u (a) = pe,u (@) y pe,r (b) = pa,n(b) escribimos

(@-0)".(@b)=>b""(a7'-q) b

= (b_l .~) . |:’I;_1 . (a/_l .Zi) .’I;i| ,
i (a-b) ' .(a-b) € Hpues H< G, b"'-bya ' -apertenecen a H. Por
lo tanto la definicién (158) es correcta. Es trivial que (G/H,-) es un

grupo con elemento neutro p g () = H y pe.i (@)™ = pg.u (a™') para
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a € G. Consideremos G/H munido de la topologia cociente, de manera
que pg.pg resulta continua. Dado U abierto en G entonces pg p (U)
deviene abierto porque pa}H PeuU)|=U-HyU-H=UepU-aes
abierto en G. Asi pg y resulta abierta. Finalmente, escribiremos

G G
Pon:GxG— 757 Pg.u (a,0) = (pe,u (a) , pa,u (b)),
G G G
(/R T57 o ¥ (pa,u (@), pa,u (b)) = pa,u(a) - pa,u(b) ™
para a, b € G. Si A es abierto en G/H entonces

v (A) = Pou [((pa,m o d) ™" (A)]

y, como Pg g es abiertay pgpo¢ : GxG — G/H es continua entonces
¥~ (A) es abierto, o sea 1) es continua y G/H es grupo topolégico.

(xi) Si @ € G definimos

a: G/H — G/H, 'd(pG,H(b)) :pG’H(CL : b), beq.

Esta definicién es correcta porque si pg g (b) = pge,u(b) entonces
(@b -(@b)=b"0b

y bt b € H. Es evidente que @ es un endomorfismo de G/H, que
a'=a"'yquedopsy =peuo L Si A es abierto en G/H tenemos
p(_;}H (@1(A)) = Ly (pa,lH(A)) , i.e. @ 1(A) es abierto en G/H pues

pg,m es continua y L,-1 abierta. Asi cada @ resulta homeomorfismo.

(xii) La condicién es obviamente necesaria. Reciprocamente, dado a € G 'y

V € Up,,s entonces f(a)™' -V € U,,,;. Como f es continuo en eg y
fleg) = ey existe U € Uy, ¢ tal que U C f1[f(a) *-V]. Finalmente
a-Uelpgya-UCfH(V).

(xiii) Definimos IE G/ker (f) — f(Q), f(pg’ker(f)(a)) = f(a). Es facil ver

que festé bien definida y es un homomorfismo biyectivo. Considerando
f(G) con la topologia cociente inducida por f, si I' es abierto en f(G)

el conjunto pa}ker(f) [f_l (F)] = f~1(I") es abierto en @, i.e. f~'(I)
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es abierto en G/ ker (f) y asf f es continua. Ms atin, si = es abierto
en G/ ker (f) entonces f~! [f(E)] = pg.,lker(f) (2) - ker (f) es abierto y
f () deviene abierto en f(G), o sea f es abierta. Hacemos entonces
g = fo Poxerk) Y I+ f(G) <= J la inclusién. Si W es abierto en J
entonces h 1 (W) =Wn f(G)y fHWNf(G)] = f (W) es abierto,
con lo que W N f(G) es abierto en f(G) y h es continua.

(xiv) Con la notacién de (xiii) tenemos pg s |p= pe,J g oPHI Y

pa, g HIJ — pg.s (H)

es un homeomorfismo.

(xv) Como J es subgrupo de H entonces p estd bien definida y es claramente
un homomorfismo suryectivo. Si T es abierto en G/H el conjunto
Pay [ (X)) = pgly (T) es abierto y asi p~' (T) es abierto en G/J,
i.e. pu es continua. Por otra parte, si U es abierto en G/J tenemos
1 (¥) = pa,i [Py ()] y 11 (¥) es abierto en G/H, o sea p es abierta.

(xvi) Tenemos ker (1) = pe,s(H) y como en (xiii) (G/J) [ ker (u) ~ G/H.
Por (xv) sigue (xvi). O

5.20. Espacios cocientes de Hausdorff no regulares y
espacios cociente no separados. Productos, par-
ticiones, cocientes de espacios regulares. Si X es
un espacio topoldgico en el que todo elemento
tiene un entorno cerrado regular, es regular. Si
X es regular, pares de puntos distintos tienen en-
tornos cuyas clausuras son disjuntas. Topologias
no regulares de Z*.

(i) En un espacio topoldgico regular X la clase p = {cl{z}: = € X} es

una particién. La proyeccién al cociente X — X/ deviene abierta y
cerrada.

(ii) El producto de espacios regulares es regular.
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(iii) Sea X espacio de Hausdorff regular no normal A, B subconjuntos
cerrados no separables de X, A = {(z,z): z € X}.Si A € P(X), Q
es una particiéon de X y ~q es la relacién inducida por €2 escribiremos

Po[A]={seX: (3t), t€ A, s~qt}.
(iii) (1) El conjunto R = AU A x A es cerrado en X x X.

(iii)(2) X/R es espacio de Hausdorff no regular.

(iii) (3) El conjunto S = AU (A x A) U (B x B) es cerrado en X x X pero
X/S no es separado.
(iii)(4) La aplicacién
T: X xX = (X/85) x(X/S), T(x,y) = (ps(x), ps(v),
donde pg : X — X/S es la proyeccién al cociente, no es abierta.

(iv) Si X es un espacio topolégico en el que todo elemento tiene un entorno
cerrado regular, es regular.

(v) Si X esregular, pares de puntos distintos tienen entornos cuyas clausuras
son disjuntas. La afirmacion reciproca es falsa.

(vi)(1) Sia, b € Z* escribimos U(a,b) = {an+b: n € Z}NZ*. La familia
B ={U (a,b) : a, b€ Z", mcd{a,b} =1} es base de una topologia T
en Z*.

(vi)(2) (Z*, %) no es espacio regular.

Solucién

(i) Sean z, y € X tales que existe z € cl{z} —cl{y}. Sea U entorno abierto
de z tal que {z,y} NU = {z}. Por ser X regular existe un entorno
cerrado V de z tal que V C U. Como cl{z} CV escl{z} C Uy, si
w € cl{y}, no puede ser w € U pues y ¢ U. Luego cl{y}NU =0y
cl{z} necl{y} CUNcl{y}, ie. cl{z} Nncl{y} = 0. En consecuencia
B es una particién de X. Si A € P (X) por la observacién anterior
cl{t} C Asite Ay A es abierto o cerrado. Como

Pg [A] resulta abierto o cerrado si A es abierto o cerrado respectiva-
mente. Basta aplicar [23], Cap. 3, Teo. 10, pag. 116.
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(ii) Trivial.

(iii)(1) Si (z,y) ¢ Res x #y y por ser X separado hay entornos abiertos
disjuntos U y V de z e y respectivamente. Luego (U X V)NA =0y,
como (z,y) ¢ Ax A, podemos asumir que UNA = () o VNA = (). Luego
(UxV)N(Ax A) =0y concluimos que U X V es entorno abierto de
(z,y) disjunto con R.

(iii)(2) Tenemos X/R = {A}U{{z}: 1€ X — A}. Siz, y € X — A son
distintos hay entornos U y V' de z e y respectivamente, disjuntos entre
si y con A. Como X es regular la proyeccién al cociente pg : X — X/R
es abierta y observamos que pr(U) y pr(V') son entornos abiertos dis-
juntos de {z} e {y} respectivamente. Asimismo, si z € X — A entonces
{2} # Aen X/Ry, por la regularidad de X, hay un entorno abierto W
de z cuya clausura estd contenida en X — A. pr(W) y pr(X —cl W) son
entornos abiertos disjuntos de {z} y A en X/R respectivamente, con lo
que sigue que X /R es separado. Ahora, como A C X — By B es cerrado
pr (X — B) es entorno abierto de A en X/R. Sea Z subconjunto abier-
to de X/R al que pertenece A y veamos que ¢l Z — pr (X — B) # 0, de
donde deduciremos la no regularidad del cociente. Como

X/R —pr (X — B) =pgr(B)

debemos ver que pg (B) Ncl Z # (. Sino resulta pr (B) C X/R —cl Z,
ie. BCpy (X/R—clZ). Pero AC p,' (Z) pues A€ Zy

pr (X/R = Z)Npp'(2) =0,
en contradiccion con la no separabilidad de A y B.

(iii)(3) Si (z,y) ¢ S esx # y. Si x ¢ AU B hay entornos abiertos disjuntos
U, y V1 de z e y respectivamente de modo que U; C X —(A U B) . Luego
U, x V7 es entorno abierto de (z,y) disjuntocon S. Siz € A—Bey ¢ A
hay entornos abiertos disjuntos U, y V5 de x e y respectivamente tales
que Uy C X —ByVy, C X — A. Ahora U, x V5 es entorno abierto de
(z,y) disjunto con S. Los casos restantes siguen cambiando los roles de
zeyySescerrado. Ahora X/S = {A, B}u{{z}: z€ X —(AUB)}.
Si W, Y son entornos de A y B en X/S respectivamente, pg' (W) y
pgl(Y) son entornos de A y B en X respectivamente. Luego WNY # ()
porque pg' (W) Nps'(Y) # 0, i.e. X/S no es separado.
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(iii)(4) X x X — S es abierto pero T (X x X —S) no lo es. En efecto,
(A,B) € T (X x X — S) porque X x X — S contiene a A x B. SiW e
Y son abiertos en X/S que contienen a A y B respectivamente, como
ps' (W) y ps'(Y) son entornos de A y B en X respectivamente existe
z € pg' (W) N pg'(Y). Supongamos Y (z,z) = T (u,v) para cierto
(u,v) € X x X —S. Siu ¢ AU B obtenemos u = x = v, lo cual es
contradictorio. Si u € A entonces z € Ay como pg(x) = pg(v) también
v € A, osea (u,v) € Ax A, lo cual es contradictorio. Asimismo no
puede ser u € B ie. T (z,2) e WXxY -1 (X x X — 5). Luego (A, B)
no es punto interior de T (X x X — S) y pertenece a dicho conjunto.

(iv) Sea z € X, U abierto que contiene a z, V abierto que contiene a x con
clausura regular. Como UNYV es entorno abierto de x en clx V' existe un
subconjunto Z de cly V tal que z € into, v Z y cly, v Z CUNV.S1 S
es abiertoen X, x € Sy SNclx V C Z entonces SNV es subconjunto
abierto de Z y contiene a z, i.e. x € Z°. Ademas cly, v Z es cerrado
por serlo en cuanto subespacio del subespacio cerrado clx V. Como
Z C clay, v Z deducimos clx Z C cly,, v Z C U y sigue la afirmacién.

(v) La afirmacién es evidente. Veamos que la afirmacién reciproca es falsa,
para lo cual indicamos

Up(z)={z}u{reQ: |[z—r|<1/n}, 2€R, neN.

Sea B = {Un(7)},cg, nen ¥ veamos que B es base de una topologia 7
sobre R Sean z, y € R, n, m € N, z € U, () NUp(y). Siz =y
entonces Uy, () N Up(y) = Unmaxin,m} (). Sip € N es tal tal que

1 { ) { 1 1} { 1 1} }
0<-<minqz—maxsx——, y— — p,minsx+—, y+ —p — 2
P n m n m

resulta U, (z) C Uy, (z) N Up(y) y sigue la afirmacién (cf. [23], Cap. 1,
Teo. 11, pag. 60). Ahora, R — Q es 7— cerrado, pues si w € cl, (R — Q)
y ¢ € N, como U, (w) N (R — Q) # 0 necesariamente dicha interseccién
es {w},yhadeserw ¢ Q, ie.cl, (R—Q) CR — Q. SiU es entorno de
R—-Qy Vesentornode {0} seas € Ntalque Us; (0) CVyreR—-Q
tal que |¢| < 1/s. Como todo 7— entorno de ¢ interseca a U,(0) resulta
UNV #(, de modo que (R, 7) no es espacio regular.
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(vi)(1) Por el algoritmo de la divisién en Z, dados a, b € Z* podemos asumir
que b < a. En caso contrario U(a,b) = U(a, ), donde r es el tnico resto
no negativo menor que a de la divisién de b por a. En particular, r > 0
si med {a, b} = 1. Asumiendo b < a resulta

U(a,b) ={b, a+b, 2a+0b, ...}.
Si ademas ¢, d € Z™ son coprimos
U(a,b) CU(c,d) = b>d y c¢|med{b—d,a}. (159)

En efecto, si U(a,b) C U(c,d) hay enteros no negativos ny, ns tales
queb=d+c-nyya+b=d+c-ny, resultando b > d. Luego b—d y a
devienen divisibles por ¢ y la condicién es necesaria. Reciprocamente,
existe ng entero no negativo tal que b = d+c-ns por lo que b € U(c, d).
Sing € Z*, como a/c € ZT tenemos

b+a-ng=d+c-[n3+ (a/c)],

ie.b+a-ng € U(e,d) y sigue (159). Ahora, sean u, v, u, v" € Z™,
v < u, v<u, wée Uuv)NU(u,v). Hay enteros no negativos
s, & tales que w = v+ u-s = v+ u'- s Luego w > méax{v, v},
mcd {u - s, mem {u, u}} es miltiplo de u pues u es divisor tanto de u-s
como de mem {u, v}, med {u- s, mem {u,u’}} es miltiplo de v’ pues
u"es divisor tanto de como de u'- s’ como de mem {u, u} y concluimos
que U (mem {u, v}, w) CU (u,v) NU (U, 7).

(vi)(2) Si p es primo positivo Z* -p es ¥— cerrado en Zt:sin € ZT—-Z" -p
hay tnicos enteros c y r talesque n = p-c+7ry 0 < r < p. Luego
n € Up,r) y Ulp,r) NZ" - p = (). Bastara ver que {1} y Z* -2 no
tienen entornos disjuntos. Precisamente, U(1,1) es el tinico elemento
de B que contiene a 2y U(1,1) = Z*. O
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5.21. Sobre topologias compacto - abiertas. Densidad
de C(X,R) en RY cuando X es espacio de Ti-
jonov. Metrizabilidad de C(X,Y) cuando X e Y
son espacios de Hausdorff con base numerable y
X es compacto. El espacio C (R R), considerado
con la topologia compacto abierta, es metrizable.
Teorema de Arzela - Ascoli.

(i)(1) Sean X, Y espacios topoldgicos, C(X,Y) munido de la topologia

compacto abierta.Si Y es espacio de Hausdorff el embedding natural
j:Y = C(X,Y) es cerrado y el conjunto

E=A{(f,zy): f@) =y}
es cerrado en C'(X,Y) x X x Y.

(i)(2) Sea X espacio de Hausdorff localmente compacto, Y espacio topolégi-
co, F subespacio cerrado de Y. El conjunto I' = {(f,z) : f(z) € F} es
cerrado en C(X,Y) x X.

(1)(3) La evaluacién e : C(X,Y) x X — Y es continua si y solo si para todo
espacio topologico Z y cada aplicacion o : Zx X — Y, la misma resulta
continua si es continua la aplicacién @ inducida entre Z y C(X,Y).

(ii) Si X es espacio de Tijonov, C(X,R) es denso en RX.

(iii) Sean X, Y espacios de Hausdorff con base numerable, X compacto.
C(X,Y) es metrizable sii Y es regular.

(iv) El espacio C' (R, R) , considerado con la topologia compacto abierta, es
metrizable.

Si X, Y son espacios topolégicos, A € P (X), B € P(Y), escribiremos
Uy (A,B)={f e C(X,Y): f(4) CB}.

La ¢— topologia (o topologia compacto abierta) sobre C(X,Y) es aquella para la que
los conjuntos Ui (A, B), con A compacto y B abierto, constituyen una subbase. Salvo
mencién contraria, en este problema consideraremos espacios de funciones continuas con
la ¢— topologfa.
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(v) Si X, Y, Z son espacios topolégicos,

CX,C(Y xZ)=C(X,)Y)xC(X x Z).

(vi) (Teorema de Arzeld - Ascoli) Sean (Y, d) espacio métrico, X espacio
localmente compacto de Hausdorff. Un subconjunto § de C(X,Y) es
c— relativamente compacto sii es equicontinuo® y § () es relativamente
compacto para cada z € X.

Solucién

(i)(1) Evidentemente j es inyectiva; sea {¥,},.y unared enY que converge
a un punto yp. Si K es subconjunto compacto de X, U es subconjunto
abierto de Y y j (yo) € Uif (K,U) entonces yo € U. Existe vy € N
tal que y, € U si v > vy de modo que j (y,) € Ut (K,U) si v > vp.
Podemos concluir que j es continua. Sea C' subconjunto cerrado de
Y, fe C(X,Y)—j(C).Si C =Y hay puntos distintos x1, o en X
tales que f (z1) # f (z2). Como Y es separado hay abiertos disjuntos
Uy y Uy que contienen a f (z1) y a f (z2) respectivamente. El conjunto
W = Uy {z1},U1) NUF ({xo},Us) es c— abierto, contiene a f y es
disjunto con j (C). Si C ; Y aiin 20 es disjunto con j (C) pues lo es
con j(Y).Si fejY)—j(C)existey € Y —C tal que f =y. Como
C es cerrado existe V abiertoen Y tal que VNC =0 ey e V. Si H es
compacto no vacio en X resulta ;X (H,V)Nj(C) =0y f e U (H,V),
i.e. j deviene cerrada porque C' es arbitrario. Ahora, si (f,z,y) ¢ X es
f(z) #yen Y. Si Vi, V; son abiertos disjuntos que contienen a f(x) e
y respectivamente el conjunto

uf ({3, v)x | |J g7 M)| x 1k
geC(X,Y)

es entorno abierto de (f,z,y) disjunto con X.

(1)(2) Si (f,z) ¢ T, como F es cerrado, hay un entorno abierto U de f (z)
disjunto con F. f~}(U) es abierto por la continuidad de f y contiene
a r. Como X es espacio de Hausdorff localmente compacto hay un

80% es equicontinuo si lo es en cada punto de X. Si z € X se dice que § es equicontinuo
en z si dado € > 0 hay un entorno U(x) de x tal que f (U(z)) C By,q (f(x),€) para f € §.
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entorno precompacto V' de z cuya clausura estd contenida en f~(U).
En consecuencia U;X (c1V,U) x V es entorno de (f,z) disjunto con T,
y como (f,z) es arbitrario, I resulta cerrado.

(i)(3)Sia: Zx X — Y esuna funcién escribimos
a(z)(x)=alzz), z€ Z, v € X.

Supongamos @ € C (Z,C(X,Y)) y que la evaluacién es continua. Si
{(%a,%4)}4cq €5 una red que converge a (z,2o) en Z x X entonces
a(zq) = @ (20) en C(X,Y) pues z, — zp en Z y @ es continua. Como

también x, — x¢ entonces (@ (z4),%q) — (@ (20),20) en C(X,Y) x X
y por la continuidad de e tenemos

a (20, 20) = @ (20) (o) = € (@ (20) , Z0)

= lime (& =1i
lime (@ (z4) ,Za) lima (24, Ta)
y sigue la continuidad de «. Reciprocamente, si Z =C(X,Y)y f€ Z
entonces € (f) (z) = e(f,z) = f () para z € X, i.e. €(f) = f. Como
[ es arbitraria € = Id¢(x,y) es continua y, por hipétesis, e es continua.

(i) Sean € N, {z;},,, un subconjunto de n elementos de X, I, ..., I,
abiertos en R. Como X es espacio de Tijonov hay funciones f; : X — R
continuas tales que 0 < f; < 1, fi(z;) =1, fi(xx) = 0sij # &k,
donde 1 < j,k < n. Seleccionando elementos t; € I;, 1 < j < n, sea
f=320_1t; f;- Entonces f € C(X,R) y f(z;) € I; para cada j, de
donde sigue (ii).

(iii) Asumiendo que C(X,Y’) es metrizable sea ¢ : Y — C(X,Y) la apli-
caciéon natural que asigna a cada y € Y la funcién constante de
X en Y cuya imédgen es {y}. Si C' es compacto y V abierto resulta
L (U (C,V)) =V, ie. la preimdgen de abiertos subbdsicos es abier-
ta, de donde ¢ es continua. Mas atin, ¢ es abierta ya que X es compacto
y (V) =U$ (X, V)N (Y). Como ¢ es inyectiva deviene en un homeo-
morfismo entre Y e ¢ (Y) . Si d es una distancia que metriza a C'(X,Y)
munido de la c— topologia la relacion

6 (Y1, 92) =d (L (1), L (¥2)), ¥1, 2 €Y,
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es una métrica sobre Y. Si 1} es abierto en Y e y, € Y; tenemos
¢ (yo) € Uy (X, Vo)
y existe € > 0 tal que
Beox,y)a (¢ (v0) ,€) C Uy (X, Vp),

donde Be(x,yy,q (t (¥0) ,€) es la d— bola en C'(X,Y’) de centro ¢ (yp) y
radio €. Luego By, (yo,¢) C Vi, donde By (yo,€) es la 6— bola en YV
de centro yo y radio €. Si p > 0 e y; € By, (yo, p) tenemos

L (y1) € Beex,yy,a (¢ (o) , p) -

Hay un entero positivo s, subconjuntos compactos Ki, ... , K, de
X y subconjuntos abiertos Vi, ..., Vs de Y, de modo que el conjunto
N3_, U (K, V;) contiene a ¢ (1) y estd contenido en Be(x,y),q (¢ (40) » p) -
Luego es facil ver que N?_;Vj; es entorno abierto de y; contenido en
By s (Yo, p) - En definitiva, ¢ metriza la topologia de Y y la condicién
es necesaria. Reciprocamente, si f, g € C(X,Y), f # g, sea x € X tal
que f (z) # g (z). Notando que Y — {f(x)} es abierto porque Y € T3,
geUy ({2}, Y —{f(@)}), f ¢ U¥ ({=},Y — {f(2)}) y C(X,Y) € T1.
SiY es regular bastard ver entonces que C (X,Y) es regular de base
numerable (cf. [23], Cap. 4, Teo. 17, pag. 147). Para la regularidad,
si K es subconjunto compacto de X y U es abierto en Y el conjun-
to Uy (K,clU) es cerrado, pues si h € C(X,Y) — U (K,clU) existe
z € K y un entorno V de h(z) disjunto con U, resultando U;> ({z},V)
entorno de h disjunto con U;¥ (K, clU). Ahora, si k € Uy (K,U), por la
regularidad de Y hay, para cada u € K, un abierto precompacto Wi,
entorno de k (u), cuya clausura estd contenida en U. Como k (K) es
compacto existe F € Py (K) tal que

Entonces k € Z/{{f (K, UueFWk(u))a

Ux (K, UWk(u)) CU¥ (K, cl UWk(u)> Cc Uf (K, U)

uckF uck
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y cl U (K, UUEFWk(u)) C cl U (K,U) . Como los conjuntos Us* (K, U)
son abiertos subbésicos C(X,Y) deviene regular. Por otra parte, sean
{Zn},>1 {Un},>, bases numerables de abiertos de X e Y respectiva-
mente. Con la notacién anterior, si | € U;¥ (K,U) tenemos

U v
n: UnCU

Por la compacidad de [ (K) existe H € P;(N) tal que [ (K) C UpenU,.
Siv e K esv € I7HUpenU,) y existen un entero positivo n (v) y un
abierto precompacto T, entorno de v en X tales que Z,,) contiene a vy
Znwy C Ty C T, C I Y UnenU,). En particular, Z,,) es precompacto
y existe G' € Py (K) tal que UyegZn () 2 K. Luego

ZEZ/IY<UCIZ UU) UYKU)DUY(UCIZ UU)

vEG neH vEG neH

y AU (Unea €1 Zngw), UnEHUn)}Gepf(K),HG,Pf(N) es base numerable de
CX)Y).

(iv) Si f1, fo € C (R/R) sea

_°° —n My (fi— f2)
p(f1,f2)—;2 1+ M, (fi = f2)

donde para cada n € N escribimos
My (f) =sup{[f (@)|: |t| <n}, fe CRR).

p define una métrica sobre C' (R,R) . Sean s € N, K, ..., K, subcon-
juntos compactos, Uy, ..., Us subconjuntos abiertos de R,

2 = ﬂjzlz/{R,R (Kj, U]) .

Sea v entero positivo tal que U5_, K; C [-v,v], 0 <n < 27§/ (14 9).
Si f S y 0<d< minlgjss dist (f (Kj) ,R - UJ) es Bp (f, 77) C £ En
efecto, si g € B, (f,n) tenemos

p(f,9)<n=2"M,(f—9)/(1+M,(f—-9g)<n

:>(2_”—77)M,,(f—g)<7)=>Mu(f_9)<77/(27y_77)’

(Vz),z € Kj, |f(z) —g(z)] < M, (f—g) <n/ (27" —n) <.
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Sil<j<s, z€Kj, ye€R~-U; obtenemos

9 (@) —y| >y — f(@)| = |f(z) — g(x)] > dist (f (K;),R-Uj;) —é.

Asidist (g (K;),R—U;) > dist (f (K;) ,R—U;)—d >0y g (K,) CUj,
de donde sigue la afirmacién. Sea ahora F' € C' (R, R), r > 0y veamos
que B, (F,r) es c— abierto. Si G € B, (F,r) sea k € N tal que

21 <r—p(F,QG).

Sea S = U ([—k, K], (—s,5)), donde s es un niimero positivo tal que
s/(1+s) < (r—p(F,G))/(2—2"*). Veamos que G+8 C B, (F,r).
Precisamente, sea L € S, H =G + L y t € [—k, k]. Entonces

N~ Ma(L)
H)‘;Q 15 M, (L)

M, (L) -
(ZQ ) AT R

_s(1—27)
1+s
de donde p(F,H) < p(F,G) + p(G, H) < r como se afirmara.

(v)Sie:C(X,C(YxZ) »C(X,Y)xC(X xZ),0f =(pyof,pzof),
donde f € C(X,C(Y x Z)) y py, pz son las proyecciones naturales de
Y x Z sobre Y y Z respectivamente, © estd bien definida y es inyecti-
va. Sean ny, no enteros positivos, {K; }1<]<n1, { k}1<k<n2 conjuntos
de subconjuntos compactos, {U; }1<J<n1 {Vi}<k<n, conjuntos de sub-
conjuntos abiertos de Y y Z respectivamente. Los conjuntos

+(r=p(FG))2<r=p(F,G),

‘B: nu))/( (Kj’Uj)’ Q= nug (Hkavk)
=1

k=1

son c—abiertos y

B xQ) = [ Ues (Kjpy' (U) NU,; (Hy,pi (Vi)
1<j<n1
1<k<nga
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es abierto. Podemos concluir que © es continua y, si

U:0(X,Y)xC(XxZ)—=CX,CY x 2)),

v (f,9) () = (f(z),9(x), = € X,

U esta bien definida y YoO = Idc X,C(YxZ))» OoV = Idc(X Y)xC(XxZ) -
Sea n3 € N, {Ch}lghgng conjunto de subconjuntos compactos de X,

{Wh}1§h§n3 ) {Th}1§h§n3

conjuntos de subconjuntos abiertos de Y y Z respectivamente. Como

- (ﬂ Uz (Chy Wi X Th)) = (U (Ch, Wa) x U (Ch, Th)

h=1 h=1
podemos concluir la continuidad de W.

(vi) Para la suficiencia v.[14], Ch. XII, §7, Th. 6.4, page 267. Supon-gamos §
relativamente compacto y sean x € X, € > 0. Como X es espacio local-
mente compacto de Hausdorff también lo es de Tijonov y, en particular,
es completamente regular. Luego X es regulary si f € clg(x,y) §, como
z € f~H(Bya(f(z), s)), hay un compacto K que contiene a z en su in-

terior contenido en f (BYd(f( ),€)). Asi f € Us¥ (K¢, Bya(f(z),¢€))
y {Z/{Y (Ky, Bya(f(z) }fes es cubri-miento abierto de clg(x,y) -

Por la compacidad de este conjunto existe f € Py (ch(X,y) S) tal
que Clc(X,y)& - UfEF U{f (Kf,By,d(f(J)),S)). Si U(.Z') = ﬂfEFK; y
g €clgxy)§ sea f € F tal que

g €Uy (Ky, Bya(f(x),¢))-
Si 2 € U(z) escribimos
d(g(x), () < d(g(2), f(z)) +d(f(2),g(x)) <2
porque g (U (z)) C g (Kf) € Bya(f(z),€). Asf
g (U (z)) C Bya(g(x), 2)

si g € clex,y)§ y por ser € arbitrario clg(x,y)§ es equicontinuo. Fi-
nalmente, la continuidad de la evaluacién e, : C(X,Y) — Y sigue de
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la identidad e, ! (V) = U5 ({z},V), valida para cada abierto V de Y.
Por la compacidad de clg(x,y)§ bastard verificar la inclusién

cly e (§) C e, (cloxn ) -

Sea y € cly e, (), digamos y = limy¢y, fa(x), donde {fr},., es una
red de §. Existe una subred {fy},., de {fi},c, convergente a cierto
elemento fy € clo(x,y) 8. En consecuencia y = limyep fa(z) = fo(z) y
sigue la afirmacién. [
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6. Sobre Teoria de la Medida

6.1. Convergencia débil en L? (X, u), donde (X, 3, u)
es un espacio de medida oc— finita y 1 < p < oc.
Continuidad de la aplicacién f — |f[".

Sea (X, %, u) un espacio de medida o— finita, 1 <p < ooy {f,},>; una

sucesién en LP (X, %, u). N

(i)Sip>1, f, w 0 siysolosi [, fu du— 0 para todo E € ¥ de medida
finita y el ntimero S = sup,,>; ||fal|, es finito.

(i) Si p =1, fn 0 siysolosi [, fndu— 0 paratodo E € Xy el
niimero S = sup,,5; ||fxll; es finito.

(iii) Para 0 < p < +oo0 la aplicacién L?(X, 3, u) — L' (X, 3, 1), f— |fIF,
es continua.

Solucién

(i) La condici6n es necesaria por el principio de acotacién uniforme y porque
para cada entero positivo n resulta | [, fn du| < || full, #(E)"/? cuando
FE es un subconjunto medible de medida finita. Reciprocamente, sie > 0
y g € L1(X,%, i), e > 0 por continuidad uniforme

34, 6 > 0, tal que/ lg|? dp<e?si E€ Xy u(E) <. (160)
E

Ademas
M, M > 0 tal que p ({|lg| > M}) < 6. (161)

Por otra parte, si (X}),~, es una particién numerable disjunta medible
de X con conjuntos de medida finita

3K, K €N, tal que si E = UE_ | X} entonces / lg|? < &9 (162)

X—-FE

También existe una funcién simple s soportada en

F={zeE: |g(z)| <M}
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tal que |s — g| < € uniformemente (cf. [49], Th. 4.13, pag. 54). Ahora

/fngdu‘é/ fngdu‘+/ fngdu‘+/fngdu‘-
X X—-E En{|g|>M} F

(163)
Por (162)

1/q
/ fngdu‘ <[ ol dus i, ( [ du) <se
X—F X—F X—-F

(164)

por (160) y (161)

1/q
/ fa g du‘ < Ifall, (/ lg|? du> <Se (165)
EN{|g|>M} {lgl>M}

/ fn g du‘ < / fn (g —35) du‘ + || fosdp (166)
F F

S/F|fn(g—8)| dp + fn s dp

/ansdu‘-

Por hipétesis de (166) resulta 1fm,, |fF fu g d,u| <e Sy por (163) -
(165) tenemos lim,,_, 4 ‘fX fa g du‘ <3S . Como ¢ > 0 es arbitrario
sigue (i).

<eS+

(ii) Sea h € L™(X, X, pu) y veamos que [, fn h dp — 0. Podemos suponer
h #0,0 < &< |h|l,, de modo que p({|h| >¢&}) > 0. Si (Xi),5,
es como en (i) tenemos {|h| > £} = UL {|h| > £} N X}. Luego existe
un entero positivo H tal que p ({|h| > &} N Xgy) > 0. No perdemos
generalidad entonces si suponemos que 0 < u ({|h| > £}) < oo. Por
lo tanto, hay alguna funcién simple ¢ soportada en {|h| > £} tal que
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|h — t| < & uniformemente (cf. [49], Th. 4.13, pag. 54). Tenemos

/fnhdu‘g‘/ fnhd,u‘nt‘/ fnhdu‘
X {Inl<€} {|n>€}

<€ lfull + ‘/ h—1) du‘ ‘/ fntd,u‘
{|h\>§} {|h|>¢&}

sss+snnm+¢/ ntw4
{|n|>¢€}

§2£S+‘/ fntd,u‘.
|h[>€}

Entonces por la hipétesis limy o0 | [y fo B du| < 2 € Sy como &
es arbitrario la condicion es suficiente. La condicidén es evidentemente
necesaria.

(iii) Si z > 0, y > 0 se tiene

lz -yl si 0<p<l,
2P —yP| < (167)
plr—yl@' —yP7") si 1<p<+oo.

En efecto, la desigualdad correspondiente a 0 < p < 1 es homogénea y
equivalente a
1-P<(1-0t)f, 0<t<1. (168)

La funcién a (t) = (1 =)’ +# — 1, 0 < t < 1, tiene derivada

d(t)=plrt - -0,

nula para t = 1/2. Evidentemente o'(1/2) < 0 y « alcanza su méximo
valor en ¢ = 1/2. Como « (0%) = a(17) = 0 entonces a > 0 y sigue
(168). Si1 < p < 400y z # y en [0,+00), por el teorema del valor
medio existe & entre x e y tal que

2" —yP|=p |l —y| & ' <plz—y| (a" '+
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y tenemos (167). Dadas f, g € LP (X,%,u), si 0 < p < 1 podemos

escribir
/Ilflp—|g|”|du§/ - gPdu,
X X

de donde sigue la afirmacién. Si 1 < p < 400 resulta

/ fP =19/’ dp < p/ FL =gl (LFP~ + 1glP™) dps
X X
<o [ =gl (77 + 1ol

<7~ all, [I1E/ + 1]

e inmediatamente sigue la tesis. [

6.2. Sobre las 0— algebras de Borel y de Lebesgue.

Con la notacién del Problema 5.12,

(i) Existe una funcién monétono - creciente continua f: I — I constante
sobre cada componente de I — 7.

(ii) La funcién F': [0,1] = R, F(z) = f(z)+z, es un homeomorfismo entre
[0,1] y [0,2].

(iii) F(T) tiene medida de Lebesgue uno, i.e. |F(T)| = 1.
(iv) Existe A C I medible Lebesgue tal que F(A) no lo es.

(v) Probar que la o— dlgebra de Lebesgue es estrictamente mayor que la de
Borel.

Solucién
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(i) Consideremos las funciones continuas

f12[—>I, fl(:v):<

f22[—>[, f2($)2<

¢

\

/

(3z)/2
1/2

3z —1)/2

(9z) /4
1/4
9z — 1) /4
1/2
(9z) /4 — 1

3/4

st

s1

S1

S

st

s1

s1

S?

S

st

0<z<1/3,
1/3 <z <2/3,

2/3 <z <1,

0<z<1/9,
1/9 < z < 2/9,
2/9 <z < 3/9,
3/9 <z < 6/9,
6/9 <z <17/9,
7/9 < x < 8/9,

8/9 <z <1,

Por construccién tendremos fo = fi sobre I—T", f3 = f, sobre I -T2,
etc. y |fn — fur1] <2771 puntualmente paracadan > 1.Sea f: I — [
la funcién f = f1+(fo— f1)+(fs—f2)+... Entonces f es continua porque
laserie Y >° | (fu+1 — fa) es uniformemente convergente. Ademaés, como
f(z) = lim, , fu(z) para cada = € I y cada f, es monGtona creciente
entonces f deviene mondtona creciente. Finalmente, dado N > 1 te-
nemos fy,.1 = fy sobre I —TV. Como T' D T? D ...y fnio = fas1
sobre I —TN*! entonces también fyyo = fyi1 sobre I =TV Asi fy =
fni1=... sobre I =TV ie. f|;_rn= fn ,i.e. f es constante en cada

componente de I — T

(if) Como F(0) = 0y F(1) = 2 entonces F' : [0,1] — [0,2] es suryectiva.
Como f es monoétona creciente entonces F' es inyectiva. Ahora sigue
(ii) porque I es compacto Hausdorff y evidentemente F' es continua.
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(iii) Podemos escribir I —T =92, S, donde
|S1| =1/3, |Sa|=1Ss5] =1/9, |S4| = ... =|S7| =1/(27), ...
Es facil ver que

[F(S)l=1/3, [F(S)| = |F(S5)] =1/9,

F(S4)| = ... = |[F(S)] = 1/(27), ...

Entonces F(T) es cerrado y

FT) =2~ |F(I-T)|=2- Y [F(s)| =2~ © - =1

(iv) Como F(T') tiene medida positiva contiene algin conjunto no medible
(cf. [18], Th. 1.17, pag. 12). Como F' : I — [0,2] es biyectiva, existe
entonces A C I tal que F(A) C F(T) y F(A) es no medible. Como
A C T entonces A es medible pues |T'| = 0.

(v) Notemos que x4 0o F~' = xp(a). Ademds A serd boreliano sii x4 es
medible Borel. Pero si x4 fuese medible Borel dado a € R tendriamos

(xao F )7 {(a,+00)} = (FH) ™" ({xa > a})

y x4 o F~! serfa medible Lebesgue. Como F'(A) no es medible sigue
(v). O

6.3. Semidlgebras de conjuntos, algebras generadas y
extension de ciertas funciones de conjunto dadas
sobre las primeras. Caso de la semialgebra de in-
tervalos semiabiertos a izquierda de R.

(i) Sea C una semidlgebra®" de conjuntos y sea u : C — [0,+00) tal que
(@) = 0si @ e C. Entonces u tiene una tnica extensién al algebra

81Por semidlgebra entendemos una familia de conjuntos C cerrada por intersecciones en
la que el complemento de cada miembro de C es unién disjunta finita de elementos de C.
Si C es una semidlgebra el conjunto vacio y la familia de todas las uniones finitas disjuntas
de elementos de C es un &lgebra, denominada algebra generada por C.
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generada por C si (a) Si un elemento C' € C es unién disjunta finita de
una coleccién {C;} C C entonces p (C) =Y p(C;); (b) Si un elemento
C € C es unién disjunta numerable de una coleccién {Ci};5, C C

entonces 1 (C) <>, p(Ci) -

(ii) Sea F' : R — R una funcién monétona creciente continua a la derecha y C
la semidlgebra de intervalos semiabiertos a izquierda de R. Si escribimos
i ((a,b]) = F(b) — F(a) entonces p verifica la condicién (a) de (i).

(iii) Si ademds —oo <a < b< 400y (a,b] C UL, (a;, b;] entonces

F(b) - Fla) < 3 (F() - Fla),

=1

donde F(—o0) = lim, , o F(z). El resultado también tiene sentido
para b = 400 si escribimos F(+00) = lim,, 1o F(2).

Solucién

(i) Supongamos que un conjunto A es representable como unién finita dis-
junta de dos subcolecciones {Ci}, ¢;,, ¥ {Dj}, ., de C. Fijado ¢, como
Ci = UJ%,Ci N D; por (a) obtenemos u (C;) = > 7, 1 (Ci N D;), i.e.

m

Don(C) =33 u(CGnD) =33 p(GN D) =3 u(Dy)

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
y podemos definir 1 (4) =37 | 1 (C;) . Claramente p deviene monétona
respecto a la inclusién de modo que si ademas {C;},»; € C es una
colecciéon numerable disjunta y C' = U;»1C; entonces para cada j > 1
se tiene p (U C;) < u(C). Luego Y7_, u(C;) < p(C) y haciendo
j — 400 deducimos Y oo, 1 (Ci) < p(C). Por (b) vemos entonces que
1 es numerablemente aditiva sobre el dlgebra generada por C, o sea u se
extiende a una medida sobre dicha dlgebra. La unicidad es inmediata.

(ii) Supongamos que

A=UL, (a;, bi] = U;‘n:1 (cjs dj], (169)
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donde tanto {(a;, bi]};<;<, como {(c;, d;|},_;.,, son familias disjuntas.
Podemos suponer entonces o

o <b <ap<..< Ap—1 < bn,1 <a, < bn: (170)

a<d <e <. < Cm—1 <dm_1 <cm <dm.

Sin =1 entonces ¢ = a1, dy, = b1, b =cjp1sil<j<my

m

Y F(d)) = Flej) = F(dp) = F(e1) = F(b1) — F(aw).

j=1

Si n > 1y asumimos el resultado cierto para < n y cualquier m sea
A = UM (a;, b, con b, < any1. Por (169) y (170) tenemos b, = d;
¥ (@n+1, bpy1] = UD_ ;.4 (¢, d;] para un tnico J € {1, ..., m —1}.
Por la hipdtesis inductiva escribimos

(Z+ > ) (F (dg) = Fle;) = Y (F(bi) — F(a))

j=1  j=J+1 i=1

+ F(bp+1) — F(ant1)
y, por induccién, sigue (ii).

(iii) Podemos suponer que S = >, (F(b;) — F(a;)) es finito. En primer
lugar, si a y b son finitos, dado € > 0 existen 6 > 0, n; > 0 tales que

Fla+6)<F(a)+e y Fbi+m) <F)+e¢

sii=1, 2, ... Como [a+d,b] C U2, (a;, bj+m) y |a,b] es compacto
existe un entero positivo N tal que

[a + 5, b] g Ui]il (ai, bz + 77,) . (171)

Podemos suponer que ningtn intervalo de la sucesién {(a;, b;] };-, estd con-
tenido en otro de la misma sucesién. Usando (171), si

ai, <a+06<b<b,+n,
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para cierto i; € {1, ..., N} por la monotonia de F' resulta
F(b) — F(a+06) < F(b,) +¢/2" — F(a;) < S +e. (172)

Sia, <a+6 < by +mn;, perob > b, +n;, existe iy € {1, ..., N} tal
que a;, < b, +n;, < b;, + n;,. En particular, notemos que a;, < a;,. Si
b > b’iz + Ni, existe 13 € {1, . N} tal que a;; < bi2 + i, < big + M,
y ai, < a;,. Continuando de esta manera, existird & € {1, ..., N} tal
que b, +n;, >b>a; ya;, <a;, < ... <a;. Entonces

F(b)— F(a+0) < F(bi, +m,) — F(a;,) (173)

<> (F(b;) — F(a;,) +¢/29) < S +e.

j=1

Por ser F' mondtona y continua a derecha si 6 — 0% en (172) o (173)
obtenemos 0 < F(b) — F(a) < S+ ¢y como ¢ > 0 es arbitrario
tenemos el resultado. Si @ = —oco y b es finito para K < 0 tenemos
F(b)— F(K) <Y.:2, (F(b;) — F(a;)) y, como F es continua a derecha,
basta hacer K — —oo. Analogamente se procede en el caso b = +o0.
U

6.4. Algunas integrales de Riemann - Stieltjes.

Sea F(z) =z + [z], = € [0,4+00).

(i) Calcular f02 2?2 dF(z).

(ii) Determinar los valores o € R tales que 1/(1+ z)* € L* ([0, +00), dF).
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Solucién

(i) Como x — z? es continua sobre [0,2] y F' € BV [0, 2] existe f02 x? dF ()
(cf. [6], Teorema 3.2, pag. 36). Si N € N escribimos

oN+1

vi (k=1 k k—1)?
(OaQ]ZU%; (2—N’ Q—N], QON:Z<2—N> X(k5, &

k=1
Entonces

2N+1

[ovar=5 () [r () - ()
- 2 () < (-5) ()

1<k<2N+1
k#£2N

1<j<2N+ 1
j#2N -1

— (2N+1 — 1) 2N+ (2N;—;_ 1) /6 B (2N B 1) + O(N)

B 8 1 1 1 1
- g B ON+1 B QN +2

de donde limpy_, 1o f02 ony dF = 8/3 y, como F es creciente, 72 es
acotada y Riemann - Stieltjes integrable, f02 z? dF(z) = 8/3 (cf. [6],
Teorema 3.3, pag. 37).

)+0(N)

(ii) Fijado N € N hacemos ahora

2k . —a
-1)N
o= (1+55)  xape gy h2

' ok
=1 ’

269



Entonces

+ 2

h=0 2kp _ . _2K(h+1)
N SI<T—

Por (174) tenemos

) N 2N
h_mk_)+oo/0 YN dF > m,

de manera que 1/(1 + z)* ¢ L' ([0,400), dF)sia <1.Sia =1en
(174) y hacemos N = 2" obtenemos

2" -1 on—k (h+]2n—k)

/ D D N (7)o ey

h=0 2k-np<j<2k="n(h+1)

2" —1

h

= ; (h+2)(h+2—20F)

Por lo tanto

2n
lim, e /0 Yoo dF > Z T

h=

y evidentemente 1/(1+z) ¢ L' ([0,+00), dF).Siz >0, >0,a>1
resulta

T+e
= (x+e) "= a/ vV dr<aex ! (175)
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y por (174) y (175):

D>

h=0 2kp _ . _2k(n+1)
<y

2h+1

N
<« —-
hz:% (h 41— N/2k)>H

Como z — 1/(14x)* es continua sobre [0, N] y F' € BV [0, N], usando
(174) y (176) deducimos

N 1 _ N
—— dF =1i oo F 1
/0 g @) = T /0 b d )
N-1
2h +1
<
_( hz (h+1)°*

En definitiva 1/(1 4+ 2)* € L' ([0, +00), dF) sii @ > 1, en cuyo caso

too g IR 9m+1
/ L dF@)<a) L
o (1+u2) — (h+1)
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6.5. Anillos, semianillos y algebras de conjuntos. Todo
semianillo cerrado por uniones finitas es anillo. Si
S es semianillo y As es el anillo generado por S, el
o— anillo generado por § coincide con el generado
por As. Si X es un conjunto no vacio, £ es una
familia de subconjuntos de X cerrada por uniones
e intersecciones finitas, A es la clase de uniones
finitas disjuntas de miembros de K o de conjuntos
del tipo K —H, K, H € K, A es el algebra generada
por K.

i) Dar ejemplos de anillos y dlgebras de conjuntos. 2

ii) Dar ejemplos de semianillos. 33

(
(
(iii) Mostrar que todo semianillo cerrado por uniones finitas es un anillo.
(iv) Si S es semianillo y Ag es el anillo generado por S, S (As) = S (S),
i.e. el o— anillo generado por S coincide con el generado por Ag. %

(v) Sea X conjunto no vacio, K una familia de subconjuntos de X cerrada
por uniones e intersecciones finitas, A la clase de uniones finitas dis-
juntas de miembros de K o de conjuntos del tipo K — H, K, H € K.
A es el dlgebra a (K) generada por K.

Solucion

(i1) Si X = R" sea A, la clase de uniones finitas de conjuntos del tipo
II;, @, bi), donde —o0 < a; < b; < +00, 1 < i < n. En particular,

82Dado un conjunto X llamamos anillo a toda clase no vacia de partes de X cerrada
por uniones finitas y diferencias. Denominamos dlgebra a toda clase no vacia de partes de
X cerrada por uniones finitas y complementos.

83Llamamos semianillo de partes de un conjunto X a toda clase S tal que ) € S, S es
cerrada por intersecciones y dados A, B € S tales que A C B existen Ag, A1, ..., A, en
Stalesque A=A C A C...CA,=ByA; —A,_1€8si1<i<n.

84Por o— anillo de partes de un conjunto X entendemos toda clase no vacia cerrada por
diferencias y uniones numerables.
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es facil ver que A; es un anillo y, evidentemente, no es dlgebra. Como
para conjuntos A, B, C se verifican las identidades

AxB—-CxD=(A-C)xBUAx (B-D),

(AUB)xC=AxCUBXxC, Ax(BUC)=AxBUAXxC
entonces A, es anillo en general.

(i2) Si X es no numerable, la clase de partes numerables de X es otro
ejemplo de anillo que no es algebra.

(i3) Si X es no numerable, la clase de partes de X que son numerables o
tienen complemento numerable es un dlgebra (por lo tanto anillo).

(i4) Sea E una parte no vacia de X y sea A (F) el anillo generado por E.
Entonces A (E) = {0, E} y A(F) no es un &lgebra.

(i5) Sea E una parte no vacia de X y sea Ag el anillo generado por las
partes F' de X que contienen a E. Ahora

Ap={FeP(X): ECFoFNE=0}. (178)

En efecto, si F, G € P(X), ECF o E C G entonces E C FUG. Si
F'y G son disjuntos con E también lo es su unién. Como

ECF ECG=(F-G)NnE =1,
ECF, ENG=0=ECF -G,
ENF=0, ECG=(F-G)NE =10,

ENF=ENG=0=F-GNE=0

el miembro derecho en (178) es un anillo que contiene a toda parte
de X que contenga a FE. Ademads, si una parte F' de X contiene a F
entonces pertenece a Ag mientras que si es disjunta con E entonces
E C X —F. En este caso X — F € Ag y, como X € Ap entonces
F € Ag. En definitiva es valida (178) y Ag es un dlgebra.
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(i6) Suponiendo que X tiene mas de dos elementos, sea D la clase de todos
sus subconjuntos con exactamente dos elementos y Ap el anillo gene-
rado por D. Ahora si x1, z9, x3 son elementos distintos de X tenemos
{z1, xo} N {x1, 23} = {21}, es decir, Ap debe contener los conjuntos de
un solo elemento. En consecuencia Py (X) C Ap y, como D C Py (X)
entonces Ap = Py (X). En este caso Ap serd dlgebra si y solo si X es
finito.

(ii1) Si X es un conjunto la clase formada por el conjunto vacio y los con-
juntos de un solo punto es un semianillo.

(ii2) En la recta real, la clase de intervalos del tipo [a,b), con a < b, es un
semianillo.

(ii3) Sea R un reticulado de partes de un conjunto X. ¥ Sea S la clase de
conjuntos del tipo £ — F, donde E, F' son elementos de Ry F' C E.
Evidentemente () € S y, si E; — Fy, E, — F, pertenecen a S entonces

(Bi—F)N(By—F) = (EiNE) — (EiNFKUENF),
E.NFRUENF C E N E,

ElﬂFQUEgﬂFlem, E.NE,ecR

y (B1—F)) N (Ey— Fy,) € 8. Supongamos que E, — Fy, Ey — I,
pertenecen a Sy E; — F} C Ey — F,. Entonces

E,—-FLCENE,—E NF,CE,—F,
y(EQ—FQ)—(ElﬂEQ—ElﬂFQ), (ElﬂEQ—ElﬂFQ)—(El—Fl)y
Ei N Ey — E; N F, pertenecen a S porque

EiNEy,— EiNE,CEy— I,

Ei—-F CENEy—E NFy,

Ey, — F, C BN Ey,

85Por reticulado entendemos toda clase de conjunto que contiene al vacio y es cerrada
por uniones e intersecciones finitas.
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(iii)

y ademas

(EQ—FQ)—(ElﬂEQ—ElﬂFQ):EQ—(ElLJFQ),

(ElﬂEQ—ElﬂFQ)—(El—Fl) :(EgﬂFl)—FQ,

y por ser R un reticulado S es un semianillo. Notemos que, en ge-
neral, § no es un anillo. P. ej. si R consiste del conjunto vacio y de las
semirrectas (¢,4+00), ¢ € R, entonces S contiene al conjunto vacio y
a los intervalos del tipo (a,b], a < b en R, o sea S no es cerrado por
uniones finitas.

Sea & un semianillo de partes de un conjunto X y sea R la clase
de uniones finitas disjuntas de elementos de S. Evidentemente R es
cerrada por intersecciones y uniones finitas disjuntas. Si E;, F; € Sy
FE, C F; entonces F; — E; € R. En efecto, existen

Go=FE,CGC..CG,=F
en S tales que G; — G;_1 € Ssi 1 <i<n. Ademas
F1 - E1 = U?:l (Gz - Gi—l) ;

donde la union es disjunta. Sea ahora Fy € S, Fy € R, E; C Iy y
veamos que Fy, — Fy, € R. Podemos escribir F, = UTlej, donde la
unién es disjunta y {H;},_;.,, € S. Entonces

Fy— Ey = U;'n:1 M1 (Hj — (B2 N Hy))

= UjL Hj — (E2 N H))

y, por la observacion anterior y la naturaleza de los elementos de R
sigue la afirmacién. A continuacién, sea F3 € R, F3 € R, E3 C F3.
Escribimos E3 = Up_ K}, F35 = Ul L;, donde {Kk}1gkgp y {Ll}1§zgq
son subfamilias disjuntas de S. Entonces

F3 - E3 = U?:l ﬂﬁ:l (Ll - Ll M Kk) 3

la unién es disjunta; I,—L;,NK; € R paracada k, | porque L,NK; C L;,
S es cerrado por intersecciones y S C R; My_, (L, — Ly N Kj) € S pues
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S es cerrado por intersecciones. En consecuencia F3 — F3 € R. Como
R es cerrado por uniones finitas disjuntas entonces, por la naturaleza
de sus elementos, es cerrado por uniones. En definitiva R es un anillo y
contiene a Ag, esto es, al anillo generado por §. Como todo elemento
de As es unién de miembros de S (cf. [19], Chapter I, Sec. 5, Th. B)
entonces R = Ag y, en particular, sigue (iii).

(iv) Evidentemente S (As) 2 S(S). Ademds si E € S (As) hay una suce-
sibn D de partes de Ags tal que E € S (D) (cf. [19], Chapter I, Sec.
5, Th. D). Como cada elemento de D puede cubrirse con un niimero
finito de elementos de S (cf. [19], Chapter I, Sec. 5, Th. B) entonces
D C S(S),dedonde S(D)CS(S)y E€S(S).

(v) Evidentemente L C A C a(K) y A es cerrada por uniones finitas. Bas-
tard ver que A es cerrada por complementos. Sean

n
A =\JK! - H, H CK!, {H;, K} ., Ck, I=1,2,
=1

donde las uniones son disjuntas y eventualmente algunos H! s pueden
ser vacios. Ay, Ay € Ay

Al — A2 = U Bi,J7
1<i<ni,
JeP({1,...,n2})

I

B, = Kz'lﬂﬂjEJH; — (H}UUke{L...,nz}—JKg) -

Por ser K cerrado por uniones e intersecciones finitas, cada B; ; es
diferencia de miembros de K y es realizable como miembro de A. Si
1<i,1<m,dJ, LeP({l,..,n}), como

BiyNB, C (K —H})N (K — H))

sigue que ¢ =1 si B; ;N B, # 0. Si ademds existese h € J— L entonces
H? — K} # 0, 1o cual no es cierto. Luego J C L y, por la misma razén,
L C J,ie. L =J. Entonces {B; s} es disjuntay A; — A, € A. O
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6.6. Medidas sobre la o— algebra generada por un o—
anillo de partes de un conjunto X que no es o—
algebra. Medidas semifinitas. Medidas saturadas.
Integracién de funciones localmente medibles.

(i) Sea R un o— anillo de partes de un conjunto X que no es o— algebra y
sea A (R) la o— élgebra generada por R.

(a) A(R)=RUR y RNR® =0, donde R = {E : E°€R}.

(b) Si p es una medida sobre R sea i (F) = u(E)si E € Ry p(FE) = o0
si E € R¢. Entonces fi es una medida sobre A (R).

(c) Si p es una medida sobre R sea p(E) = sup{u(F): FeR, FCE}
siE€Ry pu(E)=p(E)si E€R. También p es una medida sobre
A(R).

(ii) Sea (X, B, p) un espacio de medida.
(a) Si p es o— finita entonces es semifinita y saturada.®

(b) Sea C la coleccién de partes localmente medibles de X. Si E' € C defi-
nimos (E) = p(E) si E € By pu(E) = 400 si E ¢ B. Entonces
(X, C, p) es un espacio de medida saturada.

(c) Si p es semifinitay E € C sea i (E) = sup{u(B): Be B, BC E}.
Entonces (X, C, 1) es un espacio de medida saturada y i extiende a
1L

(iii)(a) Una funcién f es localmente medible®” sii es i— medible.
(iii)(b) Si f es localmente medible y no negativa a.e. y se define

/fduz sup /cpdu-
X o<f, X

p—simple

8 Decimos que una medida es semifinita si todo conjunto medible, de medida infinita,
contiene subconjuntos medibles de medida arbitrariamente grande. pu es saturada B con-
tiene a todo subconjunto localmente medible de X. Si E C X, E es localmente medible si
ENnFeBtodavezque Fe By u(F) < +oo.

87Una funcién es localmente medible si lo es su restriccién a cada subconjunto medible
de medida finita.
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Si u es semifinita entonces [, f du= [, f dJ.
Solucién

(i)(a) Debe ser RNR® = () pues R no es o— é&lgebra. Bastard ver que el
conjunto R = R UR® es o— algebra pues A(R) O RUR® . Veremos
que

R-RCR,RE—R‘CR,R—R°CR, RR—RCR* (179)

RURCTR, RUR®C R, REURE C RE. (180)

La primer inclusién es inmediata. Si E; € R¢ y F; € R° entonces
EY —Ff =F — Eyy Ef — FT € R porque Ef y FY¥ pertenecen a R.
Asi Fy — E; € R y, analogamente, E; — F; € R, i.e. R —R¢ C R. Si
Ey e Ry F; € R€ resulta

E2_F2:E2_E20F2, EQﬂFQZEQ_FQC,

Ey — F§ € R porque {E,, F5} C R. Como R es cerrado por diferen-
cias obtenemos Ey — F, € R. Ademas, ES € R¢, F, — Ey; = ESNFy y
R¢ es cerrado por intersecciones. En efecto, si {F3, F3} C R resulta
(EsN F3) = E§U Fs, E§U Fy € R porque R es cerrado por uniones
y asi F3 N F3 € R¢. En definitiva, R es cerrado por diferencias. Obvia-
mente RUR C R. Si Ey € R, Fy € R tenemos Ff — F; = (Ey U Fy)°
y Ff — Ey € R, i.e. RUR® C R Ahora, si {E5, F5} C R° resulta
(Es U F5) = EENFf y R es cerrado por intersecciones. Ciertamente,
si {Eg, Fs} C R entonces

E6ﬂF6:E6UF6—E6AF6.

Como R es cerrado por uniones y diferencias Fg N Fy € R. Luego
R¢UR® C Ry sigue (180). Finalmente, como R es cerrado por
uniones numerables, por (180) bastard ver que si {G,},~; € R en-
tonces UX G, € R. Como R es cerrado por uniones finitas podemos
suponer que la sucesién {G,}, ., es creciente. Tenemos

Une1Gn = G1U UL, (Gry1 — Gi)

y, por (179), {Gni1 — Gr}oy € R. Luego UZ2,G,, € R°UR y, por
(180), U= ,G,, € RE.
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(i)(b) Basta ver que 11 es o— aditiva. Sea {E,},5; € A(R) una sucesi6n
disjunta, £ = UX ,E, y veamos que I (E) = Y > i (E,) . Podemos
suponer que {En}n>1 NRE # 0 por lo cual Y 7 71 (E,) = oo. Como
R y R¢ son cerrados por uniones numerables, por (180) deducimos que
EeRyu(FE)=occ.

(i)(c) Veamos que u (GUH) = u(G)+ p(H) si G € A(R) y H € R¢. En
efecto, siG € R es GUH e R¢.SiJ € Ry J C H entonces GNJ =
en Ry

WG U T) = u(G) + u(7) < u(G UT).
Como J es arbitrario py (GUH) > p(G)+p(H).SiLe Ry LC GUH
entonces L = GNLUH N L. Sabemos que GNL € R pues R es cerrado
por intersecciones y H N L = L — H® pertenece a R por ser diferencia
de miembros de R. Luego

p(l)=p(GNL)+p(HNL) < p(G)+ p(H) (181)

y por ser L arbitrario sigue la afirmacién en este caso. Si G € R¢
tenemos G N L € R y se verifica también (181), con lo que

p(GUH) < p(G) + p(H).

Para la desigualdad contraria podemos suponer que p(G) y u(H) son

positivos. Sean 0 < £ < min {,u } Kg, Ky € R tales que
p(Kg) > u(G)—¢, p(Ku) > H(H)—s Ks C Gy Ky C H. Entonces
KGvUKHER, KGUKHQGUHY

= 1 (Kg) + p(Kn) > pl(G) + p(H) — 2.

Como ¢ es arbitrario tenemos la afirmacion. Como R y R€ son cerrados
por uniones numerables bastard ver entonces que si {F},.; € R es
una sucesion disjunta y F' = U, F,, entonces p(F) = Y u(F,).

En particular, ya sabemos que u es o— finita sobre R¢. Si L € Ry
L C F resulta L = U, (F,N L)y, para cada n, F, N L € R. Por lo

tanto o o
p(L) =Y u(F,NL) Z
n=1 n=1
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y, por ser L arbitrario, u (F) < 3° | pu(F,) . Para la desigualdad con-
traria, como y es mondtona podemos suponer que p (F;,) < +oo para
todo n. Si N € N tenemos

Y p(F)=p (U Fn) < u(F)

n=1
y haciendo N — +o0 sigue (i)(c).

(ii)(a) Sea {X,},-,; una sucesién creciente de conjuntos de B de medida
finita cuya unién es X, Y € B tal que p(Y) = +o00. Como

Y =U2,X,nY y X,nY 1

entonces lim, , o 1 (X, NY) = 400 y u es semifinita. Ademds, si YV
es localmente medible entonces Y € B porque X, NY € B para cada
n.

(i) (b) Evidentemente C es una o— dlgebray B C C, de manera que j esta bi-
en definida. Ademds f es no negativa y p (@) = 0. Sea {E,},»; C C
una sucesién disjunta y £ = Up2, E,. Si {E,}, ., C B entonces

()= 7i(E,) (182)

pues i [g= p. Si {En},5; € B el miembro derecho en (182) es infinito.
Deber4 ser i (E) = +oc porque, en caso contrario, para cada n ten-
driamos F,, = E, " E y E, € B por su local medibilidad. Concluimos
que g es una medida. Sea G una parte g— localmente medible de X
y veamos que G € C. En efecto, si ' € By u(F) < +oo entonces
L(F) <400y FNG €eC. Sifuera FNG ¢ B seria i (FNG) =400
lo que no es posible. Luego FFNG € By sigue (ii)(b).

(ii)(c) Es inmediato que C es una o— é&lgebra que contiene a By que [i
extiende a pu. Sean By, B, € C disjuntos y veamos que

1i(B1 U Bp) = i(B1) + 1i(Bz).

Podemos suponer que ji(B;) y 1i(Bs) son finitos. Si (B; U By) = 00
existe E € BN P (B; U By) tal que u(E) = +oo o hay una sucesion
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{En},>1 € BNP (By U By) de conjuntos de medida finita tales que para
n € Nes p(E,) > n . Por la semifinitud de u la segunda posibilidad se
da seguramente. Sin € N es

En:BlﬂEnUBQHEn, BlﬂEnGB, BQﬂEnGB,

de modo que n < p(BiNE,) + u(B2NE,),ie u(BiNE,) > n/2
o u(ByNE,) > n/2. Como n es arbitrario i(B) y 1i(Bz2) no pueden
ser ambos finitos, contrariamente a la hipétesis, i.e. fi(B1 U By) < +00.
Ahora, si G € BNP (B; U By) entonces G = BiNG U By NG y como
u(G) < +o00es {BiNG, BoNG} C B. Asi

1(G) = p(BiNG) + p(ByNG) < i(Br) + i By),

y como G es arbitrario ji(B;) +(By) > 1 (By U By) . Podemos suponer
i (By) y p(Bs) positivos, y si € > 0 sean G1, Gy € B partes de By y
B, respectivamente tales que p (G;) > 1 (B;) —¢/2, i =1, 2. Entonces
G1UGy € BNP (B U By),

i (BiU By) > p(GLUGy)

= p(G1) + u(G2) > 1 (By) + 1 (Bz) — €

y, siendo ¢ arbitrario, sigue la afirmacién. En consecuencia i es finita-
mente aditiva y es claramente monétona, de donde sigue facilmente que
1t es o— aditiva. Evidentemente todo conjunto zi— localmente finito es
u— localmente finito y por lo tanto, pertenece a C, i.e. (X, C, 1i) es
espacio de medida saturada.

(iii) (a) Trivial.

iii)(b) Como 11 extiende a pes [ f du < [, f di. Ahora podemos suponer
i pes [y fdu< [y fdi
Jxfdi>0y [ fdu<+4o0. Sea0<r < [,fdiy e una funcién
fi— simple tal que ¢ < fy [, ¢ dfi > r. Existe n € N tal que

n
Y = E Sj %Ej)
Jj=1

con s; € (0,+00) y E; € C disjuntos, 1 < j < n. Fijado j, i (E;) < +00
pues fo dp < +oo y hay un subconjunto p— medible F; de E; de
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modo que
/ Fdu>> s p(Fy) >r.
X o1

Como r es arbitrario sigue la tesis. [

6.7. Sobre o— anillos hereditarios, medidas exteriores
y subconjuntos no medibles (Lebesgue) de R. Un
conjunto de funciones integrables que se identifica
con el espacio /' (N, R).

(i) En los apartados siguientes se consideran funciones de conjunto pu*,

definidas sobre o— anillos hereditarios®® H de partes de un conjun-
to no vacio X. Decidir en qué casos se trata de medidas exteriores.

(i)(1) Fijadoz € X, para H =P (X) ypara A€ Hes: p*(A) =0siz ¢ A
y p*(A) =1six € A

(1)(2) X es un conjunto de cien objetos dispuestos en un cuadro de diez filas
y diez columnas. Sea H =P (X) y, si A € H, sea u* (A) el nimero de
columnas que contienen elementos de A.

(i)(3) Sea X =N, H=P (N). Si A € H sea

(1)(4) X es arbitrario, H la clase de partes numerables de X y u* (A) = §A.

(ii) Dadas {p;}ys; ¥ {ck}gs1 - sucesiones de medidas exteriores sobre H y
de (0,+00) respectivamente, la funcién de conjunto p* = Y77, ¢
es una medida exterior sobre H.

(iii) Sean pf, ps medidas exteriores finitas sobre P (X)), p* = pi + p5. Sean
A1, As v A las o— algebras asociadas a uj, ps y p* por el proceso de
Carathéodory respectivamente. Entonces A = A; N As,.

88Una clase no vacia de conjuntos es hereditaria si contiene a los subconjuntos de cada
uno de sus miembros.
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(iv) Sea p* : P (R) — [0, +00] la funcién definida para A C R: p*(A) =0 si
A es numerable; p* (A) =1 si A es no numerable y existe un intervalo
acotado I tal que A — I es numerable; pu*(A) = +oo en los demds
casos. Entonces p* es medida exterior. Determinar los conjuntos pu*—
medibles segin el proceso de Carathéodory.

(v) Sea (X,d) un espacio métrico y ¢ un nimero real fijo. Para cada sub-
conjunto A de X se define
(i (A) = sup { inf ) (diam (Ak))c} :

e>0 | {Ak}r21 €P(X): A=URZy A, diam(Ax)<e 4=
Probar que y es medida exterior.

(vi) Sea m la medida de Lebesgue en en R y m* la medida exterior asocia-
da. Todo subconjunto de R de medida exterior positiva contiene algin
subconjunto no medible.

(vii) Consideremos N con la topologia discreta, p la medida sobre N tal que
i ({n}) =1 paran € N. El conjunto J, (N) de funciones integrables se
identifica con el espacio I* (N,R) (v. 6.19).

Solucién
(1)(1) Evidentemente p* es medida exterior.

(i)(2) Sean Ay, A2 € H y ¢1, ..., c1p las columnas en las que podemos
arreglar los elementos de X. Sean ¢;,, ..., Cipriapy Y Cits =+ 5 Ciuniay)
las columnas que contienen elementos de A; y A, respectivamente.
Podemos suponer p* (A;) < p* (As2) y que hay exactamente s columnas
que contienen elementos de A; y de A,. Entonces

pr (AL U Ag) = p" (A1) 4 p* (Az) — s < p” (A1) + p* (Ag) -

Inductivamente sigue que p* es finitamente subaditiva. Evidentemente
p* es monétona. Como para toda parte A de X es 0 < p*(A) <10y
p* (A) = 0sii A =0 entonces p* es medida exterior.

(1)(3) En este caso p* no es medida exterior, ya que si para cada entero
positivo n es A, = {n} entonces p* (UA,) = p* (N) = 1y, para cada
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(ii) Evidentemente p* es moné6tona y p* (B) = 0. Sea {A,},~, una sucesién
de elementos de H y k£ € N. Entonces -

k 00
Do (Ui An) <> e > (An)
j=1 n=1

=226 m5(An) <D out ()

y, por ser k arbitrario, u* es medida exterior.

(iii) Sea E € A1 N Ay, A€ P (X). Entonces

o (A) = p (A) + p; (A)

2
> 3 [0 (ANE) 4 5 (A= E)] = " (AN E) + 4" (A~ B),
i=1
de modo que E € A. Por otra parte, si F' ¢ A, existird B € P (X) tal
que uj (B) < pf (BN F)+ pi (B —F). Por lo tanto

p* (B) = pi (B) + p3 (B) < pi (BN F) + pi (B = F) + p3 (B)
S (BNF)+pu; (B—F)+p;(BNF)+ 5 (B~ F)

=p (BNF)+pu (B-F),
ie. F ¢ A

(iv) Claramente p* () = 0. Sean A, B partes no vacias de R, A C B. Si
B es numerable entonces A también lo es y p* (4) = p* (B) = 0. Si
B es no numerable y existe algin intervalo acotado I tal que B — I
es numerable también A — I resulta numerable. Si A es numerable
uw (A) =0<1=p*(B).Si Aesnonumerable u*(A) = p*(B) =1
y concluimos que p* es monétona. Sea {A,}, ., una sucesién de partes
no vacias de R y veamos que p* (U2, A,) < Y07 u* (A,). Podemos
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suponer que la serie anterior es finita y que U2, A, es no numerable.
Por la definicién de p* ha de existir F € Py (N) tal que p*(4,) =1
sin e Fy Y o pnw(A,) = tF. Ademds Upen_r A, es numerable y,
para cada n € [, existe un intervalo acotado J, tal que A, — J, es
numerable. Si J es un intervalo acotado tal que U,crJ, C J, como

o An —-J g UnEN—FAn UUnEF (An - Jn)

n=1

el conjunto US® ; A, —J deviene numerable y p* (U, A,) =1 < §F. Por
otra parte, sea M la 0— 4algebra de conjuntos p* medibles segin el pro-
ceso de Carathéodory. Veamos que un conjunto no vacio F pertenece a
M sii no hay algin intervalo L tal que LNE y L— F son no numerables.
En efecto, si hubiere un tal intervalo seria

L= ' (L) < p* (LN E) + ' (L— E) =2,

con lo que E ¢ M. Reciprocamente, si E no es medible existirda C C R

tal que p* (C) < p* (CN E) + p* (C — E) . Necesariamente
p(C)=p (CNE)=p"(C-E)=1,

C,CNE yC— FE son no numerables y existe un intervalo K tal que

C — K es numerable. Tenemos entonces C' C K U N, donde N es algiin
subconjunto numerable de R. Como

CNECKNEUNNE, C-ECK-FEUN-F
los conjuntos K N F' y K — F son no numerables.

(v) Fijado € > 0 escribiremos

o0

. (A) = inf Z (diam (Ag))¢,

{Ar}>1€P(X): A=UiZ,; Ak, diam(Ag)<e 1

con A C X. Notamos que p_ () = 0y pf. es monétona: si A C By
{Bk})>; es una sucesién de partes de X de didmetro menor que ¢ cuya
unién es B entonces A = Up>1 AN By, y diam (A N By) < diam (Bg) < ¢
para todo k. Entonces

. (A Z (diam (A N By))" Z (diam (Bg))*
k=1 k=1
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y, por ser {By},., arbitraria, u} (A) < p; (B). Sea {Cyn},>, una
sucesién de partes de X, C' = Up>1Cy. Para ver que p}, es o0— sub-
aditiva podemos suponer que ) ., p; (Cyp) es finita. Si § > 0 para
cada n hay una particién {C,, .}, -, de C, por conjuntos de didmetro
menor que ¢ tal que Y > | (diam (Cp )" < pi, (Cn) + 2776, Luego
{Cn,m}n>1,m>1 es particién de C' en conjuntos de didmetro menor que
£y

<Y (up (Co) +27m8) =D (Cr) +6.
n=1

n=1

Como ¢ es arbitrario cada p , es medida exterior. Como p = sup,.q p17.
bastard probar la o— subaditividad de p}. Sea {D,},~;, € P(X) y
supongamos, sin perder generalidad, que p (D) > 0, con D = Uy,>1D,,.
Si0< ¢ < (D) existe & > ( tal que

¢ <ppe(D) <Y e (Dn) <Y pe(Dy)
n=1 n=1

y, por ser ¢ arbitrario, pf (D) < > 0% ¥ (Dy).

(vi) Sea A C R tal que m*(A4) > 0 y supongamos, sin perder genera-lidad®’,
que AC[0,1).Siz, y€[0,1) escribimos z+y=z+ysiz+y<ly
x4y =x+y—1siz+y > 1. Por el axioma de eleccién, hay un subcon-
junto P de [0,1) que contiene un representante de cada clase del espa-
cio cociente [0,1) /Q. Sea {r,},-, una enumeracién de QN [0, 1) tal que
ro =0y sea P, = P+ r,, n>0.Entonces [0,1) =, -, P, donde la
unién es disjunta, y por la invariancia por traslaciones de la medida ex-
terior, m* (P,) = m* (P) para cada n. Necesariamente, P es no medible.
Suponiendo que todo subconjunto de A es medible para cada n escribi-
mos F,, = ANP,. En particular, F, es un subconjunto medible de P, y,
puesto que la operacién + es asociativa, E, + (1 —r,,) C P. La medida

89Como A = J,,ez AN[m,m+1) y m*(A) > 0, por la 0— subaditividad de la medida
exterior existird m € Z tal que m* (AN [m,m + 1)) > 0.
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de Lebesgue es inva-riante por +— traslaciones (cf. [41], Ch. 3, §4, Lem-
ma 16, pdg. 63) de modo que m (E, + (1 —r,)) = m(E,). Sean > 0
fijoym >0, F, =E,+(1—r,)y Fom = F+rn. Entonces {F,n},.<0
es una familia disjunta de conjuntos medibles, m (F,,,) = m (F},) para
todo m y m (Up>0Fnm) = _,,50™ (Fn) < 1, de modo que m (£),) = 0.
Luego m (E,) = 0 para todo n y resulta m*(A) = 0, lo cual no es cierto.

(vii) Seaw € J, (N) , i.e. . (u) y p*(u) son iguales y finitas. Hay una funcién
v : N — R con soporte finito tal que p* (Jju — v|) <1 (cf. [11], Ch. XIII,
87, 13.7.2, page 121). Como |u — v| es continua y acotada inferiormente
deducimos que (w, p) < 1 toda vez que w es una funcién de soporte
finito y w < |u—v|. Sea ng € N tal que v(n) =0sin > ny, p e N
Definimos w, : N — R tal que wy(n) = |u(n)| sing <n < p-+ngy
wpy(n) = 0 en otro caso. En consecuencia

p+no

(w0, 1) = / wp(n) du(m) = 3 Ju() <1

n=ng+1

y, como p es arbitrario, u € [* (N,R) . Reciprocamente, dado ¢ > 0
sea n; € N tal que ) . |u(n)| < e. Definimos s : N— R tal que
s(n) =u(n)sil <n <mny, s(n)=0en otro caso. Si ¢t : N — R tiene
soporte finito y ¢t < |u — s| obtenemos

(b ) = / t(n) dp (n)

— 3 + Y tn) <> fu(n) <e.

n: t(n)#0, 1<n<ni  n: €(n)#0, n>n; n>ny

Como ¢ es arbitraria p* (ju —s|) <eyu e J,(N).O
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6.8. Un espacio de medida asociado a una coleccién
dada.

Sea {(Xa, Ba, fta)},ec4 una coleccién de espacios de medida, donde {X,} . 4
es una familia disjunta. Consideramos (X, B, u), donde

X == UaeAXa,

B={Y €P(X): (Va€ A), XaNY € B},

p(V) =Y e (X,NY), YeB.

acA
(i) (X, B, p) es un espacio de medida.

(ii) ¢ es o— finita si y solo si, salvo una cantidad numerable de p,s o—
finitas, las demés son nulas.

Solucién

\)0eByB#0.Si1Y € Byae Aentonces X,N(X -Y)=X,—X,NY
pertenece a B,, de modo que X —Y € B. Si (Y,),5; C B también
(U, V)N X, =, (Y, N X,) pertenece a B, y, por ser a arbitrario,
U,Y, € B, i.e. B es una o— élgebra. Evidentemente y : B — [0, +00]
y p (@) = 0. Con la notacién anterior, si (Y;,), -, s una sucesién disjunta
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en B podemos escribir®

p(Y1UYs) =Y e (Y1 UY2) N X,) (185)

a€A

=3 [1a (V1N Xo) + pta (Y2 N X)) = (V1) + 1 (Ya).-

acA

Por (185) vemos que p es finitamente aditiva y observando su mono-
tonia, si Y = U2 Y, tenemos

para cada m € Ny > > u(Y,) < p(Y). Notar que si u(Y) = 400
entonces para cada r € N existe A, € Py (A) tal que

o
r< > e (YNX) =) > (YN X,).
a€A, n=1a€A,
%Sean {si};c; v {ti};c; subfamilias de [0, +00], s = ,c; i, t =D ,c; ti- Entonces
Yo sitt)=) sit+ Yt (183)
il il i€l

La identidad (183) es inmediata si algin sumando es no finito. Si suponemos que todos los
sumandos son finitos, como (183) se verifica cuando las sumas son finitas resulta vélida la
desigualdad < . Bastara ver que

s+ <> (si+t). (184)
il i€l i€l
Podemos suponer que el miembro derecho en (184) es finito. Si F, G € Py(I) entonces

Zsi+z tj = Z (s +tr) + Z 8; + Z tj

ieF jea kEFNG i€F—G jEG—F

< Z (sk +t) + Z (s + tx)

kEFNG kEFAG
= Z (Sk+tk)SZ (si + i)
kEFUG iel

y concluimos la validez de (184).
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Mas atn, para cada r € N existe k, € N tal que

kp kr
<Y Y e (YanXe) <> p(Yn)
n=1 acA, n=1

resultando Y > 1 (Y,) = 400 y podemos suponer que Y >0 u(Y,) y
p (Y) son finitos. Si e > 0 sea ng € N tal que 22 . u(¥y) < e.

Entonces
€2 Z.U'(Yn) - ZIJ’(YTL)
=Y n (V) = (U Y) > > u (V) — ()

y, como € > 0 es arbitrario, p es o— aditiva.

(ii) Sea {X"}n>1 C B sucesién disjunta de conjuntos de medida finita tal
que U2 X, =X, A={a€ A: u, #0}. Entonces A C Uy, menAnm,
donde A, ,, = {a €A g (Xaﬂ)N(n) > 1/m}, n,m € N. Como
1 ()Z'n> > ZaeumAn,m Ihq (Xa N )Z'n), A, debe ser finito para cada
n,m € N. Asi A es numerable ysiac€ A tenemos

U, (Xa N )?n) =X, [l (Xa N )N(n> <u (Xn) < +00

y lq €s o— finita. La suficiencia es inmediata. [

6.9. Caracterizacién de funciones medibles sobre espa-
cios de medida completa. Completaciéon de espa-
cios de medida.

(i) Si (X, X, p) es un espacio de medida, hay un espacio de medida completa
(X, X¢, u) tal que ¥ C X¢ uf extiende a p y todo elemento E € X es

de la forma F = FUW, donde F € X y W es parte de algtin conjunto
de ¥ de p— medida nula.
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(ii) Si (X, X, u) es un espacio de medida completa, f, g son funciones de
X en R, f es u— medible y f = g a.e. 4 entonces g es u— medible.
Este resultado es, en general, falso.

(iii) Si f : X — R, f es u°— medible sii existe g : X — R funcién p—
medible y un conjunto £ € ¥ tal que (X —E) =0y f |g=9 |& -

Solucion

(i) La clase 3¢ de conjuntos del tipo E = FUW, donde F' € X y Z es
parte de algiin conjunto de ¥ de pu— medida nula, contiene a @). Sea
E,=FUW,con F, e XyW, C Z;yu(Z)=0en X, i =1, 2.
Podemos escribir £, — Fy, = F3 U W3, donde

F3:F1—(F2UZ2),

Wy = (Fy — F) N (Zo — Wa) UW, — (B, UW).

Entonces F3 € ¥, W3 C Z1 U Zy y Z1 U Zy € X tiene medida nula,
ie. By — By € ¥¢. Evidentemente (X, X¢ u°) es espacio de medida
completa.

(ii) Si Z es la parte de X sobre la que f # g y @ € R entonces
{g<at={g<a}nZu{g<a}-2Z
El conjunto {9 < a} — Z € ¥, pues
{9<a}-Z={f<a} -2,

{f < a} € X por la medibilidad de f, Z € ¥ por tener medida nula 'y ¥
es cerrada por diferencias. Ademds {g < a}NZ € ¥ por la completitud
de la medida y, por lo tanto, {g < a} € X. Como « es arbitrario g es
medible. En particular, sea

X ={a,b,c}, T ={0, {a}, {b,c}, X},

p(@) =p(bch) =0, p({a}) = p(X) =1.
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Como {b} ¢ %, {b} C {b,c} y p({b,c}) = 0 entonces (X, X, pu) es
un espacio de medida no completa. La funcién ¢ : X — R tal que
g(a) =0, g(b) = —g(c) = 1 es no medible, pues {g >0} = {b} y
{b} ¢ X. Si f = 0 es la funcién idénticamente nula entonces f es
medible y {f # g} = {b, ¢} tiene p— medida cero, i.e. f = g a.e. p.

(iii) Sir € Q y f es u°— medible podemos escribir {f < r} = E, U W,,
con F, € X y W, contenido en algin conjunto Z, € ¥ de medida nula.
Anilogamente, {f = +o00} = F oo UW, donde E, € ¥y W, es
parte de algin conjunto Z, o, € ¥ de medida nula. Si F' = Urcqu{+oo} Er
Y Z = Upcqu{+oc}Zr entonces X = FUZ y u(Z) = 0. Definimos
g: X »Rtalque g |p= f y g |z= +oo. Tenemos E, Z € ¥ y
p(X —E)=0pues X — E C Z. Ademds, si —00 < 8 < 400y (Tn),cq
es una sucesion creciente convergente a s entonces

{g < 5} =Upl, {g < rn} =Up2, {g < Tn}mE: Uney {f < Tﬂ}a

i.e. {g < s} € X. Finalmente,

{g=—0c} =Nreq{g <7} = Nrea{f <7}

y {g=—o0} € ¥ porque ¥ es o— algebra. Concluimos que g es p—
medible y la condicién es necesaria. La suficiencia sigue de (ii). O

6.10. Sobre sucesiones decrecientes de medidas.

Sea (X, B) un espacio de medida y {/,},~, una sucesién decreciente de
medidas sobre B. Entonces p = lim,_, o pn, es una medida, siendo este
resultado falso, en general, para sucesiones decrecientes.

Solucion

Evidentemente p estd bien definida, es no negativa, moné6tona y finita-
mente aditiva. Sea {F,,}, ., una sucesién disjunta en By E = Up>1Ep,.
Entonces -

p(E)= lim p,(E)= lm lm u, (U7 _En)

n—+o0o n—+oo0 p—>—+00

n—-+0o0o0 p—+4oc

= lim lim zp: Hn (Em) < lim Z © (Em) < i 12 (Em) :
m=1 =
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Podemos suponer que p(E) < 400y que Y o pu(Ey) > 0. Sea 6 > 0 tal
que > u(Ey) > 6, p € Ntal que Y2 | u(E,) > 6. Existe ng € N tal
que si n > ng es

§ <> tin (Em) = pn (U Bm) < (U B) < ()

m=1

y, como 0 es arbitrario, x4 es una medida. Ahora sea X = N, B = P (X)
y, paran € Ne I € P(X), u,(I) = 9(INn{1, ..., n})/n. {gn},>; € una
sucesién decreciente de medidas sobre X pero pu = lim,_, o /, Do es medida.
En efecto, sea Iy,—1 = {2n—1, 2n}, n > 1. Entonces {I5;,_1},-,; €s una
sucesion disjunta de partes de X, -

Un>1lon1 =X, p(X) =1y ZN (Ion—1) = +o0. O
n=1

6.11. Primer principio de Littlewood o caracterizaciéon
de subconjuntos medibles Lebesgue de R.

Sea E C R no vacio. Son equivalentes®!:
(i) E es medible.

(ii) Dado € > 0 hay un abierto O tal que O 2 E'y m* (O — E) < ¢, donde
m* indica la medida exterior de Lebesgue en R.

(iii) Dado € > 0 hay un cerrado C' C F tal que m* (E — C) < e.

(iv) Hay un conjunto G de tipo G5 tal que E C Gy m* (G — E) = 0.

91 Con referencia a la teoria de funciones de una variable real J. E. Littlewood sefialaba:
“The extent of knowledge required is nothing like so great as is sometimes supposed. There
are three principles, roughly expressible in the following terms: Every (measurable) set is
nearly a finite union of intervals; every (measurable) function is nearly continuous; every
convergent sequence of (measurable) functions is nearly uniformly convergent. Most of the
results of the theory are fairly intuitive applications of these ideas, and the student armed
with them should be equal to most ocasions when real variable theory is called for. If one
of the principles would be the obvious means to settle the problem if it were quite true, it
1s natural to ask if the nearly is near enough, and for a problem that is actually solvable it
generally is ~. En este problema se establece el primer principio de Littlewood; el segundo
en el Problema 6.12 en dos formas, una de ellas el teorema de Lusin. El tercer principio
es el conocido Teorema de Egoroff (cf. [19], Ch. IV, Sec. 21, Th. A, page 88).
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(v) Hay un conjunto F' de tipo F, tal que F C Ey m*(F — F) = 0.
Si m* (E) < +o0 las afirmaciones anteriores son equivalentes a

(vi) Dado € > 0 hay un conjunto U, que es union finita de intervalos abiertos,
tal que m* (U A E) < e.

Solucién

[(7) = (4i)] Sea E medible de medida finita, € > 0. Existe una sucesién de
intervalos {1, } -, tal que E C UX I, y > > long (I,) < m(E)+¢/2, donde
m es la medida de Lebesgue en R. Si I, tiene extremos a,, b,, con a, < b,,
el conjunto O = U, (a, — 2772 b, + £2772) es abierto, contiene a E y

m (0) < Z (long (1) +&277") = Zlong (L) +¢e/2<m(E)+e.

En consecuencia, como E tiene medida finita,
e>m(0)—m(E)=m(0—E).

[(i7) < (vi)] Asumiendo (ii), O A E = O — E pues O 2O E. Como O
es abierto se realiza como unién numerable disjunta de intervalos abiertos
y basta observar la monotonia de la medida exterior. Reciprocamente, si
m* (E) < 400 existe un abierto O de medida finita que contiene a E. Sea U
union finita de intervalos abiertos, tal que m* (U A E) < ¢/2. Indicando

obtenemos
m* (A1) <m*(UAE)<e/2, m"(Ay)) <m*(UAE)+m* (A1 — E) <e.

Como ECUNOUA; resulta E = (UNOUA;) — Ay. Anédlogamente, para
n € N hay conjuntos S,, An1, A, tales que E = (S, UAp1) — An2, Sy
es union finita de intervalos abiertos y tanto A,; como A, tienen medida
exterior menor que 1/n. Si O,, es abierto que contiene a A, ; y m* (0,,) < 1/n
escribimos G' = Nyen (Sn, U O,,) . Ahora G es de tipo Gy, contiene a E y para
cada n es

m* (G—FE) <m" (S, — E)+m* (0, — E) <m* (An2) +1/n < 2/n,
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i.e. G — F tiene medida nula. E resulta medible pues £ = G — (G — E).

En general, [(i) = (i7)]: Sea E medible de medida infinita, ¢ > 0. Por
la o - finitud de la medida, podemos escribir £ = U, E,,, con cada £,
medible de medida finita. Hay conjuntos abiertos O,, tales que O, 2 E, y
m (O, — E,) <2 ' n € N. En consecuencia el conjunto O = U%_,0,, es
abierto, contiene a E'y

m(O—E)=m[U2,0,—E,] <Y m(On—E,) <Y 2" =¢/2<e.
n=1 n=1

[(i1) = (iv)] Por hipétesis, para cada n € N existe G, abierto tal que
G, 2 Eym* (G, — FE) <2 " El conjunto G =N G, es Gy, contiene a E
y para cada n es

m*(G—E)<m*(G,—E) <2™",

de donde sigue (iv). Ahora:

[(iv) = ()] Podemos escribir E = G — (G — E), G es medible por ser
G5, G — FE es medible por tener medida nula y ser completa la medida de
Lebesgue.

[(?) = (4i7)] Si E es medible también lo es R— E. Como [(i) < (i7)], dado
e > 0 existe O abierto tal que O D R—E y m [0 — (R — E)] < ¢. Escribiendo
C =R — O entonces C' es un subconjunto cerrado de E y

m(E—C)=m[0O—- (R—-E)]<e.

[(i73) = (v)] Por hipétesis, para n € N hay un cerrado F,, C FE tal que
m* (E — F,) < 27". El conjunto F = U | F,, es un subconjunto F, de E y

m* (E - F) <m* (E — F,) < 2™

para todo n, siguiendo (v). Ahora:

[(v) = (i)] Podemos escribir E = F U (E — F), F es medible por ser
F,, E — F es medible por tener medida nula y ser completa la medida de
Lebesgue. [

6.12. Teorema de Lusin y segundo principio de Little-
wood.

Sea f : [a,b] — R una funcién medible (Lebesgue), finita a.e..
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(i) Dado ¢ > 0 existe M tal que |f| < M salvo un conjunto de medida
menor que /3.

(ii) Hay una funcién simple ¢ tal que |f(z) — ¢(z)| < € excepto donde
|f(z)] > M. Sim < f < M entonces podemos seleccionar ¢ tal que
m< < M.

(iii) Si ¢ es una funcién simple sobre [a, b] hay una funcién de salto g sobre
[a, b] tal que g(x) = ¢(z) salvo un conjunto de medida menor que /3.
Sim < ¢ < M podemos seleccionar g tal que m < g < M.

(iv) Dada una funcién de salto g sobre [a,b] hay una funcién continua A
tal que g(z) = h(x) salvo un conjunto de medida menor que ¢/3. Si
m < g < M podemos seleccionar g tal que m < h < M.

(v) Hay funciones g de saltos y h continua sobre [a, b] tales que |[f — g| < ey
|f — h| < e salvo conjuntos de medida menor que £/3. Estas funciones
pueden ser talesque m < g< Mym<h<Msim< f<M.

(vi) (Teorema de Lusin) Si f : [a,b] — R, 6 > 0, hay una funcién continua
g:la,b] = R tal que m ({z € [a,b] : f(z) # g(x)}) < 0.

Solucién
(i) Por hipétesis el conjunto
{z €la,0]: [f(z)] =+oo} =ML {z €[a,b]: [f(x)]>n}

tiene medida de Lebesgue nula, y puesto que [a, b] tiene medida finita
tenemos

lim m({z € [a,b] : |f(z)| >n}) =0.

n—,oo

Dado € > 0 existe entonces M tal que

m({z € [a,b] = [f(x)] > M}) <e/3.

(ii) Consideremos un nimero positivo N mayor que el valor M anterior. Si
f > 0 a.e. escribimos

2n
k—1
On = N Z on X{Z‘E[a,b]: (k;#ff(m)<%}’ n Z 1.
k=1
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Las funciones anteriores son simplesy 0 < ¢,, < f para cada n. Por otra
parte, 0 < f — ¢, < N/2" para todo n sobre f~'{[0, N)}. En general,
escribimos f = ft — f~ y, nuevamente, dado € > 0 hay funciones
simples T y ¢~ tales que 0 < fT — T <e/2y0< fm —p <¢g/2
sobre (f*)f1 {0, N)} N (f*)f1 {[0, N)} . 2 Entonces

(et =) < (fr =T+ (fT—¢) <e

excepto cuando |f| > N, esto es, fuera de un conjunto de medida menor
que €/3. Es claro el resto.

(iii) Consideremos una funcién simple ¢ = 2521 @ Xy, - Dado € > 0 para
cada p =1, ..., P hay un conjunto U,, el que es unién disjunta de
intervalos, de modo que m (E, AU,) < ¢/(3P) (V. Problema 6.11,

(vi)). La funcién g = 25:1 p Xy, s una funcién de saltos y

m({g#e}) <Y m(B,AU,) <e/3

y sigue (iii).

(iv) Sea ¢ = >_;_; Bk X1, una funcién de salto. Evidentemente podemos
suponer s > 1 y que los intervalos Iy, ..., I, estan ordenados de manera
que I estd a la izquierda de I, si 1 < k < s. También escribimos
Br =0 si Iy C g ' ({0}) y tenemos [a,b] = Ui_,I;. Sil < k < s
consideramos intervalos J; = [ag, bx] centrados en el punto medio de
I}, de modo que m(Iy — Ji) < £/(3s). Ademds consideramos b, € I,
as € I tales que by > sup I1 —¢/(3s), as < inf I;+¢/(3s), y escribimos
Ji =la, ], Js = [as,b]. Definimos

h:la,bl - R

h(z) =
Br=Br—1 (x —br_1) + Br_1 st b1 <z <ag 2<k<s.

ap—br_1

2 Notar que {z € [a,b] : |£(x)| < N} (F5) {0, M)} 1 (£7) " {[0, )}
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Entonces h es continua y siinf Iy =z ysup I = x4, 1 < k < s,
tenemos

m{h # g} < Z (ag —br-1) :as_bl+z (ax — bx)
k=2 k=2

s s—1

= [(ar — 2p—1) + (2 — bi)] + Z (Tp—1 — xk) — 21 + 251

»

= m(Ik—Jk) <€/3.
k=1

Claramente sigue entonces (iv).
(v) Sigue de los puntos anteriores.

(vi) Si n € N sea h,, € Cg|a,b] tal que m ({|f — h,| >27"}) <27". Si L
es el conjunto de puntos z de [a,b] en los que {h,(x)},, no converge
a f(x) podemos escribir -

L =02, N2 U, {lhe — 1 > 1/i}. (186)
Para cada 7 € N tenemos
m (ﬂ;il Ul;“;j {lhe — f] = 1/2}) = jgrfoom (Ul?;j {lhe — f] = 1/2}) )
(187)

pues estamos trabajando con conjuntos medibles de medida finita. Si
k>j>log, i es {|f—hx|>1/i} C {|f— hs| >2*} para cada k,

m (Ui (Il = f1 2 1/}) < 3 m ({{he = f] 2 1/3}) (188)
<Yom({If —mlz2Fp) <ot
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6.13.

Por (187) y (188) resulta m (ﬂ;-”;l Up, {1he — f > 1/i}) = 0 para cada
iy, por (186), f = lim,_, o A, a.e.. Por el teorema de Egoroff, dado
d > 0 hay un subconjunto medible A de [a,b] de medida menor que
d/2 al exterior del cual h, o f. Por el Problema 6.11 hay un cerrado
B C [a,b]—A tal que m ([a,b] — (AU B)) < §/2. Por ser limite uniforme
de funciones continuas f | es continua. Existe g € Ck|[a,b] tal que
g |c= f, la cual puede construirse observando que [a, b] — B es abierto.
Por ello, hay un abierto U en R tal que [a, b]—B = UNla, b] . Hay ademas
intervalos abiertos disjuntos, en cantidad numerable, cuya unién es U.
Podemos definir g de forma que coincide con f sobre B y cuya grafica
consiste de los segmentos que unen las imagenes, por f, de los extremos
de los intervalos que componen U en [a, b] . Finalmente, como

{f#g}g [a’b]_BgAU[a’b]_(AUB)
tenemos

m({f #g}) <m(AUla,b] — (AU B))

<m(A) +m(ab - (AUB)) <

y sigue la tesis. [

Cada funcién f : R — R medible Lebesgue es
idéntica a.e. a una funcién medible Borel. Sobre
acotacién y convergencia uniforme de sucesiones
de funciones medibles, finitas y convergentes a.e.,
definidas en subconjuntos medibles de la recta
real de medida positiva. Sucesiones convergentes
en espacios de funciones esencialmente acotadas.
Si (X, X, u) es espacio de medida finita, f, — f a.e.
en 17 (X, %, 1) y |full, = £, resulta [ £, — £, — 0
(0 <p < o0).

(i) Toda funcién f : R — R medible Lebesgue es idéntica a.e. a una funcién

medible Borel.
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(ii) Sea {fy},>; una sucesién de funciones medibles, finitas a.e., definidas
sobre un subconjunto medible £ de R de medida positiva, de modo
que existe lim,_, f, a.e.. Existe un subconjunto medible F' de E de
medida positiva tal que {f,},-, es acotada sobre F.

(iii) Sea (X,X,u) espacio de medida o— finita, {f,},-, una sucesién de
funciones finitas a.e. que converge a una funcién finita f. Existe una
sucesién de conjuntos medibles {E,}, - tal que p(E — U2, E,) =0y
fn o f encada E,. -

(iv) En un espacio de medida (X, X, p1) , una sucesién { f,. },,~; € L™ (X, %, p)
converge a una funcién f € L* (X, X, p) sil fn o f a.e..

(v) Sea (X, X, ) espacio de medida finita, 0 < p < 400, f, — f a.e. en
LP (X, %, ), || full, = [ f]l,- Entonces || f = fll, = 0. %

Solucién

(i) Sea f : R — R una funcién medible Lebesgue y dados 7, s € Q, 7 <
s, sea B, = {r < f <s}. Como E,; es medible Lebesgue existe un
conjunto G, ; de tipo G5 que lo contiene tal que el conjunto NV, s = G —
E, ; tiene medida nula. En consecuencia, el conjunto N = U<, r5cq/Vr,s
tiene medida nula y, para cada n € N, existe un boreliano B,, de medida
de Lebesgue menor que 1/n tal que B, 2 N. El conjunto B =N, B,
es boreliano, tiene medida nula y contiene a N. La funcién ¢ : R — R,
g = [ »r_p es igual a.e. a f y es boreliana. En efecto, sean z < y en

93V. también Problema 3.30 (vi). Si H es espacio de Hilbert, {f,},~, es una sucesién
enH, feH, fnw fy [l £zl = || f]| es inmediato que f, — f en H (cf. [29]).
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R y veamos que {z < g < y} es boreliano. Tenemos

{r<g<yt={r<g<y}lnBu{z<g<y}-B,

0 si 0¢(z,y),

B si 0€(x,y),

{z<g<y}nB=

{r <9<y} =B =Upcrcscy rscoir <g<s}—B
= Ug<res<y, rse@{r < f <s} — B
= Ug<r<s<y, rscQlrs — B
= Upcras<y, rseq (Grs — Nys) — B
= Ugcres<y, rsc@Grs — (Nrs U B)

= Um<r<s<y, r,seQGr,s - B
y sigue la afirmacién.

(ii) EI conjunto

Z={zx€FE: In, n>1/ fn(az):oo}u{xEE: (—El)nl_liriloofn(m)}

tiene medida nula. Podemos escribir
E-Z=U{zeE-Z: (Vn) |fu(z)| < p}.

Como E — Z tiene medida positiva algiin miembro de la unién anterior,
necesariamente medible, ha de tener medida positiva.

(iii) Suponiendo vilida la afirmacién para espacios de medida finita, si E
tiene medida no finita escribimos £ = Uy _,E,,, donde cada E,, es

medible y de medida finita. Fijado m hay una sucesion {Em,p}
p>1
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de subconjuntos medibles de E;L tal que p (E:n - Ug‘;lﬁm,p> =0y

fn o f sobre cada Em,p. Por lo tanto
H (E - Um,pﬁm,p> =H (Ufnozl (E:n - U;;Em,p)) =0

y fn o f sobre Em,p. Supondremos entonces que F tiene medida
finita. Kplicando sucesivamente el teorema de Egoroff: hay un sub-
conjunto medible A; de E tal que p(A;) < 1y f, 0, f sobre el
conjunto £y = E — A;. Hay un conjunto A; € ¥ contenido en A; tal
que p(A2) <1/2y f 0, f sobre el conjunto Ey = A; — As. Inducti-
vamente se definen entonces sucesiones {A;},5,, {E;};>, de conjuntos
medibles, donde Ay = E, E; = Aj_1 —Ajsij > 1, p(d;) < 1/isi
1>1y fa o, f sobre cada E;. Finalmente, basta observar que para
todo n resulta

p(E— U E;) < p(E— Ul E))

= p(E—(E - An)) = p(4n) <1/n,
y sigue la tesis.

(iv) La condicién es claramente suficiente. Por otra parte, si || f, — f|,, — 0
para cada entero positivo p existe n, € N tal que si n > n, entonces
1 — fll.o < 1/p- Luego el conjunto Z = U2, U, {|fn — f| > 1/p}
tiene medida nula y f, o f sobre X — Z.

(v) Dado e > 0, si f € L? (X, %, ) existe 6 > 0 tal que [, |f[Pdy < € si
E e€Xyu(F) <4 Como X tiene medida finita, por el teorema de
Egoroff existe A € &, p(A) < 0, tal que f, o, [ sobre X — A. Por
el lema de Fatou tenemos

lim, .. / NAE / NS / P du— / P,
_ X X

de donde deducimos

Tt [l dis < [Pl [ (5P (159
A X X—-A

< / fPdu<e.
A
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Por otra parte, si 7, = mdx {1, 2P"'} es vélida la desigualdad®*
la=BF <% (laf" +|8F), o, BeC. (190)

Si n € Nla funcién F, =, (|f" +|fal’) = |f — fulf es medible y no
negativa. Por el lema de Fatou escribimos

2, [ 17 du <lim, ..o [ Fud (191)

=% / P dp+ i, / (i L nl? = 1f = Ful?) di

94Por la homogeneidad de la inecuacién (190), bastaré ver la desigualdad siguiente:

11+ 2|P
1+ |z)P

< mé,x{l, 2”_1}, zeC

Es claro que podemos suponer p # 1y z # 0. Usando coordenadas polares, la desigualdad
anterior es equivalente a

(1+21‘cost9+r2)p/2

1+7r?

Sma’x{l, 21’71}, r>0,0<60<2m.

Fijado r > 0 la funcién g (0) = 1+ 2rcosd +r2, 0 < 0 < 2, alcanza un valor méximo
para 6 = 0, de manera que

(1+2rcos¢9+r2)p/2 < 1+nr)?
1+r7 =TT

, r>0.

Consideremos la funcién h : [0,4+00) = R, h(r) = (1 +7)? /(1 +rP). Si p > 1 calculamos

p(L+r)P! (1—rr1)

h{r) =

(r) TEEL
Observando los signos de la derivada anterior deducimos que h alcanza un maximo absoluto
enr=1yh(1)=2P"1.Si0< p<1 tenemos

p(1+7r)? [(1 + )Pt —ppt
fitr) = 1+ rl’)2 ’

i.e. h tiene derivada negativa y, siendo decreciente, h alcanza su valor maximo en cero y
h(0) = 1. Queda asi probada la desigualdad (190).
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De (189) y (191) resulta

- / P du < lim, o, / ol ful? = 1 = Ful?) di (192)
< Ty o / o |l da + 1, / (= |f = fulP)du

<57p_ﬁn—>+oo/ ‘f_fn|pd/1'-
A

Como [,_,|f — fal” du — 0 podemos escribir

m%m/ L dusmﬁm/ = ful? dp
X A

< (e—/A\f\pdu> Y < €Y

y, como ¢ es arbitrario, sigue la tesis. [

6.14. Caracterizacion de funciones acotadas Riemann
integrables. Funciones reales semicontinuas.

(i) Toda funcién real acotada semicontinua inferiormente (resp. semicon-
tinua superiormente) sobre un intervalo [a, b] es limite de una sucesién
creciente de funciones escalera semicontinuas inferiormente (resp. es
limite de una sucesion decreciente de funciones escalera semicontinuas
superiormente).

(ii) Si f : [a,b] — R es una funcién acotada resulta

E/abfz/abli_mf, R/abfzfabﬂf, (193)
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donde

b b
E/f:sup{/(p: o< f, o— escalera},
b b
E/f:inf{/wmﬁZf,w—escalem}.

(iii) Una funcién acotada f : [a,b] — R es integrable Riemann sobre [a, b]
sil es continua a.e..

Solucién

(i) Sea F': [a,b] — R una funcién acotada semicontinua inferiormente. Dado
un entero positivo n indicaremos

Tp; =0+ (j/2")(b—a), 0 <j<2",
y definimos F,, : [a, b] — R como
infy, o<y<zns F(Y) ST Tpo <X < T,
Fo(z) =1 infs, ;_ cy<an,; F(y) 81 Tnjo1 <o <Tpy, 1 <5 <27,

infy, n_y<y<enon F'(Y) 81 Tnon1 <2 < Tpon,

Fo(zn,;) = min{ inf F(y), inf F(y)} ,1<j<2"—1.

Tn,j—1<Y<Tn,j Tr,j <Y<Tn,j+1
(194)
Por (194), cada F;, es funcién escalera semicontinua inferiormente.
Tpj—1=Tpt1,2j—2 < T < Tpt12j-1 0 Tpy12j-1 < T < Tpt1,25 = Tnyjs

obteniendo en ambos casos que F,, () < Fo41(z). Si # = z,; para
ciertos n, j, supondremos que n es minimo con dicha propiedad. Dado
k € N veremos que
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Si n=1y j=0o0j =2 tal desigualdad es inmediata. Ademas

T1,1 = T k-1 = Ty 2k,

Fy (z1,1) = min { inf F(y), inf F(y)} :
Ty ok—1_ 3 <Y<Ty ok—1 Ty ok—1<Y<Tp ok—141

Fit1 (21,1) = min { inf F(y), inf F(y)} ,
Ty 1,0k 1 <Y<Tp_ ok Ty 1,0k <Y<Tpyq ok gy

Tpok—1-1 < Tppyok—1 < T1,1 < Tpgy k41 < Tpok-141,

de modo que Fy (z11) < Fii1(21,1). Suponiendo 1 < k < n, por el
caracter minimo de 7 existe un tnico h, 1 < h < 2% tal que

Tph-1 = Tpt12h—2 < Tnj < Tkh = Tky12h- (196)
Si k=mn —1 entonces j = 2h — 1,
Fy (zn;) = min  F(y), (197)

T, h—1<Y<ZTp,p

Fii1 () = Fr1 (Trg1,20-1)

= min { inf F(y), inf F(y)}

Th,h—1<Y<Tk4+1,2n—1 Th+1,2n—1<Y<ZTk,n

y, por (196) y (197), sigue (195). Si k < n — 1 ha de ser
Tpy12h—2 < Tpj < Tpy12h—1 O Thy12h—1 < Tpj < Thy12h (198)

y (195) sigue ahora de (196), (198) y las definiciones de Fj, y Fj.;.
Finalmente, si k > n resulta x,; = Tyor-—n; = Tjijoe-n+1; y basta
razonar como en los casos anteriores. Probado que {F,}, ., es una
sucesién creciente de funciones escalera semicontinuas inferiormente
probamos que F = lim,_, , F,, puntualmente. Si 2o € [a,b] y € > 0 es
F(x9) —e <lim, ,, F(z). Existe 6 > 0 tal que

F(xg) —e < F(z) si z€a,bN(xg—0,20+9). (199)
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Searg € Ntal que (b—a) /2 <d,r >rgen N, 1 < s <27 el tinico
entero tal que z, ;1 < zy < z,,. Por (199), las presentes condiciones y
la definicién de F, podemos concluir que F; (xg) > F (xo) — € y queda
probada nuestra afirmacion. La demostraciéon para funciones acotadas
semicontinuas superiormente sigue andlogamente.

(ii) Probaremos la primer identidad pues la segunda sigue andlogamente.
Como f es acotada su limite inferior es semicontinuo inferiormente o,
equivalentemente, para todo r € R el conjunto {lim f > r} es abierto.
Luego lim f es medible, pues se realiza como limite de una sucesion
creciente de funciones escalera semicontinuas inferiormente. En con-
secuencia, estd definida la integral de Lebesgue en (193). Fijada una
funcién escalera ¢ sobre [a, b] tal que ¢ < f resulta ¢ < lim f salvo
un nidmero finito de puntos, de modo que fabgp < fabh_m f. Como ¢ es

o b by, . .
arbitraria R [ f < [ lim f. Por otra parte, si {¢n},-, es una sucesién
creciente de funciones escalera sci que converge a lim f en todo punto,
por el teorema de convergencia monoétona tenemos

b
[mi=jim [on<n[s
a n——+oo
y tenemos (i).

(ii) f es continua a.e. sii Ifm f = lim f a.e., y basta considerar (ii). O

6.15. Sobre el grifico de funciones medibles (Lebesgue)
no negativas. Teorema de Tonelli y subconjun-
tos no medibles en espacios producto. El algebra
de Banach de medidas complejas Borel - regu-
lares sobre R y subconjuntos de medidas discre-
tas, continuas y absolutamente continuas respec-
to de la medida de Lebesgue.

(i) Sea f : R — [0, 00) medible Lebesgue,
A(f) ={(z,y) eR*: 0<y < f(a)},
A(f) es medible, [, f = |A(f)| es la medida bidimesional de A(f),
graf (f) es medible y tiene medida nula.
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(ii) Sea x; el primer ordinal no numerable, X un conjunto de cardinal x1,
= la o— 4lgebra de partes numerables o de complemento numerable
de X. Sea p: = — {0,1}, u(A) =0 o 1 segiin A € = sea numerable
o no numerable respectivamente. Si A = {(a, ) € X x X : a < g}
entonces

[ at@) dui@) # [ ataip) due),
X X
pero no es aplicable el teorema de Tonelli.

(iii) Sea E subconjunto de [0, 1] x [0, 1] tal que E, y [0,1]— E¥ son numera-
bles para todo z, y € [0,1]. Entonces E es no medible en el espacio
producto. %

(iv) Sea MB (R) el espacio de Banach de medidas complejas de Borel re-
gulares sobre R, con la norma ||g|| = |p| (R) para cada u € MB (R) .
Para 4, A € MB (R) y E C R boreliano definimos

(1 X) (B) = (uxA) (2 (B)),

donde ® : R? - R, ®(z,y) = v +y. Siu, A € MB(R) entonces
ux A€ MB(R), [[px M| < [|pl] ||\ y A es la tinica medida de Borel
v sobre R tal que

Vf), feCy(R): /Rfduz/ R2f(x+y)d(,u></\).

Entonces que (MB (R) , ||o||, *) deviene en dlgebra de Banach abeliana
unitaria.

(v) El subconjunto de medidas discretas es una subdlgebra de MB (R) .
(vi) El subconjunto de medidas continuas es un ideal de MB (R) .

(vii) El subconjunto By 4, (R) de medidas absolutamente continuas respecto
de la medida de Lebesgue es un ideal de MB (R) que es algebraicamente

isométricamente isomorfo a L), (R) , donde dz es la medida de Lebesgue
sobre R.

9 En general, si X, Y son conjuntos no vacios, S C X xY, 2 € X, y € Y, escribimos

Se={yeY: (z,y) €S}, S¥={zeX: (z,y) € S}.

308



Solucién

(i) La funcién F : Rx (0,00) = R, F(z,y) = y — f(z), es medible. En
efecto, F' = py — f opy, donde py, py son las proyecciones de Rx (0, 00)
sobre Ry (0, co) respectivamente. Estas proyecciones son medibles pues
son continuas. Basta observar que si E' es un subconjunto medible de
R entonces p;' (E) también lo es, ya que p;' (E) = E x (0,00) es
producto de conjuntos medibles. Como

A(f) ={(z,y) € Rx (0,00) : F(z,y) <0}

entonces A(f) resulta medible. Por el teorema de Tonelli escribimos

/f // dydx—//mm 5 d (@ % y) = |A(S)].

graf (f) es medible porque graf (f) = F7'{0}.Sin € Nye > 0
los conjuntos U, . = {(z,y): |z| <n/2, |F(z,y)| <&/ (n2"*)} son
abiertos en Rx (0, 00) y cubren a graf (f). Ademds, por el teorema de
Tonelli

n wsnn'H
Z'Uns|—2//2/f(+/ : ldydx:e.

n/2 J f(z)—e/(n2n+1)
Como ¢ es arbitrario |graf (f)| = 0.

(ii) Si @ € X el conjunto A, = {8 € X: a < B} es no numerable de
complemento numerable, i.e. A, € Z. Asimismo, si € X el conjunto
AP ={a € X : a < B} es numerable, de modo que pertenece a Z.

[ eat@d) du) = na) =1, [ xa(0,) due) = (4%) =0

El teorema de Tonelli no es aplicable pues (X, Z, 1) no es espacio de
medida finita.

(iii) Si z, y € [0, 1] obtenemos

1
/ np (2,9) :/ 7y (T =1,
0 0
1
0 0



Como el espacio producto con la medida de Lebesgue es espacio de me-
dida finita, del teorema de Tonelli concluimos que E' es necesariamente
no medible.

(iv) (MB(R) , ||o||, *) es espacio de Banach, en cuanto se realiza, por el teo-
rema de representacién de funcionales lineales continuas sobre Cy (R) ,
como dual sobre C de un espacio normado. Si u, A € MB(R) entonces
1 * A estd bien definida porque @ es funcién continua y, por ello, bore-
liana. Evidentemente p* A € MB (R) y, si {E,},~, es una particién
disjunta de subconjuntos de Borel de R y m € N tenemos (cf. [43], Ch.
7, Th. 7.6 - Def. 7.7, page 148)

D X (En) =D [(nx A) (27(E))]

3 /R A (@ (EL),) dp(z)

n=1

S| [ A -a) duta)

n=1

< / S A (B, = 2)| dlal () < A 1]

Siendo {E,.},,5, arbitraria, [ * Al| < [|A]| [|ul| - Sig € Cc (R) escribimos

= [ [ ote+w atuxn.

A estd bien definida, es lineal y |(g,A)| < |lgll, Ilx* Al| para cada
g € C.(R) . Por ser C. (R) denso en Cy (R) el operador A se extiende
naturalmente a Cy (R) y, con abuso de notacién,

AeCoR)" y [IA[l < [luxAll-

Més atin, si g € Cp (R) existe {gn},~; C Cc (R) tal que ||g, — gll ., — 0
(v. Problema 5.6(ii)). Como la convergencia es uniforme y p * A es
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medida finita, por el teorema de Lebesgue obtenemos

(0.8 = 1 (o) = [ [ gle+n) dlux).

n—-+00

Basta finalmente invocar el teorema de representacion de Riesz de fun-
cionales sobre Cj (R) (cf. [43], Ch. 6, Th. 6.19, page 139). La conmu-
tatividad de * sigue aplicando el teorema de Fubini. Finalmente, si
u€ MB(R). f € Cy(R) y ¢ es la medida de Borel concentrada en {0}
por el teorema de Fubini

/ sz(x+y)d(u*5)=44f(x+y) du(z) dé (y)

~ [ #@) du o).
R
Por lo anterior deducimos que p % d = p y sigue (iii).

(v) El subconjunto de medidas discretas de Borel es un subespacio lineal
de MB (R) . Dadas p, A € MB(R), p* A es discreta si gy A lo son.
En efecto, sean A y B subconjuntos borelianos numerables de R en los
que se concentran p y A respectivamente. Si £ C R es boreliano, por
el teorema de Fubini escribimos

(4 ) (E) = / w (@71 (B)) dA (1)

:/RN(E—t) dA (t) :/B/(E_Wmu(s) dA (t)

= // 1 d(uxA).
(EN(A+B))xB

En consecuencia px \ estd concentrada en el conjunto numerable A+ B.

(vi) El subconjunto de medidas continuas de Borel es un subespacio lineal
de MB (R) . Si p es una medida continua de Borel, A € MB(R) y z € R
es

(1) ({x})=/Ru({$—t}) dA(t) = 0
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y siendo z arbitrario u * A resulta continua.

(vii) Es claro que By 4, (R) es subespacio lineal de MB (R) . Sean

A€ MB(R), p € Bucaz (R)
E C R boreliano de medida de Lebesgue nula. Entonces
(s N () = [ u(B=1) dr) =

pues la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y u < dz.
Como F es arbitrario p*x A < dx. Sea

IT: Byear (R) — Ltlix (R), () = du/dz,

esto es, la derivada de Radon - Nikodym de p respecto a la medida de
Lebesgue. Si p1, po € Bacdr (R), a € Ry F C R es boreliano tenemos

d,l,l,l d/,LQ . d d

— (a1 + pa) (F) = / Ao + o) 4,

Como F es arbitrario IT (apy + p2) = all (p1)+1I1 (u2) y I resulta lineal.
Ademds

/F A (i + ) Jd dz = (sn # o) (F) (200)
- / i (F = 1) dpo(2)

dm dps
/ / ar P2 (1)

dlu’l - ) d:u’2
dt

Por el teorema de Tonelli

[ Lol

(t)\ 4t x ) < || lzl] < o0
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y, por el teorema de Fubini aplicado en (200) obtenemos

/(1*u2 /dxda:—//d’“ - d’f()dtd

% * % dx.
g dr dt
Por lo tanto IT (u * po) = IT (p1) * I (p2) . Si g € Bacaz (R) es

1T ()], = / dps/dz| dz = |u]

(cf. [43], Ch. 6, Th. 6.13, page 134). Por otra parte si f € L. (R)
entonces f dz € Bocar (R) y II(f dz) = f. Por el teorema de la funcién
abierta Il deviene isomorfismo isométrico. [

6.16. Medidas sobre (0,+0c0) no extendibles a una me-
dida sobre R. Convergencias débil y en norma de
medidas reales sobre [0,1]. Sucesiones equirepar-
tidas respecto a una medida definida sobre un
espacio compacto. Sobre la no continuidad de la
aplicaciéon natural C¢ (X) x M¢ (X) — C siendo X
espacio compacto separado infinito. Local debil
compacidad del cono de medidas positivas sobre
un espacio compacto.

(i) La medida dz/z sobre (0,+00) no es extendible a una medida sobre R.

(ii) Si ¢t € [0,1] indicamos ¢; a la medida (de Dirac) concentrada en {t}.
Entonces (50 _61/71 ﬂ 0 Yy |50 — 51/n‘ g 250

(ili) (1 —sin(nz))dz w dz pero (1—sin(nz))ds - dz en norma en
Mg ([0, 1]) . *

9%En general, si X es un espacio localmente compacto indicamos Mg (X ), Mc (X) a los
espacios de funcionales lineales acotadas sobre Cy (X), reales y complejas, respectivamente.
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(iv) Sea X espacio compacto, p medida positiva sobre X de norma uno,
{z;},;cn sucesion en X. Para que {z;},_y esté equirepartida respecto a
p, i-e. (05 + ... +05,) /1w p, es necesario y suficiente que

para cada k, donde (f),-; es una sucesién total en C¢ (X).

(v) Sea X espacio compacto Hausdorff infinito. Considerando M¢ (X) mu-
nido de la topologia débil, la aplicacion

E:Cc(X)xMc(X)—C, E(f,,u):/Xf dup

no es continua. %7

(vi) Si X es compacto, el espacio de medidas positivas M (X), con la
topologia débil, es localmente compacto.

Solucién
(i) Si n es entero no menor que 2 definimos
(sin (nz) si |z| <7/ (2n)

1 si w/(2n) < |z| <1

2—2% s 1<|z|<V2

[ 0 si V2 < |z|.
97 Aplicando el principio de acotacién uniforme, si

{f} U {fa}aeA g CC (X)7 {M} U {)u‘a}a,eA g MC (X)7

Llll’er%”fa_f“:oa Ha W [

entonces (fq, o) = (f, 1) - Este hecho, junto a (v), determinan la no metrizabilidad de la
topologia débil de M¢ (X) . Precisamente, la propiedad anterior establece la continuidad
puntual de =. Dicha continuidad, junto a la separabilidad que induciria la metrizabilidad,
implicarfan la continuidad de = contrariamente a (v).
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Entonces {f.},52 € Cc:(R) v ||fall < 1 para todo n. Si p fuere una
medida sobre R que extiende a dx/x, para todo n tendriamos

1
/fnd,u‘>2/ do =2 In(2n/n),
R w/(2n) T

lo cual es imposible.

[l all =

(i) La primer afirmacién es evidente. Por otra parte, d) —d1/, es una medida
real y, evidentemente,

(6 = 8iym) " = o, (B0 = b1m) = iy,
de manera que ‘60 — (51/n‘ =00 +01my |60 — (51/n‘ w 26p.
(iii) Si p € Cr [0, 1] es una funcién polinémica sigue facilmente que
(p, (1 —sin (nx)) dz) — (p, dz) .

En general, basta considerar la densidad de las funciones polinémicas
en Cg|[0,1]. Por otra parte, si n > 4 tenemos

1 1 n
||sin (nz) dz|| :/ |sin (nz)| dz = —/ |sin (nx)| dz
0 n.Jo

n

—1)[n/]
=(2/n) [n/7] + %/ sin (nz) dx

In /]
= (2/n) [n/n]+ (1+ (1) cosn) /n

> 2/m + ((—1)["/”]+1 Cosn) /n.

Luego lim, ,« ||sin (nz) dz|| > 2/7 y sigue (iii).

(iv) La necesidad es inmediata. Sea (fg),-, una sucesién total en C¢ (X) y
asumamos valida (201) para cada k. Sean f € Cc(X), e >0, m € N
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tal que ||f — > 0% ax full, < €/3 para ciertas constantes {ax};<p<pm
en C. Existe ng € N tal que paran > ng en N es

‘<Zak e w>—/)(2ak Je dp

k=1 k=1

<e/3.

Entonces

€>2 +¢/3

F=>a fi
k=1

o0

+ +

1 n
>0

j=1

Fla) = ag fulzy)

/ (f_zak fk) dp
X k=1

= Ozy + oo+ Op, =
<k2:;ak Je> T> - /Xzak fr dp

k=1
Opy + oot O,
X

Como ¢ y f son arbitrarios sigue la afirmacién.

+

(v) Si E es continua, como = (0,0) = 0 existen { > 0, F € Py (Cc (X)) tales
que B (0,{) x Q C +7'[D(0,1)], donde

Q=nyer {n€Me(X): [(g.m) <1}.

Como X es compacto Hausdorff infinito C¢ (X)) tiene dimensién infini-
ta.?® Sea S =cl(gencF), f ¢ 5, fo=Cf/2Ifll),

s:SEPC-fo—C, s(h+a-fo)=2a, heS, acC
Claramente s estd bien definida, es lineal y si a # 0 tenemos

1+ a- foll = lal lIh/a+ foll > la| dist (fo,S),

98Si {2, },>, es una sucesién inyectiva de puntos de X sea f; : X — [0,1] continua tal
que f; (z2j-1) =0, fij(z2;) =1, j € N. Entonces {f; }j>1 es linealmente independiente.
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ie |s(h+a- fo) <[2/dist (fo,S)]||h+a- foll,desigualdad valida tam-
bién para a = 0. Por el teorema de Hahn - Banach existe una extensién
i € Mc (X) de s. En particular, 4 € Q pues (g, u) = 0si g € F. Pero
I foll = ¢/2 v E(fo, ) = 2, una contradiccién por la cual deducimos

(v).

(vi) La aplicaciéon ¥ : M¢ (X) — C, (u, ¥) = (1, p) es lineal y w— continua.

6.17.

Luego V¥ |a, (x): M4 (X) — [0,400) es w— continua. Si pg € My (X)
hay un entorno débil V de pg tal que VN M, (X) C ¥ 1{0,2||uo]]) -
En consecuencia, si f € C¢ (X) y p € VN M, (X) escribimos

[Fom L < Nl A= s O LFIT < 2ol LA

i.e. Sup,evrv, (x) |(f, #)| < +oo. Por el teorema de acotacién uniforme
V' N M, (X) deviene acotado en norma y, por lo tanto, es débilmente
acotado en M, (X) . Por el teorema de Banach - Alaoglu, como M (X)
es débilmente separado y la clausura de conjuntos acotados es acotada,
deducimos que M, (X) es localmente compacto. [J

Funciones de Rademacher e independencia es-
tocastica. Caracterizacion de la convergencia de
series Y > ¢, fu(z), en las que {cn}tn>0 €8 una suce-
sién de nimeros reales y {f,},-, son las funciones
de Rademacher. Sobre integracién del produc-
to de funciones estocasticamente independientes
en espacios de probabilidad. Lema de Borel -
Catelli. Sobre una medida en el espacio produc-
to {0,1}". El espacio I%([0,1],dz), 1 < p < oo,
y espacios de Lebesgue asociados a cierta parti-
cién de {0,1}". Un sistema ortonormal no total

de L2 ([0, 1], dz).

(1)(1) Consideremos las funciones de Rademacher:

2n

o [0,1] =R, fr= Z (-1)° #(i-1)/2nij27), N E Np. (202)

i=1
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En particular, dos cualesquiera de fi, foy fi- fo son estocdsticamente
independientes®, no siéndolo conjuntamente.

(1)(2) Si {en},5o es una sucesién de niimeros reales la serie Y ° ¢, fn(7)
converge o diverge a.e. si y solo si > .-, c2 converge o diverge respec-
tivamente.

(ii)(1) Sea (X, X, ) un espacio de probabilidad, f, g funciones integrables,
no nulas, independientes, B C R boreliano. Entonces

/ fgdu=/ fdu/gdu-
F~YB) f~Y(B) X

(ii)(2) (lema de Borel - Catelli) Si {E,}, ., es una sucesién de conjuntos
independientes, i (l1fim, ;0 Fy) = 0 sii 3% 4 (E,) < +oo.

(iii) Consideremos {0,1} con la topologia discreta. Sea p medida sobre
P ({0,1}) tal que p({0}) = p({1}) = 1/2. En el espacio compacto
X = {0,1}" sea pux la medida producto, definida sobre la o— 4lgebra
generada por partes de X del tipo A; X Ay X ... en las que, salvo un
nimero finito de n’ s, A, = {0,1} (cf. [19], Ch. VII, §38, Th. B, page
154).

(iii)(1) La aplicacién 7 : X — [0,1], 7(z) = d.o0 2,/2", © € X, es
continua.

(iii)(2) Si z € X el conjunto {z} es medible y tiene y— medida nula.

(iii) (3) El conjunto Y de elementos = de X para los que x, = 1 salvo finitos
1’ s es medible de medida nula.

9Gi (X, X, 1) es un espacio de medida y © es un conjunto de funciones medibles, se
dice que © es estocdsticamente independiente (o simplemente independiente) si para todo
F € P; (0) y para conjuntos borelianos {Bf}f€F en C es

,u(ﬂ{:céX:f(a:)EBﬁ) :H,u{wEX:f(a:)er}.

feF feF
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(iii)(4) "Siz € X —Y sea 7 (z) = Y oo, x,/2". Entonces 7 define una

correspondencia biyectiva entre X —Y y [0,1). Si0 < a <b < 1el
conjunto 7! ([a, b)) es medible y u (7! ([a,b))) = b — a.

(iv)(1) Identifiquemos los elementos z, '€ X tales que 7 (z) = 7 (2) . El
espacio cociente, al que por abuso de notacién indicaremos X, deviene
compacto con la topologia cociente y es homeomorfo a [0,1] via la
aplicacién 7. Asimismo, podemos suponer que la medida producto es
completa. Si 1 < p < oo los espacios Lf. ([0,1],dz) y L& (X, du) son
isométricamente isomorfos.

(iv)(2) Para n € N indicamos 7, : X — {0, 1} a la proyeccién canénica a la
n— ésima coordenada. Con la notacién (i)(1), f,, (¢) = 1 —2m, (7' (¢))
si t no es de la forma k/2™, k, m € Z tales que 0 < k < 2™, f,(t) =0
en otro caso''. Las funciones {f,},-, forman un sistema ortonormal
no total de LZ ([0,1],dx) . -

Solucién
(1)(1) Indicaremos g1 = fi, g2 = fa, 93 = f1 - fo. Entonces
g1 = —0,1/2) + *1/2,1), (203)

g2 = —Gg3 = —0,1/4) T 21/4,1/2) — H[1/2,3/4) T H[3/4,1)-

Si B C R es boreliano e i = 1, 2, 3 resulta g;* (B) € P ({-1,0,1}) y

100En este punto consideramos X — Y como subespacio de medida de X.
101Gj n € N es f4cil ver que f,(t) = —signsin (2"t), t € [0,1].
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tenemos el siguiente arreglo:

P({-1,0,1})] |gi" (B) g (B) g (B)

2 2 2 2

{-1} [0,3) 0. 2) U 53) 5 1)

{0} {1} {1} {1}

{1} [2:1) B2 uli) [0:5) U3 1)
{-1,0} 0.5)uf} [0 ulsd)u{lt [m3)uil)
{-1,1} [0,1) [0,1) [0,1)

{0,1} [3:1] [3:2) W [31] [0.5) U [§:1]
{-1,0,1} [0,1] [0,1] 0, 1]

Si m es la medida de Lebesgue en [0, 1], del arreglo anterior sigue que
las medidas de las preimégenes de cualquier boreliano de R por ¢;, g2 o
gz son 0, 1/2, 1. Observamos que en cada columna hay bédsicamente dos
subconjuntos de medida 1/2 iguales, salvo conjuntos de medida nula.
Si By, Bs, Bj son borelianos en C y

m({g: € Bi}) =m({g; € B;}) =1/2, 1 <i < j<3,
la condicién de independencia sigue del anélisis de tres casos (salvo con-
juntos de medida nula). Si m (g; ' (B;)) = 0 para algtin par de indices
se verifica claramente, en todo caso, la condicién de independencia. Si

m ({g; € B;}) =1, como m ({g; ¢ B;}) = 0 tenemos

m ({g; € B;}) =m ({g: € B;} N {g; € B;})

=m ({g: € Bi})-m ({g; € B;})

320



y sigue asi la primera parte. Finalmente, como

0=m(z€[0,1]: {gi(z), g2(2), gs(z)} € [0,1]),

1/8=m({g: € [0,1]}) - m ({g2 € [0,1]}) - m ({g5 € [0,1]}),
{91, 92, g3} no es estocasticamente independiente.

(1)(2) La sucesién {f,},, de funciones de Rademacher es estocdsticamente
independiente. En efecto, sean F € P;(Ny), {Bn},c, subconjuntos
borelianos de R y veamos que

m (ﬂ fol (Bn)) =[[m (. " (Bn). (204)

neF nef

Si para algin n € F el conjunto {—1,0,1} N B,, es vacio o {0} ambos
miembros en (204) son nulos. Si {—1,1} C B, o {—1,0,1} C B, en-
tonces m (f, ! (B,)) = 1. Podemos suponer £ ({—1,1} N B,) = 1 para
cadan € F. Si k € N es inmediato que

m{fr=1)=m{fi =-1}) =21

Entonces, si €1, ..., e € {—=1,1} y ny, ..., nx € Nes

2%=m ({fn1 = €1, fnz = 62}) )

273 = m({fnl = €1, fnz = &9, fns = 83})’

Entonces

(et 80) =2 = T =

nefF

321



Tenemos fol fndm =0y o®(f,) = 1 para cada n (i.e. cada f, tiene
varianza uno'®?). En general, si {g,},>, €s una sucesién de funciones
independientes sobre un espacio de probabilidad (X, X, 1) y existe ¢ > 0
tal que |g,| < c a.e. [u] entonces Y - | g, converge a.e. [u] sii las series
Yoo xgn diy D00 0% (fn) son convergentes (cf. [19], Ch. IX, Sec.
46, Th. D, page 199), de donde sigue (i)(2).

(ii)(1) fg es integrable porque f y g son independientes e integrables.'®?
Ademds sp-1g) = xp o f es medible, f - -1(p) es evidentemente
integrable. Como g o f y g son independientes 1% obtenemos

/ fng:/ (f - 2¢p-1(m)) - g dp
f~4(B) X

:/f-%f—l(B) du/gdu:/ fdu/gdu-
X X f~1B) X

(ii)(2) {7g,},>, es una sucesién de funciones independientes, para lo cual
basta ver que para cualquier par de subconjuntos disjuntos finitos F' y
G de N es

u(. N EZ-—E]-):_H w(E) (1= (Ey)).

Fijados F' y G, en un primer caso, como {E,}, -, es una sucesién de
conjuntos independientes podemos suponer G # 0. Si G = {j;} te-

102Gi (X, ¥, u) es un espacio de probabilidad y f : X — R es integrable, se define la

varianza de f como o2 (f) = [ (f = [x f du)2d/,t.
103Gi f1, f2 son funciones independientes, su producto es integrable sii ambas lo son, en
cuyo caso [y fi-fodp = [y fr dp= [y fo dp (cf. [19], Ch. IX, Sec. 45, Th. A, page 193).
104Gean  { fij: 1<i<k,1<j<n;} conjunto de funciones independientes,
{¢; : R" — R, 1 <1 <k} funciones borelianas,

fi(x) = ¢i(fin(x), ..o\ fin(®)), z€X, 1 <i<k.

Entonces f1, ... , fr son independientes (cf. [19], Ch. IX, Sec. 45, Th. B, page 193).
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nemos

u(ﬂ&) =u| N BUNE-E,

i€l t€FU{j1} el

0 ﬂ E, +N(ﬂE,-—Ejl>,

i€FU{j1} icF

M(ﬂEi—Ej1>=HM(Ei)— H 1 (Ei)

i€F i€F i€FU{j1}
=1 —p(E)) [ (E).
i€F

Supongamos el resultado cierto para G < ny, n; > 1, y sea G un
subconjunto de n; enteros positivos, digamos G = {js},,,, - Como

i€F i€F .
1<k<ni—1 1<k<ni Zf<k<{;“1?§’
SRXN1—

y la union es disjunta, por la hipdtesis inductiva tenemos

jz ( ﬂ E; — Ejk> = H p(E) (1—p(Ez)),

i€F, 1<k<m i€F, 1<k<ni

y sigue el paso inductivo. En segundo lugar, si G = {j1, j2}, F =0,
tenemos

X_Ejl = (X_Ejl)ﬂ(X_Ejz)UE]é _Ejla
1—p(Ej) =p((X —Ej)N (X — Ep)) + p(E)) — n(E; NE,)
=p((X = E;))N(X = Ej,)) + p(Ej) — p(Ejy) p(Ej) -
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Luego

U((X - Ejl) n (X - Ej2)) =1- :U'(Ejl) - M(Eh) + /J'(Ejl)u(Ej )

= (1 - p(Ey)) (1 - p(Es))-

Asumamos que p (NjeeX — Ej) = mijec (1 — 1 (Ej)) si 4G < ny y sea

ahora G = {E'kj }195”2 . Entonces

wl N B =u<ﬂE§>+u N B, — 5

GEG—{kny } Jjea j€G—{kny }

Por la hipétesis inductiva y el primer caso es

u(ﬂEf)= [T -uE)-

Jjea j€G—{kny }

y sigue la hipétesis inductiva. Ahora, si Y u(E,) < 400, como para
cada n es 02 (sg,) = p(Ey) — p(E,)” resulta S°° 02 (5¢5,) < 400,
En consecuencia, como {g, }, -, es acotada ) >, g, converge a.e.
(1] (cf. [19], Ch. IX, Sec. 46, Th. D, page 199). Como lim,_, . E, es
el conjunto de puntos en los que Y 7 | s, no converge la condicién es
suficiente. Por otra parte, si u (E,HWE”) = 0 entonces 22021 g,
converge a.e. y ¥ oo u(E,) < oo (cf. [19], Ch. IX, Sec. 46, Th. D,

page 199).

(iii)(1) Siu < t en Rsea x € 7! ((u,t)), donde a fortiori es 0 < ¢, u < 1.
Sea s € Qtal que m(z) < s <tyseanée€ Ntalques+2 "1 <ty
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S /28 > u. Siy e {m} X o x {2} x {0, 117 M2 tenemos

u < ji:l%/ijg z;:l%/Qk—% j;i yk/2k
k=1 k=1

k=n+1

o0
=7(y) <m(x)+ z 27k < s+ 27 <t
k=n+1

Luego {21} x ... x {z,} x {0, 11" "*% ) o5 entorno de z contenido
en 7' (u,t) y 7 es continua pues z, u, t son arbitrarios.

(iii)(2) {x} es subconjunto medible de X pues

o
{o} = [ {z1} x {22} x o x {2} x {0, 1}FH 7200
n=1
Como dicha interseccién es decreciente y X es espacio de medida finita

p({ah) = dm g [{or} x {m} % o x {an} x {0, 1020 )

= lim 27" =0.
n——+00

(iii)(3) Si Y = UL _ Vi, con Yy, = {z € X : fz7' ({0}) = m}, cada Y, es
evidentemente numerable y, por (iii)(2), de medida nula.

(iii)(4) Es facil ver que cada aplicacién 7, () = x,, £ € X —Y, n € Nes
medible. Luego m = Y > | 27", resulta medible. Ahora,

7T_1 ([0’ 1/2)) — {0} % N{2, 3, ..} y 71-_1 ([1/2, 1]) — {1} > N{2, 3, }
Dados enteros positivos k£, h indicaremos

[(k—=1)/2" k/2") si 1<k<2h
Ipn =
(2P —1) /2" 1] si k=2"
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En particular, 7! (I1) = {0} x N2 3 =} 771 (I,;) = {1} x N{2 3 -},
Sil > 1, paracadai € {1 2, 3, ..., 21} quedan determinados, univo-

camente, intervalos {]k],h }1 <i<i tales que

]i,l = ‘Iklyhl g Ik1—1,hl—1 g g Ik1,h1'

Para cada k, hes 7 ! (Iyp) C {x eX: = -1+ 1)/2} , de mo-
do que

l ki
1 _ (-D" +1 (141, 142, ..}
™ (Ii,l)_g{# x {0,1} .

Por lo tanto
pr ™t (Iy)] = 27t =m (1)), (205)

donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1], siendo (205) vélida ain
sil=1.Seal ={r/2%, r, se N:0<r/2° <1}, 0<b<1,{b}
una sucesion creciente en I' que converge a b. Entonces

p>1

m([0.6) = m (U2, 0.5)) = lim m[0.b,) (206)
= T p 77 ((0,8,))] = p [ ([0,0))]

Andlogamente, si0 <a <1y {aq}q>1 C I es tal que a4 | a escribimos
m ((CL, 1]) =1-m [0: a] =1-m (mgil [Oa aq)) (207)

=1— lim m([0,a,) =1— lim u[x"" ([0,q,))]

g—+00 gq—+00

=1 (0,0))] = [r" (@, 1].

Como a, b son arbitrarios, de (206) y (207) sigue la afirmacién.

(iv)(1) Sea @ : LY ([0,1],dx) — L% (X, dp), ®(f) = fom, f € LT ([0,1],dx).
® estd bien definida ya que si f € L% ([0, 1] ,dx) estd deﬁmda fomyes
medible: si B C C es boreliano, (f ow) ' (B) = #~' (f~' (B)) . Ademis
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f~Y(B) es medible porque ! (B) es medible Lebesgue en [0, 1]. Como
7 es continua 7 1(G) es de clase G5 si G C [0,1] es de clase Gs. En
particular, observamos que todo abierto de X es medible (cf. [19], Ch.
VII, Sec. 38, Th. A, page 155) de modo que todo conjunto de clase G
también lo es. Como por (iii)(4) uom ! se identifica con la medida de
Lebesgue en [0,1], la preimdgen por 7 de conjuntos de medida nula
tiene p*— medida nula, donde p* es la medida exterior inducida por pu.
La completacion de u coincide con p* sobre la clase de conjuntos p*—
medibles (cf. [19], Ch. III, §13, Th. C, page 56), de modo que pode-
mos asumir que la preimagen por 7 de conjuntos de medida nula tiene
medida nula. En consecuencia f o7 deviene medible, en consideracion
a la estructura general de conjuntos medibles Lebesgue. Ademads, si
1 < p < oo tenemos

/X @) dp () = / F@OF d () (0

y, por (iii)(4), d (um ') (t) = dt, i.e. ® es una isometria. Dada ahora
g € L% (X, dp) entonces gon ' : [0,1] — C es medible. Como

[ eGP a= [ lg@? du

resulta gor~! € L ([0,1],dz) y ® (gon ') = g, 1.e. ® es un isomorfis-
mo. Si p = oo, h € LY ([0, 1], dz) resulta ||® (h)|| < ||h]|,,. Podemos
suponer h # 0y, si 0 < ¢t < ||h||,, el conjunto {s € [0,1] : |h(s)| >t}
es medible Lebesgue y tiene medida positiva. Por las observaciones an-
teriores, 77! ({|h| > t}) es medible y

pr ({18 > 1) = p({|@(h) > t]}) = m ({|h] > t}),

de donde ¢t < ||® (h)]|,, - Como t y h son arbitrarios ¢ deviene isométri-
ca. La suryectividad de ¢ sigue como en el caso anterior.

(iv)(2) Si k € Ny y n € Ny veremos que (cos (2k7t), f.(t)) = 0. Evidente-
mente podemos suponer £ > 0, n € N. Tenemos

1 on—1 (2j-1)/2" j/on—1
_/ cos (2kmt) - fr(t) dt = Z / —/ cos (2knt) dt
0 j=1 \Y/@-1/2" (25—-1)/2"
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1 A -
:—<1—cos kw) sinw.

2n71

Sea ¢, = Zf;l sin (k7 (25 — 1) /2" '), n € N. Evidentemente ¢; = 0
y, si n > 1, podemos escribir

on—2

Ckr(4—3) . kr(dl—1)
Cn:Z(Slni—}‘SlnT

2n—1
=1

on—2
km . km(20-1) km
=2 COSW;SIHWZQ COSW Cp—1-

Por lo tanto, inductivamente sigue que ¢, = 0 para todo n y sigue la
afirmacién. Como ||cos (2knt)||, = 1/v/27 el sistema {f,},5, es no
total. Ademds, sin, m, i, j € N, 1 <7 < 2" 1 < j < 2mtn
cada intervalo [(¢ — 1) /2", i/2") es unién disjunta de 2™ intervalos
[(j —1)/2m*n, j/2m+") . Por (202) {f»},~, deviene enseguida conjun-
to ortonormal. (J -

6.18. Un teorema de Kakutani - Markoff

(Teorema de Kakutani - Markoff, cf. [26], [22]) Sea X un espacio com-
pacto, I un conjunto no vacio de funciones continuas sobre X. Si I' es con-
mutativo para la composicién existe u € M (X) tal que u (u) = p para toda
u € T, donde u () € M(X) es la medida naturalmente inducida sobre X por
cadau €Ty peM(X).10

Solucién

Siu €I consideremos

u:M(X) = M(X), (g,u(p) =(gou,p), p€M(X), g€ CX).

105En particular, p se dice que es una medida invariante respecto a T.
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Evidentemente, u es lineal y débilmente continua. Sea
I'={Ay,: vel, neN},

donde parau € T, n € N escribimos A, = 1/n 37" ui-1. Sea I"el conjunto
de composiciones (en nimero finito) de elementos de I'. Si K es el cono
de medidas positivas sobre X de masa total uno entonces K es convexo
y débilmente compacto. Ademds, si u € I' entonces u (K) C K y, por la
convexidad de K, A, , (K) C K sin € N. En consecuencia K es ["invariante.
Si 2 = {J(K): 9 €I} entonces = es una base de filtros en K, pues si
Y1, Yy € [Mexiste ¥y € ["tal que 9y (K) C 91 (K) Ny (K). Para ello, basta
hacer ¥y = 11 0¥y, observar que ¥; y ¥ conmutany 9; (K) C K, j=1, 2.
Fijado ¥ € I" el conjunto 9 (K) es subconjunto débilmente compacto de
K, como sigue considerando redes en K y la estructura de elementos de I".
Como = tiene la propiedad de interseccién finita y K es débilmente compacto
NE#D.SiuweNZ,neN, uel existe u € K tal que pg = Ay (1) Si
f € C(X) escribimos

[(f, ulpo) = po)l = {f ow—f, po)l = [(fou—f, Aum (1))

=1/n

<fou—f, Z_ju?(u)>‘

de donde ||@ (110) — po|| < 2/n 'y, como n es arbitrario, sigue que @ () = po-
U

6.19. Funciones compresibles e incompresibles sobre
un espacio localmente compacto. Teorema de re-
currencia de Poincaré.

Sea X espacio localmente compacto, ¥ la o— dlgebra de conjuntos me-

dibles respecto a una medida positiva p sobre X, u : X — X una funcién
continua tal que pu(u='(Z)) = 0 si Z € N,, donde N, es la subclase de
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¥ de conjuntos de medida nula.'%Si n es un entero no negativoy 4 C X
denotaremos u"(A) al conjunto (u")”" (4). También escribiremos

Aent = U;:ozou—n(A)’ Aret =AN u_l(Aent); A’ret inf = A n ﬂzozou_n(Aent)-
(208)
Diremos que un conjunto medible A es de clase w respecto a u si {u™"(4)},<,
es sucesion disjunta, en cuyo caso escribiremos A € w[u]. u se dird incom-
presible si para cada A € ¥ tal que u™'(A) C Aresulta A—u' (A) € N,. u
se dira compresible si no es incompresible.

(i) Son equivalentes: (a) wlu] C N,. (b) StAe€ X, A— At € Ny. (c) ues
incompresible. (d) Si A€ X, A — Ayet inf € Ny

(ii) u es compresible sii existe f : X — R funcién medible tal que fou > f
yu({fou>f})>0.1

(iii) (Teorema de recurrencia de Poincaré) Si X es compacto y u es invariante
respecto a 1 entonces u es incompresible.

(iv) Si X tiene una base numerable de abiertos y u es incompresible existe
Z € N, tal que para todo x ¢ Z y todo entorno U de z en X es
u™ (x) € U para infinitos enteros positivos n’s.

Solucién

106Gea S; (X) (resp. Sy(X)) la clase de funciones f : X — R semicontinuas y acotadas
inferiormente (resp. semicontinuas y acotadas superiormente) por alguna funcién conti-
nua. Si f € 8; (X) (resp. f € S5 (X)) escribimos p* (f) = supgec(x): g<5 (9,1) (vesp.
p (f) = infoec(x): g>5 (9,1)). Ademds, si h: X — R es una funcién arbitraria definimos
w* (h) = infres,(x): pon p* (f) (vesp. pux (h) = supses, (x): r<n t«(f)). Entonces

Ny ={Z € P(X): u* () = 0}

y ¥ contiene a los subconjuntos de X que son unién disjunta de un conjunto de N, y de
una sucesién de subconjuntos compactos (cf. [11], Ch. XIII, §9, page 134). Por ello, en las
condiciones presentes, u~1(A) € ¥ para cada A € 3. Si B C X se indica pu*(B) = u* (»B),
s (B) = ps (3¢8) (medidas exterior e interior de B respectivamente). A fortiori, si B € &
ambas cantidades coinciden y se denota p (B) al valor comin (cf. [11], Ch. XIII, §7, page
123).

107Gea u compresible, n entero positivo mayor que uno, f : X — R funcién medible
tal que fou > f yu({fou>f}) > 0. Como fou™ > fou™ 1 > ... > f tenemos
{fou>f} C{fou™> f}y, por lo tanto, u™ serd compresible.
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[(a) = (c)] Si p(ut(A)—A) = 0 para cada A € ¥ tal que A C u'(A)
entonces u es incompresible. En efecto, si B € ¥ es tal que v '(B) C B
entonces X — B C X —u!(B)y X —u}B) = v X — B). En
consecuencia p (u (X — B)N B) =0y, como

v (X -B)NB2B-u!(B)

es u (B —u"Y(B)) = 0. Ahora, si u es compresible existe C € ¥ tal
que C Cu'(C)y p(u(C)—C) >0.Sea D=uC)-C,peN,
zeDNuP(D).ComoC Cu(C)yDCuC)esuf(z) eCND,
lo que es imposible porque C N D = (). Si ademds n € Ny resulta

v (D)Nu P (D)=u"(DNu? (D)) =0.
Como D es medible D € w[u]. Pero p (D) > 0 contradice (a) .
(i) [(c) = (b)] Si A € ¥ por (208) es u™" (Aens) C Aept- Luego

Aent - uil (Aent) € Nu

Yy
A— Aret =A- uil(Aent) C Aent - uil(Aent)a

de donde A — At € N,. [(b) = (a)] Si A € w(u], como {u™"(4)},5
es sucesion disjunta podemos escribir -

A=Ay =02, (A—u™(4) = 4, (209)
y por hipétesis resulta A € N,,.
[(b) = (a)] Observar que la identidad (209) es valida si A € w[u].
[(a) = (d)] Podemos escribir A — A,¢; int = US_ By, donde
By =M, (A—u™4)), meN,.
Fijado m tenemos By, € w [u], pues es medible y, si r € Ny,
u™" (Bm) = MLy, (u™ (4) —u™"7"(4)),

de manera que {u " (By,;)},s, €s una sucesién inyectiva. Por la hipétesis
deducimos que A — A,¢ inf € N,

331



[(d) = (b)] Notar que A— Aret inf 2 A—- Aret-

(i) Si u es compresible sea A € X tal que A C u™'(A) y u (v (4) — 4) > 0.
Entonces

wa(u(x)) =1=24(z) si x€ A,
wa(u(z)) >0=1s4(x) si x¢ A

y basta considerar f = s¢4. Reciprocamente, por hipétesis existe r € Q
tal que p ({f <r < fou})>0.Como fou> fes

u ' ({f >rh) 2{f>r}.
Si u fuese incompresible p (u™t ({f >r}) — {f >r}) = 0. Pero

{f<r<foupCu({f>r}) —{f>r},
y u es necesariamente compresible.

(iii) Por la compacidad de X y el teorema de Markoff - Kakutani hay al-
guna medida invariante respecto a u. Si y es u— invariante entonces
(fou,u) = (f,u) para cada f € C(X). Sea C compacto tal que
C C u™(C). s y s4-1(c) son scs porque C'y u~'(C) son cerrados
(cf. [11], Ch. XII, 12.7.4, page 25). Podemos escribir

1(C) = pu (30) = secot o (g, 1) = secot L (g ou, p)
> inf (hy 1) = pe (Gru-1(09) = 1 (w1(0)) > p(O).

T heC(X): h>(sc)ou

Como p(u™'(Z)) = 0 si Z € N,, de la estructura de los elementos
de X concluimos que p(u™(4)) = p(A)si A e . SiACu Ay
A€ X, como p es finita u™'(4) — A € N, y u es incompresible.

(iv) Sea {V,},cn una base de abiertos de X, Z = U2 1V, — (Vo) ,op ims - Si U
es incompresible Z € N,. Sea ¢ ¢ Z, U C X entorno de z, ng € N tal
que z € Vy,, vy Vp, € U. Como

Z = Vo =T 00 v (V)
n=1
es T € My, 100 u™™ (Vy,) v sigue (iv). O
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6.20. Una medida boreliana no regular en el plano real.

Consideremos el plano R? con la siguiente topologia \: un subconjunto
es abierto si y solo si su intersecciéon con cada recta vertical es abierta en
dicha recta respecto a la topologia usual de R. Luego (R?,\) es espacio de
Hausdorff localmente compacto y, si f € C, (R?, \), hay un conjunto finito
F; C R tal que f(z,y) =0si (z,y) € R — F; x R. La relacién

A=Y [ ey dn fec (®.),

z€F ¢

define un operador A € C, (R?, A)’, . La tinica medida de Borel i que realiza
a A segin el teorema representaciéon de F. Riesz es no reqular. %8

Solucién

Claramente A es una topologia separada; {z} X (y — 1,y + 1) es entorno
A— abierto de (z,y) € R? con clausura {z} x [y — 1,y + 1] compacta. Si
K C R? es A— compacto, como {{z} x R} . (3R)/(zy)ex €S cubrimiento
A— abierto de K, existe G € Ps(R) tal que K C Uzeq{z} x R Por ello
A estd bien definida y es un funcional lineal positivo sobre C, (R?, ). Sea
i la medida de Borel asociada, V' € A tal que Rx {0} C V. Si z € R sea
0<ep<ltalque{z}x(—ez,6;) CVyW = Uger {x} X (—€4,€,), de modo
que W e AyRx {0} CW CV.ComoR=U>2,{z:1/(n+1)<e; <1/n}
existe ng € N tal que el conjunto I ={z:1/(ng+1) < e, < 1/ny} es infinito
(m4s atn, no numerable). Si F € Py (I) sea f € C. (R?,\) talque 0 < f <1,
SUpD () € Uper {2} X (—e0r22) ¥ f (@,5) = 18t [y| < £2/2 € F . Entonces
(cf. [43], Ch. 2, Th. 2.14, (1), page 43)

p(V)>pu(W)>Af>> e > () / (no+1)

y, como [ es arbitrario, p (V) = +o0. Asi p(Rx {0}) = +oo porque V
es arbitrario (cf. [43], Ch. 2, Th. 2.14, (c), page 42). Por otra parte, si C

108Una medida positiva p definida sobre la o— &lgebra de Borel de conjuntos de un
espacio de Hausdorff localmente compacto X es regular si, para cada conjunto de Borel E
de X, se verifica

pw(E)=inf{u(U): UDE, U— abierto}

=sup{p(K): K CE, K — compacto}.
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es subconjunto compacto de Rx {0} deducimos, por la observacién sobre la
estructura de conjuntos A— compactos, que C' se reduce a un nimero finito
de puntos. Como p (C) =inf{Ag: g € C.(R?,\)} (cf. [43], Ch. 2, Th. 2.14,
(7), page 44), si (a,0) € Cy d >0sea g€ C, (R*,\), 0<g <1,

supp (g) € {a} x [-6/2,5/2].

Entonces 1 ({(a,0)}) < Ag < 6 y como 0§ es arbitrario x ({(a,0)}) = 0. Luego
w1 (C) =0y, como Rx {0} es boreliano, i es no regular. [J
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