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PREFACIO

El Algebra Homoldgica es una de las principales creaciones de la mateméti-
ca del presente siglo, utilizada pricticamente en todas sus ramas, asi como
otras disciplinas de la ciencia. Este libro expone temas que antes habian
sido reservados para los estudios de posgrado, y viene a llenar un hueco en la
escasa literatura sobre estos temas, pues mientras unos textos presuponen
cierta madurez del estudiante, otros son muy elementales. También es
el dnico texto que introduce en nivel de licenciatura la Cohomologia de
Grupos —que dio origen al Algebra Homolégica— y la K-Teoria Algebraica
—la rama mas reciente de la Matematica—, asi como su estrecha relacion.

Cada seccién de los cinco capitulos que conforman la obra contiene una
serie de ejercicios que son una parte fundamental del texto, le permiten al
lector adquirir destreza y le brindan la oportunidad de crear matematicas.
En algunos de ellos se definen conceptos que se utilizan posteriormente.
A lo largo del texto se incluyen ejercicios conducentes a establecer una
interpretacién de los grupos de cohomologia de dimensién n en términos de
cierto tipo de extensiones de grupos, la cual se da en 1V.5. Las referencias
sin nimeros romanos se refieren a resultados del capitulo en consideracién.

En la introduccién se presenta el material que contiene el libro de manera
que el lector pueda obtener brevemente una idea global.

Este libro estd disenado para un curso de un afio (dos semestres es-
tudiando los capitulos I, II y III en el primero y los capitulos IV y V en
el segundo) al nivel de licenciatura o de un semenstre (omitiendo quizd
el capitulo V) para estudios de posgrado. Se presupone que el lector ya
posee los conocimientos del Algebra Moderna (Teoria de Grupos, Anillos y
Campos).

Durante varios afios he impartido cursos basados en el material aqui
incluido tanto a alumnos de licenciatura y de posgrado como a colegas
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en seminarios y cursos de actualizacion. A todos ellos les agradezco su
atencién y sus oportunos comentarios.

Deseo agradecer a mis alumnos Flor de Maria Aceff y Raidl Mayoral el
haber transcrito en TEX el manuscrito. En forma muy especial mi més
grande reconocimiento a Flor de Maria Aceff por haber puesto su talento
matematico y artistico en éste, también, su libro.

También deseo agradecer a mi padre Emilio Lluis Riera; a mis exalum-
nos y ahora colegas, F. Zaldivar y A. Adem; el haber utilizado versiones
preliminares en sus cursos o leido y hecho interesantes sugerencias. Sin
embargo cualquier falta u omisién es exclusivamente mia.

Finalmente, mi reconociemiento al Departamento de Publicaciones de
la Facultad de Ciencias de la UNAM por las facilidades prestadas para
trabajar las versiones preliminares utilizando el equipo TEpX. Asi mismo
agradezco las atenciones y facilidades proporcionadas por Addison-Wesley
Iberoamericana S.A.

Octubre de 1989 Emilio Lluis—Puebla
PREFACIO (SEGUNDA EDICION)

Este libro (primer texto matematico publicado en el sistema TEX en
México) cumple ya quince anos de ser utilizado exitosamente como texto
sobre la materia en diversas universidades de Espana y el Continente Ameri-
cano, incluyendo algunas universidades de Estados Unidos de Norteamérica
y, desde luego, en México.

He tenido el gusto de ofrecer conferencias en muchas universidades de
Centroamérica y Sudamérica donde me he encontrado con colegas, que lle-
van mi libro como texto. Me han solicitado una nueva edicién pues la
anterior es imposible de conseguir. Esta nueva edicién, donde he corregido
algunos errores tipograficos y atendido nuevas ideas o sugerencias que al
través de los afios me he hecho y han hecho mis propios alumnos (a quienes
mucho agradezco), la he incluido dentro de las Publicaciones Electrénicas
de la Sociedad Matemédtica Mexicana mostrando (como matemético y Edi-
tor Ejecutivo de las mismas) la confianza en este tipo de publicacién. Este
tiene una excelente accesibilidad, asi como un nulo costo, que de no ser asi,
resultaria elevado para los estudiantes y colegas de muchos lugares. Las
Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matemética Mexicana tienen ac-
ceso libre en linea, pueden copiarse en el ordenador o imprimirse en papel
para uso personal. Ademads, a partir de esta nueva edicién, el lector podra
adquirir las publicaciones en CD o impresas en papel empastado.

Otono de 2005 Emilio Lluis-Puebla
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INTRODUCCION

TEORIA DE MODULOS

El Algebra Homoldgica, totalmente inexistente hace 55 afios, estd invadien-
do la totalidad de la Matema&tica de la misma manera en que la Teoria de
Grupos y el Algebra Lineal lo hicieron a principios del presente siglo.

Siempre que se habla de alguna rama de las matemadticas se establecen
los objetos de estudio. Asi, los grupos son los objetos de estudio de la
Teoria de Grupos, los anillos de la Teoria de Anillos, etc. Los objetos
que estudiaremos serdn los moédulos. El concepto de mdédulo proporciona
una generalizacién adecuada de los conceptos de espacio vectorial y de
grupo abeliano. Estos objetos no son tan especiales, ya que (en lenguaje
categdrico) toda categoria abeliana pequena puede considerarse dentro de
una categoria de médulos sobre un anillo adecuado [F].

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. No es necesario considerar el
caso particular en que A sea conmutativo (se puede considerar el caso no
conmutativo) pero, por razones de sencillez, asi lo haremos por el momento.
Entonces diremos que una pareja (M, u) es un A-mddulo o mddulo sobre
el anillo A si M es un grupo abeliano aditivo y x4 es un homomorfismo de
anillos u: A — End(M, M), dado por u(«o)(z) = azx.

Si A = Z, entonces cualquier grupo abeliano puede considerarse como
un Z-modulo, y si A es un campo K, entonces un K-médulo es un espacio
vectorial sobre K.

i Cémo relacionamos dos A-médulos? Asi como a los conjuntos los pode-
mos relacionar mediante funciones, a los grupos mediante funciones que
preservan estructura de grupo, etc., a los A-mdédulos los relacionaremos
mediante funciones que preservan la estructura de A-médulo llamadas
homomorfismos. Entonces, si M y N son A-médulos, f: M — N es un ho-
momorfismo de A-mddulos si f preserva la estructura de grupo abeliano,
ie. flx+y) = flz)+ f(y) y ademés f(az) = af(z);a € A; z,y € M. Dado
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un homomorfismo f: M — N de A-médulos podemos hablar de su nicleo
e imagen, denotados por ker f e im f, respectivamente. También podemos
hablar de submddulos de un A-médulo.

Sucede lo esperado: la composicion de homomorfismos resulta ser un
homomorfismo; la imagen bajo un homomorfismo de un submédulo es un
submddulo; la imagen inversa de un submédulo bajo un homomorfismo es
un submédulo; en particular, el nicleo y la imagen de un homomorfismo
son submoédulos (de donde deben serlo).

También existe el concepto de mddulo cociente cuyos elementos son las
distintas clases laterales de un submédulo en un médulo.

Relacionaremos varios A-mdédulos mediante una coleccién de homomor-
fismos que cumplan lo siguiente: diremos que una sucesiéon de A-mddulos

_>MZ?1JCL—71>M1L> T e

es semiexacta en M; si im f;_1 C ker f;, es decir, si el nicleo del homo-
morfismo saliente contiene a la imagen del homomorfismo entrante. Si es
semiexacta en cada A-mddulo M;, la llamaremos sucesion semiexacta. Esto
equivale a decir que la composicién f; o f;_1 es el homomorfismo trivial,
denotado por 0, i.e., f;o f;_1 = 0. También diremos que una sucesion es
exacta en M; si es semiexacta e im f;_1 D ker f;. Esto es, la sucesién es
exacta en M; si, y sélo si, im f;_1 = ker f;. Si es exacta en cada A- moédulo
M;, la llamaremos sucesion exacta. Toda sucesién exacta es semiexacta,
pero no es cierto que toda sucesién semiexacta sea exacta.

Una sucesién exacta de la forma
0— M Lom2m" — o

se llama sucesion exacta corta. Es facil comprobar que, en una sucesién
exacta corta, f es un homomorfismo inyectivo llamado monomorfismoy que
g es un homomorfismo suprayectivo llamado epimorfismo. Utilizaremos la
siguiente notacion para una sucesién exacta corta:

LV ERRY VRS V(3

Es inmediato comprobar que una sucesién exacta corta no es otra cosa que
un disfraz de un submédulo y el médulo cociente de un A-mdédulo de la
sucesién exacta corta

N — M — M/N
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El concepto de sucesién exacta corta fue notado por Hurewicz en 1941.
La notacién de flechas surgié de las investigaciones topoldgicas de los anos
cuarenta.

La categoria de A-médulos se estudia examinando el comportamiento
de ciertos funtores. Los mas importantes son Hom, ® y otros funtores
relacionados y derivados de éstos.

Denotemos por Hom (M, N) al conjunto de homomorfismos del A-médulo
M en el A-médulo N.

Los siguientes teoremas pueden considerarse como el comienzo del Alge-
bra Homolégica.

TEOREMA. Si N/ Y~ N % N es una sucesién exacta de A-médulos,
entonces la sucesién inducida

’

0 — Homa (M, N') 2= Homy (M, N) 2= Homy (M, N")

es exacta.

. ¢’ . P
TEOREMA. Si M’ %> M —5- M” es una sucesién exacta de A-médulos,
entonces la sucesién inducida

Homa(M',N) £~ Homp(M,N) £~ Homp(M",N) — 0

es exacta.

Es de esperar que el caso en que v, sea suprayectiva resulte interesante.
Los A-médulos que cumplen el hecho de que 1), sea epimorfismo siempre
que 1 lo sea, se llaman A-mddulos proyectivos.

Imitando el caso de los K-mdédulos o espacios vectoriales sobre un campo
K, decimos que un A-moédulo es libre si posee una base. Resulta ser que
todo mddulo libre es proyectivo y que todo A-médulo es cociente de un
modulo libre.

De una manera dual se define un A-médulo inyectivo como aquel que, al
ser ¢ monomorfismo, implique que ¢* sea epimorfismo. Resulta ser cierto
que todo médulo es isomorfo a un submoédulo de un médulo inyectivo.

El concepto de moédulo se debe a Kronecker, quien utilizé moédulos so-
bre anillos de polinomios, pero solamente en los tultimos 40 anos se ha
reconocido su importancia en el Algebra. Los mdédulos proyectivos fueron
utilizados por vez primera y de una manera efectiva por Cartan y Eilenberg
en 1956. Fue Noether, en los afios veinte, quien enfatizé la importancia de
los homomorfismos.
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El funtor Hom se conocia desde hace mucho tiempo, pero aparecié por
primera vez bajo ese nombre en los trabajos de Eilenberg y Mac Lane en
1942.

ALGEBRA HOMOLOGICA

El Algebra Homolégica surgié como lo hacen los grandes desarrollos mate-
maticos: como un entrelazamiento de diferentes dreas y de diferentes ideas
de muchos matematicos. La presentacion que haremos es simplemente la
purificacién de la interaccién entre la Topologia y el Algebra.

Sea {C}, }nez una familia de A-médulos y {9,: C;, — Cj—1 }nez una familia
de homomorfismos de A-mddulos tales que 9, 0 9,+1 = 0. Un complejo de
cadenas o cadena sobre A es una pareja C = {C,,0,} y la escribimos como
sigue:

Ont2 On+1 [é) On-1
.o, Mo, P o, 2

Esto significa que una cadena no es otra cosa que una sucesién semiexacta
descendente de A-mddulos.

El concepto central del Algebra Homoldgica es el siguiente: consideremos

b O P p
una cadena C: - — Cpyy —5 Cp, 2 Cp_q — ---. El mddulo de homologia

de gradon de C, denotado con H, (C) es el cociente H,(C) = ker 0y /im Op41.
Lo que H,(C) hace es medir la inexactitud de la cadena C, pues por ejemplo,
si C es exacta, entonces im 0,11 = ker 9, y, por lo tanto, H,(C) = 0.
Lo que hemos hecho es asociarle a una cadena C' un mdédulo graduado
H.(C) = {H,(C)} que llamaremos homologia de la cadena C. Sucede que
un morfismo de cadenas ¢:C — D induce un morfismo (bien definido, de
grado 0) ¢.: H.(C) — H.(D) de médulos graduados. Luego, H.(_) es un
funtor covariante de la categoria de complejos de cadenas a la categoria de
A-médulos graduados.

Si consideramos familias semiexactas con indices en orden creciente
{C™},cz, obtendremos conceptos duales; hablaremos de cocadenas, de co-
homologia de una cocadena etc.

Consideremos una cadena positiva (i.e. P, = 0 para n < 0) exacta de
A-médulos proyectivos P = {P,,0,}, es decir, tal que H,(P) =0 paran > 1
y pidamos que Hy(P) = M. La escribiremos asi:

On On— 9
Pioi— Py =5 Py m= o — PS5 P> M —0
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y la llamaremos resolucion proyectiva de M. Se sabe que todo A-médulo
posee una resolucién proyectiva. Dada una resolucién proyectiva de un
A-médulo M podemos considerar la resolucion proyectiva reducida de M.

PMI---—>Pn—>Pn_1—>~'~—>P0—>O

No se pierde ninguna informacién acerca de P (pues M = coker 0y), y
tenemos la ventaja de que Py, consta exclusivamente de A-moédulos proyec-
tivos. La idea central del Algebra Homoldgica es la de funtor derivado. Sea
Mod, la categoria de A-moédulos izquierdos o derechos y Ab la de grupos
abelianos. Sea T un funtor covariante aditivo de Mod, en Ab. Entonces
existe una sucesion de funtores de Mod, en Ab

L,T:Mody — Ab n=0,1,...

que se llama funtor derivado izquierdo de grado n de T. L,T(M) se obtiene
primero tomando una resolucién proyectiva reducida Py; del A-médulo M,
luego formando el complejo TPy, y finalmente obteniendo su homologia,
i.e., L,T(M) = H,(TPy).

Andilogamente, sea S un funtor contravariante de Mod, en Ab. El
funtor derivado derecho de S, R™"S(M), se obtiene tomando una resolucién
proyectiva reducida Py de M, luego formando el complejo SP,, y finalmente
obteniendo su cohomologia, i.e., R"S(M) = H"(SPy), n=0,1,....

Por ejemplo, el funtor derivado izquierdo del funtor covariante N@, _,
L,(N®a _), n >0, se denota con Tor’(N,_ ).

Asimismo, el funtor derivado derecho del funtor contravariante
Hompa(—,M), R"(Homa(—,M)), n >0, se denota con Ext}(_,M).

Fue Ext)(_,N) el que condujo a Eilenberg y Mac Lane en 1943 a intro-
ducir el concepto de categoria y funtor. Consideraremos un caso muy im-
portante que dio origen al Algebra Homoldgica, a saber, la (Co)Homologia
de Grupos.



6 INTRODUCCION

COHOMOLOGIA DE GRUPOS

Un G-moédulo izquierdo consiste en un grupo abeliano M junto con un
homomorfismo k: G — Aut(M).

Consideremos el anillo entero ZG de un grupo G, P una G-resolucién
proyectiva del G-médulo trivial Z y N un G-médulo. Entonces

P%:"'—>P7L—>"'%PO—>O

es una G-resolucién proyectiva reducida de Z (cada P; es un G-mdédulo
proyectivo). Hagamos el producto tensorial de Pz con N sobre el anillo
A =7ZG:

Pz@zaN: - — P,@zgN — -+ — Py@zeN — 0

que es una cadena y, por lo tanto, podemos medir su inexactitud me-
diante H,(Pz®%zcN) para cada dimension. Denotaremos H,,(Pz®QzgN) con
H,(G;N) y lo llamaremos grupo de homologia de grado n de un grupo G
con coeficientes en un G-mddulo derecho N.

Podemos también considerar el caso dual: aplicamos el funtor
Homza(—,N) a Pz y obtenemos

Homyga(Pg,N): -+ «— Homygg(P,,N) «— -+ «—— Homgg(Py, N) — 0

que es una cocadena y, por lo tanto, podemos medir su inexactitud median-
te H"(Homzg(Pz,N)) en cada grado. Denotaremos H"(Homzg(Pz,N)) con
H"(G,N) y lo llamaremos grupo de cohomologia de grado n de un grupo G
con coeficientes en un G-modulo izquierdo N.

La homologia y cohomologia de un grupo G presentan las siguientes
propiedades principales:
(i) Hn(G;P)=0 paran>1si P es ZG-mddulo proyectivo.
(ii) H"(G;I) =0 para n > 1 si I es ZG-mdbdulo inyectivo.
(iii) Ho(G;N) = Ng = N/{gy —y}, g € G, y € N es el més grande de los
cocientes de N en los cuales G actiia trivialmente.
(iv) H°(G;N) = N¢, donde N¢ es el submédulo més grande de G en el cual

G actia trivialmente, i.e., N denota a los invariantes de N bajo la
accion de G.

(v) Hi(G,Z) = G/|G,G] y HY(G;Z) = Homz(G/|G,G),Z). Por ejemplo:
H(Z/n,Z) = Z/ny H (Z/n; %) = Homzg (Z/n,Z) = 0.
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(vi) Si R —— F —» @ es una presentacion libre del grupo G entonces
Hy(G,Z) = (RN [F,F])/[F,R] y es el nucleo de la extensiéon central
universal siguiente:

1— Hy(G;Z) — |F,F]|/|R,F] — G — 1.

(vii) Existe una correspondencia biyectiva entre H*(G,N) y el conjunto de
clases de equivalencia de extensiones de N por G.

Recientemente se encontré una interpretacién para los grupos de coho-
mologia H"1(G; N) en términos de n-extensiones cruzadas. Véase [G| para
una exposicion detallada de esta interpretacion.

La (Co)homologia de grupos surgié de la extensa algebraizacién de la
Topologia Combinatoria que tuvo lugar en los ltimos anos veinte. Alexan-
droff y Hopf senalaron que los grupos de homologia aparecieron en 1926
cuando discutian la demostracién del teorema del punto fijo de Lefschetz
con Emmy Noether. Ella sugirié que se entenderia mejor si se usaran los
grupos de homologia. El estudio de las Extensiones de Grupos y de la Teoria
de Campos de Clases en 1930 prepard el terreno para el desarrollo de la
Homologia de Grupos. Durante la Segunda Guerra Mundial aparecieron
cuatro contribuciones independientes que describian grupos de homologia
H,(G;Z) y H"(G; Z) de grado superior; se debieron a Hopf, Freudenthal,
Eilenberg-Mac Lane y Eckmann y se inspiraron en el trabajo de 1942 de-
sarrollado por Hopf. Mas tarde, la cohomologia de grupos fue una de las
motivaciones para el desenvolvimiento del Algebra Homoldgica. Asi, creada
como una herramienta se convirtié después en una teoria y establecié un
enlace entre la Topologia y el Algebra. No es posible comentar aqui las apli-
caciones de la homologia de grupos: baste mencionar su estrecha relacién
con la K-Teoria Algebraica, la cual le ha dado un nuevo impulso.

K-TEORIA ALGEBRAICA

Asi como el Algebra Homolégica empieza por el hecho “lamentable” de que
no todos los médulos son proyectivos, la K-Teoria Algebraica empieza por
el hecho “lamentable” de que no todos los mdédulos proyectivos son libres.

La K-Teoria Algebraica comenzé a finales de la década de los cincuentas
con la analogia de Serre entre haces vectoriales y mddulos proyectivos:
existe una correspondencia biyectiva entre clases de isomorfismo de haces
vectoriales reales sobre X y clases de isomorfismo de médulos finitamente
generados sobre el anillo de funciones reales continuas sobre X. Por medio
de esta correspondencia, el conocimiento de los haces vectoriales se utiliza



8 INTRODUCCION

para sugerir resultados, demostraciones y construcciones para los médulos
proyectivos.

En geometria algebraica, los haces vectoriales sobre variedades alge-
braicas se definen como gavillas localmente libres. De hecho, existe una
correspondencia biyectiva entre haces vectoriales y gavillas localmente li-
bres de rango finito. El espacio afin A} sobre un campo k es el espectro

primo Spec k[t1,---,t,]. Este es un esquema afin sobre k[ty,---,¢,] vy las
gavillas localmente libres corresponden a médulos proyectivos finitamente
generados sobre k[ty,---,t,]. Asi pues, los médulos proyectivos finitamente

generados corresponden a haces vectoriales sobre A}. La conjetura de Serre
era la siguiente: jes todo haz vectorial sobre A} un haz trivial? o equivalen-
temente, ;json libres todos los médulos proyectivos finitamente generados
sobre k[ty,---,t,]7

Una de las metas de la K-Teoria Algebraica fue en un principio, la de
proveer nuevas técnicas para atacar el problema de Serre. Sin embargo,
ninguna de las soluciones independientes de Suslin y Quillen en 1976 se
basé en la K-Teoria Algebraica.

La K-Teoria Algebraica Clésica es una parte del Algebra Lineal Gene-
ral. Es, intuitivamente, una generalizaciéon del teorema que establece la
existencia y unicidad de las bases para espacios vectoriales y también de la
Teoria de Grupos del grupo lineal general sobre un campo.

La K-Teoria Algebraica tiene sus raices en el trabajo de Grothendieck
sobre el teorema de Riemann-Roch, donde introdujo el funtor K;,. Sea A
un anillo con unidad. Definimos Ky(A) como el grupo abeliano con un
generador [P] para cada A-mdédulo proyectivo finitamente generado P, y
una relacién [P] = [P'] + [P"] para cada sucesién exacta

0—P —P—P' —0.

Llamamos a Ky(A) el grupo de Grothendieck de A, i.e., el grupo abeliano
de clases de isomorfismo de A-mddulos proyectivos finitamente generados.
Decimos que dos A-médulos P y Q son isomorfos establemente si P @ A" =2
Q ® A" para alguna r € Z, r > 0. Ko(A) goza de las siguientes propiedades:

(i) Dos elementos [P] y [Q] en Ky(A) son iguales si, y sélo si, Py Q son
isomorfos establemente.

(ii) Ko(_) es un funtor de la categoria de anillos en la categoria de grupos
abelianos.

(111) K()(Al X X An) = K()A1 D---P K(]An.
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Observamos que la operacion aditiva en Ky(A) proviene de la suma di-
recta de médulos, i.e., [P]+[Q] = [P®Q] y que, si A es conmutativo, entonces
el producto tensorial de médulos hace de Ky(A) un anillo conmutativo, i.e.,

[P]+1Ql = [PaqQ]
Sea GL,A el grupo lineal general de matrices invertibles de n x n con
coeficientes en A. Si identificamos a cada matriz A € GL,A con la matriz

<61 (1)) € GLy41(A) obtenemos inclusiones GLy(A) C GLa(A) C GL3(A) - --.

Denotaremos su limite directo con GL(A). En 1939, Whitehead demostré
que el subgrupo E(A) C GL(A) generado por todas las matrices elementales
era igual al subgrupo conmutador [GL(A), GL(A)]. Por lo tanto, E(A) es un
subgrupo normal de GL(A) y el cociente GL(A)/E(A) es un grupo abeliano
bien definido. Este grupo se define como KA y se llama el grupo de White-
head de A. Es inmediato comprobar que K; es un funtor de la categoria de
anillos en la categoria de grupos abelianos.

Si A es conmutativo, definimos SK;(A) como SL(A)/E(A) donde SL(A)
es el grupo lineal especial. Existe una descomposiciéon en suma directa
Ki(A) 2 A* @ SK;(A), donde A* denota el grupo de unidades de A. Si A
es un campo, un anillo local, un anillo euclidiano o los enteros algebraicos
en una extension algebraica finita de @, entonces SK;(A) = 0 y, por tanto,
Ki(A) 2 A

Durante los tultimos anos de la década de los sesenta, uno de los proble-
mas mayores de la K-Teoria Algebraica era el de definir funtores K, A para
toda n € Z. Esto fue sugerido por analogia con la K-Teoria Topoldgica.

En 1969, Milnor propuso una definicién de K3(A) que poseia propiedades
analogas a Ky y K;. El vio que, en el grupo E,,(A), las matrices elementales
ef‘j satisfacian ciertas relaciones obvias. Siguiendo a Steinberg, Milnor in-
trodujo un grupo abstracto St, (A) definido por generadores x;\J y relaciones
que imitaban el comportamiento de esas matrices elementales. Definiendo

el homomorfismo candénico

bn: Stn(A) — En(A) C GLn(A)

dado por ¢, (z7;) = e}y, y pasando al limite directo obtenemos ¢: St(A) —

GL(A) tal que ¢(St(A)) = E(A). Entonces Milnor definié Ky(A) = ker ¢. Por
abuso de notacién quitaremos los paréntesis.

K> A disfruta de las siguientes propiedades:
(i) K2A esigual al centro del grupo de Steinberg Z(StA)

(ii) K2A es un grupo abeliano tal que
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1— KoA — StA — GLA — KA —1

es exacta.

Veamos ahora cémo se relacionan la cohomologia de grupos y la K-Teoria
Algebraica Clasica.

Como hemos visto, H,(G;Z) = G/|G,G] vy H2(G;Z) = RN [F, F|/|F,R], y
también definimos K;A como GLA/EA = GLA/[GLA,GLA]. Por lo tanto,
KA no es otra cosa que Hy(GLA;Z).

Para relacionar K, y Hs necesitamos el concepto de extensién central
universal. Una eztension central de un grupo G es un par (X, ¢) donde X
es también un grupo, ¢: X — G es suprayectivo y ker ¢ C Z(X).

Una extensién (X, ¢) se llama universal si, para toda extension central
(X', ¢') de G, existe un homomorfismo tnico : X — X’ que hace conmutar
el siguiente diagrama:

x % ¢
L [
X — G

El grupo de Steinberg StA se puede describir, desde otro punto de vista,
como la extension central universal del grupo EA. Se tienen las siguientes
propiedades:

(i) Un grupo G admite una extensién central universal si, y sélo si, G es
perfecto, i.e., G = [G,G].

(ii) Si F es un grupo libre y R = ker {F — G}, entonces el nticleo de la ex-
tensién central universal [F, F|/[R, F] — G es canénicamente isomorfo
al segundo grupo de homologia Hy(G,Z) = (RN [F, F])/[R, F).

Por su misma definicién, StA es un grupo perfecto. Como ker ¢ = Z(StA),
StA es una extensién central de EA, y es universal. Por lo tanto, el
nticleo del homomorfismo canénico ¢: StA — FEA puede identificarse con
Hy(EA; Z). Luego KoA = Hy(EA; Z).

Las extensiones centrales universales fueron introducidas por Schur en
1904 para el caso de grupos finitos y el subgrupo central

(RO[E, F)/[R, F] = Hy(G; Z)

se llama multiplicador de Schur de G.
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La K-Teoria Algebraica se convirtié en un tema importante porque rela-
ciona dos areas de las matematicas. El desarrollo de la K-Teoria Algebraica
superior de Quillen relaciona la Topologia con el Algebra de una manera
nueva y fundamental. La K-teoria Algebraica utiliza métodos topoldgicos
para encontrar invariantes algebraicos, y también proporciona una manera
de traducir conceptos algebraicos en conceptos topoldgicos. La K-Teoria
Algebraica estudia las propiedades de ciertos grupos K;(A), construidos a
partir de un anillo A. En el presente texto estudiaremos los grupos KpA,
KlA y KQA

Lo que resta de esta introduccion no es material del texto. Sin embargo,
lo incluimos aqui para presentar un panorama mas amplio y para leerse
requiere de conocimientos de Topologia Algebraica.

Para definir los grupos de K-teoria superior se necesita la siguiente cons-
truccion famosa debida a Quillen:

TEOREMA: Sea X un complejo CW conexo con punto base p. Sea N
un subgrupo normal perfecto de 71(X,p). Entonces existe un espacio X* y
una transformacién f: X — X tal que

(i) m1(f) induce un isomorfismo

m (X, p) 2 m(X,p)/N

(ii) para cualquier 7 (X', p)-médulo A, f induce un isomorfismo

H.(X: {1 4) = H. (X, 4)

(iii) (X, f) estd determinado, excepto por equivalencia homotépica por (i)
y (ii).
Este teorema se conoce como construccion + de Quillen, y fue inspirada por
la necesidad de encontrar una interpretacién topolégica del funtor K> de
Milnor. La idea de la demostracion es la de adjuntar 2-células para aniquilar
N y 3-células para neutralizar el efecto de las 2-células en homologia.
Tomemos X = BGLA (el espacio clasificante de GLA) y N = EA, que

es un subgrupo normal perfecto de GLA = 7;(BGLA). Entonces, por la
construccién + de Quillen, existe un espacio BGLAT que satisface

m(BGLAT) = m(BGLA)/EA =~ GLA/EA,

que es precisamente KiA.
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También podemos formar BEAT con respecto a EA. Por el teorema
del isomorfismo de Hurewicz, Hy(BEAT; Z) & my(BEAT). Ademds, puesto
que m(BEAT) = m(BGLAT) podemos concluir que KA = Ho(EA;Z) =
Hy(BEA; Z) = Hy(BEA™; Z) = my(BEA™) = my(BGLA™).

Si consideramos la sucesion exacta

1— KoA — StA — FA — 1,

sabemos que

BK>At — BStAT — BEAT

es una fibracién. Su sucesion larga de homotopia asociada es

— 7T4(BK2A+) — 7T4(BStA+) — 7T4(BEA+> —
— m(BKyAT) — m(BStAT) — m(BEAT).

Como BK>;AT = BK3A es un espacio de FEilenberg-Mac Lane K(K3A, 1),

m;(BK,;A) = 0 para ¢ > 1. Por lo tanto, m;(BStAT) = n;(BEAT) para j > 3,
H

y podemos concluir que H3(StA) = H3(BStA) & Hs(BStAT) & m3(BStAT) =

m3(BEAY) 2 m3(BGLA™), donde H es el isomorfismo de Hurewicz.

Quillen en los setentas definié, para i > 1, el i-ésimo K-grupo algebraico
de A como K;A = m;( BGLA™T). Como en los casos i = 1,2, K; es un funtor
covariante de la categoria de anillos a la categoria de grupos.

Uno de los problemas mas importantes en la K-Teoria Algebraica es
el cdlculo de los grupos K; para diversos anillos A, pero, a pesar de los
esfuerzos de muchos matematicos, inicamente se conoce un nimero muy
reducido de ellos. Veamos algunos:

Bass demostré en 1968 que K1 Z = %/2 y que Ky (Z/p*) = Z/p® ZL/p — 1,
p primo diferente de 2.

Milnor demostré en 1971 que KoZ = %Z/2 y que K.%/p* = 0 para un
primo p diferente de 2.

En 1972 Quillen demostré que para un campo finito F,¢, Ko;(F,:) =0y
Ko 1(F,r) = #Z/p" — 1 donde p es primo, i > 1.

Lee y Szczarba encontraron en 1976 que K3Z = 7Z./48.

Dennis, en 1977, encontré que K2(Z/n) = 0 si n # 0 (mod 4) y que
Ks(Z/n) 2 %Z/2 si n=0 (mod 4).
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En 1971, Van der Kallen demostré que KQ(]Ff;[t]/(ﬂ)) =0.

En [E-F]| se calculan K3(Z/p*) 2 Z/p* & Z/(p* — 1) y K4(Z/p*) = 0 para
un primo p > 5. También se tiene que K3(F,[t]/(t?)) = F,® F,®Z/(p? — 1)
y K4(TF,[t]/(t?)) = 0 para un primo p > 5.

Finalmente, en [ALSS], [LL-S] y [ALS] se calculan

K3 (Z/)2F) = #/4 @ )220~ o Z/3, k> 1.

K3(Z/p*) = Z/p**=Y) © Z/(p* — 1), p un primo diferente de 2 y k > 1.
12)) 2 Fye @ Foe ® K3(Fye), £ > 1.

t*) = F,e ® F,e & K3(F,¢), p un primo, p > 5,0 > 1.
£2)) = (14 tF,0 /(1) /(1 +a?) & Ky(Fpe) y

%) = (1 + tF,e[t]/(t%)*/(1 + at®) & K3(F,:) para un primo
pF#2,L>1,ac¢€ IF,e

—~ o~ —~

El lector interesado en adentrarse en temas recientes de la K-Teoria y
Cohomologia de Grupos podra leer las Memorias del Primer Seminario de
K-Teoria Algebraica en México [LL].






Capitulo I
TEORIA DE MODULOS

En este capitulo se ofrece un estudio detallado de la Teoria de Mddulos,
asi como de los funtores fundamentales del Algebra Homolégica, Hom y
®. Por razones pedagdgicas y a fin de evitar complicaciones innecesarias
para nuestros propédsitos, nos restringiremos al caso en que el anillo A sea
conmutativo. Sin embargo, tanto en la exposicién como en los ejercicios,
hacemos hincapié en los resultados que se obtienen al considerar el caso no
conmutativo.

En la seccién 1 presentamos el concepto de A-médulo, que es una gene-
ralizacion adecuada de los conceptos de grupo abeliano y espacio vectorial.
Anélogos a los teoremas de isomorfismo para la Teoria de Grupos, tenemos
los correspondientes para A-moddulos en la seccién 2. Las sucesiones exac-
tas y diagramas conmutativos asi como sus propiedades relevantes, se intro-
ducen en la seccién 3. En la seccién 4 definimos la suma y el producto direc-
tos de una familia de A-mddulos y establecemos las propiedades universales
que los caracterizan. En la seccién 5 estudiamos el funtor Hom y se analiza
su covariancia y contravariancia en sus variables. En la seccién 6 introduci-
mos el concepto de A-moédulo proyectivo y establecemos sus propiedades.
De una manera dual, presentamos los A-mddulos inyectivos en la seccion 7.
Finalmente, en la seccién 8 introducimos el funtor ® y establecemos su
covariancia en ambas variables.
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I.1 MODULOS

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0.

1.1 DEFINICION. Un A-mddulo o médulo sobre A es una pareja (M, )
donde M es un grupo abeliano aditivo y u: A x M — M es una funcién
escrita (a,z) — ax tal que los siguientes axiomas se cumplen:

(i) e(z+y)=az+ay
(ii) (a+ B)x = ax + pz
(iii) (af)z = a(Bz)
(iv) lz=2 (a,B€A; 2,y € M)

Entonces, un A-médulo es un sistema algebraico M con una operacién bi-
naria +: M x M — M con un conjunto de operaciones unarias M — M,
una para cada « € A. p se llama multiplicacion escalar de M y los ele-
mentos de A se llaman escalares. Se requiere que M sea un grupo abeliano
bajo la suma y que valgan ambas leyes distributivas (i) y (ii). Sin el axio-
ma (iv), cualquier grupo abeliano M se podria convertir en un A-médulo
trivialmente definiendo ax = 0 para toda a € A.

1.2 EJEMPLO. Témese A = Z el anillo de nimeros enteros. Para cual-
quier grupo abeliano G, la funcién w:Z x G — G, dada por u(n,z) = nx
para toda n € Z y para toda x € G, satisface los axiomas de 1.1. Luego,
todo grupo abeliano puede considerarse como un Z-médulo.

1.3 EJEMPLO. Si A es un campo K, entonces un K-moédulo es un espacio
vectorial sobre K.

Nota. Con respecto al ejemplo 1.2, recuérdese que todo grupo abeliano
G da lugar a un grupo natural con operadores: Sea Q un conjunto. Un
grupo G junto con una accién de 2 en (G,-)

OxG—G

(,2) — avox = a®
que sea distributiva con respecto a la ley de composicién de (G, ) se llama
grupo con operadores en 2. La ley distributiva puede expresarse como

(zy)® = x%y",
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ie., (a,zy) — ao(zy) = (eox)(aoy). En un grupo con operadores G, cada
operador define un endomorfismo del grupo G.

Consideremos Q = Z y para z € G, a € Z definamos
aox =ax =z%

Como G es abeliano, tenemos que a(zy) = (zy)* = 2*y* = (ax)(ay). Luego,
todo grupo abeliano G puede verse como un grupo con operadores Z.

1.4 EJEMPLO. Sea I' un subanillo conmutativo de un anillo A, 1 € T.
Entonces u:T' x A — A dada por (a,z) — ax para toda «a € T' y para toda
z € A, satisface (i) — (iv) de 1.1. Por lo tanto, todo anillo conmutativo
con 1 es un I'-médulo, es decir, es un médulo sobre cualquiera de sus
subanillos. En particular, todo anillo conmutativo con elemento unitario
puede considerarse como un mdédulo sobre si mismo.

1.5 EJEMPLO. Sea S un conjunto y M = A® = {g:S — A}. M es un
grupo abeliano con respecto a la suma definida por

(9+9)(s) =g(s) + ().

Si definimos p: A x M — M mediante (a, g) — ag donde (ag)(s) = ag(s), es
claro que las condiciones (i) a (iv) se satisfacen. Luego, M es un A-mdédulo.

1.6 EJEMPLO. Si Z/n es el anillo de los enteros médulo n, un Z/n-
moédulo es un grupo abeliano en el cual todo elemento tiene por orden un
divisor de n.

Veamos como relacionar dos modulos sobre un anillo A mediante una
funcién que preserve la estructura de A-médulo.

1.7 DEFINICION. Sean M y N dos A-médulos. Una funcién f: M — N
se llama homomorfismo de A-mddulos o A-lineal si f es un homomorfismo
de grupos abelianos tal que f(ax) = a(f(z)) para todo a € A y para toda
re M.

Esto es, f(zr+y) = f(z) + f(y) y f conmuta con la accién de cada a € A.
Estas dos condiciones son equivalentes a que

flaw + By) = af (x) + Bf(y)  Va,feAVe,ye M.
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1.8 PROPOSICION. La composicién de dos homomorfismos de A-mo-
dulos es un homomorfismo de A-mddulos.

Demostracién. Sean f: M' — M y g: M — M" dos homomorfismos de
A-médulos. Luego

Ademis, (9o f)(az) = g(f(az)) = glaf(2)) = ag(f(@)) = algo f)(z). Por lo
tanto (g o f) es un homomorfismo de A-moédulos.=

Si A es un campo K, un A-homomorfismo se llama transformacion lineal
entre espacios vectoriales. Claramente, la funcién identidad 1,;: M — M
es un homomorfismo de A-médulos. Si f: M — N es inyectiva, escribiremos
f:M —— N,ysi f essuprayectiva, escribiremos f: M —» N. Llamaremos
a f isomorfismo y escribiremos f: M =, N si existe un homomorfismo
g N — M tal que gof =1y y fog = 1y. Es facil comprobar que, si
g existe, estd determinada en forma tunica; la denotaremos con f~! y se
llamara inverso de f. f: M — N es isomorfismo si, y sélo si, es inyectiva y
suprayectiva. Diremos que dos médulos sobre A , M y N, son isomorfos si
existe un isomorfismo f: M =N , ¥ escribiremos M = N.

1.9 DEFINICION. Un homomorfismo entre A-mdédulos f: M — N se
llamara monomorfismo si fg1 = fgo implica que g1 = g» para todo g1,
go: M — M. Un homomorfismo entre A-médulos f: M — N se llamara
epimorfismo si g1 f = gof implica que g; = g para todo gi,g2: N — N'.

Mas adelante se demostrara que, para médulos, f es inyectiva si, y sélo si,
es monomorfismo; y es suprayectiva si, y sélo si, es epimorfismo (problema
I1.1.8.). Sin embargo, utilizaremos este hecho en el resto del capitulo.

Sea M un A-mdédulo. Diremos que un subgrupo N de M es submédulo
de M si N es un A-mdédulo con respecto a las operaciones de M. Dicho de
otra manera:

1.10 DEFINICION. Un subconjunto N de un A-médulo M se llama
submddulo del A-médulo M si N es un subgrupo de M y para toda a € A,
aN = {az|r € N} C N.
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Esto es, N es un submoédulo de M si N es un subgrupo del grupo abeliano
M y es estable bajo la multiplicacion escalar, es decir, si a € Ay x € N
entonces ax € N.

Si consideramos al anillo A como un A-mddulo, un submédulo de A es
un subconjunto I' de A cerrado bajo la suma y tal que o' C I" para toda
a € A. Dicho subconjunto se llama ideal del anillo A.

Obviamente todo subgrupo de un grupo abeliano es un submdédulo del
grupo considerado como Z-moddulo. Si en 1.5 consideramos

N ={g:S — Alg(s) = 0 para casi toda s € S},

es facil comprobar que es un submédulo de M = AS.

A continuacién describiremos otros subconjuntos de un A-médulo M que
resultan ser submédulos de M.

1.11 DEFINICION. Sea f:M — N un homomorfismo de A-mddulos.
El nicleo de f, denotado con ker f, es el conjunto de todos los elementos
x € M tales que f(x) = 0. La imagen de f, denotada con im f, es el conjunto
de f(x) tales que = € M.

1.12 PROPOSICION. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mddulos.
Entonces, si M’ es un submodulo de M, f(M’) es un submédulo de N y si
N’ es un submédulo de N, f~1(N’) es un submdédulo de M.

Demostracién. Veamos que f(M') = {f(z)|x € M’} es un submddulo de
N. Sean u,v € f(M’), luego, existen z,y € M’ tales que f(z) = u, f(y) = v.
Como M’ es submédulo de M, z+y € M' y ax € M’. Como f es un
homomorfismo, tenemos que

utv=f(x)+ fy) = fle+y) € f(M)
au=af(z) = f(ax) € f(M').

Por lo tanto, f(M’) es un submédulo de N.

Veamos que f~}(N’) = {z € M|f(z) € N'} es un submédulo de M. Sean
z,y € f~H(N'), entonces f(z) y f(y) estén en N’. Como N’ es submédulo de
N y f es homomorfismo,
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fle+y) = flx)+fly) e N’
flazx) = af(xz) € N, Va € A.

Luego, (z +y), (az) € f~H(N')m

1.13 COROLARIO. La imagen de f:M — N, im f, es un subméddulo
de N; y el ntcleo de f, ker f, es un submoédulo de M.

Demostracién. Inmediata de 1.12 tomando M’ =M y N’ =0=

Llamaremos endomorfismo a un homomorfismo f: M — M y diremos
que es automorfismo si dicha f es biyectiva.

PROBLEMAS

1.1 Pruebe que 0z =0 y que (—1)z = —z para toda = que pertenece a un
A-médulo M.

1.2 Pruebe que un subconjunto M’ de un A-médulo M es un submddulo
de M si, y sélosi, x+y € My ax € M’ para toda z,y € M',a € A.

1.3 Considere la siguiente definicion: sea M un grupo abeliano. Se sabe
que los endomorfismos de M, End(M, M), forman un anillo no necesaria-
mente conmutativo. Sea A un anillo no necesariamente conmutativo con
1 # 0. Un A-mddulo izquierdo es un grupo abeliano M junto con un ho-
momorfismo de anillos n: A — End(M, M). Si escribimos ax en lugar de
(n(@))(@), = € M, a € A,

(a) pruebe que se cumple lo siguiente
(i) alz+y) =azr+ay
(ii)) (a4 pB)z = az + Bz
(i) (aB)z = a(Br)
(iv) lx ==z (a,B€ N;z,y e M)

(b) suponga que se tiene una operacién de A en M, A x M — M, tal que
valga el inciso (a). Entonces pruebe que se tiene un homomorfismo
n: A — End(M, M) dado por (n(a))(z) = (az).
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(c) defina un A-médulo derecho. Pruebe que si A es conmutativo, los
conceptos de A-mdédulo derecho e izquierdo coinciden.

Sea A9 el anillo opuesto de A (i.e., sus elementos \° € A® estan en corres-
pondencia uno a uno con los elementos A € A, su multiplicacién estd dada
por APAY = (A2A1)€ y como grupos abelianos bajo la suma son isomorfos).
Observe que se puede definir un A-médulo derecho como un A®-mdédulo
izquierdo.

1.4 Sea A un dominio entero. Se dice que un elemento z de un A-mddulo
M es un elemento de torsion de M si, y solo si, existe un elemento diferente
de cero a € A tal que ax = 0. Pruebe que el conjunto de elementos de
torsién es un submoédulo TM de M llamado submddulo de torsion de M.

1.5 Sea A un dominio entero. Un A-mdédulo M se llama mddulo de torsion
si TM = M y se llama libre de torsion si TM = 0. Pruebe que TM es un
moédulo de torsiém.

1.6 Pruebe que, en 1.5,
(a) A es un A-médulo libre de torsién.

(b) todo submdédulo de un A-médulo libre de torsién es un A-médulo libre
de torsién.

(¢) todo submédulo de un A-médulo de torsién es un A-médulo de
torsion.

1.7 Sea A un dominio entero. Un A-mdédulo M se llama mddulo divisible
si para toda x € M y para todo o € A, a # 0 existe y € M tal que ay = x.
(i.e., todo elemento z € M es divisible por un divisor o € A diferente de
cero). Compruebe que

(a) los grupos abelianos aditivos de los Z-médulos @ y R son divisibles.

(b) el conjunto de elementos divisibles de un A-médulo M es un submédulo
6M de M.

1.8 Sea G un grupoy (M, +) un Z-médulo. Diremos que M es un G-mddulo
izquierdo si existe k: G x M — M dado por k(g,z) = gz tal que se satisfacen
los siguientes axiomas:

(i) 1z ==z reM
(ii) (99)r =g(g'z); g9 €GreM
(iii) g(z1 + 22) = g(z1) + g(@2); g€ G, x1,290 € M.
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(a) Proceda como en el problema 1.3 y compruebe que un G-mdédulo
izquierdo consiste en un grupo M junto con un homomorfismo de
grupos k: G — Aut(M).

(b) Sean M y M’ dos G-médulos izquierdos. (Cémo definiria un homo-
morfismo entre ellos?

1.9 Sean G,M grupos y G x M — M una accién izquierda de G en M
denotada con (g,z) — 92. Sea 0: M — G un homomorfismo de grupos tal
que
(i) %@y = zyx=' x,y € M donde G acttia por la izquierda sobre s
mismo por conjugacién, i.e.,
(i) 9(9z) = g(0(x))g~",  z€M,g€G.
Entonces diremos que el grupo M, junto con el homomorfismo 9 y la accién,
es un G-madulo cruzado o simplemente mddulo cruzado que denotaremos
con (M,G,0). Pruebe que:
(a) todo subgrupo normal N de G es un G-mdédulo cruzado, donde G actia
sobre N por conjugacion y 9 es la inclusién.

(b) todo G-médulo es un G-médulo cruzado tomando 9 = 1.

(c) sea G = Aut(M) y G x M — M dada por 9z = g(z), g€ G, 2 € M. Si
0:M — G = Aut(M) estd dado por d(z) = 0., donde 9,(y) = xyz~!,
compruebe que (M, Aut(M),d) es un mdédulo cruzado.

1.10 Sea (M,G,0) un médulo cruzado. Pruebe que
(a) OM es un subgrupo normal de G.
(b) ker 8 C Z(M), donde Z(M) denota al centro de M.

(c) la accién de G en M induce una estructura de G/9M-mdédulo en Z (M)
y ker 0 es un submoédulo de Z(M).

(d) la accién de G en M induce una estructura de G/OM-mébdulo en
M/[M, M], donde [M, M] denota el conmutador de M.



§ 2 TEOREMAS DE ISOMORFISMO 23

I.2 TEOREMAS DE ISOMORFISMO

En esta seccién establecemos tres teoremas que nos proporcionardn un
medio para determinar si dos mddulos son isomorfos.

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0, como en la seccién 1.

2.1 PROPOSICION. Sea (N;);cr una familia de submoddulos de un A-
moédulo M. Entonces (;.; N; es un submdédulo de M.
Demostraciéon. Sea o € A; z,y € [),c;Ni. Como (;.;N; C N; para
cualquier i € I, tenemos que z,y € N;. Como N; es submdédulo de M, tene-
mos que ¥ +y € N; y ar € N; para todo i € I. Por lo tanto, z +y € (),c; N;

y ax €,y Nim

Sea S un subconjunto de un A-médulo M. S estd contenido al menos
en un submédulo de M. Por 2.1, la interseccion de todos los submoédulos
de M que contienen a S es un submddulo de M. Dicha interseccién es el
submédulo méas pequenio de M que contiene a S.

2.2 DEFINICION. La interseccién (,.; N; de los submdédulos N; de un
A-médulo M que contiene a un subconjunto S de M se llama submddulo
generado por S, denotado por (S). Si(),c; N; = M, S C N;, decimos entonces
que M estad generado por S y que S es un conjunto de generadores de M.

2.3 DEFINICION. Decimos que un elemento z de un A-médulo M es
una combinacion lineal de elementos de un subconjunto S de M si existe un
numero finito de elementos {z;} , de S tal que x = a1z1++ -+ @pxy, ; € A.
Las «a; se llaman coeficientes.

2.4 DEFINICION. Sea N un submddulo de un A-médulo M, entonces
el mddulo cociente M/N es el grupo cociente abeliano M/N provisto de una
multiplicacién escalar u: A x M/N — M/N dada por pu(a,x + N) = ax + N;
ac€l, x4+ NeM/N.

Como N es un subgrupo del grupo abeliano M, el grupo cociente M/N
es un grupo abeliano bien definido cuyos elementos son las distintas clases
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laterales de N en M. Es claro que la clase axz + N depende solamente del
elemento « € A y de la clase z+ N. Luego, podemos definir la multiplicacién
escalar a(zr+ N)=ax+ N paraa € Ay x+ N € M/N.

2.5 DEFINICION. Llamamos coimagen y contcleo de un homomorfismo
de A-médulos f: M — N a los médulos cocientes de M y N;

coim f = M/ker f
coker f = N/im f,

respectivamente.

2.6 PROPOSICION. Un homomorfismo de A-médulos f: M — N es
(i) monomorfismo si, y sélo si, ker f = 0.
(ii) epimorfismo si, y sélo si, coker f = 0.

Demostracién. (i) Supongamos que f es monomorfismo. Luego, f(0) =

0, por lo que 0 € f~1(0) = ker f. Como f es inyectiva, f~1(0) sélo puede
contener un elemento. Por lo tanto, ker f = 0.

Supongamos que ker f = 0. Sean x,y € M tal que f(z) = f(y). Como f
es homomorfismo, f(z —y) = f(x) — f(y) = 0. Luego, = —y € ker f. Como
ker f =0, z —y =0. Luego, z =y y, por lo tanto, f es inyectiva.

(ii) Supongamos que f: M — N es un epimorfismo. Entonces f es su-
prayectiva e im f = f(M) = N. Luego, coker f = N/im f = 0. Supon-
gamos ahora que coker f = 0. Entonces f(M) = im f = N. Luego, f es
suprayectiva.m

2.7 PROPOSICION. Sean f: M' — M, g: M — M" dos homomorfismos
de A-médulos y h = go f la composicién. Entonces,

(i) si h es monomorfismo, f es monomorfismo, y
(ii) si h es epimorfismo, g es epimorfismo.

Demostracién. (i) Supongamos que h es monomorfismo. Si f(z) = f(y)
luego h(z) = g(f(z)) = g(f(y)) = h(y) y, como h es monomorfismo, = = y.
Por lo tanto, f es monomorfismo.

(ii) Supongamos que h es epimorfismo. Entonces h(M’) = M”. Luego,
M" =h(M")=g(f(M") C g(M)cC M". Por lo tanto, g(M) =M".m
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Diremos que un homomorfismo f: M — N es trivial si f(z) = 0 para todo
z € M. Es decir, im f = 0. Equivalentemente, f = 0 si, y sélo si, ker f = M.

Consideremos la proyeccién natural p: M — M /N dada por z — 2+ N,
para todo x € M. p es un epimorfismo del grupo M en el grupo cociente
M/N. También p resulta ser un epimorfismo de médulos, pues p(az) =
ar + N = ap(z), para todo o € A,z € M. Recordemos que en M/N, N
resulta ser igual al ntcleo de p, pues p~1(0 + N) = N, por lo que todo
submédulo de un A-médulo M es el nicleo de cierto homomorfismo.

El resultado principal de los médulos cociente es el siguiente teorema
que establece la propiedad universal de la proyeccion p: M — M/N. Esto
implicard una respuesta a la siguiente pregunta: ;existe un submédulo N
de M tal que si f: M — M’ es un homomorfismo, f(M) = M/N?

2.8 TEOREMA. (Primer teorema de isomorfismo.) Sea N un submdédulo
del A-médulo M y f: M — M’ un homomorfismo de A-médulos tal que
N C ker f. Entonces existe un homomorfismo tnico h: M/N — M’ tal que
hop=f

M 2 M/N
N
M/

Ademas, para dicho homomorfismo h, im h =im f y ker h = (ker f)/N.

Demostracién. Por hipétesis, f(N) = 0, por lo que f manda a los ele-
mentos de cualquier clase lateral © + N en un sélo elemento f(x+ N) = f(x)
de M’. Esto es, existe una funcién tnica h de M/N en M’ tal que hop = f.
h es un homomorfismo de grupos, pues

h(z+N)+h(y+ N) = f(z)+ f(y) = f(z +y) = h((z +y) + N),
y también es homomorfismo de A-mddulos, pues

ah(x + N) = af(z) = f(az) = h(az + N).

Como h(p(z)) = f(z), y p es suprayectiva, se tiene que im h = im f. Como
h(z+ N) =0 si, y sélo si, f(x) =0 (i.e., si, y sblo si, z € ker f), tenemos que
x+ N € (ker f)/N. Por lo tanto, ker h = (ker f)/N .=

Si en el teorema precedente tenemos el caso en que N = ker f, entonces
h es un monomorfismo. Asi que f(M) =1im f = M/ker f = coim f = M/N.
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2.9 NOTACION. El submédulo generado por la unién (J,.; N; de sub-
médulos N; de un A-médulo M se denotara con . ; N;. En particular, el
submédulo generado por N1 U N> lo denotaremos con N; + N». Asi que

N1+N2:{!E+y|$€N1, yENQ}.
El homomorfismo de inclusién de un submédulo N de un A-médulo se
denotard con : N — M.

Hemos visto que la imagen de un homomorfismo f: M — M’ es esencial-
mente un mdédulo cociente de M. ;Cudl es el efecto de f en los submdédulos
de M? ;Cémo se relaciona N/NN N’ con M/N? Debe ser isomorfo a algin
submodulo de M/N y el siguiente teorema nos dice precisamente a cual.

2.10 TEOREMA. (Segundo teorema de isomorfismo.) Sean N, N’ sub-
moédulos de un A-médulo M. Entonces

(i) Para el homomorfismo de inclusiéon = N — N + N’ se tiene que
NNN)CN'y
(ii) ¢ induce un isomorfismo o': N/(N N N') — (N + N')/N’
Demostracion.

(i) es obvio que » manda N N N’ en N’, pues 1 es el homomorfismo de
inclusién.
(ii) De (i), ¢ induce un homomorfismo +: N/N "N’ — N + N'/N’.
Veamos que ' es un monomorfismo: sea [z] € N/N NN’ tal que ([z]) = 0.

Sea z € [r] C N. Luego x = 1(z) € N’ (por definicién de 2) y, por lo tanto,
x € NN N'. Entonces [z] =0 e ¢ es monomorfismo, por 2.6.

Veamos que ' es un epimorfismo. Consideremos [z] C (N + N')/N’. Sea z €
N,ye N talquez+ye[z] CN+N'. Como —y € N,z = (z+y)+(—y) € [z].
Por lo tanto, + manda al elemento =z + (NN N’) € N/NN N’ en [z]. Luego,
v es epimorfismo.m

;,Qué pasa cuando tomamos el médulo cociente de un médulo cociente?
Veamos que éste es isomorfo a un moédulo cociente sencillo.

2.11 TEOREMA. (Tercer teorema de isomorfismo.) Sean M" c M’ ¢ M
A-médulos; entonces, (M/M")/(M'/M") = M/M’.

Demostracién. Definamos f: M/M" — M/M’ mediante

flx+M")y=x+ M.
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f es un homomorfismo de A-médulos bien definido cuyo nicleo es M'/M" .»

2.12 EJEMPLO. Sea f:Z — %, un homomorfismo de Z-médulos dado
por f(m) = r donde r es el residuo de la divisiéon de m entre n. Sabemos
que f es epimorfismo con ntcleo nZ. Entonces Z/n%Z = Z,,.

PROBLEMAS

2.1 Pruebe que el submédulo de un A-médulo M generado por un subcon-
junto S # @ de M consiste en todas las combinaciones lineales de elementos
en S. Si S =10, entonces (S) =0.

2.2 Pruebe que, en el teorema 2.11, f estd bien definida, es un homomor-
fismo de A-médulos y su ntcleo es M’ /M”.

2.3 Sea p:M — M/N la proyeccién natural de A-mddulos. Pruebe que
existe una correspondencia uno a uno entre los submédulos K de M/N y los
submodulos intermedios de M que contienen a N, dada por K — p~1(K).

2.4 Sea M un R-mddulo de dimension tres. Sea N el submédulo de M de
elementos de una recta por el origen. Describa el cociente M/N.

2.5 Un A-médulo M se llama simple si sus inicos submédulos son el 0 y
M mismo. Pruebe que todo mdédulo sobre un campo K generado por un
solo elemento z # 0 es un médulo simple.

2.6 Sea f:M — N un homomorfismo del A-mdédulo simple M en el A-
médulo N. Pruebe que im f es un submédulo simple de N y que, si

im [ # 0, entonces f es monomorfismo.

2.7 Sea A un dominio entero. Pruebe que M/7TM es un A-médulo libre
de torsién.

2.8 Pruebe que los Z-médulos O /Z y R/Z son divisibles.



28 Capitulo I TEORIA DE MODULOS

I.3 SUCESIONES EXACTAS

En esta seccion estudiaremos sucesiones finitas e infinitas de homomorfis-
mos
SN V(N ANy VIR

de A-médulos. Comenzaremos por estudiar sucesiones en las cuales el ni-
cleo del homomorfismo “saliente” contiene a la imagen del homomorfismo
“entrante”.

3.1 DEFINICION. Diremos que una sucesién de A-mdédulos

fi— i fi
s M P T v, T
es semiexacta en M; siim fi_1; C ker f;. Si es semiexacta en cada A-mddulo,
la llamaremos sucesion semiexacta.

Esta definicién equivale, como a continuacién veremos, a que la com-
posicion de los dos homomorfismos, el “entrante” y el “saliente”, es el
homomorfismo trivial.

3.2 PROPOSICION. Una sucesién de A-mdédulos

C— i_ljﬁ)MiL)Min’ij)...

es semiexacta en M; si, y sélo si, la composicién f;o f;_1 =0.

Demostracién. Supongamos que la sucesion es semiexacta en M;. En-
tonces im f;_1 C ker f;. Veamos que la composicién f; o f;_1(z) = 0 para
toda z € M;_;. Como f;_1(x) € im fi_1 C ker f;, tenemos quef;(fi_1(x)) = 0.
Luego, como x es arbitraria, f; o f;—1 = 0.

Supongamos que f;o f;_1 = 0. Sea y € im f;_; arbitraria. Entonces existe
x € M;_; tal que f;_1(z) = y. Entonces f;(y) = fi(fi—1(z)) = 0, por lo que
y € f71(0) = ker f;. Hemos visto que, si y € im f;_1, entonces y € ker f; para
cualquier y. Luego, im f;_1 C ker f;.m

3.3 DEFINICION. Diremos que una sucesion de A-médulos

e My T T v, T
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es exacta en M; si es semiexacta e im f;_1 D ker f;. Si es exacta en cada
A-médulo, la llamaremos sucesién exacta.

Equivalentemente, dicha sucesion es exacta en M; si, y sélo si, im f;_1 =
ker f;. Toda sucesién exacta es semiexacta, pero no toda sucesién semi-
exacta es exacta. A una sucesién exacta de la forma

0— M Lom 2 m” —o
la llamaremos sucesion exacta corta.

Nota. A menudo suprimiremos o de la notacién g o f y simplemente
escibiremos gf.

3.4 EJEMPLO. Sea N un submédulo de un A-médulo M. Consideremos
el médulo cociente M/N. Sea i: N — M el monomorfismo de inclusién y
p: M — M/N el epimorfismo de proyecciéon. Entonces im i =N =ker py,
por lo tanto,
0—N-“M-Z M/N—0
es una sucesién exacta corta.

Consideremos ahora una sucesién exacta corta
VN VAR VNI VN Iy Y (LN}

Entonces im f = ker g, por lo que f es monomorfismo, pues 0 = im h = ker f
y, ademas, ¢ es epimorfismo porque im g = ker k = M”. Sea N = im [ =
ker g que es un submoédulo de M, entonces f establece un isomorfismo
N — M' y g establece otro isomorfismo M/N — M"”. Por lo tanto,
una sucesién exacta corta es una sucesiéon con un submoddulo y el médulo
cociente de un A-médulo.

Consideremos una sucesién exacta de A-mddulos
N LN o v
Sea f un epimorfismo y h un monomorfismo. Entonces im f = N y ker h = 0.
Como la sucesion es exacta, N =im f = ker g e im g = ker h = 0; luego, g
es el homomorfismo trivial. Inversamente, si g es el homomorfismo trivial,

entonces f es epimorfismo y h es monomorfismo. Por lo tanto, tenemos la
siguiente proposicion:

3.5 PROPOSICION. Si N L5 N -2 M " M” es una sucesién exacta
de A-médulos, h es un monomorfismo si, y sélo si, g es trivial; g es trivial
si, y sélo si, f es epimorfismo.
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3.6 EJEMPLO. Sea f:M — N un homomorfismo de A-mdédulos. En-
tonces la sucesién

O—>k;erf—>Mi>N—>cok;erf—>O

es exacta.

3.7 DEFINICION. Sean M, M’, N, N’ A-mddulos, con f, f’, g, ¢ homo-
morfismos de A-mdédulos. Decimos que el diagrama

M L
Lo Ls
M L N

conmuta si fof ' =gog M — N'.

3.8 PROPOSICION. Sean M ~— M —» M"” y N ~—— N —» N”
dos sucesiones exactas cortas, y supongamos que, en el siguiente diagrama
conmutativo

VZRNCAR VA VL
lh/ lh lh/,

!’
N L N 2 N7
dos de los tres homomorfismo &', h, h’' son isomorfismos. Entonces el tercero
es también isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que h’ y h” son isomorfismos. Veamos que
h es monomorfismo: sea x € ker h; entonces gh(z) = 0 = b’ f(x). Como
K" es isomorfismo, entonces f(z) = 0. Por lo tanto, existe 2’ € M’ tal que
f'(z') = x, por ser exacta la sucesién superior. Entonces hf'(z') = h(z) =
0=g¢h'(2'). Como ¢g'h’ es inyectiva, entonces 2’ = 0. Luego, f'(2') =z =0.

Ahora veamos que h es epimorfismo: Sea y € N. Como h” es un isomor-
fismo, existe "/ € M" tal que g(y) = A’ (z”). Como f es suprayectiva, existe
z € M tal que f(z) = 2”. Luego,

9(y — h(2)) = g(y) — gh(z)
=g(y) — h"f(2)
=g(y) — (")
=g(y) —9(y) =0
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Como la sucesion inferior es exacta, existe y' € N’ con ¢'(y') = y — h(z).
Como /' es isomorfismo, existe ' € M’ tal que h'(z') = y'. Luego

h(f'(a") + 2) = hf'(z) + h(z)
= g'W(z') + h(z)
=9'(y)+y—9')
=y

Si definimos z = f/(z’) + 2z, tendremos que h(z) = y.
Los otros dos casos posibles los dejamos como ejercicio, véase el problema
3.5m

Observemos que la Proposicion 3.8 establece los isomorfismos sélo cuando
existe la funcién h: M — N compatible con los isomorfismos dados y el dia-
grama conmuta. Por ejemplo, si consideramos el siguiente diagrama

0 — Xy — iy — Xy — 0
Il (R

0 — %2 — %2 X %2 — %2 — 0
es bien conocido que Zs X Zs no es isomorfo a Zy.

3.9 PROPOSICION. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
con renglones exactos:

Moo L o o
lh/ lh lh”

0o — N L N L N

Entonces existe un homomorfismo 9: ker b’/ — coker b’ tal que la siguiente
sucesion es exacta
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ker B — ker h =% ker b -2 coker h' =5 coker h — coker B

Demostraciéon. Definamos 0 como sigue: sea ¢ € ker h'”. Escojamos
be M tal que f(b) = c. Como gh(b) = h”f(b) = h"c=0, existe ' € N’ tinica
tal que h(b) = ¢'(a’). Definamos 9(c) = [a] € coker I'.

Veamos que 9 estd bien definida, es decir, 9 es independiente de la se-
leccion de b: sea b’ € M tal que f(V') = c. Entonces existe a € M’ tal que
flla) =0 —b,ie. V =b+ f(a) y h(b+ f'(a)) = h(') = h(b) + ¢g'h/(a). Por
lo tanto 9(c) = [@' + W' (a)] = [@/]. O es un homomorfismo, y las sucesiones
ker h' — ker h — ker " y coker h' — coker h — coker h" son exactas
(véase el problema 3.8).

Veamos la exactitud en ker h”: si ¢ € ker h” es de la forma ¢ = f(b)
para alguna b € ker h, queremos ver que df(b) = 9(c) = [0], es decir, que
im k C ker 0. Pero, como b € ker h, h(b) = 0 = ¢’(a’). Luego, '’ =0y
[a'] = [0]. Por la definicién de 9, 9f(b) = d(c) = [a'] = [0].

Ahora veamos que im k D ker O: sea c € ker 0, es decir, ¢ € ker by
d(c) = [@'] = 0. Entonces ¢ = f(b) y h(b) = ¢'(a’). Luego, como [d] = 0,
a’ € im h' y, por lo tanto, existe a € M’ tal que h/(a) =a’. Sea b =b—f'(a) €
M. Entonces f(t') = f(b) — ff'(a) = f(b) = c. Pero h(t)) = h(b) — hf'(a) =
h(b) — ¢'(a’) = h(b) — h(b) = 0. Por lo tanto, existe una b’ € ker h tal que
c= f(V'), es decir, ¢ € im k. Luego, la sucesion es exacta en ker h”.

Veamos la exactitud en coker h': sea 0(c) = [a'] € coker /. Queremos
ver que, si [a'] € im 9, entonces [a'] € ker k'. Sea ¢ = f(b), y h(b) = ¢'(a’).
Entonces k'[a'] = [¢'(a")] = [h(b)] = [0].

Sea [a'] € coker h'. Queremos ver que, si [a] € ker k¥, entonces [a'] € im 0.
Supongamos que k'[a’] = [0]. Entonces ¢'(a’) = h(b) para alguna b € M, y
c= f(b) € ker h". Luego, [a'] =9(c). =

PROBLEMAS

3.1 Pruebe que, en una sucesiéon exacta de A-moédulos
M Lomom N

f es un epimorfismo y k£ un monomorfismo si, y sélo si, M"” = 0.
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3.2 Pruebe que, si 0 — M — 0 es una sucesién exacta de A-méddulos,
entonces M = 0.

3.3 Sea M’ Lo M % M M N 5L N —% N” una sucesién exacta de
A-homomorfismos. Pruebe que g,k son homomorfismos triviales si, y sélo
si, h es isomorfismo, y que h es isomorfismo si, y sélo si, f es epimorfismo
y ¢ monomorfismo.

. h . s
3.4 Pruebe que, si 0 — M — N — 0 es una sucesion exacta de A-
moédulos entonces h es un isomorfismo.

3.5 Termine la demostracién de la proposicion 3.8.

3.6 Demuestre el “Lema del cinco”: considere el siguiente diagrama con-
mutativo con renglones exactos,

— Ml — M2 — M3 — M4 — M5 —

Lm L ne L hs | s [ hs

— Ny — Ny — N3 — Ny — Ny —>

donde hi, ha, hy y hs isomorfismos. Entonces h3 es un isomorfismo.

3.7 Proporcione ejemplos de sucesiones exactas de grupos abelianos
M —— M — M'"y N —— N — N’ tales que

a) M'% N',M=N,M"=N"
(a)

(b) M'=N',M % N,M" = N"
(c) M'=N',M=N,M"%N"

3.8 En los términos de la proposicion 3.9, pruebe que 9 es un homomor-
fismo y que las sucesiones

ker B’ —s ker h — ker b’y coker ' — coker h — coker b

son exactas.
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I.4 SUMA'Y PRODUCTO DIRECTOS

Sea (M;)icr una familia de A-mdédulos. Sea [],.; M; su producto cartesiano,
es decir, [[,c; M; = {f: I — U,;c; Mi|f(i) € M; para todo i € I}. Queremos

definir en ][, ; M; una estructura de A-médulo. Definamos
4—IIIEAL'X I]}ﬂﬂ — I]:AL
i€l i€l i€l
mediante
4.1 frgl— UM
iel

i— (f +9)(0) = f(i) + 9(0).

De inmediato se ve que + hace de [[ M; un grupo abeliano. El elemento de
identidad bajo la suma de [] M; es la funcién

0:[—>UMi
i—0(i) =0.

Definamos p: A x [[,c; M; — [];c; M; mediante

el

4.2 (a,f)»—>,u(a,f)=af:[—>UMi
i— (af)(i) = a(f(i)).

Es facil ver que esta definicién, junto con la de +, hacen de [[ M; un A-
médulo.

4.3 DEFINICION. [],.; M;, junto con las definiciones 4.1 y 4.2, se llama
producto directo de la familia (M;);c; de A-médulos M;, i € I.

4.4 DEFINICION. Sea @, ; M; = {f € [[,c; Mi|f(i) = 0 para casi toda
i€l}. @,c; M; se llama la suma directa de la familia (M;);e;.

Es claro que, si el conjunto de indices I es finito, entonces

HMi:@Mi.

el el
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Para cada j € I tenemos un epimorfismo de A-médulos

pi[[Mi — M;  Viel
el
f—pi(f)=10G), vfe]]M
iel
al que llamaremos proyeccién natural del producto directo [[,c.; M; en M;.
La restricciéon de p; a @, ; M; se llamard proyeccion natural de la suma
directa @,.; M; en M;.
También para cada j € I existe un monomorfismo 2;: M; — @, ; M;,
dado por

i€l
i€l

e — @@ ={§ 317

que se llama inclusién natural del A-médulo M; en la suma directa @, ; M;.

Por comodidad denotaremos f(i) con f;. Entonces, los elementos de
D, M; son familias (f;);er. Con esta notacién, la suma y la multiplicacién
escalar son (fi)ier + (gi)ier = (fi + gi)ier, ¥y a(fi)ier = (afi)ier-

A continuacién estableceremos una propiedad llamada wuniversal de la
suma directa.

4.5 TEOREMA. Si M es un A-médulo y {¢;: M; — M} ;c; es una familia
de homomorfismos de A-mdédulos, entonces existe un homomorfismo tinico
©:@;c; My — M tal que po1; = ¢j;, para toda j € I.

Nétese que dicho teorema caracteriza, junto con las inclusiones, a la
suma directa, salvo un isomorfismo tinico. En efecto, consideremos, por
ejemplo, el caso en que I = {1,2}. EIl teorema 4.5 nos dice que, dados
p1: My — My @o: My — M junto con las inyecciones u1: My — My & M>
y 19: My — My @ Ms, existe un homomorfismo tnico p: M; & My — M que
hace conmutar el siguiente diagrama:

M
P17 T@ N

M, Y Mo M, <2 M,

Ahora, sea S un A-médulo; y sean #j: M; — S,15: My — S inyecciones
que cumplan 4.5. Escojamos M = M, @ My y ¢p; =15, j = 1,2. Como (S,7})
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satisface 4.5, existe un homomorfismo tdnico ¢: S — M; & M, tal que el
siguiente diagrama conmuta:

My & M,
il/ Ttp \'Lg
M, s NI VA

Ahora escojamos M = S en 4.5 con ¢ = ¢ tal que M; © M, cumpla las
condiciones de ese mismo teorema. Entonces existe un homomorfismo
©': My ® My — S tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

M, N Mo M, <2 M,

El siguiente diagrama es conmutativo tanto para la identidad como para la
composicion ¢g'.
My & My

/ 1y EBMQT TLPQPI \
Ml e Ml EB M2 — M2

Por la unicidad del teorema 4.5 se tiene que 1p,gr, = ¢¢’. De manera
semejante, podemos concluir que ¢’'¢ = 1g. Luego, ¢ y ¢’ son isomorfismos.

Demostracién de 4.5: Definamos ¢((f;)jer) = >_;cr i (f;). Esto es posi-

ble porque f; = 0, excepto para un nuimero finito de indices. Es facil
comprobar (problema 4.2) que : @®,c; Mj — M es el inico homomorfismo

tal que el siguiente diagrama conmuta
M

‘PJ‘/‘ Tg@
M, L @M,
para toda j € I.m

A continuacién estableceremos la propiedad llamada universal del pro-

ducto directo. Como definimos en 4.3, [],.; M; denota el producto directo
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de A-médulos M;. Un elemento del producto es una familia (f;);ec; de ele-
mentos f; € M; sin ninguna restriccién, y las f; pueden ser diferentes de cero
para toda j € I. La suma estd dada por (f;)jer + (95)jer = (f; + 95)jer v la
multiplicacién escalar por «(f;);er = (afj);er. La proyeccion p;: ], ., M; —
M; es pj(fi)ier = [;-

i€l

4.6 TEOREMA. Si M es un A-médulo y {¢;: M — M;};cs es una fa-
milia de homomorfismos, entonces existe un homomorfismo tnico : M —
Hje[ M; tal que pjp =), j € 1.

Demostracién. Definamos (¢(z)); = ¥;(z). Es facil ver que ¢ es un ho-
momorfismo tal que p;i = +; (problema 4.3). Veamos que es tinico: supon-
gamos que existe ¢’ tal que p;¢’ = v;. Entonces ¢;(x) = p;i(z) = p;jv’(z).
Luego, ¢/ =1. =

Podemos decir, debido a las propiedades universales de la suma directa
y del producto directo, que, para definir un homomorfismo desde una suma
directa, es suficiente definir homomorfismos desde cada sumando; y para
definir un homomorfismo hacia el producto directo es suficiente definir ho-
momorfismos hacia cada uno de sus factores.

Hemos visto que cuando consideramos productos directos, nos fijamos en
las proyecciones, y que, cuando consideramos sumas directas, nos fijamos
en las inyecciones.

4.7 DEFINICION. Diremos que una sucesiéon exacta corta
VA VR Vi

se escinde si existe un homomorfismo ¢': M — M tal que gg’ = 1.

; y f g :
Nétese que la sucesién M’ —— M’ & M" —- M" es exacta y se escinde.

4.8 PROPOSICION. Si M’ NN M —%  M" es una sucesién exacta

corta que se escinde, entonces M = M’ ¢ M".

Demostraciéon. Consideremos el siguiente diagrama:s:
M

f A NG

M’ RRVIN M & M" w M

’
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Por la propiedad universal de la suma directa, existe h: M’ @ M"” — M. El
siguiente diagrama es conmutativo:

g’ Dagt
M A MeM' - M

H L |

M M N V'

es decir, f = holy (por la propiedad universal de la suma directa) y

goh=pur, pues goh(z,y) =g(f(x)+9'(y) =0+99'(y) =y y, pur(2,y) =y
(x € M',y € M"). Luego, por 3.8, h es un isomorfismo. =

Obsérvese que cualquier sucesién exacta corta que se escinde es esencial-
mente M’ —— M' & M" —~ M".

4.9 TEOREMA. Si un A-médulo M posee submédulos N y N’ tales que
NNN'"=0y N+N’' = M, entonces p: NN’ — M, dado por ¢((y,y")) = y+v/,
es isomorfismo.

Demostracién. Sean ¢: N — M,)': N' — M las inclusiones. Entonces
existe un (inico) homomorfismo p: N & N’ — M tal que po1 =1, poi/ =1’
(1, son las inclusiones en la suma directa). Siy+y’ = 0, entonces y = —y' €
NNN' =0,y ¢ es inyectiva. Como N + N’ = M, ¢ es suprayectiva.m

4.10 COROLARIO. Sean f:M' — M 'y g:M — M" tales que go f es
un isomorfismo. Entonces M = im f @ ker g.

Demostracién. Veamos que im f + ker g = M: sean x € M y g(z) € M".
Como gf: M' — M" es un isomorfismo, existe y € M’ tal que gf(y) = g(z).
Sean z = f(y) €im fy 2/ =z — z. Entonces ¢g(z') = gz — 2) = g(z) — g(z) =
gf(y) —g(f(y)) = 0. Luego, 2’ € ker g y, por lo tanto, z + 2’ € im f + ker g,
pues z era arbitraria.

Veamos que im fNker g =0. Sea z € im f Nker g. Entonces, como
x €im f, existe y € M’ tal que f(y) = z. Como z € ker g, g(z) = 0. Luego,
gf(y) = g(z) = 0. Como gf es un isomorfismo, f(y) = 0 y, por lo tanto,
x=0. Por 4.9, M 2im f @ ker g.m
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PROBLEMAS

4.1 Pruebe que [],.; M; y @,c; M;, junto con la suma y la multiplicacién
escalar definidas en 4.1, 4.2 y 4.4, poseen una estructura de A-mddulo.

4.2 Sea M = @ M;, pj:M — M,, 1;: M; — M los homomorfismos pro-
yeccion e inclusion respectivamente. Demuestre que todo elemento z €
M se puede escribir en la forma = = 37, ;1;(p;j(z)). Ademds, si los M;
son submoédulos de M, entonces z = Y. _;z; (z; € M;, casi todos cero).
Demuestre que esta expresién es tnica.

JeI

4.3 Escriba con detalle las demostraciones de las proposiciones 4.5 y 4.6.

4.4 Pruebe que, para una familia {N;}7_, de submédulos de un A-médulo
M, Ny+---+ N, :MyNiﬂ(N7;+'"+NZ‘_1+N7;+1+"'+N7L) =0 (1 <1< TL)
si, y sélo si, el homomorfismo ¢: @?:1 N; — M dado por ¢(y1,92,...,Yn) =
y1 + Y2 + -+ + yn €s un isomorfismo.

4.5 Demuestre que (Mo M)eoM" =M o(MeM"),y que MON = No M
(Sugerencia: utilice la propiedad universal de la suma directa).

4.6 Un A-mdédulo M se llama semisimple si M es suma directa de sub-
moédulos simples de M. Demuestre que, para un A-médulo arbitrario, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) M es semisimple.

(i) Todo submédulo de M es sumando directo de M.

4.7 Pruebe que:

(a) Si N es un submédulo de un A-mdédulo semisimple M, entonces N es
semisimple.

(b) Todo médulo cociente de un A-médulo semisimple es semisimple.

(c) La suma directa de A-mddulos semisimples es semisimple.

4.8 Demuestre que, si A es un campo K, entonces todo K-méddulo es una
suma directa de copias de K.

4.9 Pruebe que Z/m ® Z/n = Z/mn si, y s6lo si, (m,n) = 1.
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4.10 Demuestre que, dada una sucesién exacta de A-mddulos
0— M Lom 2 M

las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) existe ¢': M — M tal que gog' = 1pn
(ii) existe f': M — M’ tal que f'o f =1y

4.11 Sea M = @, ; M; la suma directa de la familia de submdédulos M; de
M, i € I. Pruebe que, si TM es el submédulo de torsién de M, entonces
TM =@, TM;

4.12 Demuestre que un sumando directo de un médulo divisible es divisi-
ble.

4.13 Pruebe que el producto y la suma directa de médulos divisibles es
divisible.
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15 HOM,(M,N)

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0.

Denotemos con Homa (M, N) el conjunto de homomorfismos del A-médulo
M en el A-médulo N. Sean f,g: M — N A-homomorfismos y definamos
f+9: M — N mediante (f+g)(z) = f(z)+g(x). De inmediato se comprueba
que esta definicion hace de Homa (M, N) un grupo abeliano. Ahora, defi-
namos una multiplicacién escalar af: M — N, a € A, mediante (af)(x) =
a(f(z)). Utilizando la conmutatividad de A, es facil comprobar que
Homa (M, N) posee una estructura de A-médulo. Nétese que, si A no es
conmutativo, entonces Homa (M, N) siempre es un grupo abeliano, pero no
es necesariamente un A-mdédulo (véase el problema 5.1).

Sea 1: N — N un homomorfismo de A-médulos y (M , N') un ele-
mento de Homy(M,N’). Asociemos a f un homomorfismo (M - N) e
Homa (M, N) mediante una funcién

e = Homp(M,v): Homp(M,N') — Homa(M, N)
dada por ¥.(f) = o f. Esta claro que 1, es un homomorfismo (de grupos

abelianos si A es no conmutativo) de A-mdédulos, llamado homomorfismo
inducido por 1.

5.1 PROPOSICION. Sean ¢: N’ — N y ¢': N — N” homomorfismos
de A-médulos y M un A-médulo.

(i) si 1y: N — N es la identidad, entonces
1n,: Hompa(M,N) — Homa (M, N)
es la identidad, y
(ii) (¢ ovh) =l oty

Podemos escribir las afirmaciones de 5.1 en el siguiente diagrama:
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(M — N’) € Homp(M,N')
H v v Wy - 1n,

(M % N) €  Homa(M,N) (W' o).
[ % Lot

(M % N") € Homa(M,N")

Sea o:M' — M un

homomorfismo de A-médulos y (M - N) €

Homp (M, N). Asociemos a g un homomorfismo (M’ N N) € Homp(M',N)

mediante una funcién

©* = Homp (¢, N): Hompa(M,N) — Homx(M', N),

dada por ¢*(g9) = g o ¢.

Es claro que ¢* es un homomorfismo (de grupos

abelianos si A no es conmutativo) de A-médulos, llamado homomorfismo

nducido por .

5.2 PROPOSICION. Sean p: M/ — M y ¢': M — M’ homomorfismos
de A-médulos y N un A-médulo.

(i) si 1p: M — M es la identidad, entonces

es la identidad.
(i) (¢ o) =@ o™

13: Hompa (M, N) — Homp (M, N)

Podemos escribir las afirmaciones de 5.2 en el siguiente diagrama

!

—— N) € Homp(M',N)

1n H Tw* L

— N) € Homp(M,N) (¢’ op)*
| [+

— N) € Homy(M",N)
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Las demostraciones de 5.1 y 5.2 son consecuencia de las definiciones
(véase el problema 5.2). Obsérvese que, en el caso Homa(—, N), las flechas
se invierten al considerar los homomorfismos inducidos, mientras que en
Homp (M, _ ) las flechas de los homomorfismos inducidos no se invierten.
En el capitulo II estudiaremos este tipo de situaciones.

5.3 PROPOSICION. Sean {M;}icr v {N;}icr familias de A-médulos, M
y N A-médulos. Entonces

(i) HomA(G}ieIMi,N)% [Lic; Homa(M;, N).

(i) HomA(M,HielNi)%HiQHomA(M,Ni).
Demostracién. (i) Definamos p mediante p(p) = (¢1;);c;. Es claro que
p es un homomorfismo. Veamos que p es monomorfismo: supongamos que
p(¢) = 0; entonces (¢1;) = 0 para cada i € I. Es decir, en el siguiente
diagrama
N

O/x TLP
M, 2 @M
el homomorfismo 0: M; — N es tal que 0 = ¢z;. Luego, ¢ = 0. Por lo tanto,
ker p = {0}.

Veamos que p es un epimorfismo: sea (y;)icr € [[;c; Homa(M;, N). En-
tonces tenemos ¢;: M; — N para cada i € I. Por el teorema 4.5, existe un
homomorfismo ¢: @, .; M; — N tal que ¢1; = ¢; para cada i € I. Luego,
p(p) = (¢i)icr-

La demostracién de (ii) es similar (problema 5.3).m

iel

Nétese que, en 5.3 (i), Homa(—, N) convierte las sumas directas en pro-
ductos directos, y que, en 5.3 (ii), Homa (M, — ) preserva productos y sumas
directas.

5.4 PROPOSICION. Sea N/ -~ N . N” una sucesién exacta de
A-médulos. Entonces, para cualquier A-médulo M, la sucesién inducida

0 — Homa (M, N') = Hom (M, N) 2= Homy (M, N")

es exacta.
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Demostracién. Veamos que v, es inyectiva: supongamos que . (f) =0,
es decir, supongamos que (¢ o f)(y) = 0 para toda y € M, f € Homa (M, N').
Como 1 es un monomorfismo, f(y) = 0 para toda y € M. Luego, f =0. Por
lo tanto, . es inyectiva.

Veamos ahora que im ¢, C ker 1.: supongamos que g € im 1,. Luego,
g =1 o f para alguna f € Homa(M,N'). Entonces
Pi(g) =9 og=y oo f=0,

pues ¥’ o) = 0. Luego, im ¥, C ker 9.

Ahora, veamos que im ¥, D ker 1.: sea g: M — N tal que 9. (g9) =0, es
decir, que ¢’ o g = 0. Demostremos que g es de la forma v.(f) = ¢ o f para
alguna f:M — N'. Siz e M y ¢'g(x) = 0, entonces g(z) € ker ¢’ = im 1.
Luego, existe una tnica y € N’ tal que ¥(y) = g(z), pues ¥ es monomorfismo.
Definamos f: M — N’ mediante f(z) =y = ¢ 1g(x). Luego, (f) =g.m

Obsérvese que, aun cuando 9’ sea suprayectiva, en general ¢, no es

suprayectiva. Por ejemplo, considérese el caso en que A = Z, M = Z/n,
N'=N=Z%Zy N" =7%Z/n (véase el problema 5.4).

De manera semejante, obtenemos la siguiente

5.5 PROPOSICION. Sea M’ £ M —%- M” una sucesién exacta de
A-médulos. Entonces, para cualquier A-médulo N, la sucesién inducida

Homa(M',N) £~ Homa(M,N) £~ Homa(M",N) — 0

es exacta.m

PROBLEMAS

5.1 ;Por qué, si A es un anillo no conmutativo, Homa (M, N) no es nece-
sariamente A-moédulo?

5.2 Pruebe con detalle las proposiciones 5.1 y 5.2.

5.3 Demuestre que Homp (M, [],c; Ni) = [],c; Homa(M, N;) para M, N y
N; como en la proposicién 5.3.
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5.4 Calcule Homgz(Z/m,Z/n), Homg(Z/m,Z), Homg(Z,Z/n),
Homz(Q,Z) y Homz(Q, Q).

5.5 Proporcione ejemplos en que

(i) Homa([[;c; Mi, N) 2 @,c; Homp(M;, N)
(ii) Homa(Il;e; Mi, N) % 11,c; Homa(M;, N)
(iii) Homna(M,@;e; Mi) # D;e; Homa (M, M;)
(iv) Homp(M,@,;c; Mi) % [1;c; Homa (M, M;)

5.6 Demuestre la proposicién 5.5.
5.7 Pruebe el inverso de la proposiciéon 5.4: si
0 — Homp(M,N") — Homp(M,N) — Homu(M,N")

es exacta, entonces
00— N — N— N"

es exacta.
5.8 Pruebe el inverso de la proposiciéon 5.5: si
Homp(M',N) «— Homp(M,N) «— Homa(M" ,N) < 0

es exacta, entonces
M — M — M'"—0

es exacta.
5.9 Pruebe que, si
0—M —M-—M'—0

es una sucesion exacta corta que se escinde, entonces

0 — Homp(M",N) — Homy(M,N) — Homa(M',N) — 0

es una sucesién exacta corta que se escinde.

45
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1.6 MODULOS LIBRES Y PROYECTIVOS

En esta secciéon generalizaremos el concepto de grupo abeliano libre para
moédulos e introduciremos el de médulo proyectivo, que ha sido crucial en
el estudio de la Teorfa de Anillos y ha tenido importantes aplicaciones en la
Teoria de Representacién de Grupos y Algebras, en Geometria Algebraica
y en Topologia.

Consideremos la suma directa @jeJ A; de la familia de anillos A;, j € J,
donde cada A, es isomorfo a un anillo fijo A, i.e., A; = A, Vj € J. Sea
1j:Aj — @;c;A; la inclusion natural. Escribamos ¢;(1) = e;, donde

625/:{1 Sl]:]/
T 0 sij#j, jted

Luego, cada z € (P,c;A; puede escribirse en forma tnica como
=3 c;vjej. Alafuncion g:J — @, ; A, dada por g(j) = e;, la llamare-
mos funcién candnica. A continuacién, veamos que la pareja (D;c;A;j,9)
es una solucién de un problema universal.

6.1 PROPOSICION. Para todo A-médulo M y para toda funcién
f:J — M, existe un homomorfismo tnico ¢: @, ; A; — M tal que f = ¢og.

Demostracién. La condicién f = ¢ o g quiere decir que f(j) = ¢pog(j) =
¢(e;),Vj € J, lo cual a su vez es equivalente a que ¢(Ae;) = Af(j), VA € A,
Vj € J; esto equivale a decir que ¢o1;: A; — M, dada por A — Af(j) Vj € J,
es homomorfismo.

e

M
¢°13/‘ Td, '\f
J es g

El resto es consecuencia del teorema 4.5.m

6.2 DEFINICION. Diremos que la familia (z;);c; de elementos de un
A-médulo M es:

(i) linealmente independiente si ¢ es inyectiva,

(ii) una familia de generadores si ¢ es suprayectiva,
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(iii) una base si ¢ es biyectiva.

En otras palabras, la familia (z;);c; es linealmente independiente si
d(> e Njej) = 2jes Ajzj = 0 implica que A; = 0 para toda j € J, A; € A.
Decir que ¢ es suprayectiva equivale a decir que todo elemento de M se
puede escribir como >, ; Ajz;, es decir, como una combinacion lineal. De-
cir que ¢ es biyectiva equivale a decir que todo elemento x € M se puede
escribir de una, y solamente una, manera en la forma z =3, ; \;z;, para
toda j € J. Diremos que una familia (z;);cs es linealmente dependiente si
dicha familia no es linealmente independiente.

Por definicién, @, ; A; es libre, y la familia (¢;) e es una base (llamada
candnica). Frecuentemente se identifica a J con el conjunto de e; mediante
una biyeccién dada por j — e;. Diremos que un subconjunto X de M es
linealmente independiente si la familia definida por la funcién identidad de
X en X es linealmente independiente, y X serd una base de M si la familia
definida por la identidad de X en X es una base de M. Por lo tanto, toda
familia definida por una funcién biyectiva de un conjunto de indices J en
un conjunto X de M es linealmente independiente o base, respectivamente.
También diremos que el subconjunto X es linealmente dependiente si X no
es linealmente independiente.

Diremos que un A-médulo L es libre con base en el conjunto X si X es
una base para L. Si un A-médulo posee un conjunto finito de generadores,
diremos que es finitamente generado.

6.3 EJEMPLOS.
(a) Todo espacio vectorial es un A-médulo libre si A es un campo.
(b) No todo Z-mdédulo (i.e., grupo abeliano) es libre.
(c) Todo subgrupo de Z es un Z-médulo libre.
(d) Z/n y @ no son Z-mdédulos libres.

6.4 PROPOSICION. (i) @ A; es un A-médulo libre con base {e;};e..
(ii) Si L es un A-médulo libre con base X, entonces es isomorfo a @ ; A;.
Demostracién. (i) Inmediato de la definicién de suma directa.

(ii) Veamos que existe un isomorfismo L = P, ;A;. Sea v =37, ; \jw;.
Definamos n: L — @, ; A; mediante n(z) = (\;)jes, y pj: Aj — L mediante

pj(Aj) = Ajaj. La familia de homomorfismos p; da lugar a p:P;c;A; — L
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utilizando la propiedad universal de la suma directa. Luego,

pon(z)=pon(d_ N\az;)

jeJ
= p(Nj)jes

=> pi(\)

jeJ
=D A
jeJ

=T

Por lo tanto, pon =1;. Andlogamente, nop= 1@ AT

jeg

Hemos visto que un A-médulo libre L es isomorfo a ;. ;A;, y que L
satisface la propiedad universal descrita en 6.1. Esto es, si existen dos A-
médulos libres cuya base es un mismo conjunto X, éstos son isomorfos, y
dado un subconjunto X de un A-médulo, siempre existe un A-médulo libre
con base X.

6.5 COROLARIO. Sea {L;};c; una familia de A-médulos libres. En-
tonces @,.; L; es un A-médulo libre.m

6.6 PROPOSICION. Todo A-médulo M es cociente de un A-mddulo
libre.

Demostracién. Sea X un subconjunto de M tal que (X) = M. En par-
ticular, podemos tomar X = M. Consideremos el A-médulo libre generado
por X y denotémoslo con L. Entonces la inclusion f: X — M se extiende a
un homomorfismo ¢: L — M. Como X = f(X) C ¢(L) C M,y como X = M
genera a M, tenemos que ¢(L) = M. Luego, ¢ es un epimorfismo y, por 2.8,
tenemos que M = L/ker ¢.m

Nota: El hecho de que se escogiera X = M nos dice que tenemos un
conjunto muy grande de generadores; puede haber mdédulos libres L mas
pequenos que bajo ¢ vayan a M. La proposicién 6.6 nos dice que M puede
describirse mediante generadores y relaciones provistas por el nicleo de ¢.

En 5.4 vimos que, dada una sucesion exacta

0— N N YL N
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la sucesién inducida, para un A-médulo M

0 — Homa (M, N") = Homy (M, N) 2= Homy (M, N")

es exacta. Es de esperar que sea interesante el caso en que v/, sea suprayec-
tiva. A continuacién estudiaremos una clase especial de A-médulos en que,
si ademads ¢’ es epimorfismo, entonces 1/, es un epimorfismo.

6.7 DEFINICION. Un A-médulo P se llamara proyectivo si, para todo
homomorfismo f: P — N” y para todo epimorfismo ¢': N — N’ de A-
moédulos, existe un homomorfismo h: P — N tal que ¢’ o h = f.

P
hI/ lf

N XN o

6.8 PROPOSICION. Si P es un A-médulo proyectivo y
N —— N — N"

es una sucesion exacta, entonces la sucesién inducida

’

0 — Hom(P,N") % Homa(P,N) 2 Homy(P,N") — 0

es exacta.

Demostraciéon. Por 5.4, lo Uinico que nos resta es probar que ¢, es un
epimorfismo. 1, es un epimorfismo si, y sélo si, para todo homomorfismo
f: P — N’ existe un homomorfismo h: P — N tal que ¢, (h) = f. Como
P es proyectivo, existe una h: P — N tal que f = ¢’ o h. Luego, ¥,(h) =
' oh = fy, por lo tanto, ¥, es un epimorfismo.m

6.9 PROPOSICION. Si L es un A-mddulo libre, entonces, para todo
homomorfismo f: L. — N" y para todo epimorfismo ¢': N — N, existe un
homomorfismo h: L — N tal que f =’ oh. Es decir, si L es libre, entonces
L es proyectivo.

Demostracién. Sea L libre con base en el conjunto X ¢ L. Como ¢’
es un epimorfismo, para toda z; € X existe g(z;) € N, g: X — N, tal que
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V'(g(z;)) = f(z;). Como L es libre, g: X — N se extiende a un homomor-
fismo unico h: L — N. Luego, como (X) =L, si o = >, \iz; € L, \; € A,
xz; € X, tenemos que

Y (h(x)) = %/fl(h(z Nit;))
= ZAW'(Q(%))
= Z)\if(xi)

i—1

= f(z )\iﬂ%‘)
i=1
= f(z)

Luego, ¢’ o h = f, pues x es arbitraria.m

6.10 PROPOSICION. P =&
si, P; es proyectivo.

scr Pi s un A-médulo proyectivo si, y sélo

Demostracién. Haremos la demostracion para i = 1,2. El caso general
es analogo. Supongamos que P = P; @ P, es un A-médulo proyectivo.
Veamos que P, es proyectivo: sean f: P, — N” ¢/: N —» N" 145: Py — P
y pa: P — P, homomorfismos en el siguiente diagrama:

P 2 p 2 p
\k J,h k/ lf
N YLoN o

Como P es proyectivo, existe un homomorfismo h: P — N tal que ¢’ o h =
fops. Sea k=houy: P, — N. Luego,

Yok=1' ohow=fopyown={,
pues py o1z = 1p,. Por lo tanto, P, es proyectivo. Un razonamiento analogo

muestra que también P; es proyectivo.

Supongamos ahora que P; y P, son proyectivos. Sean ¢': N —~ N"|
hlpl@PQ — N”, hl = hO’Lli.Pl — N y hg = hOZQIPQ — N". COI’HO P1 y
P, son proyectivos, existen ki y ko tales que ¢’ ok; = hy y ¢’ o ko = hs.
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hy N ho
kl/! Tk' !\kz
P % PoP &£ P

Por la propiedad universal de la suma directa, existe k: Py ® P, — N tal
que ko1 =k y ko = ke. Entonces

hi
ha

Yok
1/1/0]92

hown 'y
h o

Yokoy
Y okou

Por la unicidad de 4.5, tenemos que ¢’ ok = h. Luego, P, ® P, es proyectivo.m

6.11 TEOREMA. Sea P un A-mdédulo. Entonces los siguientes postula-
dos son equivalentes:

(i) P es proyectivo.

(ii) Toda sucesién exacta corta 0 — N’ LN £ P — 0 se escinde.
(iii) P es un sumando directo de un A-médulo libre.
)

(iv) Para cualquier sucesién exacta corta 0 — N’ — N — N” — 0, la
sucesién inducida siguiente es exacta:

0 — Homa(P,N') — Homu(P,N) — Homx(P,N") — 0

Demostracién. (i) = (ii): Supongamos que P es proyectivo. Entonces,
para toda g:N —» P e 1p:P — P, existe una h: P — N tal que el
siguiente diagrama conmuta:

P
h/ J,lp

O — N — N &% P — 0

Esto es, 1p = g o h. Por lo tanto, la sucesién se escinde.
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(ii) = (iii): Por 6.6 P es isomorfo al cociente de un A-médulo libre Ly
existe un epimorfismo g: L — P. Entonces consideramos la sucesién exacta
corta

0—>kerg—>Li>P—>0

Por hipétesis, existe h: P — L tal que 1p = goh. Por 2.7, h es un monomor-
fismo; y por 4.10, L = im h@®ker g. Luego, P es isomorfo al sumando directo
im h de L.

(iii) = (i): Como todo A-médulo libre es proyectivo y todo sumando
directo de un proyectivo es proyectivo, es inmediata la equivalencia.

(i) & (iv) es inmediata de 6.8 y 6.7.m

PROBLEMAS

6.1 Sean X,T,U conjuntos y f: X — T, g:T — U funciones. Sean f(X),
f(T) y f(U) los A-médulos libres con base X,T y U, respectivamente.
Demuestre que:

(i) Toda funcién f: X — T se puede extender a un homomorfismo dnico
F(f):F(X) — F(T) de A-mé6dulos libres.

(i) F(fog)=F(f)oF(g).
(iii) si 1x es la identidad en X, entonces F(1x) es la identidad en F(X).
(iv) f es inyectiva si, y s6lo si, F(f) es monomorfismo.

(v) f es suprayectiva si, y s6lo si, F(f) es epimorfismo.
6.2 Sea A = K un campo. Pruebe que todo K-mddulo es libre.

6.3 Sea K un campo. Pruebe que todas las bases de un K-médulo tienen
la misma cardinalidad.

6.4 Pruebe que Z/n no es un Z-médulo proyectivo, n > 2.

6.5 Pruebe que un grupo abeliano finitamente generado es proyectivo si,
y solo si, es libre.

6.6 Proporcione varios ejemplos de médulos proyectivos que no sean libres.
(Sugerencia: considere A =% /6 =~ Z/2 & Z./3 como Z/6-mbdulo).
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6.7 Pruebe que Z/m es un Z/mn-médulo proyectivo cuando m y n son
enteros primos relativos entre si.

6.8 Sea \: H— G un homomorfismo de grupos. Sea D el grupo generado
por los elementos del conjunto H x G sujeto a las relaciones

7"1:(]7" g)(hlvg) = (hhlvg) y
ra:(h, g)(B',g') (R, g) ™" = (B, g(A(h))g"g")

Sea 9: D — G el homomorfismo de grupos dado por d(h,g) = g(A(h))g~!
y ¢:G — Aut(D) la accién de G en D dada por 9(h,¢") = (h,g9),
(h,h' € H;g,9' € G). Compruebe que (D,G,d) asi definido es un médulo
cruzado, llamado mddulo cruzado inducido por .

6.9 Sea (L,G,0) un médulo cruzado. Diremos que L es un mddulo cruzado
libre con base {x;}icr(x; € L) si, dado cualquier otro médulo cruzado
(M,G',0") y un homomorfismo 5:G — G’ tal que B(9(zx;)) = J'(x}), con
xh € M, existe un homomorfismo tnico a: L — M tal que a(z;) = z}, la es-
tructura de médulo cruzado se preserva 'y 9'a = 39; es decir, a(9z) = #9a(x)

y el siguiente diagrama conmuta

x! M — &

Sea A: H — G un homomorfismo de grupos donde H es un grupo libre
cuya base es el conjunto S. Compruebe que el médulo cruzado inducido
por X\, (D,G.0), es precisamente el médulo cruzado libre cuya base es el
conjunto v(S), donde v: H — D es la inclusién dada por v(h) = (h,1) para
toda h € H.

6.10 Al médulo cruzado (D, G, d) del problema anterior se le llama mddulo
cruzado libre sobre A. Sea L un G-médulo cruzado libre con base
S = {si}ier, y sea Q = G/OL. Pruebe que L* es un Q-mdédulo libre cuya
base son los elementos de la forma s;[L, L]. (L*® = L/[L, L], donde [L, L] es
el conmutador de L.)

6.11 Sea (X:R) una presentaciéon del grupo @, F un grupo libre sobre
X, M un F-médulo cruzado libre con base R, M, el grupo libre sobre el
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conjunto R’ cuyos elementos r’ estdn en correspondencia uno a uno con los

elementos r € R, \: My — F el homomorfismo inducido por los relatores y
N la cerradura normal de R en F. Pruebe que

(a) (X:R) determina un médulo cruzado tnico (M, F,9),
(b) si F posee dos generadores libres, entonces Z (M) = ker 0,
(c) los elementos r'[M, M| forman una Q-base de M,

(d) el homomorfismo inducido ker & — M4 es inyectivo y la sucesién
00— ker d — M® — N — 0

es una presentacién Q-libre de N0,

6.12 Sean (M,G,0) y (M',G',9") dos mddulos cruzados. Un morfismo de
modulos cruzados consiste en una pareja («, 5) de homomorfismos de grupos
tales que el siguiente diagrama conmuta

1%}

M — G
L s
w2

y a(9z) = ﬂ(g)a(m)'

Diremos que un G-médulo cruzado P es proyectivo si, dados a y v mor-
fismos de G-mddulos cruzados con « epimorfismo, existe un morfismo ¥ que
hace conmutar el siguiente diagrama:

(P— G)
w/ la
(N—@) % (V' —0)

Pruebe que, si (L, G, 9) es un mddulo cruzado libre, entonces es un médulo
cruzado proyectivo.
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1.7 MODULOS INYECTIVOS

Estudiaremos un proceso dual al de 1.6.

7.1 DEFINICION. Un A-médulo I se llamard inyectivo si, para todo
homomorfismo f: M’ — I y para todo monomorfismo ¢: M’ — M de A-
moédulos, existe un homomorfismo h: M — I tal que hop = f.

0o — M X M
N e
I

7.2 PROPOSICION. Si I es un A-médulo inyectivo y
0—>M’L>ML/>M”—>O
es una sucesion exacta, entonces la sucesién inducida
0 Homa(M',I) €= Homp(M,I) £~ Homp(M",I) — 0
es exacta.

Demostracién. Por 5.5, lo tinico que nos resta es probar que ¢* es un
epimorfismo.Pero ¢* es un epimorfismo si, y sélo si, para todo homomor-
fismo f: M’ — I existe un homomorfismo h: M — I tal que ¢*(h) = f.
Pero, como I es inyectivo, existe una h: M — I tal que ho ¢ = f. Luego,
©*(h) =hop = fy, por lo tanto, ¢* es un epimorfismo.m

7.3 PROPOSICION. Si I = P, I; es un A-mddulo inyectivo, entonces
I; es inyectivo.

Demostracién. Haremos la demostracion para j = 1,2; el caso general es
analogo. Supongamos que I = I} & I, es un A-médulo inyectivo. Veamos
que I; es inyectivo. Sea f: M’ — I} un homomorfismo y ¢: M’ — M un
monomorfismo. Sea 2;: [y — I la inclusién y p: I — I; la proyecciéon. Como
I es inyectivo, existe un homomorfismo k: M — I tal que ko =1, 0 f.

0o — M 2 M
s e N\
L = 1 2



56 Capitulo 1 TEORIA DE MODULOS
Sea h=pok:M — I,. Como po1 =15, hop=pokop=posof=/[m

Nota: La suma directa de A-médulos inyectivos no necesariamente es
inyectiva.

7.4 PROPOSICION. Sea {I;};c; una familia de A-mdédulos inyectivos,
entonces el producto directo [[,.; I; es inyectivo.

Demostracién. Sean ¢; y p; las inclusiones y proyecciones del producto
[[;c;1j- Consideremos el siguiente diagrama:

0o — M X M
¥ L N
ny == 5 - I

Por la propiedad universal del producto directo (4.6) existe h: M — [ I;
tal que hop=f. =

7.5 TEOREMA. Sea [ un A-mdédulo. Entonces los siguientes postulados
son equivalentes:

(i) I es inyectivo.
(ii) Toda sucesién exacta corta 0 — I — M — M"” — 0 se escinde.
(iii) I es isomorfo a un sumando directo de un A-mdédulo inyectivo.

(iv) Para cualquier sucesién exacta corta 0 — M’ — M — M"” — 0, la
sucesién inducida siguiente es exacta:

0 «— Hompa(M',I) «— Homp(M,I) «— Homp(M",I) «— 0

Demostracién. (i) = (ii): Supongamos que I es inyectivo. Entonces,
para toda f:I — M y 1;:1 — I, existe una h: M — I tal que el siguiente
diagrama conmuta

/

0O — I — M
N L
1

Esto es, 1; = ho f. Por lo tanto, la sucesién se escinde.

(ii)= (iii): Admitamos que todo A-médulo es isomorfo a un submé-
dulo de un A-médulo inyectivo. (Véase [M] pag. 93.) Entonces, existe
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un A-médulo inyectivo M y un monomorfismo f:I — M. Sea K = f(I)
y consideremos el cociente M/K. Entonces tenemos una sucesién exacta

0—T1-1m LM /K — 0, que se escinde. Luego, K es sumando directo
de M. Como M es inyectivo e I = K, tenemos (iii).

(iii)= (i): Inmediato de 7.3.
(i) (iv): Inmediato de 7.2 y 7.1.m

PROBLEMAS

7.1 Demuestre que todo A-médulo inyectivo es divisible (véase el proble-
ma 1.7).

7.2 Pruebe que cualquier cociente de un médulo divisible es divisible.

7.3 Sea A un dominio entero. Demuestre que un médulo sobre A libre de
torsion es inyectivo si, y solo si, es divisible.

7.4 Pruebe que, vistos como Z-médulos, @ /Z y R/Z son divisibles.

7.5 Pruebe que, si N es un Z-médulo divisible, entonces Homg (A, N) es
un A-médulo inyectivo.
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I8 M@,N

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. Sean M, N y T" A-mddulos.

8.1 DEFINICION. Una funcién f: M x N — T es bilineal si cumple las
siguientes propiedades:
[z + 22, y) = fa1,y) + f(22,y)
f(@,y1 +y2) = flz,y) + f(z,y2)
fQz,y) =Af(z,y) = flz, \y); @,21,32 € M5 y,y1,y2 € N5 A€ A

+
_|_

Dados dos A-médulos M y N, construiremos un nuevo A-médulo T con
la propiedad de que las funciones bilineales M x N — U estén en corres-
pondencia uno a uno con los homomorfismos (funciones lineales) T — U
para todo A-médulo U.

8.2 DEFINICION. El producto tensorial de M y N es la pareja (T, f),
donde f:M x N — T es bilineal, tal que si U es un A-médulo y g: M x
N — U es bilineal, entonces existe un homomorfismo tnico de A-mddulos
h:T — U tal que el diagrama siguiente es conmutativo

MxN -1 T
N |n
U

Es fécil comprobar que f(M x N) genera a T. (Véase el problema 8.3).

Veamos a continuacion que, si existe, el producto tensorial de dos A-
médulos es Unico. Es decir, dados (7T, f) y (77, f’) dos productos tenso-
riales de M y N, existe un isomorfismo entre Ty T’. Esto es inmediato,
pues, por ser T un producto tensorial, existe h:T — T tal que f' = ho f.
Andilogamente, como T’ es un producto tensorial, existe h': T/ — T tal que

f=Hnof.

Consideremos los siguientes diagramas
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T
MxnN oo,
\f J,h/
T
T/
1o
MxN L 1 1,
N
T/

Por ser T un producto tensorial, y como 17:T — T es tal que 1o f = fy
también ' o ho f = f, por la unicidad tenemos que h' o h = 17. De manera
semejante, por ser 7’ un producto tensorial, y como 17:7" — T’ es tal
que 1p o f/ = f' y también hoh/ o f' = f’, se tiene, por la unicidad, que
hoh' = 17/.. Por lo tanto, h es un isomorfismo. Entonces podemos hablar
del producto tensorial de M y N y lo denotaremos con M ®, N.

Observemos que el producto tensorial de dos A-médulos M y N posee
la siguiente propiedad universal: dada una funcién bilineal g: M x N — U,
existe un homomorfismo dnico h que hace conmutativo el siguiente dia-
grama

MxN -1 MeoyN
\J Ln

U

Ahora veamos que, dados dos A-médulos M y N, siempre existe su
producto tensorial: sea L el A-mdédulo libre con base M x N, es decir, los
elementos de L son combinaciones lineales con coeficientes en A de parejas
ordenadas (z,y); x € M, y € N. Sea K el submédulo de L generado por los
elementos de la forma

(1) (.1? + Q?/, y) - (l’, y) - (xlvy)
(ii) (z,y+y) = (z.9) = (2.9)
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Definamos M @, N = L/K. Denotemos con z®y la clase lateral (z,y)+ K.
Es inmediato comprobar que f: M x N — M ®, N, dado por f(z,y) =z ®y,
es bilineal. Debemos probar que M ®, N es, efectivamente, un producto
tensorial. Para ello, sea U un A-médulo cualquiera. Consideremos el
tridngulo

MxN -1 L
\g lh/

U

donde g es bilineal. Como L es libre con base M x N, existe un homo-
morfismo h': L — U tal que g = h' o f. Es facil ver que h’' se anula en los
elementos de la forma (i), (ii), (iii), por lo que K C ker h/, e induce un
homomorfismo h: L/K — U tal que el siguiente tridngulo conmuta:

MxN L. L/)Kk=M&\N
N e
U

Es fécil comprobar que h es tnica (véase el problema 8.2).

Nétese que, como f(M x N) genera a M ®, N, todo elemento ¢ de M @, N
puede escribirse como t = > \;(x; ® y;), A\; € A. Esta expresién no es tnica
pues se pueden escoger diferentes representantes de una clase lateral.

Debido a lo anterior, podemos alternativamente definir M ®, N como el
A-médulo generado por todos los simbolos 2 ® y, x € M, y € N, sujeto a
las relaciones

(1) (1+a)@y=210y+12@y
(i) 2@ +y) =20y +rQ Y
(iil) 2A@y=2® \y; 1,22,2 € M; y1,92,y € N; A € A.

Sean o: M’ — M y : N’ — N homomorfismos de A-médulos y
e xY:M x N — M x N dado por (p x ¢¥)(z,y) = (¢(z),%(y)). Sean
fiM x N — M @y Ny gMx N — M ®x N las funciones bilineales
respectivas. Consideremos la funcién bilineal go(px¢): M/ x N' — M &) N.
Como M’ @, N’ es el producto tensorial, existe un homomorfismo tnico

hM @y N — M ey N



§8 M®aN 61
que denotaremos con ¢ ® ¢ tal que el siguiente diagrama conmuta:

M x N - MoyN

lwxw lw@“ﬁ
MxN L M@\N

Le., (p@v)of(z,y) = go(pxv)(z,y), (x,y) € M'xN'. Luego (p@v)(z®y) =
p(z) ®1p(y), z € M', y € N'.
Como consecuencia de la unicidad de p®1) tenemos que M’ - M L M

y N’ ¥, N %5 N” son homomorfismos de A-médulos entonces (¢ o) ®
(W' o) = (¢ @Yo (p®1y). En particular, las siguientes Proposiciones son
inmediatas.

8.3 PROPOSICION. Sean ¢: N’ — N y ¢': N — N’ homomorfismos
de A-moédulos y M un A-médulo. Entonces

(i) si 1yt M — M y 1n:N — N son los homomorfismos de identidad
entonces 1), @ 1 es la identidad de M @, N, y

(i) (I ®9")o(ly @) = 1y ® (V' 01))).

Podemos escribir las afirmaciones de 8.3 en el siguiente diagrama:

N’ M @p N’
X [tmey
in N yoy m@ln M AN 1meyoy)
v ARSYE=TT
N" M @5 N

Andlogamente tenemos la siguiente

8.4 PROPOSICION. Sean ¢p: M' — M y ¢': M — M"” homomorfismos
de A-médulos y N un A-médulo. Entonces
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(i) si 1y M — M y 1n: N — N son los homomorfismos de identidad,
entonces 1)y ® 1y es la identidad de M @ N, y

(ii) (¢ @1n)o(p®@1y) = ((¢' op)®1y). Podemos escribir las afirmaciones
de 8.4 en el siguiente diagrama:

M’ M' @y N
lw l«p@lw
1y M oy 1u@ln M OA N  (pop)®1n
ltp’ i¢'®1N
M M" @z N

Se tiene el siguiente resultado acerca del producto tensorial de una suma
directa de A-moédulos

8.5 PROPOSICION. (i) Sean M y N A-médulos con N = @, Ni.
Entonces

M ®p (@ N;) = @(M ®a N;)

i€l i€l

(ii) Sean M y N A-médulos y M = @,.; M;. Entonces

iel

(6P M;) @x N = @(M; @4 N)

iel i€l

Demostracién. Sea g:M x (P,.;Ni) — @,c;(M ® N;) dada por

g(z, (y;)) = (x ® y;). Es facil comprobar que g es bilineal. Luego, existe

h: M ® (@Nz) — @(M®Ni)

icl i€l

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Mx (@i N) L Mo (@, N)
\ Ln

D,/ (M @x N;)
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Sea pi: M ® Ny — M ® (@,.; Ni) dada por ¢;(r ® y;) = = ® wn,(y;) donde
1n,: Ny — @, Ni es la inclusién. Luego, por 4.5, existe un homomorfismo
unico

e eN) — Me (@M

i€l icl

tal que si 1yen,: M @ N; — @, (M ® N;) es la inclusion entonces ¢; =
poimgn,, es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i € I

M @p (Dicr Ni)

2 L@
M@y N; AT D,/ (M @ N;)

Es facil comprobar que poh = 1M®A(EB1-€I Ny Y que hop = 1691'61(1”@]\“)' La
demostracién de (ii) es andloga.m

8.6 PROPOSICION. (i) Si N’ % N - N” es una sucesién exacta de
A-médulos y M un A-médulo, entonces

My N S Moy N ™8 Moy N —0

es una sucesion exacta.

’
.. . %) .. ,
(i) Si M’ 5 M —%~ M” es una sucesién exacta de A-médulos y M un
A-moédulo, entonces

M ox N2 Moy N9 M o, N — 0

es una sucesion exacta.

Demostracién. (i) Veamos que 1) ® ¢/ es un epimorfismo: sea t"’ =
S(ei®y!) € M@y N, z; € M, y/ € N'. Como ¢’ es un epimorfismo,
existe y; € N tal que ¥'(y;) = y; para toda i. Luego, (1p ® ") (z; ®y;)) =
(@ @yy).

Veamos que im(1y @) C ker (1py @¢'): (Ipy @9 )1 @) = (1pg @') =
1p ® 0 =0. Luego, por 3.2, se tiene lo requerido.

Resta tinicamente comprobar que im (1 ® ¥) D ker (1) ® ¢'), lo cual
dejamos al lector, asi como la parte (ii).m
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El resultado anterior es lo mejor que podemos obtener. Por ejemplo, si
consideramos la sucesion exacta

Z W — T2,

donde 2._ denota la multiplicacién por dos, al hacer el producto tensorial
sobre A = Z con N = Z/2 obtenemos

LZonT)2 2> Tegh/2 —- T)20g%L/2
R Il IR
%)2 %)2 %)2

pero 2, no es inyectivo.

Consideremos el caso en que A no necesariamente sea conmutativo. En-
tonces, en general, no podemos proporcionar a M ®, N una estructura de
médulo:

8.7 DEFINICION. Sea A un anillo con 1 (no necesariamente conmuta-
tivo), M un A-médulo derecho y N un A-mdédulo izquierdo. El producto
tensorial de M y N sobre A, M ®5 N, es el grupo abeliano obtenido como
el cociente del grupo abeliano libre generado por x @y, x € M, y € N entre
el subgrupo generado por

(z+2)@y-(z@y+a’®y)
t®(y+y)-(@ey+rey)
TARQY—r Q@ Ny x, 2’ € M;y,y € N;\ € A.

Obsérvese que M @ N puede obtenerse como el cociente de M @z N bajo
las relaciones zA @y =z ® Ay.

PROBLEMAS

8.1 (i) Compruebe que f: M x N — M ®, N, dada por f(z,y) =z ®vy, s
bilineal. (ii) Sea A un anillo no conmutativo. ;Sera el producto tensorial de
dos A-mddulos izquierdos un A-médulo izquierdo? Explique su respuesta.

8.2 Compruebe que, si L es libre con base M x N y K el submdédulo de L
que satisface las condiciones (i), (ii) y (iii) del argumento presentado sobre
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la existencia del producto tensorial, A’ se anula en los elementos de la forma
(i), (ii) y (iii) y que el homomorfismo h: L/K — U es unico.

8.3 Demuestre que una funcién bilineal de A-médulos f: M x N — U no
es inyectiva, a menos que M = N =0y que f(M x N) genera a T.

8.4 En la proposicién 8.6, compruebe que im (1 ® ¢) D ker (1p @ ¢').
8.5 Demuestre la parte (ii) de la proposicién 8.6.

8.6 SiM',My M" son A-mdédulos, pruebe que
(1) M @A M" = M"@p M
(il) M’ @ (M @p M") 22 (M' @5 M) @5 M".

8.7 Demuestre que, si P es un A-médulo proyectivo y
0— M — M —M"—0
es una sucesién exacta corta, entonces la sucesiéon
0— M @QpP—MQpP — M@, P—0
es también exacta.

8.8 Sean f: M — M’y g: N — N’ monomorfismos de A-médulos. Pruebe
que f R g:M @, N — M' @5 N’ es también un monomorfismo.

8.9 Pruebe que, para cualquier A-médulo M (A conmutativo, con 1 # 0),
se tiene que A @y M =2 M = M ®p A.

8.10 Proporcione ejemplos de la proposicién 8.6 (i), en los cuales aun

cuando v sea inyectivo, 13y ®1 no lo sea. (Sugerencia: considere la sucesién

exacta corta Z —— B — Z/p, donde p es la multiplicacién por un

numero primo p, A=%Z y M = Z/p. Use el problema 8.9 para probar que

Llp Ry 4 =4/p).

8.11 Un A-médulo N se llama plano si, dada una sucesiéon exacta corta
0— M — M — M'"—0,

la sucesién inducida

00— MIANN-—MIAN-—M" @) N —0
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es exacta corta.

Demuestre que todo médulo proyectivo es plano.

8.12 Proporcione ejemplos que establezcan el hecho de que los médulos
planos en general no son proyectivos.

8.13 Sean M,N y U A-médulos. Pruebe que

Homz(M @ N,U) = Homp (M, Homz(N,U)).

Este importante isomorfismo relaciona a ®4 con Homyg y, como veremos en
I1.2.1, es un isomorfismo natural. Véase también el problema II.2.5.

8.14 Utilizando el problema anterior junto con el problema 5.8, propor-
cione una demostracién de la proposicién 8.6 (ii).

8.15 Sea N un A-mdédulo de torsién. Pruebe que M ®5 N es de torsién
para cualquier A-médulo M.

8.16 Sean A y A’ dos anillos no necesariamente conmutativos. Pruebe que,

(a) si M es un A-médulo izquierdo, N un A’-médulo, izquierdo y un A-
moédulo derecho, U un A’-médulo izquierdo, entonces

Homp/ (N @p M,U) &2 Homp (M, Homa/ (N, U)).

(b) si M es un A-médulo derecho, N un A-médulo izquierdo y un A’-
moédulo derecho, U un A’-médulo derecho, entonces

Homp (M @5 N,U) 2 Homp (M, Homa/ (N, U)).

Los isomorfismos son naturales en el sentido de la definicién I1.2.1, como
mas adelante veremos.

8.17 Pruebe que, si
0—M —M-—M'—0
es una sucesion exacta corta de A-mddulos que se escinde, entonces
0— M NN —>MQ{AN — M'A N —20

es una sucesién exacta corta que se escinde.



Capitulo II
CATEGORIAS Y FUNTORES

Las categorias y los funtores surgen de la necesidad de unificar y simplificar
sistemas matemdticos. Estos conceptos fueron introducidos (1943 a 1945)
por Eilenberg y Mac Lane.

Dicho de una manera informal, una categoria consiste en una clase de
“objetos” y una clase de “morfismos” combinados adecuadamente, y un
funtor es una manera de relacionarlos.

El desarrollo de la Cohomologia de Grupos fue un antecedente esencial
para introducir los conceptos de categoria y funtor, en particular, el grupo
de homologia H(G, %), descubierto por Hopf en 1942 (que resulté ser igual
al “multiplicador de Schur” de 1902, i.e., RN [F, F]/[F,F], G = F/R), y el
grupo de todas las extensiones abelianas Ext(G, N) del grupo abeliano N.

Los conceptos de “categoria”, “funtor” y “transformacién natural” em-
pleados para interpretar los fenémenos ocurridos en la Topologia Algebraica
fueron considerados por Eilenberg y Mac Lane, durante los 15 anos siguien-
tes a su invencién, meramente como un lenguaje. Sin embargo, el concepto
de “construccién universal” que introdujo P. Samuel en 1948 requeria de un
marco categorico, el cual fue provisto por D. Kan en 1958 cuando formuld
la idea de “funtor adjunto”. A partir de entonces, la investigacién en esta
area se desarrollé ampliamente.

Nuestro propdsito es exponer el lenguaje categérico necesario para in-
terpretar los conceptos del Algebra Homolégica, Cohomologia de Grupos
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y K-Teoria Algebraica de los siguientes capitulos. En la seccién 1 presen-
tamos las definiciones de categoria, de funtor y damos muchos ejemplos.
En la seccién 2 introducimos el concepto de transformaciéon natural, y en
la seccion 3 establecemos la terminologia que utilizaremos en los siguientes
capitulos.

II.1 CATEGORIAS Y FUNTORES

1.1 DEFINICION. Una categoria C consta de
(i) una clase de objetos A, B,C.

(ii) para cada par de objetos A, B € C, un conjunto C(A, B) cuyos elemen-
tos se llaman morfismos f de A en B, denotados con f: A — B.

(iii) para cada terna de objetos A, B, C € C, una ley de composicién
C(A,B) x C(B,C) — C(A,C) que satisface los siguientes axiomas:

(a) C(A,B)=C(D,E) si, ysblosi, A=D, B=E.
(b) Si f:A— B, 9g:B— Cy h:C — D, entonces h(gf) = (hg)f.

(c) Para todo objeto A € C existe un morfismo 1,: A — A tal que
para cualesquiera f: A — By ¢g:C — A, se tiene que fla =fy
lag=g.

Al morfismo 14 lo llamaremos morfismo de identidad. Nétese que no se
puede decir que C consta de todos los objetos A, B,C,--- etc., pues este
conjunto seria una total ilegitimidad en la teoria usual de los conjuntos.
Sin embargo, si adoptamos los axiomas de Gdédel-Bernays-von Newmann
para la teoria de conjuntos, tendremos totalidades més grandes que los
conjuntos, llamados clases, y entonces si podemos hablar de la clase de
todos los objetos A, B, C, etc.

En C(A4, B) diremos que A es el dominio y B el codominio de f. La
composiciéon de dos morfismos f y g, escrita g o f, estard definida si, y sélo
si, el codominio de f es igual al dominio de g. Diremos que un morfismo
f:A — B es invertible o isomorfismo si existe un morfismo g:B — A
tal que gf =14 y fg = 1g. Diremos entonces que los objetos A y B son
isomorfos, y escribiremos A = B.

A continuacién veamos algunos ejemplos de categorias, asi como la no-
tacién que en adelante utilizaremos.
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1.2 EJEMPLO. Conj denotaré la categoria de los conjuntos. Sus objetos
son los conjuntos y los morfismos son las funciones de un conjunto en otro.

1.3 EJEMPLO. Top denotara la categoria de los espacios topoldgicos.
Sus objetos son los espacios topolégicos y los morfismos son las funciones
continuas.

1.4 EJEMPLO. Gr consistira en objetos llamados grupos y en morfismos
llamados homomorfismos.

1.5 EJEMPLO. Similarmente, denotaremos por Ab, An, An;, \Mod,
Mod, y EV} las categorias de grupos abelianos, anillos, anillos con ele-
mentos de identidad y homomorfismos que preservan la unidad, A-mdédulos
izquierdos, A-mddulos derechos y de espacios vectoriales sobre un campo k
con morfismos los homomorfismos correspondientes, respectivamente.

A continuacién, veamos cémo se relaciona una categoria con otra.

1.6 DEFINICION. Sean C y C’ dos categorfas. Un funtor covariante
F:C — C' es una regla que asocia
(i) a cada objeto A € C, un objeto A’ € C’

(ii) a cada morfismo (f: A — B) € C(4, B), un morfismo
(F(f): F(A) — F(B)) € C'(F(A), F(B))
que satisface las siguientes condiciones:

(iil) F(fog)=F(f)oFl(g),y
(iv) F(1a) = 1pa)-

1.7 DEFINICION. Sean C y C’ dos categorfas. Diremos que F: C — C'
es un funtor contravariante si satisface (i) y (iv) de la definicién anterior y,
ademads, las siguientes dos condiciones:

(ii)” A cada morfismo (f: A — B) € C(A, B) le asocia un morfismo

(F(f): F(B) — F(4)) € C'(F(B), F(4))

(iii)” F(fog)=F(g)o F(f).
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1.8 EJEMPLO. Definamos un funtor F: Conj —, Mod tal que a cada
conjunto X le asocie el A-médulo libre F(X) con base X. Si f: X — Y
es una funcién entre conjuntos entonces, como F(X) es un A-mddulo libre,
f se extiende a un homomorfismo dnico F(X) — F(Y). Es inmediato
comprobar que F es un funtor covariante.

1.9 EJEMPLO. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. Definiremos
Homa (M, — ): \Mod — pMod mediante la regla N — Homu (M, N). Por
1.5.1 Homu (M, _ ) resulta ser un funtor covariante.

1.10 EJEMPLO. Sea A un anillo conmutativo. Definamos
Homa(—,N):n\Mod — sMod mediante la regla M —— Homy (M, N). Por
1.5.2, Homx(—, N) resulta ser un funtor contravariante.

1.11 EJEMPLO. Sea A un anillo conmutativo. Entonces por 1.8.3 y
.84, M®x_:psMod — aMod v _®x:aAMod — ,Mod dados por
N+— My Ny M+— M®j N, respectivamente, son funtores covariantes.

1.12 EJEMPLO. Sea Top(X) la categoria cuyos objetos son los abiertos
de un espacio topolégico X y cuyos morfismos solamente son las funciones
continuas de inclusién. Entonces una pregavilla de grupos abelianos es un
funtor contravariante de Top(X) en Ab.

PROBLEMAS

1.1 Pruebe que, en los ejemplos 1.2, 1.3, 1.4 y 1.5, Conj, Top, Gr, An,
rMod y EV, son categorias.

1.2 Sea F:y Mod — Conj definida de la siguiente manera: dado un A-
moédulo M, F(M) denotara el conjunto subyacente, es decir, F le quita a M
la estructura de A-moédulo. Compruebe que F es un funtor covariante.
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1.3 Compruebe que (—)%:Gr — Ab, dado por G — (G)* = G/[G,G],
es un funtor covariante. Aqui [G,G] denota el conmutador de G. ()% se
llama funtor abelianizador.

1.4 Pruebe que P: Conj — Conj, que asocia a cada conjunto S el con-
junto de todos sus subconjuntos y a cada funcién de conjuntos f: S — S’ la
funcién P(f) que envia a los subconjuntos de S en su imagen, es un funtor
covariante.

1.5 Sea U un conjunto fijo. Pruebe que

(_)Y:Conj — Conj
S —s SY

es un funtor covariante, donde SV denota el conjunto de funciones de U en
S.

1.6 Demuestre que Mod?¥, cuyos objetos son familias de A-médulos
M = {M;};cz, con morfismos p: M — N de grado j entre objetos M y
N dados como familia de homomorfismos

{pi: M; — Niy;}icm,

forman una categoria llamada categoria de A-mddulos graduados.

1.7 Compruebe que GL(_):An; — Gr y (—)*: An; — Gr, que a cada
anillo A le asocia el grupo de matrices invertibles de n xn con coeficientes en
A y que a cada anillo A le asocia su grupo de unidades A*, respectivamente,
son funtores covariantes.

1.8 Sea C una categoria. Un morfismo f en C es monomorfismo si para
todo par de morfismos g1 y g» tales que fg; = fgs2, se tiene que g; = go. Un
morfismo f en C es epimorfismo si para todo par de morfismos g; y g tales
que g1 f = g2f, se tiene que g1 = gs.

Pruebe que un homomorfismo f en la categoria de A-mdédulos es mo-
nomorfismo si, y sélo si, es inyectivo; y es epimorfismo si, y sélo si, es
suprayectivo.

1.9 (a) Pruebe que, la clase de médulos cruzados junto con los morfismos
de médulos cruzados con regla de composicién
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(aa /8)(0/’ ﬁl) = (aa/’ 5ﬁl)

forman una categoria que denotaremos con XMod.

(b) Sea \: H — G un homomorfismo de grupos y sea (D, G,d) el médulo
cruzado inducido por \ (véase el problema 1.6.8). Compruebe que
(v,\):(H,H,1y) — (D, G,0) (donde v(h) = (h,1), h € H es la inclusién)
es un morfismo de médulos cruzados.
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II.2  TRANSFORMACIONES NATURALES

2.1 DEFINICION. Sean C y D dos categorias y F,G:C — D dos
funtores. Una transformacion naturalt de F a G, t: F — G, es una coleccién
de morfismos t4: F(A) — G(A) en D, uno para cada objeto A € C, tal que,
para cualquier morfismo f: A — B en C, (G(f))ota =tpgo (F(f)), es decir,
el siguiente diagrama conmuta

F(4) A G(A)
LFn lewn
F(B) & G(B)

Si esto sucede, diremos que t4: F(A) — G(A) es natural en A.

2.2 EJEMPLO. Sea V un espacio vectorial sobre un campo k. Sea
V# el espacio vectorial dual de V. Definamos una transformacién lineal
t:V — V## dada por t(v) = v, donde ¥(f) = f(v), v €V, f € V# & c V##,
Entonces t:1 — (_)## es una transformacién natural del funtor identidad
1:EV,, — EV,, al funtor doble dual ( _)##.

2.3 DEFINICION. Sean C y D categorias, F,G:C — D funtores y
t: F — G una transformacion natural. Diremos que t es una equivalencia
natural o isomorfismo natural si t4: F(A) — G(A) es un isomorfismo para
toda A € C. Si esto sucede, diremos que los funtores F' y G son equivalentes
en forma natural.

2.4 DEFINICION. Sean C y D categorias. Sea F:C — D un funtor.
Diremos que F es una equivalencia si existe un funtor G:D — C tal que
GF,1: C — C son equivalentes en forma natural, y FG,1: D — D también
son equivalentes en forma natural. Si F' es una equivalencia, diremos que
las categorias C y D son equivalentes.

Diremos que una categoria es una categoria pequena si su clase de objetos
es un conjunto. En el caso en que C sea una categoria pequena y D
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cualquier categoria, podemos hablar de la categoria de todos los funtores
F:C — D y la denotamos con D€.

2.5 DEFINICION. Sean C y C’ dos categorias. El producto cartesiano
C x C' consiste en las parejas (4,4’), Ac C, A’ € C' y los morfismos

C x C'((A, A, (B, B')) = C(A,B) x C'(4', B).

2.6 DEFINICION. C se llamara subcategoria de D si
(i) CcD
(i) C(4,B) c D(4, B) para toda pareja (4,B) € C x C

(iii) La composicién de cualesquiera dos morfismos en C es la misma que
su composicién en D, y

(iv) 14 es la misma en C que en D.

Diremos también que una subcategoria C C D es plenasi C(A, B) = D(A, B)
para toda pareja (A, B) € CxC. Por ejemplo, Ab es una subcategoria plena
de Gr. Pero An; no es una subcategoria plena de An.

Estableceremos a continuacién un poco mas de terminologia. Diremos
que un funtor F: C — D es pleno si F envia a C(A, B) sobre D(F(A), F(B))
para toda A, B € C. También diremos que F es fiel si F envia a C(A, B)
inyectivamente en D(F(A), F(B)). F se llamaré encaje pleno si F es pleno,
fiel e inyectivo en objetos.

Obsérvese que F(C) en general no es ni siquiera una subcategoria de D
pero, si F' es un encaje pleno, entonces F(C) es una subcategoria plena de

D.

Finalmente, tenemos un breve comentario acerca del proceso de duali-
zacién: sea C una categorfa. Podemos formar una nueva categoria C°
llamada categoria opuesta de C cuyos objetos son los mismos que los de C,
pero C?(A, B) = C(B, A). Por ejemplo, podemos decir que un funtor con-
travariante F: C — D es un funtor covariante de C° en D. Decimos que
C? se obtiene de C invirtiendo flechas. Este proceso, llamado dualizacion,
se puede aplicar a definiciones o teoremas, e incluso a demostraciones. Sin
embargo, a menudo se encuentran limitaciones para aplicarlo.
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PROBLEMAS

2.1 Proporcione los detalles del ejemplo 2.2

2.2 Un objeto B se llama inicial en C si, para cada objeto A, existe
solamente un morfismo de B en A; y un objeto C se llama terminal en C
si, para cada objeto A en C, existe solamente un morfismo de A en C.

Pruebe que, si C es inicial (terminal), el tinico morfismo de C en C es la
identidad, y cualesquiera dos objetos iniciales (terminales) son isomorfos.

2.3 Un objeto cero, denotado con 0 en una categoria, es un objeto que es
inicial y terminal a la vez en C.

Demuestre que, si C posee objeto cero, éste es tinico, salvo isomorfismo,
y que, para cualesquiera dos objetos A, B € C, existe un tinico morfismo

A—0—B

llamado morfismo cero de A a B.

2.4 Pruebe que la categoria Conj no posee objeto cero y que las categorias
Ab y nMod si poseen objeto cero.

2.5 Compruebe que los isomorfismos de los problemas 1.8.13 y 1.8.16 son
naturales.

2.6 Compruebe que det: GL,(_) — (_)* es una transformacién natural
de GL,(—) a (_—)*.

2.7 Sea C una categoria con objeto cero. El nicleo de un morfismo
f:A — B es un morfismo k:U — A tal que

(i) fk=0y
(ii) si fq =0 para ¢:U’ — A, entonces ¢ = kh con h Unico.

U/

AN

|n A LB
|

U

Defina el concepto de conticleo de un morfismo en C dualizando ade-
cuadamente el de nicleo.
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2.8 Sean C, C'y D categorias. Proporcione una definicién adecuada de un
funtor F: C x C' — D, que llamaremos funtor de dos variables o bifuntor,

de (C,C’) en D.

2.9 Sea Gy un grupo fijo. Pruebe que la categoria cuyos objetos son
modulos cruzados (M, Gy, 9) es una subcategoria plena de XMod.
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I3 PRODUCTOS FIBRADOS Y CATEGORIAS ABELIANAS

Las siguientes definiciones se conocen como propiedades universales para el
producto y coproducto.

3.1 DEFINICION. Sea C una categoria y sean A, B dos objetos de C.
El producto de Ay B en C consta de un objeto P en C y dos morfismos,
p: P — Ay q: P — B, tales que, para cualesquiera dos morfismos f: X —
Ay g: X — Ben C, existe un morfismo tnico h: X — P tal que el siguiente

diagrama conmuta:
X

f/ lh \J
A4 £ p 4L B
es decir, f =ph y g = ¢h.

Dualizando la definiciéon anterior, tenemos la siguiente

3.2 DEFINICION. Sea C una categoria y sean A y B dos objetos de C.
El coproducto de A y B en C consta de un objeto Q en C y dos morfismos
A — Qyj:B— Q,tales que, para cualesquiera dos morfismos f: A — X
y g: B — X en C existe un morfismo tnico h: Q — X tal que el siguiente

diagrama conmuta:
X

f/ Th NI

A Lo L
es decir, f = hi'y g = hj.

Los morfismos p y ¢ se llaman proyecciones y los morfismos i, j se llaman
inyecciones. Se acostumbra escribir P = A x By Q = A|]| B. Estas defini-
ciones se pueden generalizar de manera obvia para el caso de una familia
de objetos {4;}ics de una categoria C.

Dada una categoria C cualquiera, no se puede asegurar que el producto o
coproducto exista siempre. Lo que se puede asegurar es que, si el producto
o coproducto existe, entonces es unico.
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3.3 PROPOSICION. Sean P y P’ dos productos para A y B, objetos
de C. Entonces existe un isomorfismo unico h': P — P’ tal que f = ph' y

g=qh'.

Demostracién. Como P es un producto, existe un morfismo unico
h: P — P tal que f = ph 'y g = ¢gh. También, como P’ es un producto, existe
un morfismo h': P — P’ tal que f = ph’ y g = ¢h/. Entonces f = fol = phh’
y g=gol =gqhh'. Por la unicidad de P se sigue que hh’' = 1. Andlogamente
Wh=1n

Por ejemplo, en la categoria de conjuntos si tomamos el producto carte-
siano usual, claramente se tiene un producto. También existe el coproducto
para la categoria de conjuntos. En los problemas de esta seccién aparecen
mas ejemplos.

A continuacién definiremos los conceptos de producto y coproducto fi-
brado que utilizaremos posteriormente.

3.4 DEFINICION. Sean f: X — Ay ¢:Y — A morfismos en una cate-
goria C. El producto fibrado o cuadrado cartesiano de (f,g) es una pareja
de morfismos ¢: B — X, v:B — Y con fo = gy tal que, si ¢":C — X y
+v':C — Y son tales que f¢' = g7/, entonces existe una Unica h: C — B tal
que ¢’ = phy o' = 7h.

c o
\h
B X X
5! l"Y lf
y %,

Denotamos con (B, (¢,7)), o simplemente con B = Y AX, el producto fibrado
de (f,9)-

3.5 DEFINICION. Sean f: A — X y ¢g: A — Y morfismos en una cate-
gorfa C. El coproducto fibrado, (suma fibrada o cuadrado cocartesiano) de
(f,g) es una pareja de morfismos ¢: X — By 7:Y — B con ¢f = ~vg tal
quesi ¢: X — Cy~:Y — C son, tales que ¢'f = ~'g, entonces existe una
Unica h: B — C tal que ¢’ = ho y v = hy.
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A L ox
9 e @’
y L. B
\h
v C

Denotamos con (B, (y,7)), o simplemente con B = Y V X, el coproducto
fibrado de (f,g).

3.6 EJEMPLO. En la categoria Conj, considérense X y Y como sub-
conjuntos de A con inclusiones f y g, respectivamente. Entonces B = X NY
y ¢, son también inclusiones y B es el producto fibrado de (f,g). Ahora,
si consideramos a A= XNY y B = X UY, tenemos el coproducto fibrado
de ffA—XygA—Y.

Finalmente, definamos las categorias aditivas y las abelianas.

3.7 DEFINICION. Una categoria aditiva A es una categoria con objeto
cero en la cual cualesquiera dos objetos poseen un producto y el conjunto
de morfismos A(X,Y) es un grupo abeliano tal que la composiciéon

AX,Y)x A(Y,Z) — A(X, Z)

es bilineal.

3.8 DEFINICION. Una categoria abeliana es una categoria aditiva que
ademads satisface las siguientes propiedades

(i) Todo morfismo posee un nticleo y un contcleo.

(ii) Para o un monomorfismo y 3 un epimorfismo, a € ker § si, y sélo si,
8 € coker a.

(iii) Todo morfismo puede factorizarse como « = 3, con 3 monomorfismo
y 7 epimorfismo.

La categoria Ab de grupos abelianos es una categoria abeliana, pero la
categoria de grupos abelianos libres es aditiva, mas no abeliana.

Mencionamos el hecho de que en las categorias abelianas se puede defi-
nir el concepto de sucesion exacta, y que su formalizacion estd fuera de los
propésitos de este libro.
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PROBLEMAS

3.1 Pruebe que el coproducto de objetos de una categoria C, si existe, es
dnico.

3.2 Pruebe que Conj posee un coproducto, dado por la unién ajena de
conjuntos.

3.3 Compruebe que, en yMod, el coproducto es la suma directa.
3.4 Demuestre que las categorias Gr y Ab poseen coproductos.
3.5 Compruebe que en An existe el producto.

3.6 Pruebe que en yMod existen el producto y el coproducto.

3.7 Sea A un objeto fijo de una categoria C. Defina una nueva categoria
C/A como sigue: un objeto en C/A es un morfismo a: X — A en C y un
morfismo p:a — S en C/A es un morfismo p: X — Y tal que a = f8p; es
decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

X 2, Y
a\, /B
A

Sea IT = fo = gvy. Pruebe que (II, (p,7)) es el producto de f y g en C/A.
Esto establece una conexién entre el producto y el producto fibrado.

3.8 Pruebe que la categoria ModZ% con morfismos de grado 0 es abeliana,
y establezca que, para morfismos de grado diferente de cero, ModZ% no es
aditiva.

3.9 Diremos que un funtor F:C — D es aditivo si, para todo par de
morfismos f,g € C(A, B), F(f+g) = F(f)+F(g). Demuestre que los funtores
_ AN, M@y _, Homp(_,N) y Homp(M,_ ) son funtores aditivos.

3.10 Sean C y C’ categorias abelianas. Se dice que un funtor F: C — C'
es exacto derecho si, para toda sucesion exacta de objetos de C

X—Y —7—0
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la sucesién
FX)—FY)—FZ) —0
de objetos de C’ es exacta.

(a) compruebe que los funtores M®, _ y _®,N son funtores exactos
derechos.

(b) defina el concepto de funtor exacto izquierdo y compruebe que el funtor
Homy (M, ) es exacto izquierdo.

(c) demuestre que el funtor F es exacto izquierdo si, y sélo si, es aditivo
y ker F(f) = F(kerf) para todo morfismo f de C.

3.11 Sean f:M — M" y ¢¢M — M’ homomorfismos de A-médulos.
Pruebe que el siguiente diagrama es un coproducto fibrado

Mo L
le L

’

M = MV MY

donde M'VM" = M’@&M” /N con N = {(g(x), —f(z))|z € M}, f'(z) = (0,2)+N
y 9'(y) = (y,0) + N.






Capitulo ITI
ALGEBRA HOMOLOGICA

A lo largo de este capitulo, a menos que se indique lo contrario, A denotard
un anillo conmutativo con 1 # 0.

En la seccién 1 presentamos el importante concepto de “homologia”, asi
como algunas de sus principales propiedades. En la seccién 2 introducimos
las resoluciones proyectivas y las resoluciones proyectivas reducidas de un
A-médulo M (las primeras son més del gusto de los top6logos y las segun-
das lo son de los algebristas), las cuales denotaremos mediante P y Py
respectivamente. En esa misma secciéon probamos el importante Lema 2.4,
que puede considerarse como fundamental en el Algebra Homoldgica. En

la seccién 3 construimos el bifuntor Tor}(_, _) y establecemos algunas
de sus propiedades. Lo mismo hacemos para el bifuntor Ext}(_—, ) en la
seccién 4.

En la seccién 5 estudiamos los funtores derivados y sus propiedades en
general. En la seccién 6 hacemos aplicaciones concretas de los resultados
obtenidos en las secciones anteriores; en particular, se hacen a la torsién de
un A-moédulo y al célculo de Ext} (M, N) para diversos A-médulos M y N.
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III.1 HOMOLOGIA

En el Algebra Homoldgica no solamente se estudian los objetos, sino tam-
bién los morfismos entre ellos. Veamos esto.

1.1 DEFINICION. Sea {C,}necz una familia de A-mddulos y
{8n: Cn — Cn—l}nE%

una familia de homomorfismos de A-mddulos tales que 9, o0 9,11 = 0. Lla-
maremos complejo de cadenas sobre A a la pareja C = {C,, 9,}, vy lo escribi-
mos

C: o - n+1 an_>+1 Cn 8# Cn—l -
Dicho de otra manera, un complejo de cadenas (o cadena), es una sucesién
semiexacta descendente con indices en Z .

1.2 DEFINICION. Sean C = {C,,0,} v D = {D,, 0.} dos complejos de
cadenas. Un morfismo de cadenas p: C — D es una familia de homomorfis-
mos de A-moédulos {¢,:C,, — D, } tal que los cuadrados, en el siguiente
diagrama, conmutan:

c — C, — Ch — n—-2 T
lnp l@n i‘ran—l ltpn—2

/
D — Dn :L anl 871__} Dn 2 I

Consideremos la categoria Modjzf de A-médulos graduados. Entonces
podemos decir que una cadena C = {C,,d,} es un objeto de Mod% junto
con un endomorfismo 9: C — C de grado —1 tal que 909 = 0. Un morfismo
de cadenas ¢:C — D es un morfismo de grado cero en Mod/Zf tal que
pd = .

Es obvio que tenemos una categoria abeliana CC cuyos objetos son

los complejos de cadenas y cuyos morfismos son los morfismos de cadenas
(problema 1.2).

Definiremos a continuacién el concepto central del presente capitulo.

1.3 DEFINICION. Sea C = {C,, d,} un complejo de cadenas. El mddu-
lo de homologia de grado (o dimensién) n de C, H,(C) se define como el
cociente

H,(C) = ker 0,/im Op41.
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Es decir, dada una cadena

On+t1 On
C: o — n+1 B Cn — Cn—l —
consideramos el nucleo de 8, ker 0, C Cy, y la imagen de 9,1, im Opi1 C
Cyp, y formamos el cociente ker 9, /im 9,41. Notese que C' es una sucesion
semiexacta, es decir, im d,41 C ker 0,, y que el cociente

H,(C) = ker 0, /im Opt1

nos mide la inexactitud de C. Efectivamente, si C es exacta, entonces
im Opq1 = ker 0, y Hp,(C) = 0.

Los elementos de C,, se conocen como cadenas de grado n, y los homo-
morfismos 8,, se llaman diferenciales u operadores frontera. Los elementos
del ntcleo de 9,, se denominan ciclos de grado n, denotados con Z,(C) y los
elementos de la imagen de 9,1 se llaman fronteras de grado n, denotados
con B,(C). Asi, H,(C) = Z,(C)/B,(C).

Diremos que dos elementos de H,(C) son homdlogos si pertenecen a la
misma clase lateral. El elemento de H,(C), determinado por el ciclo ¢ de
grado n, se llama clase de homologia de ¢ y se denota con [¢].

Entonces, para cada n € Z, definimos un médulo de homologia H, (C).
El médulo graduado H.(C) = {H,(C)} se denomina homologia de la cadena
C.

Hemos asociado a cada cadena C' un A-médulo graduado H.(C). De la
definicion 1.2 queda claro que un morfismo de cadenas ¢: C — D induce
un morfismo, bien definido, de grado cero, H.(y) = ¢.: H.(C) — H,(D) de
modulos graduados. Luego, H,(_—) es un funtor covariante de la categoria
de complejos de cadenas en la categoria de A-mddulos graduados,

H,(_):CC — Mod?%.

A continuacién, consideremos la situacién dual.
1.4 DEFINICION. Sea {C"},cz una familia de A-médulos y
{om:C" — C" ™Y ez

una familia de homomorfismos de A-mdédulos tales que 9" o 9" = 0. Lla-
maremos complejo de cocadenas sobre A a la pareja C = {C™,0"} y lo
escribimos

n—1 .
C: .. Cm—l D cn 0 Cn—i—l
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Dicho de otra forma, un complejo de cocadenas (o cocadena), es una
sucesion semiexacta ascendente con indices superiores en Z.

1.5 DEFINICION. Sean C = {C™,0"} y D = {D",0"} dos complejos
de cocadenas. Un morfismo de cocadenas :C — D es una familia de
homomorfismos de A-médulos {¢": C™ — D"} tal que los cuadrados, en el
siguiente diagrama, conmutan:

n—1 n
C: .. _ Cn—l ‘9_) cn 0_) C«n+1 _
lw lwnfl lwn l¢n,+l

n—1 n
D: .. — anl 8_) Dn 8_) Dn+1 N

1.6 DEFINICION. Sea C = {C",0"} un complejo de cocadenas. El
mddulo de cohomologia de grado (o dimensién) n de C, H"(C) se define
como el cociente

H™(C) = ker 8 /im D"

En forma andloga al concepto de homologia, para cohomologia hablare-
mos del conjunto de cociclos Z™(C) de una cocadena C, del conjunto de
cofronteras B™(C) y de clases de cohomologia. Llamaremos cohomologia de
la cocadena C al médulo graduado H*(C) = {H™(C)} y podemos considerar
H*(_) como un funtor de la categoria de cocadenas en la categoria de los
A-médulos graduados.

Debido a la dualidad de los conceptos de homologia y cohomologia, consi-
deraremos resultados para la homologia y dejamos como ejercicio dualizar
los resultados para la cohomologia, pues, si C = {C,,,0,} es una cadena,
entonces obtenemos una cocadena D = {D", 0"} poniendo D" = C_,, y
" =0_,.

Diremos que una cadena C = {C,,, 9, } es trivial si C,, = 0 para toda n € Z.
Luego, su homologia es

H,.(C)={H,(C)|H,(C)=0,VneZ}={0}.
Un morfismo trivial de una cadena C en una cadena D, p: C — D, consiste
en una familia de homomorfismos triviales de A-mdédulos. Entonces, si

¢:C — D es el homomorfismo trivial, H,(¢): H,(C) — H,(D) es trivial
para todo n € Z.

Dados dos complejos de cadenas C, D, y ¢,¢":C — D dos morfismos
entre ellas, nos preguntamos cuidndo ¢ y ¢’ inducen el mismo homomor-
fismo entre H,(C) y H.(D). Para contestar esta pregunta introduciremos el
concepto de homotopia.
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1.7 DEFINICION. Sean C = {C,,0,} vy D = {D,,0,} dos cadenas y
©,p’: C — D dos morfismos de cadenas. Diremos que ¢ es homotopico a ¢’
si existe una familia de homomorfismos de A-mddulos

h={h,:C,, — Dyi1|n € Z}

tales que 9;, ., 0 hy + hy_1 00, = @, — ¢, para toda n € Z en el siguiente
diagrama:

On+1 On On—1
c: .. — Cn+1 Ty C, n, Ch1 kil
“’9:1+1u¢n+1 h’]/ ‘Pgtll(pn hnfy W;lflliv’n_l
D: e — D7L+1 I D, - D,y -
a/ 8/ a/
n41 n n—1

La familia h = {h,} se llama homotopia de cadenas, y diremos que ¢ es
homotdpica a ¢’. En simbolos, escribiremos h: o ~ ¢': C — D.

Es facil probar la siguiente Proposicién (problema 1.5).
1.8 PROPOSICION. La relacion de homotopia ~ es una relaciéon de
equivalencia.m

Diremos que un morfismo de cadenas ¢:C — D es una equivalencia
homotopica si existe un morfismo de cadenas ¢': D — C tal que ¢’ ~ 1¢
y o’ ~ 1p, y diremos que C' y D son del mismo tipo de homotopia.

Nota: A menudo omitiremos los subindices en 9, o 8", pero unicamente
cuando en el contexto sea claro el significado de las mismas.

1.9 TEOREMA. Si ¢ ~ ¢': C — D entonces

H.(p) = H.(¢'): H(C) — H.(D).

Demostracién. Sea h:p ~ ¢’ la homotopia. Sea z € H,(C) arbitraria,
z € Z,(C), tal que p(z) = z, donde p: Z,(C) — H,(C) es la proyeccién en su
cociente. Entonces

Pn(2) — pn(z) = 8;+1hn(z) + hp—10n(2) = a;z—&-lhn(z)a
pues 9,(z) = 0. Como 0, hn(2) € Bn(D), Hy(¢)(2) = H,(¢')(2), luego
H,(p) = H,(¢') para todo n € Z, i.e., ¢(z) ¥y ¢'(z) son homologos.=

El converso de este teorema no es cierto.

Sip=0:C — C es el morfismo trivial y ¢’ = 1¢:C — C' es el morfismo
identidad, entonces una homotopia h: ¢ ~ ¢’ se llama contracciony tenemos
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que 05,1 0hy+hy,_100, =1, n € Z. Esto implica, por 1.9, que H.(C) =0y,
por lo tanto, C es exacta.

Sean C, D, E cadenas en CC. La categoria de complejos de cadenas es
abeliana; luego, podemos formar sucesiones exactas cortas de objetos de
CC,

C —D— FE.

Si ponemos las cadenas verticales, la sucesion exacta corta anterior se veria
como en el siguiente diagrama:

0 — C 2, D . E — 0

[

Pnt1 Pr41
0 — C77.+1 — Dn+1 — En+1 — 0

J/a,H,l J,a':H'l LB;L/‘FI

0o — C, BAN D, - E, — 0

L on Lo, Lo

0 — Cnfl % anl — Enfl — 0

l l l

A continuacién utilizaremos 1.3.9 para probar el siguiente teorema bésico:

1.10 TEOREMA. Sea C -2— D —%- E una sucesién exacta corta de
cadenas. Entonces existe un homomorfismo k,: H,(E) — H,_1(C) para
cada n € Z tal que la siguiente sucesién es exacta:

. — H,(C) ¥ H,(D) 2% H,(E) =~

0 Hy ot (C) 725N Hyoo(D) 2550 H,oy(B) 5

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama:

o — ¢, > D, ™ E, — 0

Lon Lo, Lo

Pn—1
Cn—l — Dn—l — n—1 — 0
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Por 1.3.9, tenemos dos sucesiones exactas
0 — kerd, — kerod, — kerdl y
coker 8,, — coker 9, — cokerd] — 0.
Ahora, 8, induce un homomorfismo ¢,, como sigue:
tn: coker Opy1 = Cp/im Opp1 —= Cp/ker 0, = im 0, C ker Op—1

tal que ker i, = ker O,/im Opny1 = H,(C) y coker v, = ker Op_1/im 0, =
H,_1(C) (véase el problema 1.9). Analogamente, 9/, y 9/ inducen

/. / / ". 7 1"
Lnicoker O, — ker 0,_,, t,:coker 0, , — ker 0, _,

tales que ker ), = H,(D), coker v, = H,_1(D) y ker /! = H,(E), coker
H,_1(F) respectivamente. Entonces obtenemos el siguiente diagrama:

coker Opy1 — coker 0, — cokerOy,, — 0

’ "
Lo Lo L

0 — kerdp.y —  kerd,, — kerdl_;

Por 1.3.9, existe el homomorfismo de conexion tal que la siguiente sucesion
es exacta:

ker 1, — ker i, — ker 1! Zcoker 1, — coker i/, — coker 1!’
Esto significa que
Hrb(c) — Hn(D) B HrL(E) &’ Hrb—l(c) — n—l(D) — Hn—l(E)

es exacta.m

PROBLEMAS

1.1
a) Consideremos el siguiente cuadrado conmutativo de A-mdédulos:
M oM
L L

/

N 2 N
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Pruebe que ¢ envia al ntcleo de ¢ en el nticleo de ¢’ y que ¢’ envia
a la imagen de ¢ en la imagen de ¢'. Luego, ¥ y ¢’ determinan los
homomorfismos siguientes:

Y ker ¢ — ker ¢

b coim p — coim ', (coim ¢ = M/ker )
Phiim o — im ¢’

;2 coker o — coker ¢’ .

b) Como consecuencia de a), dado ¢:C — D un morfismo de cadenas,
compruebe que ¢ induce un homomorfismo de A-médulos graduados

¢« = H(p): H(C) — H(D).

1.2 Compruebe que CC es una categoria abeliana.
1.3 Pruebe que H(_): CC — Mod% es un funtor covariante.

1.4 Pruebe que si 0:C — D es el morfismo trivial de cadenas, entonces
H(0) es el homomorfismo trivial de A-mddulos graduados.

1.5 Pruebe la Proposicion 1.8.

1.6 Demuestre que, si ¢ ~ ¢:C — D y ¢ ~9': D — E, entonces
Yo ~ P C — E.

1.7 Sea F:Mod, — Mod,: un funtor aditivo. Si C, D € CC y

v ~¢':C — D, pruebe que Fp ~ F¢': F(C) — F(D).

1.8 Demuestre que si ¢ ~ ¢':C — D y F es un funtor aditivo, entonces
H(F(p)) = H(F(¢")): H(F(C)) — H(F(D)).

1.9 En el teorema 1.10, pruebe que ¢, es un homomorfismo de coker 9,11
sobre ker 0,,—1, que ker ¢, = H,(C) y que coker |, = H,_1(C).

1.10 Pruebe que la sucesién larga de homologia asociada a una sucesién
exacta corta de cadenas es natural; es decir, dado el siguiente diagrama
conmutativo de cadenas

C — D — E

| l l

c’ — D' — E’
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se infiere el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones largas de homo-
logia:

l |
H,(C) — H,(C)
l |
H,(D) — Hy(D)
l |
H,1(C) — Hn_{(C”)
Hy (D) — Hn—%(D/)
l l
Hn1(E) — Hni(E/)

1.11 Establezca resultados duales a los de esta seccién.
1.12 Pruebe que el converso del teorema 1.9 no es cierto.

1.13 Un complejo cruzado C (sobre un grupo H) es una sucesién de grupos

) o , ,
c: oo — ¢, oo, o 2 o0 2 oog

con las siguientes propiedades:
(i) (Cy,H,d:) es un médulo cruzado.

(ii) Para n > 2, cada C,, es un G-médulo, donde G = H/9;(Cy), y 9, es un
G-homomorfismo.

(iii) 9o0d = 0.
a) Compruebe que, para n = 2, la propiedad (ii) tiene sentido porque,

aunque C; no es un G-moédulo, 95(Cs) C ker 9y, también ker 0, C Z(Cy)
(véase el problema 1.1.10), y ker 8; es un G-médulo.

b) Establezca una definicién adecuada de complejo cruzado libre y de
complejo cruzado proyectivo. [H debe ser un grupo libre, C; debe ser
un H-médulo cruzado libre (proyectivo) y cada Cy, k > 2, debe ser un
G = coker 8;-médulo libre (proyectivo).]

1.14 Demuestre que para cada n € Z, H,: CC — Mod, es un funtor
aditivo.
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IIT.2 RESOLUCIONES

2.1 DEFINICION. Sea M un A-médulo. Una resolucion proyectiva de
M es una cadena exacta P de la forma

P —p,p T p P M0
donde P, es proyectivo para toda n > 0.

Es decir, una resoluciéon proyectiva de M es una cadena positiva de A-
médulos proyectivos P = {P,,0,} (i.e., P, = 0 paran < 0) tal que H,(P) =0
para n > 1. Escribimos

P —p,2p, PP M—0.

En particular, si en 2.1 tenemos que P, es libre para cada n, diremos que
P es una resolucion libre de M.

2.2 OBSERVACION. Sea M un A-mdédulo. Una presentacion proyectiva
de M es una sucesion exacta corta de A-mddulos

0—K-—P—M-—70

tal que P es proyectivo. Es decir, es un segmento inicial de una resolucién
proyectiva con P = Py y K = ker 0.

En caso de que P sea libre, tendremos una presentacion libre de M por
generadores y relaciones.

Si para i > n, P, = 0, diremos que la resolucién P tiene longitud < n, y
escribimos

0—"pF, —P,4— -+ — P —FP —M-—0.

A continuacién, veamos que todo A-mdédulo posee una resolucién proyec-
tiva.

2.3 PROPOSICION. Sea M un A-mdédulo. Entonces existe una resolu-
cion libre L de M.
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Demostracién. Por 1.6.6, todo A-médulo M es cociente de un A-mdédulo
libre. Luego, existe una sucesién exacta corta

0 — Mog2% Lo2 M — 0

donde Ly es un A-médulo libre. Como M, es un A-mddulo, es cociente de
un A-médulo libre Li; luego, existe una sucesiéon exacta corta

0— M5 L5 My — 0
con L; libre. Por induccién, obtenemos una sucesién exacta corta
Hn Vn
0— M, —L,—>M,_1 —0

para cada n con L, libre. Definamos una sucesién

On O
L: - Lpg oty L, =

Lnfl I
dada por
M, sin=-1 Vo, sin=0
L,=<L,, sin>0 On =< Hp_10Vy, Sin>0
0, sin<—1 0, sin<0
Como p, es monomorfismo y v, es epimorfismo, tenemos que
im Opy1 = im p, = ker v, = ker Oy, .

Luego, L es exacta.m

Como todo modulo libre es proyectivo, 2.3 implica que todo mddulo
posee una resolucién proyectiva.

Nuestro propédsito serd comparar dos resoluciones de un A-médulo.

2.4 LEMA. Sean C = {C,,0,} y D = {D,,?,} dos complejos de cadenas.
Sea ¢ = {¢;:C; — D,;}i<n, una familia de homomorfismos de A-médulos
tales que 9} o p; = p;—1 0 9; para i < n. Supongamos que C; es proyectivo
para ¢ > n y que H;(D) =0 para i > n. Entonces {¢;}:<, se extiende a un
morfismo de cadenas ¢: C — D y es unico, salvo homotopia.

Demostraciéon. Supongamos que, por induccién, hemos definido p; para
i<k, conk>mn, 0y, =¢;—10; para i < k. Consideremos el diagrama

k41
— Cpp1 — Cp — Cpor —

lipk+1 lﬁak lS"k—l

a1 o’
— Djpy — D 5 Dy, —
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Como Cjy1 es proyectivo y 9}, © ¢ 0 Oxt1 = @r—1 © O © Op41 = 0, existe pp41
con 9y 1 0 Pri1 = Pk © i1

Supongamos que ¥ = {1;} es otra extensién de {y;}i<,. Construyamos
una homotopia h: ¢ ~ 1: supongamos que, por induccion, tenemos
h;:C; — D41 para i < k con k > n, tal que

Oip1hi + hi—10; = i — ;.

Pudimos empezar la induccién con h; = 0 para ¢ < n. Consideremos el
siguiente diagrama:

Ok+1 e

— Cri1 — Cy, — Cr_1 —
hk+y <Pk-,+1llwk+1 hV @kl | v hk—y ‘Pk—lllzpk_l
— Dy — D — D1 —
o, o,

k+1
Entonces tenemos que ¢y — ¢ = 8,’€+1 o hg + hg_1 0 0. Luego,

(Yr — Vi) © 01 = Oy 1 hieOg1 + hi—10k0k 41 = Opy 1 hicOkg1

Por lo tanto, como Cy es proyectivo, existe hy.q tal que

Oporohig1 + hiOkrr = Pry1 — Vg1 ®

2.5 DEFINICION. Diremos que un complejo de cadenas positivas C =
{Cy,0,} es aciclico si H,(C) = 0 para n > 1 (i.e., C es exacta hasta C, y
Hy(C) puede ser diferente de cero). Equivalentemente, la sucesion

- — O, — Cpeg — - —>C1i>COL>HO(C)—>O

es exacta.

Por 2.5 podemos decir que una resolucién proyectiva de un A-médulo M
es una cadena proyectiva y aciclica P = {P,,9,} tal que Hy(P) = M.

El Lema 2.4 nos dice que podemos construir morfismos de cadenas y
homotopias de una cadena proyectiva en una aciclica. Podemos considerar
a 2.4 como el lema fundamental del Algebra Homoldgica.

2.6 DEFINICION. Sea P una resolucién proyectiva de un A-médulo M

dn O )
P.i — P, P = — PSS PSS M—0
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Una resolucion proyectiva reducida de M es una resolucién proyectiva de
M en la cual M ha sido suprimido,

On On— o
Py: -+ — P, P, =5 ... — P25 P —0.

Nétese que no perdemos ninguna informacién acerca de P, pues M=coker ;.
Entonces consideraremos las resoluciones proyectivas como una generali-
zacion de una presentaciéon de un A-médulo, i.e., una generalizacién del

concepto de generadores y relaciones. La ventaja de Py, es que consta de
A-médulos proyectivos exclusivamente.

2.7 TEOREMA. Sean P y P’ resoluciones proyectivas de un A-médulo M.
Entonces existe un morfismo de cadenas ¢: P — P’ tal que €' pp = €. Atn
mas, ¢ es Unico, salvo homotopia, y es una equivalencia homotdpica.

Demostracién. Del Lema 2.4 aplicado a n = —1, obtenemos un morfismo
de cadenas p: P — P’ que satisface €/ p9 = e. Aun mds, ¢ es Unica, salvo
homotopia (h_; = 0). De manera andloga, existe ¢’: P/ — P. Tenemos que
la composicién ¢'p: P — P y la identidad 1p: P — P son homotdépicas por
2.4, i.e., oo ~1p. Andlogamente, oo’ ~ 1p,. Luego, ¢ es una equivalencia
homotdpica.m

Podemos decir, por 2.7, que dos resoluciones proyectivas de un A-mddulo
M son del mismo tipo de homotopia, o bien, que son wunicas, salvo equiva-
lencia homotdpica.

2.8 EJEMPLO. Sea L un A-mdédulolibre. Entonces
0 — L % L — 0
es una resolucién libre de L de longitud cero.

2.9 EJEMPLO. Consideremos Z-méddulos. Entonces los subgrupos de
un grupo libre son libres. Luego, cualquier grupo abeliano G admite una
resolucion libre de longitud menor o igual que 1:

0—L —Ly—G—0
Asi, por ejemplo, el Z-médulo Z/p, p primo, admite la siguiente resolucion:

0 — ZZ—H/p—0

donde p es la multiplicacién por p.
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Para la categoria de grupos abelianos, en la notaciéon de 2.3, podemos
tomar My = L; y L, =0 para n > 2, pues un grupo abeliano es proyectivo
si, y sélo si, es libre y el subgrupo de un grupo libre es libre.

PROBLEMAS

2.1 Defina el concepto de resolucién inyectiva e inyectiva reducida de un
A-médulo M.

2.2 Pruebe el dual de 2.4.
2.3 Demuestre el dual de 2.7.
2.4 Pruebe que todo A-médulo posee una resolucién inyectiva.

2.5 Pruebe que, si P es una resoluciéon proyectiva reducuda de M con
P, =0 para n > 0, entonces H,(P) =0 si, y s6lo si, 0 ~1p: P — P.

2.6 Una resolucion cruzada de un grupo dado G es un complejo cruzado
exacto C (véase el problema I11.1.13) donde el grupo G, dado de antemano,
es tal que G = H/0,(C1) = coker 91. Se dice que una resolucion cruzada de
un grupo G es libre (proyectiva) si el complejo cruzado correspondiente es
libre (proyectivo).

Un morfismo de complejos cruzados a: C — C’ consiste en homomorfis-
mos de grupos ag: H — H' y a,,:C,, — C! (n > 1) que hacen conmutar el
siguiente diagrama:

c - - ¢ — iy — -+ — Cy — H
ioé lan loén—l lal la[)
C/: RN RN C’;L — ,:171 — e — Ci —_ H/

tales que las estructuras se preservan, es decir, (a;,a) es un morfismo de
moédulos cruzados y «,, (n > 2) es un G-homomorfismo.

a) Establezca que, si G es un grupo y M un G-mdédulo, entonces existe
una resolucién libre (proyectiva) de M.

b) Pruebe que cualquier grupo G posee una resolucién cruzada libre
(proyectiva).
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2.7

a) Considere el siguiente diagrama conmutativo de G-mdédulos con el
renglén inferior exacto y tal que 9o 9 =0, con P proyectivo:

P i’) M/ i> M//

l l

C N Cl N C//
Pruebe que existe un G-homomorfismo v: P — C que conmuta con el
resto del diagrama.

b) Sea P un complejo cruzado libre (proyectivo) con G = coker 9; y sea
C una resolucion cruzada de un grupo G’. Demuestre que cualquier
homomorfismo de grupos h:G — G’ induce un morfismo a: P — C
de complejos cruzados.

2.8 Sea P una resolucién cruzada libre (proyectiva) de un grupo. Denote-
mos con P" el complejo cruzado

p0—J,—Chrq — - —C —L—G—1

obtenido de P como sigue:
(i) Jp = ker (Cp—1—Chp_2)
(ii) Co = L un grupo libre y C_; = G.
P se llama n-extension cruzada libre (proyectiva).

a) Compruebe que, dado un grupo G, siempre podemos construir una
n-extension cruzada libre correspondiente P™ para cualquier n > 1.
b) Defina la n-extensién cruzada libre (proyectiva) P" para n = 1. (Su-

gerencia: considere J; = ker (L—G) y reemplacelo por la extension
cruzada 0 — J{* — L/[J;, ;] — G — 1 )

2.9 Sean C y C’ dos complejos cruzados con G = coker 01 y G' = coker 0.
Sean «, 8: C — C’ morfismos de complejos cruzados. Una homotopia de o
a 8, denotada por X:a ~ 3, es una familia de funciones ¥ = {3;},>¢ donde
Yo:H — Cly £:Cp — O}y (k>1) son tales que

(i) Zo(zy) = So(a)(*@%o(y)) ¥ 8 To(2) = ao(x)fo(2)™", =,y € H.

(ii) ¥:C; — C% es un H-homomorfismo, con

BéEl(x) = ﬁl(1’)_1(2081(1'))_1&1(%)7 x e Cl.
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(iii) ) es un G-homomorfismo que cumple con

82+1Zk+2k_18k =ar — B para k> 2.

c: -+ Cg — )0y — +++ — C; — H — G — 1
EV ap Bk}:k,y ll ):y ll Zf/ ol | g,
c: - Oy — ., — - — C — H — G —1

Pruebe que la homotopia de complejos cruzados asi definida es una relaciéon
de equivalencia.

2.10 Sea C un complejo cruzado libre (proyectivo) con G = coker 01, P una
resolucion cruzada de G’. Demuestre que si «, 3: C — P son morfismos de
complejos cruzados e inducen el mismo homomorfismo p: G — G’, entonces
existe una homotopia ¥:a ~ 3.

2.11 Demuestre que el conjunto Hom(G,G’) clasifica las clases de ho-
motopia de morfismos de C en P con el mismo homomorfismo inducido
¢:G — G'. (Sugerencia: utilice los problemas I11.2.7 (b) y I11.2.10.)
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I11.3 TORZ (M,N)

0, On—1 o . . .
Sea Py —P,—%P, 1— ---—P—5P)—0 una resolucién proyectiva

reducida del A-médulo M. Sea N un A-mdédulo y consideremos el producto
tensorial Py ® N, que es la sucesion

Py @aN:—Py @y NP, on N8P oy N22M Py @0 N—0

Py @4 N resulta ser una sucesion semiexacta, pues, para toda n > 1,
(On—1®@A1)0 (0, @A 1) =(On—100,) @A 1=0®x1=0.
Entonces podemos formar el A-mdédulo graduado

H.(Py @A N) = {H,(Py @A N)}nxo-

3.1 DEFINICION. Para cada n > 0, denotemos H,,(Py ®4 N) con
TorX(M, N), y lo llamaremos funtor de torsién de grado n sobre A de M y
N.

A continuacién, veamos que Tor’ (M, N) depende esencialmente de n, M
y N, y no de la resolucién escogida. Supongamos que

8/ o’ a/

n—1

Qum: —Qy—"Qp_1—— - —Q1—Qp—0

es otra resoluciéon proyectiva reducida de M. Por los resultados de III.2
existen morfismos de cadenas ¢: Py — Qu y ¢ :Qu — P tales que
Yo ~1py o ~1g. Sea 1y:N — N la identidad en N. Entonces los
morfismos ¢ ® 1y y ¢’ ® 1y son morfismos de cadenas que inducen

@it Hy(Prr @p N) — Hn(Qum @4 N) y 4t Hy(Qur @4 N) — Hp(Py @4 N)
para cada n > 0. Es inmediato comprobar que
(¢ ®1y)o(p®1n) ~1lpen, yaque (p®@1n)o(¢ ®@1n)~lgan-
Luego, ¢! op. v @i 0@l son los automorfismos de identidad de H,,(Py @4 N)

y H,(Qun ®a N), respectivamente. Entonces ¢, y ¢, son isomorfismos. Por
ultimo, es obvio que H,(Py ®x N) =0 para n <0.
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Lo que hemos hecho es, por un lado, definir Tor’(M,N) a partir de
una resolucion proyectiva reducida P de M, luego le aplicamos el funtor
covariante _ ®a N y finalmente tomamos su homologia:

Tor’(M,N) = H,(Py ®a N).

Sean f:M — M" y g:N — N’ homomorfismos de A-médulos. Sean
Py; y Py resoluciones proyectivas reducidas de M y M”, respectivamente.
Por 2.4, existe un morfismo de cadenas ¢: P,y — Py que extiende a f.
Entonces

©0®9g={pn®g:Ppy @ N — Pryn @y N"}

es un morfismo de cadenas que induce
(QO & g)* H*<PM XA N) — H*(PM// XA N”)

ie., (¢ ®g)s:Tor®(M,N) — Tor®(M",N") no depende de ¢ (por 2.4), sino
exclusivamente de n, f y g, y lo denotamos con Tor(f,g). Entonces es
inmediato el siguiente

3.2 TEOREMA. Tor’(_, _) es un bifuntor covariante de la categoria

de A-moddulos en si misma.m

,
Sea 0 — N’-25 N-%5 N” — 0 una sucesién exacta corta de A-médulos
y Py una resolucién proyectiva reducida de M. Entonces

Py @y N —— Py @y N — Py @4 N”

es una sucesion exacta corta de cadenas. Por 1.10 existe un homomor-
fismo ky,: Hy(Py @4 N”) — Hp_1(Py @4 N') tal que la siguiente sucesion
es exacta:

’
Gxn,

oo —Hy,(Py @4 N')E5H,, (Pyy @5 N)ZSH,, (Pyy @4 N2
L Hy 1 (Pa @4 N’)g*LlHn_l(PM @A N) 25 H, 1 (Pyy @4 N")y— - .
Por 3.2 y lo anterior, tenemos el siguiente teorema.

3.3 TEOREMA. Sea N’ —— N —» N” una sucesién exacta corta de
A-médulos y M un A-moédulo. Entonces existe una sucesiéon exacta larga

oo —Tord(M, N —Tor®(M, N)—Tor(M,N")—

— Tor®_(M,N') — --- — Tory(M,N") — 0 .
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3.4 TEOREMA. Sea M’ ~—— M —~ M" una sucesién exacta corta de
A-médulos y N un A-médulo. Entonces existe una sucesion exacta larga

oo —Tor™(M', N)—Tor (M, N)—TorX(M", N)—
— Tor® ((M',N) — --- — Torl}(M",N) — 0 .

Demostracién. Utilicese el problema 3.6 para obtener una sucesién exac-
ta corta de cadenas que se escinde,

P]/\4/ >‘%‘PM_>> P]I\Z//.
Por el problema 1.8.17,
P]/W QAN —— Py @pa N — P]/\;[u QA N

es una sucesion exacta corta de cadenas que se escinde. Finalmente, aplique
el teorema 1.10.m

Es claro que, H,(P ®x N) = H,(Py ®a N). Por ejemplo, para n = 0,
consideremos la parte P;-25Py—M——0 de P (que es exacta). Por 1.8.6
(ii),

Py oy NEY Py @y N2 M @) N—s0

es exacta. Por lo tanto, e ® 1y es suprayectiva e im(9; ® 1) = ker(e ® 1y).
Luego,
Ho(PM QA N) = Py ®a N/Z?’ﬂ(al X lN)

= Py ®p N/ker(e ® 1y)
=2 M s N
— Ho(P ®a N).

De manera analoga podemos definir WQ(M ,N) como sigue: sea Qn una
resolucion proyectiva reducida de N. Consideremos el producto tensorial
M®AQn para M un A-mdédulo. M ®,Qy resulta ser una sucesion semiexacta
cuya homologia H,(M ®x Qn) de grado n denotaremos con WS(M ,N).

Es decir, a partir de una resolucién proyectiva reducida @ de N, apli-
camos el funtor covariante M ®, _ y finalmente tomamos su homologia:

Tor (M, N) = H, (M ®, N).

Evidentemente, tenemos resultados andlogos a 3.3 y 3.4 para WQ(M ,N)
y también es inmediato comprobar que H,(M ®, Q) = H,(M ®, Qn) para
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n > 0. Mas adelante (Teorema 3.7) veremos que Tor’ (M, N) = WQ(M, N)
y posteriormente no distinguiremos entre uno y el otro. Ahora veamos
algunos resultados de importancia.

3.5 PROPOSICION. Los funtores Tord(_,N) y Torys (M, _) son equi-
valentes naturalmente a los funtores _ ®y N y M ®, _, respectivamente.

Demostracién. Sea Pj; una resolucién proyectiva reducida de M,
01
Py:---—P,—P, 11— - — P —PFPy—0.

Consideremos

Pa @y Ni-o- =P, @) N— - — P, @5 N2 Py 90 N—0.

Luego Torl(M,N) = Py @ N/im(0; ® 1) = coker(d; ® 1y). Por otro lado,
consideremos una resolucién proyectiva de M

P —P,—P, 41— —>P1i>Poi>M—>O .

Formemos

PRAN: - —P, &g N - —P, @4 N2 Py on NEW M @) N—0 .

Evidentemente M®p N = coker(0;®1y). Es inmediato comprobar que existe
una transformacién natural ¢ entre Tord( _,N)y _®aN, es decir, una regla
que a cada A-médulo M le asocia un morfismo tys: Tord (M, N) — M @ N
tal que, para cualquier homomorfismo f: M — M’, el siguiente diagrama

conmute .
Tory(M,N) L M@z N

Torg(f,lN)l lf®1N
Tord(M/,N) 24 M @\ N

y que, como Tord (M, N) = coker(0; ® 1y) = M @5 N, t); es un isomorfismo

para cualquier M. De manera similar obtenemos una equivalencia natural
—A

entre Torg (M, )y M @) — .=

Obsérvese que, debido a 3.5, tenemos una sucesién de la forma
oo —Tord(M',N)— - - —Tor}(M" ,N)—

—M' @y N—M @y N—M" @x N—0
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~-~—>W2(M,N’)—>-~-—>W?(M,N")—>
—M @) N —M @y N—M @5 N"—0

Supongamos que tenemos una resolucién proyectiva P de longitud n de
un A-médulo M, apliquémosle el funtor exacto derecho _ @5 N y obten-
dremos

Poa N:0" 28 p o, NOEW P oy NEWA @) N0

Obviamente, H,,(P ®x N) = Tor’(M,N) = 0 para m > n. Aun mé&s, como
1m(Op4+1 ® 1) = 0, tenemos que

Hn(P QA N) = ]{ZeT(an ® 1N)~

Por lo tanto,
Tor (M, N) = ker(d, @ 1y).

En el caso en que n = 1, tenemos que, dada una presentacién proyectiva
P, —— Py —» M de M, por 1.8.6 (ii) se tiene una sucesién exacta

P A N—PFPy®py N—M ®p N—0
y, por el comentario anterior, tenemos la sucesion exacta
0—Tor(M,N)—P; @ N—Py @y N—M ®@5 N—0

es decir, Tor! (M, N) nos repara la inexactitud al hacer el producto tensorial
con una resolucién proyectiva finita de M.

3.6 PROPOSICION. Sea P un A-mddulo proyectivo. Entonces, para los
A-médulos M y N,

Tor®(P,N)=0=Tor>(M,P)  para n>1

yTord(M,P) =0 :WQ(P, N) para n>1.

Demostracién. Sea @ una resolucién proyectiva de P. Como P es proyec-
tivo, Q es de la forma Q:---—0—P——P—0, donde ¢ = 1p. Luego,
Q ®a N es exacta, i.e., 0—P @y N—P @, N—0 es exacta y, por lo tanto,
Tor®(P,N) = 0 para toda n > 1. Por otro lado, sea Q' una resolucién
proyectiva de P. Luego, M ®, Q' es exacta. Por lo tanto, WQ(M, P) =
H,(M ®x Q') =0 para toda n > 1. Andlogamente para el otro caso.m
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3.7 TEOREMA. Tor’(M,N) = Tors n(M,N).

Demostracién. Sea K —— P —» M una presentacion proyectiva de
M. Por 3.4, tenemos una sucesién exacta larga

o —Tord (K, N)—Tor>(P,N)—Tor(M, N)—

o — K QA N—P @y N—M ®p N—0

Por el correspondiente teorema para Tor(,) analogo a 3.3, tenemos una
sucesién exacta larga

.. —Tor n (K, N)—>T0r (P, N)—>T0r (M,N)—

o — K QA N—P @y N—M ®@p N—0

Por 3.6, dichas sucesiones se convierten en
(i) 0—Torl(M,N)—K ®y N—P @) N

0—Tor (M,N)—K ®y N—P @z N

paran=1y

(ii) 0—Tor™(M, N)—Tor2 (K, N)—0
0—Tor n (M, N)HTOT 1(K,N)—0

para n > 2.

Claramente Tor{ (M, N) = WQ(M, N) = M ®, N. Por las sucesiones de
(i), el teorema es valido para n =1y por (ii), utilizando induccién bajo n,
hemos terminado.=

3.8 TEOREMA.

a) Si P es un A-médulo plano, entonces Tor}(P,N) =0 para n > 1 y para
cualquier N.

b) Si Tord*(P,N) = 0 para toda N, entonces P es plano.
Demostracion.

a) Sea Qn: - —Qp— - —Q1—Qp—0 una resolucién proyectiva re-
ducida de N. Luego, el funtor P ®, _ es exacto por ser P plano
(problema 1.8.11). Por lo tanto, H, (P ®) —) =0 para toda n > 1.
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b) Sea 0 — N’-Z» N-Ls N” — 0 una sucesion exacta corta de A—médulos,l
entonces

0—TorM(P,N")—P oy N2 P @y N—P @y N'—0

es exacta. Como Tor(P,N") =0, 1p ® g’ es un monomorfismo y, por
lo tanto, P es plano.m

Veamos otra demostracién de 3.8 (a): sea 0 — R-»P'— N — 0 una
presentacién proyectiva de N. Luego tenemos

Tor™(P, P')—Tor(P,N)—P @5 R2E'P @ P'—sP @4 N—0.

Como P’ es proyectivo, Tor{(P,P’) = 0 y, como P es plano, 1p ® p es
un monomorfismo y Tort(P,N) = 0. Supongamos, por induccién, que
Tor(P,N) = 0. Luego, consideremos

oo —Tork, (P, P")—Tor ,(P,N)—Tor’(P,R)— - --

Como Torl, | (P,P') =0 =Tor}(P,R), se sigue que Tor2 ;(P,N) =0.u

El proceso inductivo anterior se llama cambio de grado o dimension.

PROBLEMAS

3.1 Escriba con detalle la demostracion de 3.2.
3.2 Pruebe que WS\(M ,N) es equivalente naturalmente a M @5 _.
3.3 Pruebe que Tor (@ M,,, N) = [[ Tor’(M,,, N) para toda n > 0.

3.4 Sea A un dominio entero. Considere la siguiente sucesién exacta corta
A —— F — F/A, donde F es el campo de fracciones o campo de cocientes
de A. Demuestre que

a) Tort(F/A,N)= TN y que el isomorfismo es natural.
b) Tor’(F/A,N) =0 para todo A-médulo N y para todo n > 2.
c) Tori(F/A,N)=0si N es libre de torsién.
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3.5 Calcule explicitamente:
a) Tor®(#)2,%.)2).
b) Tor%(Z/m,#./n).

3.6 Sea M’ —— M — M" una sucesion exacta corta de A-mddulos.
Sean Pj;, y P}, resoluciones proyectivas reducidas de M’y M, respectiva-
mente. Construya en forma inductiva una resoluciéon proyectiva reducida
de M de tal manera que se tenga una sucesién exacta corta que se escinde
de resoluciones proyectivas reducidas P;;, ~—— Py —= Ppj..

3.7 Pruebe que, si Py, y Py son resoluciones proyectivas reducidas de
A-médulos M y N, respectivamente, entonces, para toda n, se tiene que

3.8 Pruebe que, si A no es necesariamente conmutativo, entonces, para
cualesquiera A-moédulos M y N, se tiene que

Tor(M,N) = Tor" (N, M), n >0,

donde A° es el anillo opuesto de A definido en el problema I.1.3(c).
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1.4 EXTYM,N)

On— .. .
Sea Py:--- —>Pnﬁ>Pn,1—§ ‘e —>P1i>P0—>O una resolucién proyectiva
reducida del A-médulo M. Sea. N un A-médulo y consideremos

Homa (P, N) que es la sucesién

Homp (0n,N)

Homp(Py,N): -+ —Homp(Py,, N)

—Homa (P, N2 o (P, N)—0 .

Homp(Py, N) resulta ser una sucesién semiexacta pues, para toda n > 1,
Homp(0n, N) o Homp(On—1, N) = Homp(Op—1 0 0p, N) = Homp(0,N) =0 .
Entonces podemos formar el A-médulo graduado

H*(HomA(PM,N)) = {Hn(HomA(P]u,N))}nzo.

4.1 DEFINICION. Para cada n > 0, denotaremos H"™(Homa (Pys, N)) por
Exzt? (M, N), y lo llamaremos funtor de extension de grado n sobre A de M
y N.

Es evidente que, si Qj es otra resoluciéon proyectiva reducida de M,

entonces
Hn(HomA(PMvN)) = Hn(HomA(QMaN))7

por lo que Ext% (M, N) depende solamente de M, N y n.

Lo que hemos hecho es definir Ext}(M,N) a partir de una resolucién
proyectiva reducida P de M; luego le aplicamos el funtor contravariante
Homp(_—,N) y finalmente tomamos su cohomologia:

Exti(M,N)= H"(Homa(M,N)).

Sean f:M — M" y ¢:N — N" homomorfismos de A-médulos. Sean
Py; y Py resoluciones proyectivas reducidas de M y M”, respectivamente.
Por 2.4, existe un morfismo de cadenas ¢: Pyy — Py que extiende a f.
Entonces Homa(¢,g9) = {Homa(n,g): Homa(Pypy, N) — Hompa (P, , N")}
es un morfismo de cocadenas que induce un homomorfismo

Hom(p,9)*: H*(Homa(Pyr, N)) — H*(Hompa(Pp, N")), e,
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Hom(p,9)": Exty(M",N) — Extj(M,N") .

Este no depende de ¢ (por 2.4), sino exclusivamente de n, f y g, y lo
denotaremos por Ezt}(f,g). Entonces es inmediato el siguiente

4.2 TEOREMA. Ext}(_, ) es un bifuntor de la categoria de A-médulos
en si misma. Es contravariante en la primera variable y covariante en la
segunda.m

/

g g sz s
Sea N/ —— N —5 N’ una sucesion exacta de A-moédulos y Pp; una
resolucion proyectiva reducida de M. Entonces

Homp(Py, N') —— Homp(Pyr, N) —~ Homp (P, N”)

es una sucesién exacta corta de cocadenas. Por 1.10 (dual) existe un mor-
fismo
K": H"(Hom(Pyr, N")) — H" " (Homy (Py, N'))

tal que la siguiente sucesién es exacta:
-« —H"(Homp(Py, N'))—H"(Homp (P, N))—
— H™(Homy (P, N") 25 H ™ (Hom (Pag, N')— -+
Entonces, por 4.2, tenemos el siguiente

4.3 TEOREMA. Sean N’ —— N —» N’ una sucesién exacta corta de
A-médulos y M un A-médulo. Entonces existe una sucesién exacta larga

K"

0 — Eat{(M,N') — --- — Exti(M,N") “>

i)EItX-'rl(M’ N/)HEItX-Fl(M’ N)*)E"Etx+l(M7 N//)g) e

4.4 TEOREMA. Sea M’ —— M —» M" una sucesién exacta corta de
A-médulos y N un A-mddulo. Entonces existe una sucesion exacta larga

0 — EatQ(M",N) — --- — Eati(M',N) =5
HEI’tX“Fl(MI/,N)*)Eti"Fl(M’ N)HEItx—‘rl(M/,N)—) el

Demostraciéon. Utilice los problemas 3.6 y 1.5.9 para obtener una suce-
sién exacta corta de cocadenas

0— Homn (Pypry, N)—Homna (P, N)— Homp (P, N)—0.
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Luego aplique el dual del Teorema 1.10.m

Sea Iy una resolucién inyectiva reducida de un A-médulo N,

n+1 1
Intoooe—I"H e o YO0 g,

Consideremos Hom (M, Iy) para M un A-médulo,

n 1
Homa (M, In): - —— Homy (M, )80 Aol pron, (M, 1) —0 .

Resulta que Homy (M, Iy) es una sucesion semiexacta cuya cohomologia de
grado n, H"(Homa (M, Iy)) denotaremos por Exty (M, N).

Esto es, consideramos una resolucion inyectiva reducida Iy de N, le
aplicamos el funtor covariante Homa (M, _) y finalmente tomamos su co-
homologia:

Exty(M,N)= H"(Homa(M,N)).

Esté claro que H"(Homu (P, N)) = H"*(Homu(Pa, N)) y que H*(Homp (M, I))

= H"(Homx(M,Iy)), donde P y Pj; son resoluciones proyectiva y proyec-
tiva reducida de M; I e Iy son resoluciones inyectiva e inyectiva reducida
de N.

Dejamos para el lector probar que Exzt? (M, N) = Exty(M,N) (problema
4.6).

4.5 TEOREMA. Los funtores EztQ(_,N) y E:ct?\(M, __) son equiva-
lentes naturalmente a los funtores Homa(_,N) v Homa(M, __), respecti-
vamente.

Demostraciéon. Sea Pp; una resolucién proyectiva reducida de M. Con-
sideremos Homp(Py, N). Luego, Extd (M,N) = ker(Homa(d1,1x)). Por
otro lado, sea P una resoluciéon proyectiva de M. Formemos Homy (P, N),
donde im(Homp(e,1x)) = ker(Homa(01,1n)), pues Homa(—,N) es exacto
izquierdo. Luego, Homx(M,N) = ExtQ(M,N). Es inmediato comprobar
que

tn: Homp (M, N) — Ext} (M, N)

es un isomorfismo para toda N. Luego, ¢ es una equivalencia natural.

De manera similar, tomando resoluciones inyectivas obtenemos una
. . —0
equivalencia natural entre Ext, (M, )y Homa(M, _).m

Obsérvese que, debido a 4.5, las sucesiones 4.3 y 4.4 toman la forma
siguiente

0— Homp (M, N")—Homa (M, N)— Homa(M,N")—
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— Bxty(M,N') — - — Eat%(M,N") —

0—Homp(M",N)—Homa (M, N)— Homa(M', N)—
— Eztjy(M",N) — --- — FExti(M',N) —
Supongamos que tenemos una resolucién proyectiva P de longitud n de

un A-médulo M, apliquémosle el funtor exacto izquierdo Homa(_—,N) y
obtendremos

Homp(P,N):0—Hom (M, N)HomA—(eilN)HomA(PO, N)—- —

Homa (6™,1N)
—

— Homp(P,,N) 0.

Obviamente, H™(Homa(P,N)) = Ezt?(M,N) = 0 para m > n. Adn mas,
como ker(Homp(0",1x)) = Homa(P,,, N), tenemos que
Exty(M,N) = H"(Homa(P,N))
= ker(Homa (6™, 1)) /im(Homa (6" 4, 1x))
= Homp(P,, N)/im(Homp (6", 1x))
= coker(Homy (6", 1))

En el caso en que n = 1, tenemos que, dada una presentacién proyectiva
P, —— Py —» M de M, por 1.5.5 se tiene una sucesién exacta

0—Homp(M,N)—Homy(Py, N)—Homp(P1,N)
y, por lo anterior, tenemos una sucesién exacta
0—Homa (M, N)—Homa(Py, N)—sHomp(Py, N)— Ext} (M, N)—0,

es decir, Ext} (M, N) nos repara la inexactitud al formar el médulo de ho-
momorfismos con una resolucién proyect}va finita de un A-médulo M. Una
observacion andloga se obtiene para FExt, (M, _).

4.6 PROPOSICION.

a) Sea I un A-médulo inyectivo. Entonces Ezt}(M,I) = 0 para todo
n € Z* y para todo A-médulo M.

b) Sea P un A-mdédulo proyectivo. Entonces Ezt} (P,N) = 0 para todo
n € Z" y para todo A-médulo N.

Demostracién. a) Sea P una resolucién proyectiva de M. Como P es
exacta e I es inyectivo, por 1.7.5 (iv), se sigue que Hom (P, I) es exacto.
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Luego H"(Homa(P,I)) = 0 para n > 1 y por lo tanto Ext}(M,I) = 0 para
n > 1. La demostracion de b) es andloga por 1.6.11(iv).m

PROBLEMAS

4.1 Escriba con detalle la demostracién del teorema 4.2.

4.2 Pruebe que Ezt (M, )y Homa(M, _) son funtores equivalentes na-
turalmente.

4.3 Pruebe que Ext?(P,N) = 0 para todo n € Z" y todo A-médulo N
donde P es un A-médulo proyectivo.

4.4 Demuestre que Ezt} (P M,,,N) = [[ Ext} (M,,,N) para toda n > 0.
(Sugerencia: utilice induccién sobre n).

4.5 Demuestre que Ext (M, [[ Nm) = [[ Exti (M, N,,,) para toda n > 0.

4.6 Sea Iy una resolucién inyectiva reducida de N y Py una resolucién
proyectiva reducida de M. Demuestre que

Hn(HO’ITLA(PM,N)) = H”(HomA(M,IN))
para toda n > 0. Luego, podemos decir que

Eaxt? (M,N) = Exty (M, N).



112 Capitulo III ALGEBRA HOMOLOGICA

IIT.5 FUNTORES DERIVADOS

Para esta seccién, sea A un anillo no necesariamente conmutativo con 1 # 0
v Mod, una categoria de A-mddulos izquierdos o derechos.

5.1 DEFINICION. Sea F un funtor covariante aditivo de la categoria
de A-médulos Mod, en la categoria de grupos abelianos Ab. El funtor
derivado izquierdo de grado n de F' es

LnF(M) = Hn(F(PM))

donde Py es una resolucién proyectiva reducida del A-médulo M, n=1,2,....

Hemos definido, para cada funtor covariante aditivo F, una sucesion de
funtores, también de la categoria de A-médulos en la categoria de grupos
abelianos. Dichos funtores se calculan tomando una resolucién proyectiva
reducida de un A-moddulo, aplicdndole a dicha resolucién el funtor F y
después tomando su homologia; i.e., si Py; es una resolucion proyectiva
reducida de M

Pagi-e—P,2mp, 2t p 2P0
F(Pa): - —F(P) 2 pp, ) % e " Fp)—0 |

luego, L, F(M) = H,(F(Py)) = ker F(,)/im F(dns1) -

Por ejemplo: sea F el funtor covariante aditivo __ ®, N y sea Pj; una
resolucion proyectiva reducida de un A-médulo M, i.e.

Py —Py— - — FPy—0.

Apliquémosle _ ®, N y obtendremos

Py A N:---— P, QA N— - — Py ®p N.

Luego, L,(_ ®sN) = H,(Py®a N), que definimos en 3.1 como Tor( _, N).

Decimos que Tor(_,N) es el funtor derivado izquierdo de grado n del
funtor covariante aditivo __ ®, N.

Del mismo modo que Tor2(_, N) no depende de la resolucién proyectiva
de M, podemos establecer la siguiente

5.2 PROPOSICION. L, (F(M)) no depende de la resolucién proyectiva
reducida de M .=
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5.3 PROPOSICION. Para cadan, n=20,1,2,..., L,F:Mod, — Ab es
un funtor aditivo.

Demostracién. Sean Py; y Qy resoluciones proyectivas reducidas de M
y N, respectivamente. Entonces

PyoQn: —P&Qn— - —F®Qy—0

es una resolucion proyectiva reducida de M & N. Luego, F(Py & Qn) =
F(Py) @ F(Qn), pues F es un funtor aditivo. Entonces

LrL(F(MEBN)) = HrL(F(PM EBQN))
=L, (F(M))® L,(F(N))m

De manera andloga a 3.3, tenemos la siguiente

5.4 PROPOSICION. Sea M’ ~—— M —- M" una sucesién exacta corta
de A-médulos y F un funtor covariante aditivo de la categoria de A-mddulos
en la categoria de grupos abelianos. Entonces, existe un homomorfismo
kn: Ly F(M") — L,_1F(M') para n = 1,2,... tal que la siguiente sucesién
es exacta:

K

oo — L, F(M"Y—L,F(M)—L,F(M")—
Ly A F(M')— - —LoF(M")—0 .
Demostraciéon. En el problema 3.6 se establece el hecho de que podemos

obtener inductivamente una sucesién exacta corta de resoluciones proyec-
tivas reducidas Py, —— Py —- Pj;,. Como F es covariante aditivo

y
P, =P, ® P) paracadan >0, F(Py,) —— F(Py) — F(Py)

es una sucesién exacta corta. Aplicando 1.10, obtenemos lo requerido.n

Queda claro que k, no depende de las resoluciones proyectivas reducidas
tomadas ni de f’ y f. Solamente depende de la sucesiéon exacta corta de
A-mddulos dada.

Veamos algunas propiedades de los funtores derivados.

5.5 TEOREMA. Si P es un A-médulo proyectivo, entonces L, F'(P) = 0
paran=1,2,... , y Lo(F(P)) = F(P).
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Demostracién. Sea Qp:--- —0— Py = P—0 una resolucién proyectiva
reducida de P. Luego, H,(F(Qp)) = 0 para n = 1,2,..., y Ho(F(Qp)) =
F(Py)m

5.6 TEOREMA. Sea F un funtor covariante aditivo exacto derecho. En-
tonces LoF es equivalente naturalmente a F.

Demostracién. Sea
P -—P,—- - —P—Py—M—0.
una resolucién proyectiva de M. Luego,
F(P): -+ —F(Py)— -+ —F(Py)—F(Py)—F(M)—0
es exacta. Por lo tanto, Hyo(F(P)) = F(M). El isomorfismo es natural.m

A continuacién, veamos los funtores derivados derechos de un funtor
covariante F.

5.7 DEFINICION. Sea F:Mod, — Ab un funtor covariante aditivo.
El funtor derivado derecho de grado n de F es

R"F(N)=H"(F(Iyn))
donde Iy es una resolucion inyectiva del A-médulo N, n=10,1,2,... .

Hemos definido, para cada funtor covariante aditivo F, una sucesién de
funtores, también de la categoria de A-mddulos en la categoria de grupos
abelianos. Calculamos dichos funtores tomando, primero, una resoluciéon
inyectiva reducida de un A-médulo N,

5t s "
In:0—I1—Ig— - —1,—---

después le aplicamos F,

F(5Y) F(8?)

F(In):0—F (1) " r(1) " - P (1,) ™.

y finalmente tomamos su cohomologia

H"™(F(In)) = ker F(8™)/im F(6"') = R"F(N).
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Por ejemplo: sea F el funtor covariante aditivo Homa(M, ) y sea Iy
una resolucion inyectiva reducida de un A-mdédulo N,

5t 52 5
In:0—) —Ip— - — ], — -

Apliquémosle Hom (M, ), y obtendremos
Homp (M, In):0—Homa (M, I)—Homx (M, Iy)— -+ —Homy (M, I,)— - - -
Luego, R"(Homa(M, —)) = H"(Homa (M, Iy)), €l cual definimos en la sec-

cién 4 como Exty (M, _).

Decimos que Exty (M, _) es el funtor derivado derecho de grado n del
funtor covariante aditivo Homu (M, _).

De manera semejante a 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6, tenemos el siguiente
teorema:

5.8 TEOREMA. Sea F:Mod, — Ab un funtor covariante aditivo.
Entonces
(i) R"F(N) no depende de la resolucién inyectiva reducida de N.
(ii) Para cada n, n=0,1,2,..., R"F:Mod, — Ab es un funtor aditivo.

(iii) Si N’ —— N —~ N’ es una sucesién exacta corta de A-médulos,
existe un homomorfismo x™: R"F(N") — R""'F(N’) tal que la siguien-
te sucesion es exacta:

0— RO F(N')—ROF(N)—ROF(N")
—>R1F(N’)—>---—>R”F(N”)R—n>~-~ .
(iv) Si I es un A-médulo inyectivo, R"F(I) = 0 paran > 1,y ROF(I) = F(I).

(v) ROF es equivalente naturalmente a F si F es exacto izquierdo.

Ahora, consideremos los funtores derivados de un funtor contravariante
aditivo G: Mod, — Ab.

5.9 DEFINICION. Sea G:Mod, — Ab un funtor contravariante adi-
tivo. El funtor derivado derecho de grado n de G es

R"G(M) = H"(G(Py))

donde P, es una resolucién proyectiva reducida del A-médulo M,
n=012....
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Por ejemplo: sea G el funtor contravariante aditivo Homa(—,N) y sea
Py una resolucion proyectiva reducida de un A-médulo M,

Py —Py,— - — P —FPy—0 .
Apliquémosle Homu(_—, N) y obtendremos

Homp(PayN): -+ ——Homp (P, N)— -« ——Homp(Py, N)—0 .

Luego, R"(Homp(—,N)) = H*(Homa(Py, N)), que definimos en 4.1 como
Exti(_,N).

Tenemos el siguiente teorema.
5.10 TEOREMA. Sea G: Mod, — Ab un funtor contravariante aditivo.
Entonces
(i) R"G(M) no depende de la resolucién proyectiva reducida de M.
(ii) Para cada n, n=0,1,2,..., R"G:Mod, — Ab es un funtor aditivo.

(iii) Si M’ —— M —~ M" es una sucesién exacta corta de A-médulos
existe un homomorfismo x": R*"G(M') — R""'G(M") tal que la si-
guiente sucesién es exacta:

0—R°G(M")—R°G(M)—R°G(M') =
—RIG(M")— - —R"G(M') =5 .

(iv) Si P es un A-médulo proyectivo, R"G(P) =0 paran > 1y
ROG(P) = G(P).

(v) R°G es equivalente naturalmente a G si G es exacto izquierdo.m

De igual manera, se puede definir el funtor derivado izquierdo de grado
n de un funtor contravariante G.

PROBLEMAS

5.1 Defina L, G para G un funtor contravariante.

5.2 Una sucesion de funtores aditivos de Mod—Ab

t

F/—7Ft_/)F”
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y transformaciones naturales ¢ y t' es exacta en mddulos proyectivos, si para
todo A-médulo proyectivo P, la siguiente sucesion es exacta:

F'P —FP—- F"P.

Pruebe que, si F/'— F—F" es una sucesién exacta en médulos proyectivos,
entonces, para todo A-médulo M existe un homomorfismo

bn: LpnF"M — L, _1F'M
tal que la siguiente sucesién es exacta:
L F'M-S L, FM - L, F M

L, F'M-% . L P M —0 .

5.3 Pruebe el teorema 5.10.

5.4 Demuestre que, si K, s Py i — - —Py— M —0 es una sucesién
exacta de A-mddulos con P; proyectivo para i =0,1,...,n— 1, y si
F:Mod, — Ab es un funtor covariante exacto derecho, entonces, para
n > 1, la siguiente sucesién es exacta

0Ly F(M)— F(K ) 25 F(Py_y).
(Utilice 1.3.9.)

5.5 Defina el funtor derivado izquierdo de un funtor contravariante y es-
tablezca un teorema analogo al 5.10.

. a d
5.6 Demuestre que, si P:--- —P,— .- — P 5 Py—»M—0 es una reso-
lucién proyectiva de M, y K,, = ker 8, entonces, si F' es covariante aditivo,

IR

Los1 F(M) 2 LyF(Ko) 2 Ly 1 F(Ky) & -+ = LiF(Kn_1).
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IIT.6 TORSION Y EXTENSIONES

Si A es un dominio entero, un elemento x de un A-médulo N es un elemento
de torsion de N si, y solo si, existe un elemento o € A diferente de cero tal
que azr = 0. El conjunto de elementos de torsién forma un submédulo 7N
de N llamado submddulo de torsion de N (véase el problema 1.1.4).

También definimos (problema I1.1.5) un A-mddulo de torsién N como
aquel tal que TN = N, y un A-mddulo libre de torsion como el A-médulo N
tal que TN = 0. Recordemos (problema 1.2.7) que N/TN es un A-médulo
libre de torsién (y, por lo tanto, todo médulo sobre un dominio entero es
una extensién de su submdédulo de torsién por un médulo libre de torsién).

Podemos considerar 7 __ como un funtor de la categoria de A-mddulos
en la categoria de A-mddulos de torsién, donde, si o: N — N, entonces
7,:TN — TN" estd dado por 7, = ¢|7rn, A un dominio entero.

Sea A un dominio entero y F su campo de fracciones o campo de co-
cientes. Consideremos la sucesion exacta corta

0—A—F—F/A—0.

Veamos que existe una equivalencia natural entre los funtores 7 _ y
Tori(F/A, _) para A un dominio entero.

6.1 TEOREMA. Los funtores 7 _ y Tor?(F/A, _) son equivalentes na-
turalmente si A es un dominio entero.

Demostracién. Consideremos la sucesion exacta corta
0—TN-“N—N/TN — 0.
Por 3.3, existe una sucesién exacta larga
oo —Tory(F/N, TN)—Tory (F/A,N)—Tory(F/A, N/TN)

or v
—TorM(F/A, TN A A (YA N Tor (F/A, N/TN)— - -

Por el problema 3.4, Tory(F/A,N/TN) =0 = Tor}(F/A, N/TN). Luego,
Tor{(1p/a,¢) es isomorfismo, i.e., TN = Tor{(F/A,N). Es inmediato com-
probar la equivalencia natural.m

El teorema precedente justifica en parte la definicion de Tor. Otras
justificaciones son los siguientes resultados:
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6.2 LEMA. Si N es un A-médulo de torsién y A un dominio entero,
entonces Tor(M,N) es un A-médulo de torsién para todo A-médulo M y
n > 0.

Demostracién. Para n = 0, Tor}(M,N) = M ®, N es de torsién, pues
cada generador es de torsién (véase el problema 1.8.15). Si n = 1, existe
una presentacién proyectiva de M,

M —— P — M.
Por 3.4, existe una sucesién exacta larga
- —Torh, (M, N)—Tor’, | (P,N)—Tor ,(M,N)—
—Tor™(M', N)—Tor (P, N)—Tor(M,N)— - -
oo —Tor}(M', N)—Tort"(P,N)—Tor}(M, N)—
—M' @y N—P @y N—M @5 N—0 .

Como P es proyectivo, Tor(P,N) = 0 para n > 0. Por el problema 1.8.15,
M’ @5 N es de torsién y, por lo tanto, su submédulo Tor{(M,N) es de
torsién. Por induccién, si Tor’(M’,N) es de torsién, como Tor}(M', N) =
Tor®,(M,N), Tor’, ,(M,N) es de torsién.m

6.3 PROPOSICION. Si A es un dominio entero, entonces Tor (M, N) es
un A-médulo de torsién para toda n > 1.

Demostracién. Véase el problema 6.3.»

Consideremos el siguiente problema: sean M’ y M” dos A-mddulos.
;,Cuadles son los A-mddulos M tales que M’ sea un submoédulo de M y M”
sea su moédulo cociente? Equivalentemente, jcudles son los A-moédulos M
tales que la sucesion 0 — M’ — M — M" — 0 es exacta? Encontrar o
clasificar dichos A-médulos M constituye lo que se conoce como el problema
de extension de A-modulos.

6.4 DEFINICION. Una eztenston de M’ por M” es una sucesién exacta
corta de A-moédulos
E:M — M — M".

6.5 DEFINICION. Sean M’ —— M; —~ M" y M' —— My —»~ M"
dos extensiones de M’ por M”. Diremos que son equivalentes si existe un
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homomorfismo : M; — My tal que el siguiente diagrama conmuta

M’ — M, — M

1M’i Tl’l llM”

M’ —_ My — M

Nétese que, por 1.3.8, 9 debe ser un isomorfismo, y que dicha relacién
es de equivalencia. Denotemos con Ex(M"”,M’) el conjunto de clases de
equivalencia de extensiones de M’ por M"” y por E un elemento. Obsérvese
que Ex(M",M’) no es vacio, pues contiene a la clase de equivalencia de la
extension M’ —— M' & M" —»~ M" que llamaremos extension escindible
de M’ por M", pues las composiciones M’ — M' & M" y M'& M" — M’
asi como M" — M' & M" y M' & M" — M" son la identidad en M’ y M",
respectivamente.

Sean f,g € Homa (M, N) dos homomorfismos de A-moédulos. Denotemos
con Ap: M — M @ M el homomorfismo diagonal dado por Ay (x) = (x,x)
y con Vn: N @® N — N el homomorfismo codiagonal dado por /n(y,y") =
y+y'. Entonces, otra forma de escribir f+g es U n(fDg)Anm, pues (f+g)(z) =
Un(f®9) A (x) = Un(f ®9)(z,2) = Un(f(z),9(x)) = f(z) + g(=).

Sean Ey:M' —— My —» M" y Eo:M' —— My —~ M"” dos exten-
siones de M’ por M”. Definamos su suma como la extensién

El@EQZM/@M/ >'—>M1@M2 —> M”@M”.

Sean Yy M" & M" — M" y Npp: M — M’ & M’ homomorfismos dados
por vy (x1,22) = 21 + 22 Yy Apr(y) = (y,y). Definimos la suma de dos
elementos de Fxz(M", M') como

Ei+ Ey =y (E1 @ E2) Ay

llamada la suma de Baer. Tenemos la siguiente proposicion:

6.6 PROPOSICION. FEz(M" , M') posee una estructura de grupo abelia-
no bajo la suma de Baer cuyo elemento neutro es la clase de la extensién
escindible.

Demostracién. Véase el problema 6.4.m

6.7 TEOREMA. Los grupos Ex(M",M’') y Exti(M", M') son isomorfos.
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Demostracién. Sea P una resoluciéon proyectiva de M"”. Consideremos
el siguiente diagrama:

P — P %2 p 2 p S M 0
ltpz l#”l l‘/’o llM”
Eye: O — M — M — M — 0

Aplicando 2.4, vemos que existen los homomorfismos ¢; de P—E); tales
que el diagrama conmuta. Obsérvese que ¢ 0 95 = 0.

Apliquemos Homu(_,M’) a Py obtendremos

Homna (02,1,,7) Homa (01,157)
— —

Homp(P,M"): - «——Homp(Py, M") Homp (P, M")

Homnp (e,1,,7)

——Homnp(Py,M') " —""Homp(M",M")—0 .
Luego,
H'(Homx(P,M')) = Exty(M",M')
= ker(Homp (02, 1ar7))/im(Homp (01, 1a ).
Pero, como Homp (92, 107)(p1) = 1002 =0, @1 € ker(Homp (02, 1ar)).

Como ¢; es uUnica, salvo homotopia, F); determina un elemento tnico en
Exti (M"”,M’). Es inmediato comprobar que, si Ey;, es equivalente a Eyy,,
ambos determinan el mismo elemento en Ext} (M”, M’). Por lo tanto, pode-
mos definir una funcién

n: BEx(M",M') — Exti (M", M")

mediante T](EM) =1+ im(HomA(ﬁl, 1M’))

Construyamos un inverso p de n: sea ¢1: P, — M’ un elemento del
ker(Homn (02,1p1)), es decir, ¢1 0 5 = 0. Entonces ¢; induce

1 P1/im 83 — M’ dada por ¢} (z +im d2) = ¢1(x).
Consideremos la extension
EpO:Pl/im 32 —_— PO —e M//.

Definamos p(¢1 + im(Homp(01,1p))) como el coproducto fibrado M’V P,
(véase el problema I1.3.11). Entonces tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

0 — Pl/im (92 — P() I M — 0

Lot ! i
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Se puede comprobar que p no depende del representante 1, que np =1y
que pn = 1. (problema 6.5.)n

A continuacién, veamos algunos ejemplos.
6.8 EJEMPLO. Sea Ey: M’ L M —% M" una extensién de M’ por
M". Consideremos

HOmA(EM, M/)Z . <—HomA(M’, M/)Hom&’lnfl)
Homa (M, M"Y 85 o (M7, M7)e—o0
Como vimos en la seccién 4, tenemos la siguiente sucesién exacta

0— Homp(M", M')—Homp (M, M'")— Homy(M', M')— Exth (M", M’).

Supongamos que Exth (M”, M’) es cero. Entonces Homa(f’,1)/) es un epi-
morfismo. Luego, existe ¢’ € Homy (M, M') tal que

Homa(f', 1ar)(g') = g'f = Lar -

Por lo tanto, si Exth(M"”, M') = 0, entonces cualquier extensién de M’ por
M" se escinde.

Inversamente, si toda extensién de M’ por M” se escinde y cualesquiera
dos extensiones de M’ por M” son equivalentes (véase el problema 6.6),
Ez(M",M’) consta de un solo elemento y, por 6.7, Extl (M", M') = 0.

6.9 EJEMPLO. Sea A = Z. Como Z es proyectivo, por 4.6(b), para
n>1
Exty(Z,Z)=0 vy FEuxty(Z,Z/n)=0

i.e., para n = 1 las extensiones de Z por Z y de Z/n por Z se escinden y
contienen un solo elemento.

6.10 EJEMPLO. Consideremos la presentacién proyectiva de Z/n

zZ -t @,
donde f’ es la multiplicacién por n. Apliquémosle los funtores

Homy(_—,Z), Homg(—,Z/m)
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y obtendremos
0—Homyg(Z/n,Z)— Homz (X, %)Hamﬂ iz)

— Homy (%, L) — Exty (Z/n, Z)—0 .
O—)I{On’bz(%/n7 %/m) _)HomZ(%, %/m>H0mzi)1Z/m)
— Homg (%, %./m)— Exty (Z/n, Z/m)—0 .

Utilizando el problema 1.5.4, dichas sucesiénes se convierten, respectiva-
mente, en

00—z "2 By Buk (T, Z)—0

Homz (f' 1z m)
-

0—Z/(n,m)L—XZ/m #)m—s Exty(Z/n, Z/m)—s0 .
Como im(Homg(f',1z)) = nZ = im(Homz(f', 1%/,), tenemos que

Extl (#/n, %) =%/ny Exty,(Z/n,Z/m) = (Z/m)/(Z/n) = Z/(n,m)% .
6.11 EJEMPLO. Utilizando los problemas 4.4, 4.5 y el teorema funda-
mental de los grupos abelianos finitamente generados, junto con los ejem-

plos 6.9 y 6.10 se puede calcular completamente Ext}(M”,M’) para los
Z-médulos finitamente generados M y M’.

PROBLEMAS

6.1 Demuestre que si A es un dominio entero y N un A-médulo, entonces
existe una sucesion exacta

TN —— N—F @\ N —» (F/A)®s N

donde F' es el campo de cocientes de A.

6.2 Pruebe que un A-mdédulo N sobre un dominio entero A es de torsién
si, y sélo si, F @, N =0, donde F' es el campo de cocientes de A.

6.3 Utilizando el problema 6.1 y el Lema 6.2, pruebe que Tor’ (M, N) es
un A-médulo de torsién para toda n > 1, A un dominio entero.
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6.4 Demuestre la proposicién 6.6.
6.5 Complete los detalles del Teorema 6.7.

6.6 Demuestre que dos extensiones escindibles cualesquiera son equiva-
lentes.

6.7 Sea G un grupo y N un G-médulo. Una n-extension cruzada de N por
G (n > 1) es una sucesién exacta de grupos

(H,8):0-—N-0, 2 oy g —g—a

tal que
(i) (C1,H,d1) es un médulo cruzado,
(ii) Cj es un G-médulo (1 <j<n)y
(iii) 8; y v son homomorfismos de G-médulos.
Compruebe que las siguientes son n-extensiones cruzadas:
a) O—>N1—N>N—>G1—G>G—>1, donde G es un grupo y N un G-médulo.

b) (Aut(K),0):0—Z(K)—K— Aut(K)— Aut(K)/Int(K)—1, donde K
es un grupo e Int(K) es el subgrupo de automorfismos interiores de
K. (Un automorfismo a de K se llama interior si es conjugacién por
un elemento de K, es decir a(z) = kxk~! para alguna k € K).

Observe que las n-extensiones cruzadas son casos particulares de resolu-
ciones cruzadas (problema II1.2.6) para las cuales C; = 0 si i > n.

6.8 Un morfismo (o,q,p): (H,0) — (H',0") de n-extensiones cruzadas con-
siste en homomorfismos de grupos

0:G— G
oo H — H’
ay: Cp, — C, (i<k<n)
o:N — N’
tales que:

(i) hacen conmutar el siguiente diagrama
(H,0)0 — N —Cy-q — +++ — (C; — H — G — 1

A e o oo Lo

(H,?))0 — N —C,_, — -+ — (C — H — G — 1
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(ii) (a1,ap) es un morfismo de médulos cruzados y
a(9c) =919 ay(c) (1<k<n),ceCy
o(9a) =29 5(a) (g€ G, a€N).

El conjunto de todas las n-extensiones cruzadas de N por G se denotard
con Xext" (G, N).

Pruebe que, si (H',9) € Xext"(G', N), entonces el homomorfismo de gru-
pos ¢: G — G’ induce un morfismo

(07a7<)0):Pn - (Hlva)

de n-extensiones cruzadas, donde P" es una n-extensién cruzada libre (pro-
yectiva) (véase el problema II1.2.8). (Sugerencia: utilice el problema
I11.2.7(b).)

6.9 Sean (H,0) € Xext"(G,N)y (H',9') € Xext"(G',N"). Dados dos mor-
fismos
(0—701780)7 (T7ﬁ780): (H7 a) — (H/a8/>

con el mismo homomorfismo ¢ en el extremo derecho, se define una homo-
topia de n-extensiones cruzadas como una familia de funciones ¥ = {X;},
0 < k < n—1 que satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii) del problema
I11.2.9.

a) Sea P" una n-extensién cruzada libre (proyectiva) con G = coker 9;
(véase el problema II1.2.8), y sea (H,0) € Xext"(G',N). Si

(0-7057S0)a (7757 QD):PTL - (H7 8)

son morfismos de n-extensiones cruzadas con el mismo morfismo
p:G — G', pruebe que existe una homotopia X: (o, o, ) ~ (7, 3, ).

b) Pruebe que el conjunto Hom (G, G’) clasifica las clases de homotopia de
morfismos (o, a, p): P* — (H,d) con el mismo morfismo ¢:G — G'.
(Sugerencia: utilice (a) y el problema II1.6.8.)

6.10 Dos complejos cruzados C y C’ son del mismo tipo de homotopia u
homotopicamente equivalentes si existen morfismos a: C — C'y :C' — C
tales que fa ~ 1¢ v af ~ 1¢. Pruebe que cualesquiera dos resoluciones
cruzadas libres (proyectivas) de un grupo G son del mismo tipo de homo-
topia.

6.11 Dos n-extensiones cruzadas (H,9) y (H’,9’) estan conectadas si existe
un morfismo (1y,a,1¢): (H,0) — (H',d’) de n-extensiones cruzadas. Si
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esto sucede, escribiremos (H,9) — (H’,9’). Diremos que dos n-extensiones
cruzadas (H,0) y (H',0") son equivalentes si existe una coleccién finita de
n-extensiones cruzadas {(H;, 0;) € Xext"(G,N)} 1 <i <r tal que

(i) (H,0)=(H1,01) y (H',9') = (H,0r)

(ii) Para todo entero positivo par k tal que 2 < k <r — 1, se tiene que
(Hg—1,0k-1) — (Hg, Ok)

(Hi41, Op+1) = (Hy, Ok)
Si (H,0) y (H',d') son equivalentes, escribiremos (H,9) = (H',d").

a) Observe que, asi definida, — es una relacién de equivalencia solamente
cuando n < 2.

b) Observe que la condicién (ii) solamente tiene sentido si r es impar; sin
embargo, si r es par, basta agregar el morfismo de identidad

(Hys1,0p41)——(H,,0,)

para obtener una coleccién impar de n-extensiones cruzadas que nos
permite hacer de = una relacién de equivalencia.

6.12 Sea (H,0) € Xext™(G,N). [(H,0)] denotard la clase de equivalencia
de (H,d). Sea Opext™(G,N) el conjunto de clases de equivalencia de n-
extensiones cruzadas de N por G. Pruebe que, si ¢: G’ — G es un homo-
morfismo de grupos y (H,9) € Xext"(G, N), entonces existe un elemento
(H,0), € Xext"(G',N), y un morfismo (1y,«,): (H,0) — (H,0), tal que
(H,d), es unica (salvo equivalencia) y, por lo tanto, induce una funcién

©* = Opext™(p, N): Opext™ (G, N) — Opext™(G',N).
(Sugerencia: defina (H,d), como
0—N— .. —Cy—C1—H NG —G' —1.)
6.13 Sea 0:N — N’ un homomorfismo de G-médulos y sea (H,0) €
Xext" (G, N). Pruebe que existe un elemento ,(H,9) € Xext"(G,N’') y un

morfismo de n-extensiones cruzadas

(0,0,1¢): (H,0) — ,(H,0)
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tal que ,(H,d) es unica (salvo equivalencia) y o induce una funcién bien
definida
0. = Opext™ (G, 0): Opext™ (G, N) — Opext™(G,N’).

(Sugerencia defina ,(H,d) como

0—N'—N'vVv Cp1—Cp_o—C1—--- —)H—)G—>1)

6.14 Sean [(H,0)], [(H',d")] € Opext™(G,N). Su suma directa es la clase de
equivalencia de la extension

(HeH,099)0—NsN —Cp_18C),_— - —HxH—GxG—1.

La suma de Baerde [(H,0)] y [(H',d")] se define como la clase de equivalencia
de la extensién
Vn(H®H' 090 g

es decir, [(H,0)]+ [(H',?)]| =N, AL [(HS H', 08 0')].
a) Compruebe que la suma de Baer estd bien definida.

b) Si (0) denota la sucesién
0—N=N—0—:--—0—G=G—1

compruebe que [(0)] representa al elemento neutro en Opezt™(G, N).
Compruebe que el inverso de la clase de

0—N-—"5Cp_1—> -+ —C1— H—G—1
es la clase de

0—>N(_—720n,1—> oo —C—H—G—1 .

¢) Sean aj,as: N — N’ homomorfismos de G-médulos y (H, ) €
Xext" (G, N). Demuestre que

o1(H,0)® azx(H,0) = (on @ ag)((H,0)® (H,0)) ¥y
(H,0) & (H,0))A¢ = An(H, 0).
Observe que, en particular,
AG[P" & P = Ay, [P

en Opext™ (G, N) donde P™ es la n-extensién cruzada libre (proyectiva)
del problema III.2.8.






Capitulo IV
COHOMOLOGIA DE GRUPOS

En este capitulo estudiaremos un importante caso particular del Algebra
Homolégica que fue el que le dio origen. Aqui el anillo A serd el anillo
(entero) Z[G] del grupo G, y lo definimos en la seccién 1. En la seccién 2
definimos la homologia y cohomologia de un grupo G con coeficientes en
un G-médulo. En las secciones 3 y 4 se estudian los grupos de homologia
y cohomologia de grado bajo, se prueba la importante sucesién de cinco
términos para homologia y se introducen los conceptos de derivacion y
extensién central universal; éste dltimo lo utilizaremos en el capitulo V.
En la seccién 5 se da una interpretacién de los grupos de cohomologia en
términos de clases de n-extensiones cruzadas. Finalmente, en la seccién 6
damos algunas aplicaciones.
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IV.1 G-MODULOS

Sea G un grupo. Veamos cémo podemos asociarle a G un anillo que de-
notaremos con Z[G] que serd en esencia una suma de copias de Z, tantas
como elementos tenga G. Para fines de notaciéon podremos I = G como
conjuntos. Consideremos G como un grupo multiplicativo.

1.1 DEFINICION. El anillo (entero) Z[G] del grupo G es el conjunto de
sumas formales » . ; X\igi, \i € Z, g; € G, donde casi toda A; es cero, junto
con las operaciones binarias

+ZG) % Z[G) — Z[G] Yy - :Z[C] x Z[G) — Z[G]

dadas por
(1) OCierXigi) + Oier 1igi) = >ierNi + pa)gis Y
(1) Cier Migi) - (Cieq paigi) = ziEI(Zgjgk:gi Ajh)gi

Obsérvese que, como (\; + u;) = 0, excepto para un nimero finito de
indices i, Y, ;(Ni+pi)g: € Z[G] y es inmediato comprobar que (Z[G], +) es un
grupo abeliano con ), ; 0g; como elemento neutro. Anilogamente, la suma
> g9k—g: Nik contiene solamente un nimero finito de sumandos \;u, € A
diferentes de cero. Intuitivamente, en el término A;ug; distribuimos for-
malmente a ), ; Aig; sobre Y. _; pig;, donde hemos reenumerado al término
A\jgitkgr- Es inmediato comprobar que (Z[G],+,-) es un anillo.

Claramente, si reenumeramos ), ; Aigi, donde \; =0 parai #jy \; =1,
y ponemos simplemente g;, vemos que (Z[G], -) contiene a G como subgrupo.
Luego, si G no es abeliano, Z[G] no seré anillo conmutativo.

De otra manera, podemos decir que el anillo Z[G] del grupo G consiste en
el grupo abeliano libre generado por los elementos de G como base y tal que
el producto de dos elementos estd dado por el producto de G. Podemos
concebir los elementos de Z[G] como funciones w:G — Z que toman el
valor cero para casi todo elemento de G, junto con las operaciones

(i) (u+v)(g:)=ulg:)+v(g), y
(i) (uv)(9:) = 2, gp—g: (g5)0(g1)-

Si escribimos u = Y7, Xigi, v =D, o5 pigi, con Ay = u(gi), pi = v(g:), 9i € G,
obtenemos (i) y (ii) de 1.1.

El anillo Z[G] posee la siguiente propiedad universal que lo caracteriza.
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1.2 TEOREMA. Sea A un anillo con 1, y ¢:G — A una funcién tal
que (1) = 1a y ¢(9:9;) = ©(g9i)¢(9;). Entonces existe un homomorfismo de
anillos tnico ¢: Z[G] — A tal que el siguiente diagrama conmuta

G - ZG
@\ l,l/,
A

Demostracién. Definase ¢(> ., Xigi) = >_,c; Mip(g:). Es evidente que es
el tinico homomorfismo de anillos tal que ¢ =1 o..m

1.3 EJEMPLO. Sea G un grupo ciclico de orden n generado por z. Fn-
tonces las potencias de z, 2%, 0 < s < n — 1 forman una Z-base de Z[G] y se
tiene que z™ = 1. Luego, si X es la imagen de x en el anillo de polinomios
con coeficientes enteros Z[X], se tiene que Z[G] 2 Z[X]/(X™ —1).

Consideremos la funcién trivial ¢ de un grupo G en los enteros Z que
envia a cualquier elemento ¢ € G en el 1 € Z. Por 1.2, ¢ da lugar a
un homomorfismo de anillos Z[G]—Z tnico. Este homomorfismo se de-
nota con e Z[G] — Z y lo llamaremos aumentacion de Z|G]. Entonces, si

dier Nigi € ZIG, €D i Nigi) = D e Ni- (e(gi) = 1.)

1.4 DEFINICION. El ntcleo del homomorfismo e: Z[G] — Z se llama
tdeal de aumentacion de G y lo denotaremos con IG.

1.5 DEFINICION. Sea (M, +) un grupo abeliano. Diremos que M es un
G-mdédulo izquierdo si existe k: G x M — M dado por k(g,z) = gz, tal que

(i) 1z =ax; reM
(i) (99")x =g(g'z); 9.9 €G, ~ zeM
(iii) g(z1 + m2) = gx1 + gro; geaq, x1,x9 € M.

Es decir, G opera en el grupo abeliano M por la izquierda. « se llama
accion de G en M. De otra manera, podemos decir que un G-médulo M
consiste en un grupo abeliano M junto con un homomorfismo

k: G — Aut(M),

(procédase como en el problema 1.1.3).
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Por el teorema 1.2, k:G — A = Aut(M) C End(M) determina un homo-
morfismo tnico ¢: Z[G] — End(M), proporcionando a M una estructura de
Z[G]-médulo izquierdo. Ademds, como cualquier homomorfismo de anillos
envia elementos invertibles en elementos invertibles, y como los elemen-
tos de la parte aditiva de Z[G] son invertibles, si M es un Z[G]-mdédulo
izquierdo, entonces es un G-médulo izquierdo. Luego, hablaremos indis-
tintamente de un Z[G]-médulo izquierdo M o de un G-médulo izquierdo
M.

1.6 DEFINICION. Sea M un grupo abeliano aditivo y G un grupo (mul-
tiplicativo). Diremos que M es un G-médulo trivial si gr = z para toda
geG,xeM.

En otras palabras, M es un G-médulo trivial si la accién k:G x M — M
es trivial, es decir, si deja fijos los elementos de M. Noétese que cualquier
grupo abeliano M puede verse como un G-médulo trivial para cualquier
grupo G. Por ejemplo, cuando consideremos los niimeros enteros Z, siempre
los tomaremos como un G-médulo trivial, es decir, gn = n para toda n € Z,
geq.

1.7 EJEMPLO. Consideremos Homgz(M,N), y M y N dos A-médulos.
Definamos una estructura de G-médulo izquierdo en Homgz(M,N) como
G x Homz(M,N)— Homz(M, N) mediante (g,¢) — gpg~'. Es inmediato

comprobar (i) a (iii) de 1.5.

En adelante, consideraremos resoluciones proyectivas donde cada ele-
mento de la cadena es un G-mdédulo proyectivo, y las llamaremos G-resolu-
ciones proyectivas (o Z|G]-resoluciones proyectivas de Z[G]-médulos proyec-
tivos).

1.8 Nota. Si A = Z[G], podemos eximirnos de considerar Z[G]-mddulos
izquierdos y derechos utilizando el antiautomorfismo g — g~! de G. (Véase
el problema 1.7.) Luego, el producto tensorial de dos Z[G]-médulos izquier-
dos o derechos M ®zj¢ N (también denotado con M ®g N) tiene sentido.
Entonces M ®g N 0o M ®zg N se obtiene de M ®z N, introduciendo las
relaciones ¢~ 'z ® y = = ® gy, o bien, si reemplazamos x por gz obtenemos
las relaciones  ® y = gz ® gy. Es ttil poder cambiar mdédulos izquierdos en
derechos y viceversa. Sin embargo, esto puede dar lugar a confusiones con
respecto a las acciones originales de G en M.
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PROBLEMAS

1.1 Compruebe la distributividad y asociatividad multiplicativa de Z[G].

1.2 En la definicién 1.1, al cambiar Z por cualquier otro anillo conmutativo
A tendremos A[G], el anillo del grupo G. Si, en lugar de un anillo tenemos
un campo K, tendremos el dlgebra del grupo G, K[G].

(i) Si G es un grupo ciclico de orden dos, escriba las tablas de suma y
multiplicacién del algebra de G, Z/2[G].

(ii) Pruebe que: M es un K|[G]-mdédulo semisimple si, y sélo si, toda
sucesion exacta corta de K[G]-médulos se escinde. (Véase el problema

1.4.6.)

1.3 Demuestre que los elementos g — 1, con 1 # g € G, forman una base
para IG como Z-modulo.

1.4 Pruebe que, si S es un conjunto de generadores de G, entonces los
elementos s — 1, s € S, generan a IG como ideal izquierdo.

1.5 Pruebe que una extensiéon de Z-moddulos de K por G,
0—K-—H-—G—1

determina un homomorfismo p: G — Aut(K), K abeliano aditivo.

1.6 Pruebe que, si0 — K — H — G — 1 es una extensién de K por G,
G un grupo multiplicativo, entonces K es un Z[G]-moédulo izquierdo, i.e., G
actia en K por conjugacion.

1.7 Sean G; y Gs grupos. Demuestre que Z[G1| ® Z[G2] = Z|G1 x G3] como
(G1 x G3)-moédulo derecho.
1.8 Sea M un Z|G]-médulo izquierdo. Pruebe que, si definimos zg = g~ 'z,
M posee una estructura de Z[G]-moédulo derecho. Observe que, bajo esta
identificacién,

TorZIC (M, N) = TorZIE/(N, M)

para toda n > 0.

1.9 Diremos que el funtor F:C — D es adjunto izquierdo del funtor
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G:D — C si para toda X € C y Y € D existe una equivalencia natural
T=Txy:D(FX,Y) — C(X,GY)

de funtores C? x D—Conj.

Sea (__)*: An; — Gr el funtor “unidades” que a cada anillo A con 1
le asocia su grupo de unidades A*. Sea Z[__]: Gr — An,; el funtor que
asocia a cada grupo G el anillo entero de G, Z[G]. Pruebe que Z[_] es un

funtor adjunto izquierdo de (_)*.

1.10 Sea Gr(2) la categoria cuyos objetos son homomorfismos de grupos
y cuyos morfismos son cuadrados conmutativos en la categoria de grupos.
Sea V:XMod — Gr(2) la regla que a cada médulo cruzado (D,G,0) le
asocia el homomorfismo de grupos 9: D — G, es decir, V olvida la accién de
G en D. Sea U: Gr(2) — XMod la regla que asocia a cada homomorfismo
At H — G el médulo cruzado inducido (D, G, 9) (véanse los problemas 1.6.8
y 11.1.9.b). Demuestre que U y V son funtores y que U es adjunto izquierdo
de V.

1.11 Proporcione una definicién adecuada de homomorfismo de G-mdédu-
los, y compruebe que los G-homomorfismos forman un grupo y que con
éstos homomorfismos los G-mdédulos forman una categoria abeliana.
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IV.2 LA (CO)HOMOLOGIA DE UN GRUPO

Consideremos un caso especial de I11.3.1: A seré el anillo entero Z[G] de un
grupo G, P una G-resolucién proyectiva reducida del G-médulo trivial Z y
N un G-médulo izquierdo. Entonces se tiene

Pg: -+ — P, — ... — Py — 0
y se considera Pz ®z¢q) N:
Py @z N:+ -+ — P Qggy N— - — 1 @) N—0

que es una cadena y, por lo tanto, podemos medir su inexactitud mediante
H,(Pg Qz[a) N). Por 111.3.1,

H,(Pg Rz[a] N) = TO’I“?[G](%, N).

2.1 DEFINICION. El grupo de homologia de grado n de un grupo G con
coeficientes en un G-mddulo izquierdo N es

H,(G,N) = TorZlC (7, N

Obviamente, podemos definir también la homologia de grado n de un
grupo G con coeficientes en un G-moédulo derecho N como:

H,(G,N) = Tor2S\(N, 7).

Utilizaremos ambas definiciones suponiendo que N es un G-médulo izquier-
do o derecho, segiin corresponda.

Ahora consideremos un caso especial de I11.4.1: A sera el anillo entero
Z[G], P una G-resolucién proyectiva reducida del G-médulo trivial Z y N
un G-médulo izquierdo. Entonces se tiene

Pg: -+ — P, — i — Py — 0
y se considera Homgygg)(Pz, N):

HOmz[G] (PZ; N) LR <—H0m%[g] (Pn, N)<— R <—H0m%[c] (_P(], N)<—0
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que es una cocadena y, por lo tanto, podemos medir su inexactitud mediante
H"(Homygc)(Pz,N)). Por I1.4.1,

H”(Hommc] (Pz7 N)) = Ext%[g] (%, N)

2.2 DEFINICION. El grupo de cohomologia de grado n de un grupo G
con coeficientes en un G-mddulo izquierdo N es

H"(G,N) = Exty(Z, N).

Obsérvese que, como TorZ [G](%, )y Ext%[G](% __) son funtores cova-
riantes por 1I.3.2 y 111.4.2, tanto H,(G, —) como H"(G, ) son funtores co-
variantes, de la categoria de G-mddulos en la categoria de grupos abelianos.
Ademas, tendremos sucesiones exactas largas de homologia en la segunda
variable tUnicamente, pues, si G; y G2 son dos grupos distintos, entonces

H,(G1, —), Hy(Gay, ), H"(G1, —) y H"(G3, —) estan definidos sobre ani-
llos diferentes Z[G1] v Z[G2].

2.3 TEOREMA. Sea N' —— N — N una sucesién exacta corta de
G-médulos. Entonces existen homomorfismos

kn: Ho(G,N") — H,_1(G,N")

k™ H"(G,N") — H" (G, N’)
para cada n € Z, tales que las siguientes sucesiones son exactas
-+—H,(G,N)—H,(G,N)—H,(G, N”)% n_1(G,N")— - -
—H"(G,N")—H"(G, N)—H"(G, N") =5 H"™ (G, N')— - - -
Demostracién. Como
Ho(G, —) = Tor™C @, ) y H™G, )= Eatly(Z, )

basta aplicar 111.3.3 y 111.4.3.m

2.4 PROPOSICION. Sea P un Z[G]-médulo proyectivo e I un Z[G]-
moédulo inyectivo. Entonces

H,(G,P)=0 y H"(G,I)=0 para n>1.
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Demostracién. Es inmediata de 111.3.6 y 111.4.6.m

2.5 DEFINICION. Sea G un grupo y N un G-médulo. El grupo de
cotnvariantes de N, denotado con Ng, es el cociente de N por el subgrupo
aditivo generado por los elementos de la forma gy —y, g € G, y € N.

Es decir, Ng = N/T,donde T =<gy—y > (g€ G,y € N).

2.6 DEFINICION. Sea G un grupo y N un G-médulo. El subgrupo de
invariantes de N, denotado con N¢, consiste en todos los elementos y € N
tales que la accién de G es trivial. Es decir,

N¢={yeN|gy=y paratoda gecG}.

Obsérvese que N¢ es el submédulo més grande de N en el cual G actia
trivialmente, y Ng es el més grande de los cocientes de N en el cual la
accién de G sobre N es trivial.

Como gy —y = (g — 1)y y los elementos (g — 1) € Z[G] generan IG, es-
cribiremos T' = IGoN. Si aplicamos el funtor _ ®z(¢ N a la sucesién exacta
corta

IG — Z[G) — Z

obtenemos la sucesién exacta

IG Rz[aG] N—>%[G] atel N —~ 7 Qz[G] N.

Luego, Z[G] @z N = N y, bajo este isomorfismo, im(IG @zg N) va a
IG o N. Por lo tanto, Z ®zjg) N = N/IGo N = N/T = Ng.

2.7 TEOREMA. Sea G un grupo y N un G-médulo. Entonces

Ho(G,N)=Ng y H°G,N)=N°.

Demostracién. Por definicién, Ho(G,N) = Tort!(Z, N) = % @zic) N.
Luego, Hy(G, N) = Ng. Anélogamente, por definicién,

H°(G,N) = Extyc)(Z, N) = Homgc)(Z, N).

Un homomorfismo ¢: Z — N estd determinado totalmente por ¢(1) =y €
N. Como ¢ es un homomorfismo de G-médulos, gy = p(g1) = ¢(1) = y para
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toda g € G, i.e., p es un homomorfismo de G-médulos si, y sélo si, (1) =y
permanece fijo bajo la accién de G; luego, H°(G,N) = N¢.m

2.8 COROLARIO. Si N es un G-médulo trivial, entonces
Ho(G,N)=N y H°(G,N)=Na=

Veamos a continuacién algunas propiedades que utilizaremos posterior-
mente.

2.9 PROPOSICION. Sea H ~— G —5 (@ una sucesién exacta de
grupos. Entonces
(i) Z[Q] = Z|G] @z Z como G-mdbdulos derechos.
(ii) Tor’ [H](%, N) = Tor [G}(%[Q], N) para N un G-médulo izquierdo.
Demostracion.

(i) Los elementos g; ®1 forman una base para Z[G| ®zu) Z, donde g; € G.
El isomorfismo se da mediante

n: ZG) @z 1m) 2 — Z|Q)
(9i ®1) — 1-p(g:) = Hy
Es decir, Z[G] ®zu) Z es libre en el conjunto de clases laterales derechas

G/H. La accién derecha de G inducida por el producto en Z[G] corresponde
a la accién derecha de G en Z[Q] mediante p.

(ii) Sea P una G-resolucién proyectiva de N. Es facil comprobar que P
es también una H-resolucién proyectiva de N. Por la parte (i),

Z @z P = (Z @zim) Z|G]) ®@mic) P = Z[Q] @z(c) P.
Tomando homologia,
Hy(Z®gmP) =  TorZ™(m, N)
I I
Ho(Z[Q] ©gi) P) = Tort(Z[Q], N)m

2.10 LEMA. Sea H —— G —»> (@ una sucesion exacta corta de grupos.
Entonces la siguiente sucesion de @Q-mddulos es exacta

0 — H(H,Z) — Z[Q] ®z(c) IG — 1Q — 0.
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Demostracién. Consideremos la sucesién exacta de G-mdédulos
IG — Z[G] — Z.
Aplicando el funtor Z[Q] ®zig — obtenemos
o —Tor (7 [Q), 1G)—Tor®°N(m|Q), Z]G]) = 0—Tor '\ (Z|Q], Z)—

—Z[Q] ®@zic) IG—X]Q] @z |c) Z|G|—Z[Q] ®@zc) Z—0 .
Cada término es un Q-médulo, y Z[Q] = Z[Q| @z (¢ Z(G)—Z[Q| @ g X4 = X

es la aumentacién de Z[Q]. Finalmente, por 2.9(ii)

H(H,Z) = Tor™™ (7, %) = Tor ™) (7|Q), Z) =

2.11 PROPOSICION. Consideremos la sucesién exacta corta
IG — Z[G] —~ ZX.
Entonces H,(G,N) = Tor'S(IG,N) y H"(G,N) = Eaty(IG,N) para
n> 1.
Demostracién. Asociada a IG —— Z|G] —~ Z existe una sucesién exac-
ta larga (II1.3)
oo —Tor2IC(1G, N)—TorZI(Z[G), N)—Tor 26 (7, N)—

—Tor® (16, N)—Tor ™ ([G], N)—Tor ™z, N)— - -

n—1 n—1

Como Z[G] es proyectivo, Torrzﬁcf](%[G],N) =0= Torgz[c](%[G],N). Luego,
H,(G,N) = Tor®%(m, N) = Tor®S) (1G, N).

Anaélogamente para cohomologia.m

PROBLEMAS

2.1 Sean A y A’ dos anillos y h: A’ — A un homomorfismo de anillos. Sea
N’ un A’-mdédulo. Definamos en N’ una estructura de A-médulo mediante
h: A x N'— N’ dado por (A\,y) — Ay = h(\)y.
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(i) Pruebe que N’ posee una estructura de A-médulo. Denotaremos con
CpN' el A-médulo N’ cuya estructura se definié mediante h.

(ii) Pruebe que Cj, —:Mody — Mod, es un funtor covariante que lla-
maremos funtor de cambio de anillos inducido por h, o bien, restriccion
de escalares.

(iii) Pruebe que el funtor F: Mod,y — Mod,: dado por F(N) = A @y N
es adjunto izquierdo de Cj, —:Mody — Mod,. (Considere A’ como
un A-médulo derecho mediante h, F(N) posee una estructura de A’-
médulo a través de la estructura de A’-médulo de A’) F se llama a
menudo extension de escalares.

2.2 Sea P una categoria cuyos objetos son las parejas (G, N), donde G es
un grupo, N un G-médulo, y cuyos morfismos son de la forma

(ha (P) (GaN) - (G/aN/)
donde h:G — G’ es un homomorfismo de grupos y ¢: N — N’ es un

homomorfismo de G-médulos con N’ = C, N, i.e., N’ es un G-mddulo via h.

Dado (h, ), sea P una resolucién proyectiva de Z sobre Z[G] y P’ una
resolucién proyectiva de Z sobre Z[G']. Sea f: P — P’ un morfismo de
cadenas compatible con h, i.e., f(gz) = h(g)f(z), g € G, x € P. Pruebe que

(i) existe un morfismo de cadenas bien definidas
f@p: P ®z[q) N — P ®z[c] N'.

(ii) f ® ¢ induce un morfismo bien definido
(fa QO)*H*(GvN) - H*(G7N/)

y que H,(_—,_ ) es un funtor de P en Ab covariante.

(iii) Establezca resultados andlogos a (i) y (ii) para H*(—, ).

2.3

a) Sean M y N G-médulos. Compruebe que M Qg N = (M ® N)g
donde G actia diagonalmente en M @z N, es decir, g(z ® y) = gz ® gy.

b) Pruebe que M ®zig) N = N @gzc) M.

24

a) Sea B, el Z-médulo libre generado por la lista (go, ..., g,) de elementos
de G con la accién de G dada por g - (go,---,9:) = (990,---,99n). Sea
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On: B, — B,_1 dada por 9, = >.I (—1)'d;, donde d;(go,...,gn) =
(Goy--+,Gis---y9n) y € By — Z dada por €(go) = 1.

Compruebe que

[?) On—1

B,:---—B,“%B,_ |~ ... —By——Z—0

es una resolucién de Z. (Sugerencia: utilice el comentario posterior al
teorema I11.1.9 y defina una homotopia de contraccién h: B, — B, 11 como
h(gos---y9n) = (1,90, -, gn) Sin >0,y h(1)= (1) sin=—1.)
b) Tome como base del Z[G]-mdédulo libre B, la lista cuya primera com-
ponente es 1 (puesto que éstas representan las G-érbitas de listas de
n+ 1 componentes).

Escriba tal lista en la forma (1, g1, g192,-..,9192 - - gn) € introduzcamos la
notaciéon “barra”

lg1lg2] -+ lgn] = (1,91,9192, - - -, 9192 - Gn)-

Sin =0, el tnico elemento de la base se denotara con [ |y, si identificamos
By con Z[G], obtenemos [ ] =1.
Entonces 9,,: B, — B,,—1 en términos de esta Z[G|-base {[g1]- - |gn]} estd

dada por 9, = > ,(—1)"d;, donde d; es el Z[G]-homomorfismo dado por

g1(g2] -+ - |gn] sii=0
dilg1] -+ |gn] = < [91] - - [gn-1l9igis11gi+2] -~ |gn] siO<i<mn
[91] - [gn-1] sii=n.

Calcule explicitamente 95([g1]92193]), 92([g1lg2]), 01([g1]) ¥ €(1). La resolucién
B, se llama resolucion barra o resolucion estandar no normalizada de %
sobre Z[G].

c) Sea D, el subcomplejo de B, generado por los elementos (go, ..., gn)
tales que ¢g; = ¢;11 para alguna i. En la notaciéon “barra”, D, es el
G-subcomplejo de B, generado por los elementos [g1]...|gn] tales que
g; = 1 para alguna i. Compruebe que F, = B, /D, es una resolucién de
Z, llamada resolucion barra o resolucion estandar normalizada de Z
sobre Z|G]. (Sugerencia: compruebe que la homotopia de contraccién
h utilizada en (a) envia a D, en si mismo induciendo una homotopia
de contraccién en F.)
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IV.3 Hy(G,N)Y HL(G,N)

En esta seccién estudiaremos la (co)homologia de grado uno de un grupo
G con coeficientes en un G-médulo N.

3.1 LEMA. Sea G un grupo, IG su ideal de aumentaciéon. Entonces el
grupo aditivo IG/(IG)? es isomorfo al grupo multiplicativo G/[G,G] donde
[G,G] es el subgrupo conmutador de G.

Demostracién. Los elementos de la forma g — 1, con 1 # g € G, forman
una base de IG (véase el problema 1.3). Definamos ¢:G — IG/(IG)?
mediante g — (g — 1) + (IG)?.

Obsérvese que ¢ es un homomorfismo, pues (g1g2 —1) — (g1 — 1) — (g2 — 1) =
(91 —1)(g2 — 1) € (IG)*.
Como [G,G] C ker p e IG/(IG)? es abeliano, ¢ induce

V:G/[G,G] — IG/(IG)?, donde g¢[G,G]+— (g—1)+ (IG)*

Por otro lado, definimos ¢’: IG — G/|G, G] mediante ¢'(g — 1) = ¢g[G, G].
Sea z € (IG)?. Entonces

= (Z Ai(gi — 1))(2 pi(g; — 1))

el jel
= Z Aipg(gi — 1)(g; — 1)
ijel
= Ninllgigs — 1) — (g — 1) — (g5 — 1)]
i,j€l

Luego,
o' () = [ (9i959;  9; )G, G] =[G, G).

el
Asi que z € ker /. Por lo tanto, ¢ induce ¢": IG/(IG)* — G/|G,G]. Es
facil comprobar que ¥ y 1’ son inversos uno del otro.m

3.2 TEOREMA. H,(G,Z) = IG/(IG)?.

Demostracién. Por 2.1, H,(G,Z) = Toer[G](%, Z). Consideremos la pre-
sentacién proyectiva de Z

IG — Z|G] —~ Z.
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Apliquémosle el funtor Z ®zc — y obtendremos, por los resultados de
§111.3, la siguiente sucesion exacta

- —Tor® Vg, 1G)—Tor ' (@, Z[G) —Tor ' (7, ) =
1 1 1
— Qz[a) 1G—Z Qz[a) %[G]ﬁ)% Qz[ac] Z—0 .

Como Z[G| es proyectivo, Hi(G,Z|G]) = Torir'Z[G](%,%[G]) = 0. Como Z es
un G-médulo trivial,

Hy(G, Z[G)) = Tor ™%z, m|G)) v Hy(G, Z) = Tor®\(m, 7)
=X Qgic) LG =L =A Qgic) 4 = 4.

Asi, el homomorfismo
Yo*: H()(G, Z[G]) — H()(G, %)

es suprayectivo y, por lo tanto, oo # 0. Ademas, cualquier endomorfismo
po: 4 — Z es, o bien monomoérfico, o bien trivial. Pero como el inducido
o+ es diferente de 0, ¢y es monomorfismo. Luego, por exactitud,

m:Torfl[G] (%, 7)) — Tor?[G](%,IG) =X Rgiq) 1G
es un isomorfismo. Pero por 2.1 y 2.7,

k1 Hy (G, %) —Hy(G,IG) = (IG)¢ = IG/IG o IG =

3.3 COROLARIO. H,(G, %) = G/[G,G]n

Consideremos ahora H'(G,Z). Por definicién,

Aplicando el funtor contravariante Homgq( — ,Z) a la presentacién proyec-
tiva de Z, IG ~—— Z|G] —» Z y utilizando los resultados de I11.4 tenemos
que HY(G,Z) = Homy ) (IG,Z). Pero un homomorfismo f: /G — Z es un
homomorfismo de G-moédulos si, y sélo si,

flly-1))=af(y—1) = f(y - 1); z,y € G,

es decir, si, y sélo si, f((zx —1)(y—1)) =0 (pues z(y — 1) =2y — 1 — (z — 1)).
Luego, utilizando 3.1, obtenemos el siguiente
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3.4 TEOREMA. H'(G,Z) = Homgz(IG/(IG)?, %) = Homyz(G/[G,G],Z).n

Obsérvese que, como G/|G,G] = H,(G,Z), H' (G, %) = Homz(H\(G,Z), %),
siendo ésto un caso particular del teorema del coeficiente universal.

Sea N un G-mdédulo trivial; entonces el lector podrd comprobar (véanse
los problemas 3.1 y 3.3) que

H(G,N) 2 N®zG/[G,G] vy HYG,N)= Homz(G/[G,G],N).

En seguida veamos una interpretaciéon de H*(G, N) cuando N es un G-
moédulo trivial. Para esto, introduciremos el concepto de derivacién y ve-
remos que existe una equivalencia natural de funtores Homgq/(IG, —) y
Der(G, _ ) que nos permitira hacer dicha interpretacién.

3.5 DEFINICION. Una derivacion u homomorfismo cruzado es una fun-
ciéon f:G — N donde (G, ) es un grupo y N un G-médulo tal que

flz-y) =m0 f(y)+ f(=)
donde o denota la accion de G en N.

Si N es un G-médulo trivial, entonces f es un homomorfismo del grupo
multiplicativo G en el grupo abeliano N. Obsérvese que f(1) = 0. Si
definimos la suma de dos derivaciones f y g de G en N como (f + g)(x) =
f(z) + g(z), queda claro que f + g es una derivacién. Luego, el conjunto
de todas las derivaciones de G en N, junto con la suma de derivaciones,
se denotarad con Der(G, N). Es inmediato comprobar que Der(G, N) es un
grupo abeliano bajo dicha suma.

El conjunto de derivaciones f:G — N de la forma f,(z) = za — a con
a € N fija, se llama conjunto de derivaciones principales PDer(G,N) de G
en N. Como fo + fo = flatt) ¥ f—a) = —fa, PDer(G,N) es un subgrupo de
Der(G, N).

Sea g:N — N’ un homomorfismo de G-médulos y f:G — N una
derivacion. Entonces, la composicién go f: G — N’ es una derivacion.
Luego, es facil comprobar que

Der(G, — ):Modygig — Ab

es un funtor covariante.

3.6 PROPOSICION. Los funtores
HomZ[G] (IG7 i), DGT'(G,* )Z MOd%[G] — Ab



§3 H,(GN)yHI(GN) 145

son equivalentes naturalmente.

Demostracién. Queremos ver que, para cada N € Modyq, existe
tn: Homge)(IG, N) — Der(G,N)

tal que ty es un isomorfismo para cada N y que el siguiente diagrama

conmuta: .
N HomZ[G](IG, N) R Der(G,N)

el | Homzia(1G.¢) | perGe)
N’ Homgq(IG,N') 2% Der(G,N')
Sea h € Homgg)(IG,N). Definamos ty(h) = fr: G — N mediante fy,(z) =

h(z —1). Veamos que f;, es una derivacién:

fuley) = Wy —1) = h(z(y— 1)+ (z = 1)) = zh(y = 1) + h(z —1) = 2 fn(y) + fu(2).

Inversamente, sea f:G — N una derivacién. Definamos h;:IG — N
mediante hy(z — 1) = f(z). Veamos que h; es un homomorfismo de G-

moédulos:
hy(e(y —1)) = hy((zy —1) — (2 — 1))
= flay) — f(z)
= f(x) +=(f(y) — f(z)
=zohs(y—1).

Es facil comprobar que ¢y es un homomorfismo de grupos abelianos y que
fn ¥y hy son mutuamente inversos.

La conmutatividad del diagrama anterior es inmediata.m

3.7 TEOREMA. Sea G un grupo y N un G-médulo. Entonces
H(G,N) = Der(G,N)/PDer(G,N).

Demostracién. Por definicién, H'(G, N) = Exty (%, N).

Considérese la Z|G]-presentacién libre de Z, IG AN Z|G] —5- Z. Por
los resultados de II1.4 obtenemos una sucesioén larga

0—>H0m%[G] (%, N)p—*>H0mzz[G] (%[G], N)LHommG] (IG, N)—>

— Extyo)(Z, N)— Extyc(Z[G),N)— - --
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Como Homgq)(Z|G),N) = Ny Exty(Z|G],N) = 0, pues Z[G] es libre,
tenemos que

0— Homzgq) (%, N)L*»NLHomZ[G] (IG,N)—H'(G,N)—0

es exacta. Luego, H'(G,N) = coker i* = Homyg¢(IG,N)/i*(N), donde
i*(a)(x — 1) = 2a —a, a € N, x € G. Por la proposicién 3.6, existe una
derivacién f;«: G — N asociada a i*(a) de la forma f;«(z) = (z —1)a. Dichas
derivaciones son las derivaciones principales PDer(G, N). Luego, por 3.6,

H'(G,N) = Homzc(IG,N)/i*(N) = Der(G,N)/PDer(G,N).n

Lo que nos dice 3.7 es que H!(G, N) mide el “tamano” de las derivaciones
que no son principales.

3.8 EJEMPLO. Sea G = Z/n el grupo de los enteros médulo n. Entonces,
por 3.3, Hi(Z/n,Z) = Z/n, pues Z/n es abeliano y, por lo tanto [Z/n, Z/n| =
{1}.

3.9 EJEMPLO. Sea G = Z/n. Entonces, por 3.4,

HYZ/n, %) = Homg(H,(Z/n,Z), #) = Homz(Z/n,7Z) = 0,

por el problema 1.5.4.

PROBLEMAS

3.1 Con un procedimiento similar al de 3.2, pruebe que
Hl(G,N) =N ®g IG/(IG)Q =N Qg G/[G, G]

para N un G-moédulo trivial.
3.2 Proporcione la demostraciéon detallada del teorema 3.4.

3.3 Con argumentos similares a los del teorema 3.4, pruebe que, para N
un G-médulo trivial, se tiene que

HY(G,N) = Homg(IG/(IG)? N) = Homgz(G/[G,G],N).
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3.4 En la proposicion 3.6, pruebe que ¢y es un homomorfismo y que f; y
hy son inversos uno del otro. Pruebe que el diagrama conmuta.

3.5 Por 3.3, Hi(H,Z) = H/[H,H]. Luego, la sucesién exacta de 2.10 se
puede escribir como sigue:

0 — H/[H, H-5 Z[Q] ®z(q) IG5 1Q — 0

(i) Proporcione una descripcién explicita de 7.

(Sugerencia: calcule Torfl (%, Z) mediante la presentacién H-libre de Z,
IH —— Z[H] —- Z y mediante la G-presentacion libre de Z,
IG —— Z[G) —~ Zy vea que n(h[H,H|) =1 ® (h—1).)

(ii) Como consecuencia de (i), muestre que la Q-accién en H/[H, H] esta
dada por conjugacion en G, es decir

gOh[I‘LH} = (ghg_l)[H7H].

3.6 Sea G un grupo y P una resolucién cruzada libre (proyectiva) de G
Piooi—C 20, — 0 28 %

Sea N un G-médulo y dg: G — N una derivacion.

a) Pruebe que N tiene una estructura de L-mdédulo a través de 9y y que
dg o Oy es una derivacion de L en N.

b) Definamos los siguientes homomorfismos de grupos abelianos
0y:Derg(G,N) — Derr(L,N)

dgr—dgo0y=dp

07: Derp(L,N) — Homp(C1,N)
dy, —— d, 001 = w.

Pruebe que w es un homomorfismo y que

dLal(xy) = dLé)l(x) + dLal(y)

¢) Compruebe que

Hom (P, N): Derc(G, N) 2% Dery (L, N)25 Homy, (Cy, N)— Home (Ca, N)—s - - -
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es un complejo.

3.7 Sea P:-.-—C,,—Cp_1—> - —»C&&LiG—& una resolucién cru-
zada libre (proyectiva) de G, con L un grupo libre. Sea H = ker 9y y

. . d
considere la sucesién exacta corta 1 — H— L—G — 1. Por 1v.2.10, la
siguiente sucesion de G-modulos es exacta

1 — H/[H,H-% Z]|G) @ IL-2%5 1G — 1

donde k(h[H,H]) = 1¢ ® (I —1). Como C; es un L-mddulo cruzado libre
(proyectivo), entonces C/[C1,C1] es un G-médulo libre, y la sucesién

1 — ker 81£>Cl/[Cl,C1]£>H/[H7H} — 1

es una presentacion G-libre de H/[H, H|. Sea

P —>Cn—> e —>02—>Cl/[01,01}i>%[G] Ry, IL—IG—1

donde
f = kglzCl/[C’l,Cl] — %[G] ®r IL

c[C1,C1] — 1 ® (0,¢— 1) (ce Ch).

a) Compruebe que P es exacta y que C, y C1/[Cy,C4] son G-médulos
libres para k > 2. (Utilice los problemas 1.6.11c y T11.1.13.)

b) Sea L un grupo libre sobre el conjunto S —1 = {s—1|s € S}. Com-
pruebe que Z[G] @ IL es G-libre y que P es una resolucién libre
(proyectiva) de IG.

c¢) Aplicando el funtor contravariante Homg(_,N) a P se tiene que
H°(Hom(P,N)) = Homg(IG,N). Por otro lado, como en 111.3.6, de-
finamos un isomorfismo natural

n: Der(G,N) — Homg(IG,N)

dado por 7(dg)(g — 1) = dg(g), con g € G. Luego, H'(Hom(P,N)) =
Der(G,N). Compruebe que el siguiente diagrama es un isomorfismo
de complejos:

Homg(IG,N) — Homg(Z|G)® IL,N) — Homg(C/[C,C],N) — Homg(C3, N) — -+ -

K U U U

Derg(G,N) — Derp(L,N) —  Homp(Cq,N) — Homg(CyyN) — - --
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y, utilizando la Proposiciéon 2.11, concluya que, para m > 1,

H™M(G,N) = H™(Hom(P,N)).
3.8 Sea (H,0) € Xext™(G,N) una extensién cruzada. Si P es una resolu-

cién cruzada libre (proyectiva) de G, entonces, por el problema I11.2.7a, la
identidad 1¢ induce un morfismo a: P — (H, )

(H,0 0 — N — Nyp3 —-— Ny — H — G —l1

Pruebe que, si reemplazamos P por P" (véase el problema II1.2.7b), se
tiene un morfismo inducido (v,a,1g): P* — (H,0), y que éste es unico,
salvo homotopia. (Sugerencia: utilice los problemas I11.2.8 y 111.6.9a.)
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IV.4 Hy(G,N)

4.1 LEMA. Sea H —— G —» (@ una sucesién exacta corta de grupos
y N un @-médulo izquierdo. Entonces la siguiente sucesién es exacta:

Hy(G,N)—H3(Q,N)—N ®@gq) H/[H, H|—N ®z[g) IG—N ®zq) [Q—0

Demostracién. Consideremos la sucesion exacta corta de 2.10,
H\(H,Z) — Z[Q] ®@zc) IG —~ 1Q.
Aplicando el funtor N ®z|g) — obtenemos
Tor™ PN, H, (H, Z))—TorP'*V (N, Z|Q] ©z1c) 1G)—Tor'? (N, 1Q)—

— N @gq) Hi1(H,Z)— N ®zq) Z|Q] ®z(c) IG—N @7/ [Q—0 .

Pero N ®zq) Z[Q] ®zic) IG = N ®g|g) IG; por 2.11 y problema III.3.8,
Hy(Q,N) = Tor®I9(N, 1Q); y por 3.3, H,(H,Z) = H/[H, H]. También, por
2.11 aplicado a un G-mdédulo izquierdo N, Hy(G,N) = Torl%[c] (N, IG); nos
resta  encontrar ~un  homomorfismo de  Tor’ (] (N,IG) en
Tor?[Q](N , Z[Q] ®zjc) IG) que sea suprayectivo. Para esto, apliquemos los
funtores

— @z IG Yy — g (Z[Q] @z IG)

a una presentacién Q-proyectiva de N, N’ —— P — N y obtendremos
el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos que nos muestra
la suprayectividad:

——Tor (P, 1G)— Tor®9Y(N, IG) — N’ @zic) [G—P @z [G— ---

l l U U

c—s 0 —Tor™ P (N, Z[Q] @ z1c) IG)—N' ©gi) IG—P @gicy [G—-- .

La sucesion de 4.1 se conoce como sucesion exacta de cinco términos
para homologia. Para cohomologia se tiene una sucesion de cinco términos
también (véase el problema 4.1).
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Consideremos ahora una presentacién libre de un grupo G,

R — F — G.

Por 4.1, existe una sucesién exacta de cinco términos
Hy(F, N)—Ha(G, N)—N ©gg R/[R, R]—N @z I[F—N @z [G—0.
Utilizando el problema 4.9 tenemos que Ho(F, N) =0 y, por lo tanto

4.2 Hy(G, N) = ker(N ®@gjg) R/[R, R|—N ®gp) [ F).
Por otro lado (véase el problema 3.1), como

Hy(G,N) = ker(N ®gq) IG—N)

tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exac-
tas

H\(G,N)—~H1(Q,N)

{ {
Hy (G, N)—H3(Q, N)—N ®zq H/[H, HN ®uc) IG-N @z 1Q—0
Lk L

N — N

l l

Como 0 =k ogoh =koh:N ®gjq H/[H, Hl — N, h se factoriza a través de
H,(G, N) y, por lo tanto, la siguiente sucesién es exacta:

Hy(G,N)—H3(Q,N)—N @0 H/[H, Hl—H(G,N)—H;(Q, N)—0

y coincide con la de 4.1 si N es un @Q-mdédulo trivial. Para el caso en que
N =7, se tiene que Z ®zjq) H/[H,H] = H/[G, H], donde [G, H] denota el
subgrupo normal de H generado por los elementos de la forma ghg='h™!,
g € G, h € H (véase el problema 3.5). Por los resultados de 1V.3, 4.1 se
transforma en

Hy(G, Z)—H2(Q, Z)—H/ |G, H|—G/[G, G| —Q/[Q, Q] —0
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Si en 4.2 consideramos N = Z, obtenemos

Hy (G, Z) = ker(Z z[a] R/IR, R|—ZX Qz[F) IF)
43 ~ Ler(R/[F, R]—F/[F, F)
~ (RN|[F,F)])/[F,R]

Veamos ahora otra situacién donde aparece Ho(G,Z).

4.4 DEFINICION. Una extension central de G es una sucesion exacta
de grupos
1 —K—F—G—1

tal que K C Z(E), donde Z(F) denota el centro de E.

4.5 DEFINICION. Una extension central universal de G es una extensién
central

1—N—U—G—1

tal que, dada cualquier extension central
1—K—F—G—1

existe un homomorfismo tnico h:U — FE tal que el siguiente diagrama
conmuta:

1 — N — U — G — 1

| Ln I

1 —- K — E — G — 1
Obsérvese que, si existe una extensiéon central universal, ésta es Uinica, salvo
isomorfismo. Si una extension central se escinde
1—K—F—G—1,

entonces F = K x G.

Recordemos que un grupo G es perfecto si G = [G,G]. Sea G un grupo
perfecto y escojamos un homomorfismo F —~ G donde F es un grupo
libre. Sea R = ker(F —» G). Entonces [R, F] es un subgrupo normal
de F. Como G = F/R, existe un epimorfismo v: F/[R, F] — G tal que
ker ¢ C Z(F/[R, F]). Luego,

[F/[RvF]aF/[RvF]]: [FvF]/[RaF}
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es una extensién central perfecta de G (véase el problema 4.4). Sea 1 —
N — U — G — 1 cualquier otra extensién central de G. Como F es libre,
existe un homomorfismo h: ' — U tal que el diagrama siguiente conmuta:

F — G
nl [
u — G

Como 1 — N — U — G — 1 es una extensién central, h([R, F]) = 1.
Luego, h induce un homomorfismo F/[R,F|—U vy, si lo restringimos a
[F, F]/|R, F], tendremos un homomorfismo de [F, F|/|R, F]—U que es tnico
(véase el problema 4.5). Por lo tanto,

1 — ker ¢— [F, F]/[R, F]-25 G — 1
es una extension central universal de G. Pero ker ¢ no es otra cosa que

(RN[F,F])/[R, F]. Por 4.3, ker ¢ = Hy(G,Z). Entonces Hy(G,Z) es el nicleo
de una extension central universal

1— Hy(G,Z) — [F,F]/[R,F] — G — 1.

PROBLEMAS

4.1 Sea H — G —= ( una sucesion exacta corta de grupos y N un G-
moédulo. Pruebe que la siguiente sucesion es exacta:

0— Der(Q, N)—Der(G, N)— Homyq(H/[H, H], N)—H?*(Q,N)—H?*(G, N).

4.2 Establezca los isomorfismos de 4.3.

4.3 Pruebe que las sucesiones del Lema 4.1 y del problema 4.1 son natu-
rales.

4.4 Demuestre que, si

1—N—U—G—1
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es una extensién central de G, con G un grupo perfecto, entonces el sub-
grupo conmutador [U,U] de U es perfecto y existe un epimorfismo de
[U,U] — G. A la extensién

1—N—[UU —G—1
se le llama extension central perfecta.

45 Seanl — N—U —G—1y1l— K — F — G — 1 extensiones
centrales. Demuestre que, si U es perfecto, entonces existe a lo sumo un
homomorfismo h:U — E que hace conmutar el siguiente diagrama

1 — N — U — G — 1

| Ln I

1 — K — F — G — 1

4.6 Con los datos del problema 4.5, pruebe que, si U no es perfecto,
entonces existe mas de un homomorfismo de U en E que hace conmutar el
diagrama del problema 4.5. (Sugerencia: considérese E = G x N, con N un
grupo abeliano).

4.7 Utilizando los problemas 4.4, 4.5 y 4.6, pruebe que una extensién
central 1 — N — U — G — 1 es universal si, y solo si, U es perfecta y
toda extensién central de U se escinde.

4.8 Pruebe que si G es un grupo libre con base X entonces IG es un
G-modulo libre con base X —1={x—1|z € X}.

4.9 Pruebe que si G es un grupo libre entonces H,(G,N) = H"(G,M) =0
para n > 2y G-médulos N y M. (Sugerencia: utilice el problema anterior
para tener una G-resolucién libre IG —— Z[G] —~ % de Z).
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IV.5 H"(G,N)Y EXTENSIONES CRUZADAS

En esta seccién interpretaremos la cohomologia de un grupo G con coefi-
cientes en un moédulo N en términos de clases de n-extensiones cruzadas de
N por G.

Sea M un médulo cruzado (problema I1.1.9). Obsérvese que un G-médulo
cruzado, a diferencia de un G-médulo, no es necesariamente abeliano. Sea
(H,0) € Xext"(G, N) una n-extensién cruzada de N por G (problemas I11.6.7
y IIL.6.8).

Consideremos el diagrama del problema 1V.3.8

r=-0o — J, — -1 — --— C — L — G —l1

ll’ lan,,l lal lao [
(H,0:0 — N LR Ny, —++— N — H — (G —l1

donde P™ es la n-extension cruzada libre (proyectiva) de G (problemas
I11.2.6, 2.7 y 2.8). Por el problema I11.6.13, existe una funcién bien definida

v,: Opext™(G, J,) — Opext™(G, N)
dada por v.[P"] = [vP"], donde vP™ es la n-extensién cruzada de N por G
vP".0—N—NVC(C,.1—Cp_o— - —C1—L—G—1,

por lo que cada clase de equivalencia [(H, J)] € Opext™(G, N) tiene un repre-
sentante de la forma vP". De esto se desprende la siguiente

5.1 PROPOSICION.
a) La funcién ¢: Homp(J,, N) — Opezt™(G, N) dada por ¢(v) = [vP"] es

suprayectiva.

b) Con respecto a la suma de Baer, ¢ es un epimorfismo de grupos
abelianos.

Demostracién.  a) Es inmediata por el anélisis que precede a la propo-

sicién.  b) Es claro que Homp(J,, N) y Opext™(G, N) son grupos abelianos.

Sean vy,vy € Homp(J,, N)y P" la n-extensién cruzada libre (proyectiva)
P 0—J,—C,_1—Cp_9— -+ —C1—L—G—1.

Queremos ver que [(v; + v2)P"] = [11 P"] + [v2 P"].
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[ P"] + 1o P = . A5 (i P @ 1y P™)
= [Unm P" @2 P")Ag]
= [Vn (1 @ w)(P" & P™)Aq).

Pero (P"@® P")Aq = Ay, (P") (problema 111.6.14) y
(VN1 @ 1e)(P" © P")Ag] = [Vn(v1 ©v2) Ay, (P7)].
Por otro lado, si ¢ € J,,

VN1 @ v2) Ay, (1) = TN (1 @ 1r2)(t,t)
= v1(t) + va(t)
= (1/1 + Vg)(t)
Ademis, es facil comprobar que v (v1 ®v9)A\ s, es un L-homomorfismo, asi

que
VN(Vl D Z/Q)AJn = (1/1 + 1/2) € HomL(Jn,N).

Entonces (v1 + 12)P" = Yn(1 P" ® 1, P")Ag ..

5.2 LEMA. Sea v € Homp(J,, N) un morfismo que puede extenderse
sobre C,,_1 a

(i) una derivacién dp:L — N, si n=1.
(ii) un L-homomorfismo w:C; — N, sin = 2.
(iii) un G-homomorfismo 7:C,,_1 — N, si n > 3.

Entonces, la extensién
0—N—C,-1VN — J,_1 —1

se escinde (J; = K, Jy = Q).
Demostraciéon. Sea n = 1. Consideremos el diagrama
0o — K - L — & — 1
oLty e ||

0 — N % NVvL M~ g — 1

con dp: L — N una derivacién que extiende a v, i.e., dpi = v. Luego,
Yy =dpi =i, y (p—wdr)i =0. Como G = L/iK, existe un homomorfismo
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Unico s:G — NV L tal que ¢ — ¥dp = sy, i.e., el siguiente diagrama
conmuta:

0 — K — L o, G — 1
@*de\ ls
NVL

Luego, hp = hsdy y, como he = 9y, se tiene que hs = 1¢. Por lo tanto, para
n =1, la extensién se escinde.

Sea n = 2. Consideremos el diagrama

01 do
— —

0 — J2 L> Cl L G — 1

Lv le H I

OHNLN\/CHHLHGHI

donde N posee una estructura de L-médulo a través de 0y, i.e.,
vp =%0W) g (y € L,z € N). Sea w:C; — N un L-homomorfismo que
preserva las acciones y tal que wi = v. Entonces el siguiente diagrama

conmuta
0 — J2 — Cl — J1 — 1

v v e |
O—>Ni>N\/Cl—>J1—>1

y @ — v se factoriza a través de un homomorfismo s:.J; — N Vv C;. Para
n > 3, la demostracién es similar: (Homp(J,, N) = Homg(J,,N) para n >
2)m

5.3 PROPOSICION. Sea n > 2, v € Homp(J,, N). Si la extension
W h
EE0O—N—NVC,_1— Jp_1 —1

se escinde, entonces vP" = (0).

Demostracién. Como E se escinde NV C,_; = NixJ,_1. Puesto que
W(N)C Z(NVC,_1), se tiene que N ix J,_1 = N ix J,_1. Luego, E es equiva-
lente a la extensién

0—N—>NxJ, 1 —Jp1—1

que se escinde por la izquierda mediante un homomorfismo

s NVCh1=2NxdJ,.1, —N
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el cual hace conmutar al siguiente diagrama y, por lo tanto, vP™ = (0):

VP 0 — N — NVCy g —Cypg —s oo — Oy — L 2 q —1

| L l l Lol

(0):0 — N — N — 0 —-— 0 — @ —G—1lan

5.4 TEOREMA. El epimorfismo ¢: Homp(J,,, N) — Opext™(G, N) induce
un isomorfismo ®: H" (G, N) — Opext™(G, N) de grupos abelianos.

Demostracién. Sea P" la n-extensién cruzada libre (proyectiva) de G
r...—0—J,—C,_1—Cy_9g— - —C1—L—G—1 .
Entonces obtenemos el complejo (problema 1V.3.6 ¢)
Hom(P",N): Der(L,N)—Hom(Cy, N)—Homg(C2, N)— - - -
<o —Homa(Cr-1, N)—Homg(J,, N)—0
donde, por definicién,
H"(Hom(P",N)) = Homg(Jpn, N)/6(Homg(Cp-1,N)) = coker 0.

Luego, H™(Hom(P",N)) = H™"(G,N) para m > 1 (problema 1V.3.7). Si,
en particular m = n, la regla v — vP™ induce la funcién

®: H"Y(G,N) = Homg(Jn, N)/6(Homg(Cp_1, N)) — Opext™(G, N)

pues
v+ §(Homg(Cr_1,N) — p(v) = [vP"].

Es facil ver que ® esta bien definida (pues ®(6(Homg(Cr—1,N)))
un homomorfismo y es suprayectivo (Proposicién 5.1).

[(0)]), es

Veamos que @ es inyectivo: supongamos que puP" = vP", donde uP"
y vP™ son representantes de cualesquiera dos elementos en Opext™ (G, N).
Luego, existe una coleccién finita (problema 111.6.11)

{ (Hi,0;) € Xext™(G,N)}, 1<i<r

donde puP"™ = (H;,01) y vP™" = (H,,9,) junto con morfismos de extensiones
cruzadas
ag—1 = (In,a5-1,1c): (Hy—1,0k—1) — (Hy, O)
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ar = (In,ox, 1@): (Heq1, Oxq1) — (Hy, Ok)
para todo entero positivo k, tal que 2 < k <r—1. La identidad 15:G — G
induce un morfismo
(vi, Biy 1g): P — (H;, 0;)
de n-extensiones cruzadas (problema II1.6.8.b)

(v1,61,1c)
—

P" uPm
[ (Hz,02)
as
pr RIS (Hy )

a3

rBr,1
pn (vr.Br,1c) L pn
donde v; = p y v, = v. Las composiciones

k-1 (Ve—1,Pr—1,1a¢) ¥ ox(Wit1,Prt1,1le), 2<k<r—1, kpar,

dan lugar a los morfismos
(Vh—1, a0k —1Bk—1,1G): P" — (Hy, 0k) ¥ (Vkt1, @kBry1, 1a): P — (Hg, Ok)

que (problema I11.6.9a) son homotdépicos

P™: 0o — J, 9, Ch_1 _—— L — G —1

Vk—llll/wd /(Zk)n—l ch
(Hy,0): 0 — N — (Ny)p—1 —+— Hp — G —1

Y Vk—1 = Vit1 = (Zk)n-10n + Ont1(Xk)n-
Como 9,41(Zk)n = 0, tenemos que vg_1 —vi11 = (Xg)n_10,. Por otro lado,
p—V=Vrv— VU
=V1—V3+V3— = Vg +Vpp2 = Up
= (32)n-10n + (Za)n-10n + -+ (Er-1)n-10n
(Z2)n—1+ E)n—1+ -+ (Er-1)n-1)0n .
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Como 9, es la inclusién, u — v puede extenderse a un homomorfismo
w:C,,_1 — N dado por

w=E2)n-1+ E)n-1+-+ (Er—1)n-1

I
-

(Ek)nfh k par.
=2

=

Por lo tanto, p —v € d(Homg(Cp—1,N)). Luego, p=v.m

PROBLEMAS

5.1 Sea G un p-grupo y C un subgrupo ciclico de G de indice p, i.e.,
|G| =p"y|C|=p* !, n>2 Compruebe que, si d denota la inclusién de
C en G, entonces (C,G,d) es un médulo cruzado.

5.2 Sea (G,0)=0— C — G — @Q — 1 la extensién cruzada correspon-
diente al problema 5.1, donde = G/9C es un grupo abeliano de orden p.
Demuestre que, si @ actda trivialmente sobre C, entonces G es isomorfo a
Z/p"' x Z/p, o a Z/p™.
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IV.6 APLICACIONES

A continuacién calcularemos la homologia y cohomologia de un grupo
ciclico (multiplicativo) C,, con coeficientes en un C,-médulo M.

6.1 PROPOSICION. Sea C,, un grupo ciclico de orden n con generador
g. Entonces
w:... Zze, L, 2 unc, 1 —0

donde D=g—e,y N=e+g+g>+---+¢g" ! es una C,-resolucién libre de
.

Demostracién. ZC,, es el anillo de todos los polinomios u = Z?;OI g
con coeficientes enteros tales que g™ = e. Dos elementos particulares de ZC,,
son N y D. Obsérvese que ND =0 = DN, de manera que W es semiexacta.
Como ker e = IC,, = im D, pues IC,, es libre en g — e, W es exacta en grado

cero.

Supongamos que u = Y~ \ig' € ker D. Entonces \g = A\; =--- = \,_1 ¥,
por lo tanto, u = A\gN € im N. Por otro lado, si u € ker N entonces
n—1 n—1 .
Nu=0= Z(z Ai)g’.
=0 i=0

Luego, > A\ =0y
u=—D[Me+ N+ )g+-+No+--+X1)g" '] €im D.

Como ZC,, es conmutativo, W es una C,,-resolucién libre de Z.m

6.2 PROPOSICION. Sea C,, un grupo ciclico de orden n 'y M un C,-
moddulo. Entonces
M, i=0

Hi(Cp, M) = { ker D/N(M) i=2n—1
ker N/D(M) i=2n

M i=0
HY(C,,M) =14 ker N/D(M) i=2n—1
ker DIN(M) i=2n
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Demostracién. Apliquese _— Qzc, My Homgce,(—, M) a la resolucién
W de 6.1 y calcilese la homologia y la cohomologia respectiva.m

La proposicién precedente implica que M = Z no admite una resolucién
proyectiva finita como C,,-mddulo trivial.

6.3 PROPOSICION. Sea C un grupo ciclico infinito con generador g y
M un C-médulo. Entonces

Mg i=0 MC i=0
Hy(C,M)={ M® i=1 y HY(C,M)={ Mo i=1
0 i#0,1 0 i#0,1

Demostracién. Considérese la resoluciéon sobre ZC de Z
0 —ZCESHCc—<% —0

apliquese _ ®zc M y Homgce(—,M) y calcilese la homologia y coho-
mologia.m

Recordemos que un grupo E es el producto directo de dos de sus subgru-
pos normales N y G si NG=FE y NNG = {1}. Si pedimos que tinicamente
uno de sus subgrupos, digamos N, sea normal y cumpla que NG = E y
N NG = {1}, entonces diremos que E es el producto semidirecto de N y G
y lo denotaremos con F = N ix G. Por el segundo teorema del isomorfismo
tenemos que G/N NG = NG/N, es decir G = E/N, de donde se desprende
que la sucesién

1—N-S B2 qg—1

es una extensiéon de N por G (i.e., una sucesién exacta corta de grupos).

La equivalencia de dos extensiones de grupos se define de manera andloga
a I1.6.5, salvo que ahora incluimos la posibilidad de que los grupos sean
no abelianos. Sin embargo, el problema que trataremos serd el de clasificar
las extensiones de un grupo abeliano aditivo N por G, salvo equivalencia.
Esto es, encontrar todos los grupos E tales que tengan a N como subgrupo
normal y a G como cociente.

Por el problema 1.6, G actia en N por conjugacion, es decir, si e € E,
n € Ny g =p(e), entonces p(e)i(n) = ei(n)e”! o bien, ei(n) = i(gn)e. Supon-
gamos que la extension de N por G se escinde, esto es, que existe un homo-
morfismo s: G — FE tal que ps = 1. Esta claro que se tiene una biyeccién
de los conjuntos N x G y E, dada por (n,g) — i(n)s(g). Para hacer de esta
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biyeccion un isomorfismo de grupos, es necesario que un elemento de E de
la forma (i(n)s(g))(i(n')s(¢’")) se pueda escribir como i(n)s(g"”). Pero
i(n)s(g)i(n)s(g") = i(n)i(gn’)es(g")
= i(n)i(gn)s(g)s(g")
=i(n+gn')s(g9g’)
donde s(g) = e, de aqui que el producto de dos elementos de N x G deba
ser de la forma (n,g)(n',¢') = (n+ gn', gg’). Por lo tanto, hemos encontrado

que N x G, con este producto chistoso, debe ser precisamente N x G. En
resumen, si

0—N—F—G—1
se escinde, entonces es de la forma
0—N-—NxG—G—1

Obsérvese que la proyeccion p’: Nix G — N no es un homomorfismo, pero
si es una derivacién (véase el problema 6.5 b).

El producto semidirecto x posee la siguiente propiedad universal.

6.4 TEOREMA. Sean E, G grupos y N un G-médulo. Entonces, para
todo homomorfismo de grupos ¢q: F — G y para toda derivacién ¢: E — N,
existe un homomorfismo dnico h: E — N ix G tal que el siguiente diagrama
conmuta:

N <L B 4
[ Ln |
N & NxGg & -

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que el conjunto de
escisiones de G en N ix G esta en correspondencia biyectiva con el conjunto
de derivaciones de G en N (basta tomar E=G y p=1¢ en 6.4).

También 6.4 nos dice que solamente existe, salvo equivalencia, una ex-
tensién escindible de N por G, dada una accién de G en N. A continuacién,
dada una extensién escindible, clasificaremos todas las posibles escisiones.

Sean s1,s2:G — N ix G dos escisiones. Diremos que son N-conjugadas
si existe n € N tal que s1(g) = i(n)s2(g)i(n)~! para toda g € G. Calculemos
s1(g) en términos de derivaciones:

s51(9) = (a1(9), 9)
=i(n)(q2(9), 9)i(n) "
= (n+q2(9), 9)(-n, 1)
W+%@)gnm
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Luego, ¢1(9) = n+g2(g9) — gn. Por lo tanto, ¢; y ¢2 corresponden a escisiones
N-conjugadas si, y solo si, g2 — ¢; es de la forma gn —n para alguna n fija,
es decir, si, y sélo si, es una derivacion principal. Lo anterior implica la
siguiente

6.5 PROPOSICION. Sea N un G-médulo y
0—N-—NxG—G—1

una extensiéon escindible. Entonces las clases N-conjugadas de dicha ex-
tensién estan en correspondencia biyectiva con las clases de cohomologia
de H'(G,N).=

Como una aplicacién de la resolucién estdndar no normalizada (problema
2.4b) veamos el siguiente lema, que nos serd muy util posteriormente.

6.6 LEMA. Sea G un grupo de orden k. Entonces
kH'(G,N)=0=kH;(G,N)

para todo G-moédulo N y para toda ¢ > 0.

Demostracién. Sea
F. - —F,—F, 1— - —Fy—Z— 0

la resolucién estdndar no normalizada de Z sobre Z[G]. Consideremos
Hom%[G](F, N), i.e.,

0 — Hom%[g](%,N) — Hom%[c](Fo,N) —

Sea h € Homygq)(F,, N) y definamos f € Homygg(F,-1, N) mediante

f(glv"'vgn—l) = Z h(glv"'agn—hg)'

geG

Considérese la férmula para dh. Luego, simese

n—2
Sh(g1, -1 9n) = g1h(ga, - 9n) + D _(=1)'h(g1, ., Gigit1s - 9)+
=1

+(=D" (g1, .., gng) + (=1)"h(g1, ..., gn)
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sobre todas las g = g,.1. Obsérvese que g,g varia conforme varia g. Luego,
si 0h = 0, entonces

n—2
0= glf(Q?a S 7971) + Z(fl)if(gla <oy 9iGi41, - - - agn)+
=1
+(=D"" f (g1, s gnr) FR(=1)"R(g1,. .., gn)-

Luego, §f = k(—1)"h y, por lo tanto, kh es una cofrontera. El caso para
homologia es semejante.n

6.7 EJEMPLO. Como vimos en 6.2,

i _Jo 1 impar
H'(Cs, %) = {%/3 i par

Luego, es claro que 3- H(Cs, %) = 0.

6.8 TEOREMA. (Schur-Zassenhaus.) Sea E un grupo finito de orden nk
con (n,k) = 1. Supongamos que N es un subgrupo normal de E de orden k.
Entonces E contiene subgrupos de orden n y cualesquiera dos subgrupos
de orden n de E son conjugados.

Demostracién. Considérese la extension
0—N-—F—G—1

Por 6.6, kH'(G,N) = 0 para toda i > 0. En particular, si k& # 0,
kH?(G,N) = 0, lo que implica que H?(G,N) = 0. Por 5.4, Opext!(G, N)
consiste solamente en un elemento, por lo que la extensién se escinde y
E = Nix G. Luego, E tiene subgrupos de orden k.

Sea H C E un subgrupo de orden n de E. Es evidente que H —~ G es
un isomorfismo. Luego, la extension se escinde.

Tambien H'(G, N) = 0; luego, (dejamos al lector probar que) cualesquiera
dos grupos de orden n son conjugados.m

6.9 TEOREMA. Sea G un grupo de orden k # 0 y N un KG-mddulo, K
un campo cuya caracteristica no divida a k. Entonces H(G,N) = 0 para
toda i > 0.
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Demostracién. Consideremos k: N — N la multiplicaciéon por k. Como
la caracteristica de K no divide a k, k es un isomorfismo de G-mdédulos cuyo
inverso es 1/k: N — N. Luego,

k*: H'(G,N) — H'(G,N)

es un isomorfismo. Como H'(G, ) es un funtor aditivo, k* resulta ser la
multiplicacién por k. Por 6.6, kH'(G,N) = 0 para i > 0. Como k # 0,
H'(G,N) =0 para toda i > 0.a

PROBLEMAS

6.1

6.2

6.3

6.4

6.7

Calcule explicitamente H.(%Z/3,Z) y H*(Z/3,Z), sin utilizar 6.2.
Calcule explicitamente H.(%Z/3,Z/2) y H*(Z/3,7/2), sin utilizar 6.2.
Calcule explicitamente H.(Z,Z) y H*(Z,Z).

Calcule explicitamente H,(Z,Z/2) y H*(Z,7Z/3).

Compruebe que el producto semidirecto N ix G, definido después de
6.3, es asociativo con elemento neutro (0,1) y con inverso (n,g)~! =

(=97 'n,97h).
Compruebe que la proyeccién p’: Nix G — N es una derivacién.

Pruebe el Teorema 6.4. (Sugerencia: considere N como un E-médulo
usando ¢, y defina h(e) = (¢'(e),q(e)), e € E).

Compruebe el inverso del Teorema 6.4: todo homomorfismo de gru-
pos h:E — NixG determina un homomorfismo ¢:FE — G y una
derivacién ¢: E — N.

En el Teorema 6.6, proporcione los detalles de la unicidad, salvo con-

jugacion, del subgrupo de orden k.

6.8

En el Teorema 6.7, pruebe que, si k: N — N, k* es un isomorfismo

que es precisamente la multiplicacién por k.
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6.9 Sean W, W'y W"” KG-médulos, y K un campo cuya caracteristica no
divida al orden de un grupo G. Pruebe que toda sucesién exacta corta
W' —— W — W" se escinde si, y sdlo si,

0 — Homgeg(W",W') — Homgc(W,W') — Homgg(W',W') — 0

es exacta. (Sugerencia: proporcione a Homg(_,W’) una accién de G me-
diante la accién diagonal como sigue: si o: W — W’ es una transformacion

lineal, (gp)(w) = gp(g~'w), g€ G, w e W.)

6.10 En la notaciéon del problema 6.9, pruebe que o:W — W' es un
homomorfismo de G-médulos si, sélo si, ¢ es invariante en el G-mdédulo
Homg (W, W").

6.11 Utilizando los problemas 6.9 y 6.10, demuestre el siguiente teorema
(Maschke): sea G un grupo de orden k y K un campo cuya caracteristica no
divida a k. Entonces todo KG-mdédulo es semisimple. (Sugerencia: utilice
el problema 1.2 y pruebe que la siguiente sucesién es exacta utilizando el
Teorema 6.10 para i = 1:

0—H°(G, Hom,(W" ,W))—H°(G, Hom (W, W))—

—H%(G, Homy, (W', W"))—0.)

6.12

a) Sea a € Z tal que a? = 1 (mod p"~'), n > 3. Pruebe que, si p es
un primo impar, entonces a = 1 (mod p"~2) y que, si p = 2, entonces
a=+—1 (mod 2"2).

b) Sea (G,0):0 — C — G — Q — 1 la extensién cruzada correspon-
diente a los problemas 5.1 y 5.2. Pruebe que, si p es un primo impar,
la accién de @ sobre C estéd dada como la multiplicacién por 1+ p™~2
(utilice la parte a)).

c) Sea (C,G,d) el médulo cruzado del problema 5.1. Demuestre que, si
p es un primo impar y la accién de @ sobre C es no trivial, entonces
G es isomorfo a Z/p" ' x Z/p. (Sugerencia: utilice la proposicién 6.2
para comprobar que H2(Q,C) = 0, lo cual implica que la tinica clase de
equivalencia de extensiones cruzadas de C por Q es la de la extension
trivial.)
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6.13

a) En la terminologia del problema 6.12 considere el caso p = 2. Sea a un
generador de C 2 Z/2"~' n >3, y t € Q. Entonces t, = s(t)a(s(t))~t =
ra para alguna r. Utilice el problema 6.12a y compruebe que r tiene
tres posibilidades: —1, 1+ 2772y —1 42772,

b) Sea p=2y (C,G,0) el médulo cruzado del problema 5.1. Demuestre
que si Q actua sobre C como multiplicacién por r = —1, entonces G
es isomorfo al grupo diedro Ds,, = Z/mx Z/2 o al grupo cuaternio
generalizado Qu.,,. (Sugerencia: compruebe que Opezt!(Q,C) = Z/2.)

c) Seap=2y (C,G,0) el médulo cruzado del problema 5.1. Demuestre
que, si Q actiia sobre C' como multiplicacién por r = 142""2, entonces
G es isomorfo al grupo Z/p"~'ix Z/p, n > 3.

d) Seap=2y (C,G,0) el médulo cruzado del problema 5.1. Demuestre
que, si Q actiia sobre C' como multiplicacién por r = —1+2""2, entonces
la sucesion 0 — C — G — Q — 1 se escinde y G es isomorfo a
Z)2" VX ZJ2, n > 4.

6.14 Compruebe que los grupos Z/p", Z/p" ' x Z/p, Z/p" " X Z/p, Dop,
Qum y Z/2" 1 x Z/2, dados en los problemas 5.2, 6.12 y 6.13, son p-grupos
que contienen subgrupos ciclicos de indice p, y concluya que si G es un p-
grupo y C un subgrupo ciclico de indice p (p primo), entonces G es isomorfo
a alguno de los grupos arriba citados.



Capitulo V

K-TEORIA ALGEBRAICA
CLASICA

En este capitulo se estudian los K-grupos algebraicos de dimensién baja. En
la seccién 1 se presenta la construccion de Grothendieck y se proporcionan
varios calculos explicitos de KgA para diversos anillos A. En la seccién 2
se estudia el funtor K1, se prueba el Lema de Whitehead, se relaciona con
la cohomologia de grupos y se dan calculos de K1 A para diversos anillos A.
En la seccion 3 se analiza el grupo de Steinberg, se define K>A, se utiliza el
concepto de extensién central universal para enlazarlo con la cohomologia
de grupos y se dan célculos explicitos. Como lectura posterior véanse [Mi],
[L-S] y [S], de donde hemos seguido varias demostraciones.
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V.1 KA

A continuacién describiremos la construccién de Grothendieck para anillos
y mdodulos. Sea A un anillo cualquiera, no necesariamente conmutativo,
v aAMod, la categoria de A-médulos izquierdos. Sea C una subcategoria
de \Mod. La construccién de Grothendieck consiste en asociarle a ciertas
subcategorias de \Mod cierto grupo abeliano que denotaremos con K,C.
Especificamente, sea M un A-médulo en C. Sea (M) la clase de isomorfismo
de M i.e., la clase de todos los A-mdédulos izquierdos isomorfos a M. Sea
F el grupo abeliano libre con base { (M) | M € C} y sea R el subgrupo
de F generado por las expresiones de la forma (M) — (M’) — (M") donde
M’ —— M — M" recorre todas las sucesiones exactas cortas en C.
Entonces definimos
K,C =F/R

y lo llamaremos grupo de Grothendieck de C.

Denotaremos con [M] la imagen de (M) en K,C. Entonces, siempre que
se tenga una sucesién exacta corta en C

M — M — M"

tendremos una expresion de la forma [M] = [M'] + [M"] en KyC, es decir
K, C esta generado por { [M] | M € C } sujeta a las relaciones de la forma
[M] = [M"] + [M"].

Apliquemos la construcciéon de Grothendieck a una subcategoria especi-
fica de \Mod. Sea AP la categoria de A-mdédulos (izquierdos) proyectivos
finitamente generados. Por abuso de notacién, denotaremos Ky(AP) sim-
plemente con KyA. Entonces tenemos la siguiente

1.1 DEFINICION. K A es el grupo abeliano F/R, donde F es el grupo
abeliano libre cuyos generadores (P) son las clases de isomorfismo de A-
médulos proyectivos finitamente generados y R es el subgrupo de F' gene-
rado por todas las expresiones de la forma

(P)+(Q) —(P®Q)

KoA se llama grupo de clases proyectivas de A.

Es obvio que como P,Q € 5P, la sucesion exacta corta

P — M— Q
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se escinde y M = P @ Q. También es facil comprobar que KyA satisface la
propiedad universal siguiente:

1.2 PROPOSICION. Sea ¢:C — G una funcién de C en un grupo
abeliano aditivo G tal que, para M € C, ¢((M)) dependa tnicamente de
la clase de isomorfismos de M y tal que p((M)) = o((M")) + p((M")) para
cada sucesién exacta corta M’ —— M — M" € C. Entonces existe un
homomorfismo de grupos tnico ¢: K,C — G tal que p((M)) = ¥([M]).u

La construccion de Grothendieck se puede hacer en un contexto mas
general, pero la idea es siempre la misma y queda fuera del proposito de
este texto.

1.3 EJEMPLO. Sea K un campo y EV la subcategoria de espacios vec-
toriales de dimensién finita sobre K de la categoria xMod; es decir, los
K-médulos proyectivos finitamente generados. La aplicacién ¢: EV — Z
dada por (V) — dim V induce ¢: K(EV = KoK — Z pues dim (V& W) =
dim V + dim W; ) estd dado por

[V] — dim V.

Como ¥([K]) = 1, ¢ es suprayectivo. Si ¢([V]— [W]) = 0, entonces dim V =
dim Wy V =W, luego [V]—[W] =0y, por lo tanto, ¢ es inyectivo. Entonces
KoK = K,EV 2 7Z.

Obsérvese que el calculo de Ky de un campo mide, hasta cierto punto,
cuanto les falta a los A-mdédulos proyectivos finitamente generados para
poseer una teoria de dimensién como la de los espacios vectoriales. Asi,
podemos considerar aquella parte de la K-Teoria Algebraica correspon-
diente a Ky como un intento de generalizar ciertas propiedades elementales
del Algebra Lineal a médulos sobre un anillo cualquiera.

1.4 EJEMPLO. Consideremos el anillo de los ntimeros enteros Z y sea
ADbf la categorfa de los Z-médulos finitos. Sea (QT,-) el grupo multi-
plicativo de los ntimeros racionales positivos y definamos ¢: Abf — Q*
dada por la cardinalidad. Claramente, ¢ es multiplicativo sobre suce-
siones exactas cortas. Por lo tanto, ¢ induce un morfismo de grupos
Y: KoAbf — QT tal que ¢([M]) = card M. Como 9([M] — [N]) = 1 im-
plica que card M = card N y que M y N tienen los mismos factores de
composiciéon C;, [M] = > [C;] = [N]. Luego, ¢ es inyectiva. Ademds, como
o(Z/p) = py QT estd generado por los nimeros primos positivos, ¢ es
suprayectiva. Como ¢ es inyectiva y suprayectiva, ¢ también lo es. Por



172 Capitulo V. K-TEORIA ALGEBRAICA CLASICA

lo tanto, KoAbf= Q" y decimos que es un grupo abeliano libre con base
{ [Z/p] | p es primo }.

1.5 EJEMPLO. Consideremos Abfg la categoria de los Z-mddulos fini-
tamente generados. Si 0 # n € Z, tenemos la siguiente sucesiéon exacta en
Abfg

X —— % —- Z/n.

Entonces [Z/n] = [Z] — [Z]) = 0 € KoAbfg. Por el teorema fundamental
de los grupos abelianos, KyAbfg es un grupo ciclico generado por un solo
elemento [Z]. Por la propiedad universal, el homomorfismo inducido por el
rango rg: KgAbfg — Z dado por M —— (rango de M), junto con el hecho
de que rg(Z) = 1, implica que KqAbfg = Z. Observemos que, aunque Abf
es una subcategoria de Abfg, la estructura de KoAbfg = Z es diferente de
la de KpAbf= Q™.

En el ejemplo 1.4 vimos que, si [M] = [N], entonces no siempre M = N.
A continuacién, veamos un criterio que establecerd cuando [M] = [N] en
KoA.

1.6 PROPOSICION. Sean P y @ dos A-mddulos proyectivos finitamente
generados. Entonces [P] = [Q] en KA si, y sélo si, existe un entero n > 0
tal que P A™ =2 Q @ A™.

Demostraciéon. Supongamos que P @& A" = Q & A", entonces [P @ A"] =
@ @ A"J; luego [P] + [A"] = [Q] + [A"] y, por lo tanto, [P] = [Q] pues, como
KoA es un grupo abeliano, podemos cancelar.

Supongamos ahora que (P) = (Q) (mod R). Entonces

(P)—(Q) = Z((PO +(Qi) — (P& Q1))
- Z.Z(<Tj> +(85) = (T; ® 55))
Luego,
(P)+ (Z((Tj> + Z<Sj> + Z(Pz' ® Qi) =
=(Q) J:(Z<Pi> +JZ<Qi> + Z<Tj @ 5;))-
Asf que P& N =~ Q& N, (;onde Nldenota I(is términos entre paréntesis

de la igualdad anterior, que claramente son isomorfos. Como N es un A-
médulo proyectivo finitamente generado, pues es una suma directa de tales
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modulos, existe un A-médulo M tal que N M =2 A™ (cf. 1.6.11 (iii) y 1.6.4);
luego, P&ENE M 2Q&& N& M y, por lo tanto, PHA" 2 Q@ A"

1.7 DEFINICION. Dos A-médulos P y @ son isomorfos establemente si
existe un nimero natural n tal que P® A" =2 Q ¢ A™.

En virtud de 1.7, decimos que dos elementos de KyA son iguales si, y
solo si, son isomorfos establemente. Obsérvese que el cilculo de KgA no
necesariamente nos lleva a determinar todas las clases de isomorfismo en
la categoria de los A-mddulos proyectivos finitamente generados, sino que
KyA determina todas las clases de isomorfismo estables en dicha categoria.

1.8 EJEMPLO. Sea Ab la categoria de los Z-médulos, i.e., la categoria
de los grupos abelianos. Los Z-mddulos proyectivos finitamente generados
son los grupos abelianos libres, de rango finito. Entonces, dos de tales
moédulos son isomorfos establemente si, y sélo si, son isomorfos. Luego, la
aplicacién [P] — rg¢([P]) nos dice que K(Z = Z, como se vio en 1.5.

Puede suceder que, sobre ciertos anillos, un moédulo libre tenga bases
de diferente cardinalidad. Cuando esto no suceda, diremos que el anillo A
tiene una base de cardinalidad invariante, es decir, si A" 2 A™ y n,m > 0
entonces n = m.

En el caso de que el anillo A sea conmutativo, el producto tensorial sobre
A de dos A-médulos resulta ser un A-moédulo mediante A(z ® y) = Az @y =
z® Ay. Como A" ® A™ = A" la categoria de los A-médulos proyectivos
finitamente generados AP es cerrada bajo ®. Entonces podemos dar a KyA
una estructura de anillo mediante [P] e [Q] = [P ®4 Q]. Formalmente, en
KoA = F/R, demos a F una estructura de anillo definiendo

(PUQ) = (P ®x Q).

R resulta ser un ideal de F; luego, KoA es un anillo con 1 = [A] ya que
[A][P] = [P] = [P][A] para todo generador [P].

Sea f:A — A’ un homomorfismo de anillos con 1 (no necesariamente
conmutativos). Considérese el funtor

F: AMOd — MOdA/

(problema IV.2.1 (iii)). Sea M un A-médulo; luego F(M) = N @y M es
un A’-médulo. Si M es libre o proyectivo o finitamente generado o se
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escinde como una suma directa sobre A, entonces F'(M) es libre o proyec-
tivo o finitamente generado o se escinde como suma directa de A’. Por
lo tanto, la correspondencia [P] — [F(P)] da lugar a un homomorfismo
fo: KoA — KoA'. Es facil comprobar que Ky es un funtor covariante
de la categoria de anillos con identidad, en la de grupos abelianos, i.e.,
para construir f, considérese ¢: \P — KA’ dada por P — [N’ ®, P]. Si
P’ —— P — P” es una sucesion exacta en 5P, entonces se escinde y,
por lo tanto,
A/®A P — A Qp P —~ A/®APH

también es exacta y se escinde. Luego, ¢(P) = ¢(P') + ¢(P"”) y por la
propiedad universal ¢ define un homomorfismo tnico f.: KA — KyA’ tal
que f.([P]) = [A" @4 P].

1.9 DEFINICION. Diremos que un médulo diferente del trivial P € AP
satisface la propiedad de Krull-Schmidtsi P admite una descomposiciéon P =
P& & P, donde las P; son indescomponibles, (i.e., P; no es suma directa
de cualesquiera dos de sus submédulos propios) y las clases de isomorfismo
{{P;)}™,, estan determinadas en forma tnica salvo permutaciones. Diremos
que la categoria P satisface la propiedad de Krull-Schmidt si cada uno de
sus objetos la satisface.

1.10 LEMA. Supongamos que AP satisface la propiedad de Krull-
Schmidt entonces KyA es un grupo abeliano libre generado por el conjunto
finito de A-mdédulos proyectivos finitamente generados indescomponibles
distintos.

Demostracién. Sea {P;} el conjunto de A-mddulos proyectivos finita-
mente generados indescomponibles. Sea A el grupo abeliano libre cuya base
{gi} estd en correspondencia uno a uno con {P;}. Definamos p: KeA — A
mediante [P] — Y p;(P)g; donde p;(P) es el nimero de indescomponibles
de P, isomorfos a P;. Entonces p es claramente un isomorfismo cuyo inverso
es g; — [P;]. Veamos que {P;} es finito: sea A = A; & --- & A, la descom-
posicién de A como mddulo sobre si mismo. Cualquier P; es un elemento
indescomponible de algin mddulo libre A™ = nA; @ --- & nA,,. Entonces
P; = A; para alguna j.=

Las A; de la demostracién precedente se llaman indescomponibles prin-
cipales.

A continuacién calculemos KyA para diversos anillos A.



§1 KA 175

1.11 TEOREMA. Sea A un anillo local o un dominio de ideales princi-
pales. Entonces KoA = Z con generador [A].

Demostracién. Por el Problema 1.6.6 sabemos que los submddulos de
un modulo libre son libres para un dominio de ideales principales y es
bien sabido que para anillos locales, todo médulo proyectivo finitamente
generado es libre. Esto reduce la propiedad de Krull-Schmidt para P a que
A™ = A™ implica que n = m, que es vélido tanto para anillos conmutativos
como para anillos locales. Como A es el Unico indescomponible principal,
K A=Z.m

1.12 NOTA. Si A es artiniano izquierdo (i.e., satisface la condicién de
cadena descendente), entonces cualquier A-mdédulo izquierdo finitamente
generado posee una serie de composicion y la propiedad de Krull-Schmidt
es valida para este caso; luego,

KW AN=2ADULSD - DY .

1.13 EJEMPLO. Sea D un anillo con divisién y A = M, (D) el anillo de las

~

matrices cuadradas con elementos en D. Entonces KoA = Ko(M, (D)) =2 Z
con generador [D"].

Nétese que, por 1.11, Ky de un campo es isomorfo a Z, y en particular,
si F; denota un campo finito con p' elementos, KoF, = 7.

PROBLEMAS

1.1 Demuestre la propiedad universal 1.2 .

1.2 Sea A un anillo conmutativo. Defina en K¢A = F/R una estructura de
anillo mediante (P)-(Q) = (P®x Q) en F. Compruebe que R es un ideal de
F.

1.3 Pruebe que Ky: An; — Ab es un funtor covariante.

1.4 Sea A= Ay xAsx---xA,,. Pruebe que los homomorfismos de proyeccién
KoA— KyA; inducen un isomorfismo

K()A = K()Al Xoee K()Am .
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1.5 Proporcione los detalles de la demostracién de 1.11.

1.6 Calcule Ko(C',C), Ko(C? C) y Ko(C? C) explicitamente, donde C?
denota el grupo ciclico de orden i. (Véase [C-LL] caps.4 y 5).

1.7 Sea & = &2™/7, Q(¢) la extensién de grado p de @ y Z[¢] lo enteros
algebraicos en @ (&). Calcule K(Z[¢]) y use esto para calcular Ko(Z[Z/p]).
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V2 KA

Denotaremos con M, (A) el anillo de las matrices de n por n con elementos
en un anillo asociativo con 1. Sea GL,(A) el grupo de las unidades de
M, (A), es decir, GL,(A) es el grupo de las matrices invertibles de M, (A).
Llamaremos a GL,(A) grupo lineal general. Recordemos que una matriz e?j,
i # j se llama elemental si difiere de la matriz identidad por un elemento
A € A fuera de la diagonal. Como ey € GL,(A) entonces (e}y)~ = e y
se comprueba facilmente que multiplicar por la izquierda o por la derecha
una matriz por una elemental, corresponde a hacer operaciones elementales
por renglén o columna a dicha matriz (véase el problema 2.1). También se
tiene que
1 sij#k i#e
Aet ] = e sij=k ite

[eijweke ie
e,:j)‘“ sij#k i=c¢
donde
[ef‘j,eze] = eg\jeZe(ef‘j)fl( ze)’l,

(Véase el problema 2.2.)

Sea E,(A) el subgrupo de GL,(A) generado por todas las e, A € A,
1<i# j <n, llamado grupo elemental lineal de A. Si identificamos a cada
matriz A € GL,(A) con la matriz

<A O)
S GLn+1 (A)
0 1

obtenemos inclusiones GLi(A) C GLa(A) € GL3(A) C -+ . Denotamos con
GL(A) el limite directo de GL,,(A); o bien, podemos considerar

GL(A) = G GLn(A)

al que llamaremos grupo lineal general estable o infinito de A. Podemos
concebir a GL(A) como el grupo que consta de las matrices invertibles
infinitas A = (aij), con a;; € A, 1<i<o0,1<j<0y A5 = 51‘]‘, la delta
de Kronecker para toda i,j, excepto un numero finito de i,j5. Entonces
GL,(A) C GL(A) y lo vemos como el subgrupo de todas las (a;;) € GL(A)
con a;; = ¢;; para toda i,j > n. La inclusién de GL,(A) ~—— GL(A) se
restringe a la inclusion E,(A) —— FE,11(A) y, en GL(A), el subgrupo

EW) = | E.(A)
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se llama grupo elemental estable o infinito de A.

2.1 LEMA. (Whitehead.) [GL(A), GL(A)] = E(A).

Demostracién. Por el problema 2.2, es inmediato verificar que cada ma-
triz elemental puede expresarse como el conmutador de otras dos matrices
elementales para n > 3; entonces [E,(A), E,(A)] = E,(A) y, por lo tanto,
[E(A),E(A)] = E(A) € GL(A). Veamos ahora que [GL(A),GL(A)] C E(A).
Para esto, sean A, B € GL,(A); entonces, en GLy,(A) se tiene que

(ABAlBl 0><A 0 )(B 0 )((BA)l 0)
2.2 0 1) \o a1t)\o B 0 BAJ

Veamos que el conmutador ABA™!B~! en GLs,(A) puede expresarse como
producto de matrices elementales de GLy,(A). Basta ver que cada matriz
en 2.2 puede reducirse a I, mediante operaciones elementales. Como

()6 D60 )
o) ()

pueden reducirse a I, mediante operaciones elementales por renglén, mien-
tras que

0 —I I -1 I 0

I 0 I 0 0 I

mediante operaciones elementales por renglén y columna, respectivamente,
tenemos que [GL,(A),GL,(A)] C E2,(A) y, por lo tanto,

y como

[GL(A), GL(A)] € E(A).=

Una consecuencia del lema anterior es que E(A) es un subgrupo normal
de GL(A).

2.3 DEFINICION. El grupo cociente GL(A)/E(A) es el K-grupo alge-

braico de indice uno del anillo A denotado con KA.

Luego, K1A = GL(A)/[GL(A), GL(A)] y, por 1V.3.3, K1A = H1(GL(A), Z).
Obsérvese que, al igual que Ky, K; resulta ser un funtor de la categoria
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de anillos en la categoria de grupos abelianos, pues un homomorfismo de
anillos f: A — A’ induce un homomorfismo de grupos f.: GL(A) — GL(A’)
que envia a E(A) en E(A'). Luego, f induce un homomorfismo de grupos
Kif: KiA — KA’ y se cumplen las propiedades funtoriales para K;.

Supongamos ahora que A es conmutativo. Entonces podemos considerar
el determinante de una matriz como un homomorfismo det: GL(A) — A*,
donde A* denota las unidades de A.

Sea SL(A) = ker(det) y lo llamaremos grupo especial lineal o infinito de
A. Noétese que

SL(A) = fj SLn(A)
n=1

donde SL,(A) = ker(det: GL,(A) — A*), y que las matrices elementales
siempre tienen determinante trivial, asi que E,(A) C SL,(A) para toda
n, y E(A) C SL(A). Obsérvese que pudimos definir det: GL(A) — A* de-
bido a que det: GL,(A) — A* es invariante bajo la inclusién GL,(A) —
GL,4+1(A). Por lo tanto, det: GL(A) — A* induce un homomorfismo

det: K1A = GL(A)/E(A) — A”
que posee un inverso A* = GL1(A) —— GL(A)— KA. Si definimos
SK;i(A) = SL(A)/E(A) = ker(det: KyA — A™)

resulta que K1A = SK;(A) & A* (i.e., la sucesién exacta corta

1—SL(A)/E(A)—GL(A)/E(A) 25 A" —1
se escinde). Como A* puede considerarse conocido, el calculo de KA se
limita al de SK;(A). Obsérvese que SK;(A) es trivial si, y sélo si, para
cualquier matriz A € SL,(A), podemos transformar la matriz

A 0
0 1)’

para k adecuada, en la identidad I,,.x mediante operaciones elementales por
renglén o columna. Si SK;(A) es trivial, entonces K;A = A* y el homomor-
fismo det es universal. Este es el caso si A es un dominio entero, un anillo
local o un anillo conmutativo finito (véase el problema 2.5). Entonces, si F
es un campo, K (F) 2 F* vy K (Flz])) @ F*;si A=%, Ki(Z) = 4" = {£1}.

A continuacién veamos la definicién de Bass para K;(,P) y posterior-
mente probaremos que existe una equivalencia natural entre K1A y K1 (A P),
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poniendo K; como un cociente de K, con una relacién adicional. Formemos
una categoria AP cuyos objetos son de la forma (P,a), con P € AP y
a: P — P un automorfismo de P. Un morfismo ¢: (P,a) — (P"”,a”) es
un morfismo g: P — P” en AP tal que goa = o” o g, i.e., el siguiente
diagrama conmuta

P % p
gl lg
P// O‘_”) PI/

Decimos que una sucesién
/ / /! "
2.4 (P, o) — (P,a) —~ (P",a")
es exacta en AP si PP —— P —» P es exacta en yMod.

Definimos Ki(,P) como el grupo abeliano con generadores [P, a] en co-
rrespondencia con las clases de isomorfismo (P, a) de AP y las relaciones

(i) [P,ap]=[Pa]+ [P, 8] ¥
(ii) [P,a] = [P’,a'] + [P",a"] para cada sucesién exacta (2.4).

Obsérvese que cualquier elemento z € K;(,P) es de la forma [P, o], pues,
si escribimos x como [R, p] —[S, o], por (ii) tenemos que [S,15] =0y —[5,0] =
[S,o~1. Luego, por (ii) también, z = [R® S, pdo~1]. K; posee la propiedad
universal siguiente:

2.5 PROPOSICION. Sea G un grupo abeliano y ¢ una aplicacién de las
clases de isomorfismo de 4P en G tal que
(i) e({P,a)) = p({P",a')) + o({P",a")) para cada sucesién (2.4) y
(i) @((P,aB)) = @((P,a)) + e((P, B))

entonces existe un homomorfismo ¢: K; (4 P) — G tal que ([P, a]) =
p((P, ).

2.6 TEOREMA. Existe un isomorfismo natural

n: KA = GL(A)/B(A) — Ki(,P)

dado por [a] — [A"™,a], donde « € GL,,(A) = Aut(A™).

Demostracion. 7 estd bien definido en GL(A) y, como K; (4 P) es abeliano,
n es trivial en E(A) y, por lo tanto, estd bien definido en K;A. Definamos
el inverso de n como sigue: sea (P,a) € ,P. Entonces existe Q € AP tal
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que P& Q = A" para alguna n. El automorfismo a® 1o de P& Q da lugar a
la matriz o/ € GL,(A). Definimos ¢((P, «)) = [¢/], la clase de o en K;A. Es
facil ver que ¢ depende solamente de la clase de isomorfismo de (P, «), que
preserva las relaciones para K;(,P) y que es inverso de n (véase el problema

2.7)m

PROBLEMAS

2.1 Compruebe que si eg\j es una matriz elemental y A € GL,(A), multi-
plicar A por eg\j por la izquierda equivale a sumar A\ veces el renglén j al
renglén ¢, y que multiplicar por la derecha suma )\ veces la columna i a
la columna j. Es decir, que la multiplicacién eg\jA o} Ae?j equivale a hacer
operaciones elementales por renglén o columna en matrices.

2.2 Pruebe las férmulas para [eg\j,ege] dadas al principio de esta seccién.

Observe que no existe una féormula sencilla para [ef‘j, el;], o sea para el caso
j=k, i=e.

2.3 Proporcione los detalles de la demostracion de 2.1.
2.4 Pruebe que K;: An — Ab es un funtor covariante.

2.5 Sea A un dominio euclidiano. Sea A = (a;;) € SL,(A). Sea e =
min;{|ay;|:a1; # 0}. Supongamos que ¢ = |ajx|. Después de restar los
multiplos adecuados de la columna k de las otras columnas, pasamos a
una nueva matriz B = (b;;), con min;{|b;|:b1; # 0} < e. Continuando de
esta manera obtenemos una matriz C = (¢;;) con min;{|ci |:c1; # 0} = 1,
es decir, alguna c;; es una unidad. De hecho, podemos suponer que ¢
es una unidad (;por qué?). Después de transformaciones por columna y
renglén, podemos suponer que el primer renglén, y la primera columna de
C son cero, excepto ¢;;. Una vez logrado esto, repita el proceso al menor
de ¢1; en C. Finalmente se llegard a una matriz § = diag(ds,...,d,) donde
necesariamente d; ---d, = 1. Luego, § € E,(A). De aqui que K;(F) = F*,
K (F[z]) &2 F*, K;1(Z) = {+1, -1}, etc. Proporcione los detalles.

2.6 Demuestre la propiedad universal para Kj.
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2.7 Pruebe que ¢, en el teorema 2.6, depende de la clase de isomorfismo
de (P,«) y que preserva las relaciones de K;(,P); i.e., demuestre que

“ 7 = KA
0 3 = [a] - [0] € K4

donde oo € GL,(A) y B € GLi(A). Suponiendo n = k, esto se sigue de que
GGG G ) G-I
o s)] [\o 1 J\o s)] [\o s)\o )] [\o 1))

2.8 Sea A = A; X Ay el anillo producto de A; y As. Pruebe que

KlA = KlAl D KQAQ.
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V.3 K2A

Definiremos un grupo mediante generadores y relaciones que imiten el com-
portamiento de las matrices elementales que se introdujeron en la seccién 2.
Obsérvese que las relaciones para el conmutador [efj, eh,] no son un conjunto
de relaciones que definan E(A).

3.1 DEFINICION. Para n > 2, definimos el grupo de Steinberg St,(A)
como el grupo no abeliano dado mediante la siguiente presentacion:

Generadores: 75, 1 <i#j<n, A€ A

Relaciones:

ijlij = Lij

(ii) [ﬂcf‘yxm = {ij\lu Z;l]f’jljli

Las relaciones (i) y (ii) se llaman relaciones de Steinberg y, obviamente,
son semejantes a las de e}; dadas en §5.2. Podemos decir que St,(A) es un
grupo cociente F/R, donde F es el grupo libre generado por los simbolos
a:;\j v R es el subgrupo normal mas pequeno para el cual son vélidas las
relaciones (i) y (ii) anteriores.

(i) gt — e

Notese que, para n = 2, las relaciones de Steinberg son inadecuadas.

Existe un epimorfismo natural ¢,: St,(A) — E,(A) dado por ¢, (z7;) = €.

Denotemos con St(A) al lim St,(A). Tenemos la siguiente definicién de
—
Milnor [Mi]:

3.2 DEFINICION. K»(A), el K-grupo algebraico de indice 2, se define
como el nucleo del epimorfismo natural ¢. Es decir,

Ko(A) = ker(p: St(A) — E(A) € GL(A)).

Por lo tanto, tenemos las siguientes sucesiones exactas
1—>K2(A)—>St(A)i>E(A)—>1 y
1— Ky (A)—St(A)SGLA)— K A—1.

Es claro que, si K2(A) = 0, entonces St(A) = E(A), y asi las relaciones
de Steinberg forman un conjunto de relaciones que definen E(A). Podemos
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imaginar K»(A) como una medida del grado en que las relaciones de Stein-
berg dejan de ser un conjunto de relaciones que definen E(A), o bien como
el conjunto de relaciones no triviales entre matrices elementales.

Es inmediato que, si f: A — A’ es un homomorfismo de anillos, f induce
un homomorfismo de grupos

. f(X)
St(f): St(A) — St(A') dado por ;s xf V),

que hace de St(__) un funtor de la categoria An en Gr y que se restringe a
un homomorfismo Ky (f): Ko(A) — K>(A'), que hace conmutar el siguiente
diagrama:

1 — KyA) — St(A) — EA) — 1
Ka(f) | st(f) | E(f)|
1 — Ky) — St(A) — EN) — 1

haciendo de K> un funtor covariante de An en la categoria de grupos Gr.

A continuacién veamos que K»(A) es siempre un grupo abeliano y, por
lo tanto, K5: An — Ab.

3.3 TEOREMA. Para cualquier anillo A, Z(E(A)) =1, donde Z( ) de-
nota el centro y Z(St(A)) = Ka(A).

Demostracién. Sea A € Z(E(A)) y n suficientemente grande para que
A € E,(A). Entonces, en E,,(A) tenemos que

A A\ (A o\[(I I\ (I I\(A 0\ (A I
(0 1>_<0 I)(O 1>_<o 1)(0 I>_<O 1)
luego, A=1Ty Z(E(A)) =1.

Veamos que Z(St(A)) C Ka(A): sea B € Z(St(A)) y C = p(B) € E(A),
donde ¢:St(A) — E(A). Como ¢ es suprayectiva, C € Z(E(A)). Luego,
C =1y B € Ky(A). Ahora veamos que Ks(A) C Z(St(A)): sea A, el
subgrupo de St(A) generado por todas las 23, con i #n y A € A, con n fija.
Entonces x,zl;, = 23" y [z},.2%,] = 1. Luego, A, es abeliano y cualquier
elemento a € A, puede escribirse como un producto finito a = [, .
Pero entonces ¢(a) = [[,, e}y esta matriz difiere de I solamente en la
n-columna cuyos elementos son A, Ao, ..., 1,1, \p11,... . Luego, ¢ res-
tringida a este subgrupo A,,, es un monomorfismo (todos son # 1 menos el
0). Si p # n, entonces
A)l{xfn siq#1
a

N n Lo
Tphxy, Slq=1
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y luego, xz’}q normaliza A, cuando p # n. Sea a € Ky(A); luego, ¢(a) = 1.
Escojamos una expresién para a en términos de los generadores de St(A), y
escbjase n mas grande que cualquier subindice que ocurra en esta expresion.
Por el argumento anterior, o normaliza A,, esto es, afa~! € A, para toda
B € A,. Pero ¢p(a) = 1y, por lo tanto, p(aBa~!) = ¢(3); entonces o,
restringida a A,, es un monomorfismo y, por lo tanto, afa™! = 3 para
toda 8 € A,; esto es, a centraliza A,. Similarmente, denotemos con B, el
subgrupo de St(A) generado por todas las :c?bj con j#£ny Xe A, yn fijo,
como antes. Por un argumento semejante, o centraliza B,,. Pero A, y B,
juntos generan St(A), pues, si p # q,

>\ .
r,, €An 81 qg=n

)\ .
queBn Sl p=n

Y @y, = [@p,, 2h,] € [An, Bn] sip#ny q#n. Luego, a centraliza St(A); esto

pn ng

es, a € Z(St(A)), ie., Ka(A) C Z(St(A))m

A continuacién relacionaremos Ks(A) con la homologia de E(A) con co-
eficientes enteros. Como veremos en la siguiente proposicién, el homomor-
fismo ¢:St(A) — E(A) es una extensién central universal cuyo nicleo es
K>(A) y, por lo tanto, como vimos en IV.4, Ks(A) & Ho(E(A), Z).

3.4 TEOREMA. Sea p:G — E(A) una extension central. Entonces
existe un homomorfismo dnico ¥: St(A) — G tal que el siguiente diagrama

conmuta
St(A) 2, E(A)

v] I

G 2 B

Demostracién. Primero veamos que, si existe 1), entonces es tinica: sea
Y:St(A) — G tal que pip = . Sea i # j, A € A; entonces ¢(z7;) € p~'(efy)
¥, por lo tanto, ¢(x7;) ~ y7;, donde ~ estd definida en el problema 3.3 (i).
Entonces, si k # i, j tenemos que

P(x35) = V([ why]) = [W(xh), ¥(zhy)] =

= [y?k7y]1;j]7 por el problema 3.3 (i)
= kZ,)‘] = z{\j, por el problema 3.4 (ii).

Por lo tanto, como las xj] generan a St(A), si ¢ existe, es Unica.

. ., . ¢ : A) — A
A continuacién, veamos que, si ¢ estd definida por y(z7;) = 27},

extiende a un homomorfismo ¢: St(A) — G. Pero como p(z;\]) =e

ésta se

A
R S€
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sigue que pi) = . Solamente necesitamos ver que los elementos 2}, € G

j
satisfacen relaciones que corresponden a las relaciones de Steinberg. Para

esto, tenemos 25 ~ yy y 24 ~ yhy, luego,

1 sii#l, j#£k
S R R TR ’
(255 23] = Y5, y) = {Zj}“ sii#l, j=k

(véanse los problemas 3.3 (i) y 3.4 (ii)). Luego,

At +A A1 -
Zij M= ZZ = [ziy 7ij]7 k#1,]

= [24.2.. 24;],  por el problema 3.3 (i)
Iz /\] A

= [}, 2525205, por el problema 3.3 (iii)

A
= Zj;%;; -

3.5 TEOREMA. Sean A, A’ anillos. Entonces

St(Ax A') 2 St(A)® St(A') v Ka(AxA') = Ky(A) @ Ky(N).

Demostracién. Consideremos los homomorfismos St(A)—St(A x A’) da-
do por z; — 335;\’0), y St(A")—St(Ax A’) dado por zj; — xgg’“ , que son in-
yectivos, pues tienen inverso izquierdo St(A x A')—St(A) y
St(A x A")—St(A’), inducidos por el homomorfismo de anillos A x A’—A
y A x A’—A’. Por lo tanto, podemos identificar St(A) y St(A’) como sub-
grupos de St(A x A’) generados por :vl(-’-\’o) y xz(-;-)’“), respectivamente. Estos

J

’ Mp) _ (X0) _(0,p) ; 34
dos subgrupos generan St(A x A’), pues z;;" = 2,7 ;" A continuacién,
veamos que estos dos subgrupos se centralizan uno a otro: para los gener-

adores, tenemos que
0 2O =1 sii £ Ak

ij
OO 200] — GO0 _ 100 _ 1 g

ij Tk ik
A0) (0, —(0.12),(2,0 0,0 . )
0 0] = GEOWO) _ 00 g gy
[:cl(-;\’o),mﬁ-?’“)} = [xl(_;\,o), [w§?€'”)7x,(€2’1)]] =1 sik#1i,j; por los casos anterio-
res.
Tenemos los homomorfismos St(A x A')—S¢(A) dado por a— ay, ¥
St(A x A')—St(A"), dado por a — aw, con a = ajag, puesto que 1:53\’“) =
xE;’O)xE?’“); y aiin mas, si a € St(A), entonces o = a1, y si a € St(A’), entonces

a = az (véanse los generadores). Asi que, si a € St(A) N St(A’), entonces
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a=a; =ayy, por lo tanto, o = ayas = a? 0 a = 1. Luego, St(A)NSt(A) =1
y St(A x A') = St(A) @ St(A). Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo
St(AxA) GL(A x A)

l l

St(A) @ St(A) 22 GL(A) & GL(A)

IR
IR

que da isomorfismos entre los ntcleos, es decir, Ko(AxA") =2 Ky(A)® Ky (A').m

3.6 . Algunos célculos de K»(A) para diversos anillos A son los siguientes
(su demostracién estd fuera de los alcances de este texto):

a) Sea A un campo finito con p' elementos (p un nimero primo), entonces
Ko(Fy) =1.

b) SiA=%Z/n,n > 1, entonces K»(Z/n) =1sin %0 (mod 4), y Kz(%Z/n) =
Z/2 si n=0 (mod 4).

c) SiA=%, Ko(Z) = 7Z)2.

PROBLEMAS

3.1 Pruebe que una matriz A = (a;;) € M,(A) conmuta con cualquier
matriz elemental ey, si, y sélo si, A es una matriz diagonal de la forma A,
con A € Z(A).

3.2 Establezca las siguientes identidades entre conmutadores: sea G un
grupo, u,v,w € G.

(1) [uv [v,w]] = [uv7w] [w7u} [w,v}
(ii) [w,u] = [u,w]™?
(iii) [uv,w] = [u, [v, w]][v, w][u, w].

3.3 Sea 1:St(A) — G una extension central, y G un grupo. Sea 4 =
p(u) € E(A), donde p: G — E(A) es una extension central, y definase u ~ v
si, y sélo si, uv™! € Z(G). Como p es una extensién central, tenemos, en
particular, que si u,v € G, con 4 = 0, entonces u ~ v. Pruebe que
(i) stu~u y v~ entonces [u,v] = [o/,0]. (Sustituya u= 'y v = v,
donde A\, u € Z(G).)
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Si u,v,w € G tal que [4,0] = [4,w] = 1, entonces [u,[v,w]] = 1. (Su-
gerencia: sea A = [u,w|, u = [u,w]; luego, A = i = 1y, por lo tanto,
A\ p € Z(G). Entonces uwvu™t = My vwu™! = pw, y [\, pw] = [v, w], por

(i); luego,

o]

uwu v, w] 7t

[ua [Ua w]] = U[’U, w]u

[
= [Av, pw[v, w]71
[

= [v,w][v,w] P =1.)

Pruebe que, bajo las hipétesis del problema 3.3,

sii#£j, k#1, i #1, j# k, entonces [y;\J,yZl} = 1. (Sugerencia: escoja
n 7& i?jvkvl‘ Lueg07 y,gl ~ [y]l:nayil] y [y%,y;:l] = [yl)\p [y]l:nay»,lll]] = ]-7 pOI' el
problema 3.3 (i) y (ii).)

Sea "z = [y;,,yn;]. Observe que p("zy) = e} y, por lo tanto, "z ~ 7
para toda n, y "z depende de i, j,n y A solamente, y no de la seleccién

ij
de v y y}”-, por el problema 3.3 (i). Pruebe que ”z;\] no depende de
n. (Sugerencia: compruebe que [y, v/, |("24,) = ("z?k“)(”sz) utilizando

los problemas anteriores. Luego, tome p = 1.)
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La presente obra brinda al lector la oportunidad de introducirse en una de las principales
creaciones matematicas del siglo XX, el Algebra Homolégica, al mismo tiempo que estudia
la Cohomologia de Grupos —fundamento del Algebra Homolégica—y la K-Teoria Algebraica
—una de las maéas recientes ramas de la Matematica—. La literatura escrita hasta ahora
sobre estos temas, ademds de ser escasa, presenta los conceptos con un enfoque restrictivo
destinado exclusivamente a los estudiantes de posgrado. Este texto, que logra equilibrar
el nivel de exposicién de los temas, cubre esa deficiencia de la literatura sobre la materia y
se propone como una alternativa para estudiantes tanto de licenciatura como de posgrado.
Este libro (primer texto matematico publicado en el sistema TEX en México) cumple
ya quince anos de ser utilizado exitosamente como texto sobre la materia en diversas
universidades de Espana y el Continente Americano, incluyendo algunas universidades de
Estados Unidos de Norteamérica y, desde luego, en México.

Para que el lector pueda obtener una idea general de lo que estudiard a lo largo del libro, en
la introduccién se resume todo el material expuesto. El libro esta disenado para un curso
de dos semestres en el nivel de licenciatura o de un semestre en el posgrado. Se supone
que el estudiante posee ya los conocimientos bésicos de la Teoria de Grupos, Anillos y
Campos.

El autor, Emilio Lluis-Puebla, realizé sus Estudios Profesionales y de Maestria en Mate-
matica en México. En 1980 obtuvo su Doctorado en Matematica en Canadd. Es cate-
drético de la Universidad Nacional Auténoma de México en sus Divisiones de Estudios
Profesionales y de Posgrado desde hace veintisiete afios. Ha formado varios profesores e
investigadores que laboran tanto en México como en el extranjero. Su trabajo matematico
ha quedado establecido en sus articulos de investigaciéon y divulgacién que ha publicado
sobre la K-Teorfa Algebraica y la Cohomologia de Grupos en las més prestigiadas revistas
nacionales e internacionales. Ha sido Profesor Visitante en Canada.
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Excelencia del Conacyt (1992-1993). Es autor de varios libros sobre K-Teor{a Algebraica,
Algebra Homolégica, Algebra Lineal y Teoria Matematica de la Miusica publicados en las
editoriales con distribucién mundial Addison Wesley, Birkhauser y Springer Verlag entre
otras.
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