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PREFACIO

La mayoria de los textos de Algebra Lineal que se encuentran en nuestro pais, en
espanol, son traducciones de textos en inglés dirigidos a estudiantes de diversas
disciplinas (Psicologfa, Musica, Medicina, etc., para los cuales es obligatorio cur-
sar Algebra Lineal). Por lo tanto, dichos textos no poseen el enfoque que deben
tener para estudiantes de las carreras de Matemaéticas o Fisica, por mencionar algu-
nas. Los textos en otros idiomas dirigidos exclusivamente a estudiantes de Fisica o
Matematica son escasos y en espanol lo son atin mas. Es asi que nuestra intencién
es la de proveer a los estudiantes de carreras cientificas de un enfoque serio, fun-
damentado y moderno del Algebra Lineal. Hemos incluido el Algebra Multilineal,
tema excluido de los programas usuales pero que nosotros pensamos que es de im-
portancia fundamental, asi como la notacién que se utiliza en fisica para tensores.
No se ha descuidado el aspecto computacional, al contrario, se incluyen diversos
ejercicios de cédlculo explicito. Sin embargo, han sido incluidos una gran canti-
dad de problemas interesantes que preparan al estudiante para realmente darle la
oportunidad de crear matematicas. Todos ellos se resuelven utilizando el material
expuesto. Como consecuencia del trabajo de resolverlos, le brindan al estudiante la
oportunidad de redactar matematicas.

Suponemos que el lector esta familiarizado con algunos de los temas béasicos del
Algebra Superior, es decir, que ya conoce y maneja estructuras algebraicas como
N, @, R, €, C|z], la definicién de campo, y ha trabajado numéricamente con
matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Es conveniente que haya

conocido los espacios vectoriales IR™ sobre el campo R.

Este libro estd disenado para un curso de un ano (dos semestres, estudiando los
capitulos I y IT en el primero y los capitulos III y IV en el segundo; o bien, haciendo



Y Prefacio

modificaciones adecuadas, como por ejemplo, el capitulo I, I1.1, 1.2, 11.3 y 1I1.3 en
el primer semestre y el resto en el segundo).

En la Introduccién se presenta un panorama del presente texto. Obviamente no
se pretende que el lector que no conozca el tema pueda comprender lo que en ella se
expone. Al contrario, conforme el lector avance en el estudio, podrd regresar a ella
y obtener una visién global del Algebra Lineal incluida en esta obra. Las refencias
sin nimeros romanos indican resultados del capitulo en consideracion.

Hemos incluido un apéndice que contiene notas histéricas sobre algunos de los
conceptos definidos en el texto. Tiene como finalidad la de motivar el estudio del
Algebra Lineal a través del anglisis de las ideas que dieron lugar a dichos conceptos
y del conocimiento de quienes contribuyeron a ellos. No estd disenado para una
lectura continua, més bien, lo estd para ser consultado conforme el lector encuentre
los conceptos en cada seccién. Organizamos el apéndice de acuerdo al orden de las
secciones indicadas con una A antepuesta.

Durante varios anos he impartido cursos basados en el material aqui incluido a
alumnos de licenciatura, a quienes agradezco su atencién y sus oportunos comen-

tarios.

Del mismo modo, deseo agradecer a varios de mis colegas, entre ellos Maria Elena
Garcia y Mary Glazman el haber utilizado versiones preliminares en sus cursos; muy
especialmente a mi padre, Emilio Lluis Riera por haber hecho importantes comen-
tarios, sugerencias y correcciones al haber utilizado el texto varios anos. También,
mi mayor agradecimiento a mi esposa Flor de Maria Aceff, quien ademas de haberlo
utilizado en sus cursos, hecho numerosas correcciones y proporcionado agradables
conversaciones sobre el libro, realizé la formacién y composicién en el sistema T'p X
de las multiples versiones preliminares. Sin embargo, cualquier falta u omision es

exclusivamente mia.

Igualmente, agradezco a Maria de Jesis Figueroa el haber escrito las notas
histéricas como consecuencia de su largo estudio de investigacion para realizar su
tesis doctoral y a Alejandro Garciadiego a quien agradecemos el asesoramiento
experto para la realizacién de dichas notas.

Finalmente, agradezco a Rosa Quintana la captura preliminar del texto. Este
libro, producto de varios anos de trabajo, se elaboré durante su fase final bajo el
auspicio del CONACYT a través de una Catedra Patrimonial.

Emilio Lluis Puebla



Prefacio I

PREFACIO (SEGUNDA EDICION)

Este libro cumple ya mas de diez anos de ser utilizado exitosamente como texto
sobre la materia en diversas universidades del Continente Americano, incluyendo
algunas universidades de Estados Unidos de Norteamérica y, desde luego, en México.

He tenido el gusto de ofrecer conferencias en muchas universidades de Cen-
troamérica y Sudamérica donde me he encontrado con colegas, que llevan mi libro
como texto. Me han solicitado una nueva edicién pues la anterior es imposible
de conseguir. Esta nueva edicién, donde he corregido algunos errores tipograficos
y atendido nuevas ideas o sugerencias que al través de los anos me he hecho y
han hecho mis propios alumnos (a quienes mucho agradezco), la he incluido dentro
de las Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matematica Mexicana mostrando
(como matemadtico y Editor Ejecutivo de las mismas) la confianza en este tipo de
publicacion. Este tiene una excelente accesibilidad, asi como un nulo costo, que
de no ser asi, resultaria elevado para los estudiantes y colegas de muchos lugares.
Las Publicaciones Electrénicas de la Sociedad Matemética Mexicana tienen acceso
libre en linea, pueden copiarse en el ordenador o imprimirse en papel para uso
personal. Ademads, el lector podra adquirir las publicaciones en CD o impresas en
papel empastado.

Primavera de 2008 Emilio Lluis-Puebla






INTRODUCCION

Siempre que se habla de alguna rama de la Matemaética se establecen los objetos
de estudio. Los objetos que estudiaremos serdn los espacios vectoriales (que son un
caso especial de los médulos). Sea K un campo. Diremos que el conjunto V' junto
con la operacién binaria + y accién p de K en V forman un espacio vectorial
sobre un campo K si bajo +, V es un grupo abeliano, p distribuye tanto a la
suma de elementos de V' como a la suma de elementos de K, la accién del producto
de dos elementos de K es igual a uno de ellos por la accién del otro y finalmente,
la accién del elemento unitario de K en V es trivial.

Los elementos de V' se llaman wvectores, los del campo K se llaman escalares
y la accién p se llama multiplicacion escalar. K™, K|x] y el conjunto de las
matrices de m X n con elementos en K denotado con M,,x,K son ejemplos de
espacios vectoriales.

., Cémo relacionamos dos espacios vectoriales sobre un campo K7 Asi como a los
conjuntos los podemos relacionar mediante funciones, a los espacios vectoriales los
relacionaremos mediante funciones que preservan la estructura de espacio vectorial
llamadas homomorfismos o funciones lineales (o aplicaciones o transforma-
ctones lineales). Entonces, si U y V son espacios vectoriales sobre un campo K,
f:U — V es un homomorfismo o funcion lineal si f(u +v) = f(u) + f(v) y
ademds f(av) = af(v); a € K; u, v € U. Resulta que la composicién de homo-
morfismos es un homomorfismo. Se dice que una funcién lineal f:U — V es un
isomorfismo si existe una funcién ¢:V — U tal que go f = ly y fog = ly.
Es un hecho el que si dicha g existe, es lineal, estd determinada en forma tnica, se
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denota con f~! y se llama inversa de f. Si existe un isomorfismo entre dos espacios
vectoriales U y V se dice que los espacios son isomorfos y escribimos U & V.

Si K es un campo, el conjunto de homomorfismos o funciones lineales de U en
V lo denotamos con Homg (U,V) (o con L(U, V), A(U,V)). Le podemos dar una
estructura de espacio vectorial sobre K. Una gran parte del Algebra Lineal consiste
del estudio de este espacio vectorial.

Dada una funcién lineal f:U — V entre espacios vectoriales sobre un campo
K podemos considerar su nicleo, es decir, el conjunto de todos los elementos
de U cuya imagen es el cero de V, denotado con ker f. Podemos considerar
la 9magen de f, es decir, el conjunto de los elementos de V' que provienen de
elementos de U, denotado con im f. También podemos considerar subespacios de
un espacio vectorial. Estos son subconjuntos tales que el cero del espacio pertenece
al subconjunto y este dltimo es cerrado bajo la suma y multiplicacién escalar.

Sucede lo esperado: la imagen bajo una funcién lineal de un subespacio es un
subespacio; la imagen inversa de un subespacio bajo una funcién lineal es un sub-
espacio; en particular, el nicleo y la imagen de una funcién lineal son subespacios
(de donde deben serlo).

La suma de dos subespacios U y V de W, denotada U + V, es el conjunto de
todas las sumas u + v donde u € U y v € V. Se dice que W es suma directa
interna de U y V si todo elemento de W puede escribirse en forma tnica como
suma de uno de U y uno de V' y escribimos W = U @ V. Podemos definir la suma
directa externa de espacios vectoriales {V;}7; sobre un campo K y la denotamos
con @j—,V; como el espacio vectorial cuyos elementos son listas ordenadas de la
forma (v1,...,v,) con las operaciones usuales de suma y multiplicacién escalar. Si
un espacio vectorial V' es suma directa interna de subespacios de V' entonces es
isomorfo a la suma directa externa de los mismos subespacios. En vista de esto
ultimo hablaremos de la suma directa.

Un espacio vectorial es suma directa de dos subespacios si, y sélo si, es suma
de ellos y su interseccién es vacia. La suma directa posee la siguiente propiedad
importante llamada universal: si p;:V; — V son funciones lineales de espacios
vectoriales e 1; : V; — @V} son las inclusiones para ¢ € I = {1,...,n}, entonces
existe una funcién lineal tnica ¢ : @7 V; — V tal que po1; = ¢;, j € I.
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Esta propiedad caracteriza a la suma directa y podemos representarla mediante el
diagrama

v
®3i T o

24

Vi — &iLVi

Decimos que un vector v € V' es una combinacion lineal de elementos de un
subconjunto S de V si existe un ndmero finito de elementos {v;}7—; de S tal que
v = Z?:l a;v;, a; € K. Las oy se llaman coeficientes. El conjunto de todas las
combinaciones lineales (S) de un subconjunto no vacio S de V' es un subespacio que
contiene a S y es el mas pequeno de los subespacios de V' que contiene a S. Dicho
espacio se llama subespacio generado por S'y es, por lo tanto, la interseccién de
todos los subespacios que contienen a S. Como caso particular, si (S) =V, todo
elemento de V' es una combinacién lineal de elementos de S y diremos que V estd
generado por el subconjunto S de V.

El siguiente resultado es fundamental y es consecuencia de la propiedad universal
para la suma directa: considere K" = @7_; K; donde cada K; = K, K un campo
fijo, g:{1,...,n} — K" dada por i — e; y V un espacio vectorial sobre K.
Entonces para toda funcién f:{1,2,...,n} — V existe una funcién lineal dnica
¢: @1 K; — V tal que f = ¢ oy, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

-
Y
K'~eK, — {1,2,...,n}
g

La funcién g se llama funcion candénica.

Diremos que el conjunto {v;}7_; de vectores de V' es (i) linealmente indepen-
diente si ¢ es inyectiva, (ii) un conjunto de generadores si ¢ es suprayectiva y (iii)
una base si ¢ es biyectiva.

En otras palabras, el conjunto {v;} es linealmente independiente si

n n
¢ E Q€4 = E QU5 = 0
j=1 j=1

implica que a;j = 0 para toda j = 1,...,n; a; € K;. El que ¢ sea suprayectiva
equivale a decir que todo elemento de V' se puede escribir como Z;L:1 ov;, es decir,
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como una combinacién lineal. El que ¢ sea biyectiva quiere decir que todo elemento
de V puede escribirse de una, y solamente una manera, en la forma Z;L=1 ojv;. Bs
claro que el conjunto {e;}7_; es una base de ®7_;K; = K" llamada candnica.
También diremos que el conjunto {v;}}_; de vectores de V' es linealmente depen-
diente si no es linealmente independiente.

Es inmediato, de la definicién de base, que todo espacio vectorial V' sobre un
campo K con base {v; }?:1 es isomorfo a K™. Cualquier base de V' posee la misma
cardinalidad y los espacios K™ y K™ son isomorfos si, y solo si, n = m. Esto nos
permite definir el concepto de dimensién. Definimos la dimension de un espacio
vectorial V' sobre un campo K, denotada dim V', como el nimero de elementos
de una de sus bases podemos poseer una teoria de la dimensién para los espacios
vectoriales. Asi, podemos decir que dos espacios vectoriales son isomorfos si, y sélo
si, tienen la misma dimension.

Un resultado que relaciona la dimensiéon de la suma de subespacios con la de
cada uno de ellos es

dim (U+V)=dimU +dimV —dim (UNV)
donde U y V son subespacios de algiin espacio W, y como consecuencia inmediata
dim (U@ V)=dim U +dim V.
Si f:U — V es una funcién lineal entonces se tiene que
dim (U) = dim (im f) + dim (ker f).

Utilizaremos este hecho en lo subsecuente.
Existe una relacién fundamental entre los homomorfismos y las matrices. Un
sistema de m ecuaciones con n incognitas puede escribirse en la forma

AX =B

donde

air - Gip
A= Do , X =%zy,...,2) y B="(b1,...,bp).

Gm1 ot Gmn

Entonces cualquier matriz A de m X n determina una funcién lineal f =
A: K™ — K™ (por abuso de notacién) dada por v — Awv donde los vectores
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de K™ y K™ los colocamos como vectores columna. Asi, la solucién de la ecuacién
AX =0 es el nicleo de la funcién lineal f = A: K™ — K™ y por lo anterior

dim (ker f) =dim K" —dim (im f) =n —7r

donde r es el rango de A.

Hemos visto que Homg (U, V') es un espacio vectorial. Sidim U =my dim V =
n entonces dim Homg (U,V) = mn. Sea f € Homg(U,V), f = {u;}2, base
de Uy ' = {v;}, base de V. Como f(u;) € V, f(u;) puede escribirse como
combinacion lineal de elementos de §’, es decir

flur) = anvi + -+ +  apv,

f(um) = Oém.1v1 + -+ a,m;vn.

Este sistema de ecuaciones lo podemos escribir en la forma

f(ur) Qa1 o Qg U1
f(um) am1 et Umn Un
t [ 11 . Qin
La matriz : : se llama matriz asociada a f, la denotaremos con
Qm1 ot Omp

[f]gl y decimos que representa a f.

Si [u]g representa el vector traspuesto de coordenadas de u con respecto a la
base 8y [f(u)]s es el de f(u) con respecto a 3’ entonces se tiene que

115 [uls = [f(u)]s

es decir, multiplicar el vector de coordenadas de u con respecto a la base 3 por la
matriz | f]g nos da el vector de coordenadas del vector f(u) con respecto a /3.

Ahora consideremos dos bases de U: § = {w;}I; y v = {u;}~,. Entonces

/ A
ly(w)) = w = anuy + -+ 4+  au,

: s : )
lu(up) = un = apuu] + - 4+ apupul,.
Luego, la matriz cuadrada

Q11 0 Qpl

Q1p Qpp
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se llama matriz de transicion de la base § en la base ~.

La matriz de transicién Ng puede verse como la matriz asociada a la funcién
lineal 1;7: U — U con respecto a las bases 3y 7.

Tenemos los siguientes resultados:

(i) si f € Homg(U,U) y N es la matriz de transicién de la base § = (3’ a la base
~ =~ entonces [f]’VV/ = N‘l[f]g Ny

(ii) si f € Homg(U,V), N es la matriz de transicién de la base § en la base 7y
de U y M es la matriz de transicién de la base 8 en la base 7/ de V entonces
Iy = MAGN.

Finalmente, existe un isomorfismo

Homg (U, U) = M, (K)

dado por f +— [f]g

Pasamos ahora al estudio del espacio vectorial Hom g (U, U) cuando U es un espa-
cio vectorial de dimension finita sobre K. Sus elementos los llamaremos
operadores lineales. Podemos definir otra operacién binaria en Homg (U, U) me-
diante p2p1(v) = p2(p1(v)) la cual hace de Homg (U, U) un algebra sobre K. Asf,
Hompg (U,U) es un objeto provisto de varias estructuras que lo hace sumamente
interesante. (En efecto, si A es un dlgebra con uno sobre un campo K entonces A
resulta ser isomorfa a una subélgebra de Homg (U,U).)

El resultado (i) anterior nos lleva a definir lo siguiente: dos matrices cuadradas A
y B son similares (o semejantes)si A = N~'BN con N una matriz invertible. De
aqui que las matrices A y B representan al mismo operador lineal f € Homg (U, U)
si, y s6lo si, son similares una con la otra. La relacion de similaridad o semejanza es
una relaciéon de equivalencia, de manera que las matrices asociadas a un operador
lineal especifico constituyen una clase de equivalencia. Para el caso de matrices,
sumarlas y multiplicarlas cuando éstas son diagonales, es muy sencillo. Simplemente
uno suma o multiplica los elementos correspondientes de las diagonales. Esta es

una buena razén para saber cuales matrices son similares a una matriz diagonal.

Un operador lineal f € Homg (U,U) es diagonalizable si para alguna base de
U, la matriz asociada es diagonal. También decimos que dicha base diagonaliza
a f. Entonces podemos afirmar que f es diagonalizable si, y sélo si, existe una
matriz invertible N tal que N~'BN es diagonal. Quisiéramos dar un criterio para
saber cudndo un operador lineal f es diagonalizable. Para ello necesitamos definir
algunos conceptos.
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Sea f € Homg(U,U). Si existe un vector u € U distinto de cero y un escalar
A € K tal que f(u) = \u llamaremos a A valor caracteristicoy a u vector carac-
teristico correspondiente a A. Resulta que el conjunto de vectores caracteristicos
U, correspondientes a un valor caracteristico A junto con el cero es un subespacio
de U y es igual al nicleo del operador AI — f. El siguiente teorema nos dice cuando
un operador es diagonalizable:

TEOREMA. Sea f € Homy(U,U). f es diagonalizable si, y sdlo si, U
posee una base que consta de vectores caracteristicos de f.

A continuacién asociaremos unos polinomios a operadores lineales y matrices

cuadradas que son de fundamental importancia.

Sea A una matriz cuadrada con coeficientes en K, p € Homg(U,U) y f(z) =
az™ + ap_12" ' + -+ 4+ a1z + ag un polinomio con coeficientes en K. Definimos

f(A) =apA" + a1 A" '+t aiA+agl y
f(p) = anp™ + an_1p" 4 +a1p+aol

donde p™ es la composicién de p, n veces. Se dice que A o p es raiz del polinomio
fsif(A) =0o0si f(p) =0. Si A es una matriz cuadrada de m X m, la matriz
cuadrada A, — A se llama matriz caracteristica, el determinante de la matriz
caracteristica se llama polinomio caracteristico y lo denotamos con

pa(A) = | AL, — Al

Resulta que toda matriz cuadrada es raiz de su polinomio caracteristico. Este es el
famoso enunciado de Cayley-Hamilton.

Un criterio para saber si un escalar es un valor caracteristico es la siguiente

PROPOSICION. « € K es un valor caracteristico de A si, y sélo si, «
es una raiz del polinomio caracteristico pa()).

Es un hecho el que si el polinomio caracteristico de A es producto de factores
lineales de la forma (A —a1)(A—as2) -+ (A —ay,) con todas las a; distintas entonces
A es similar a una matriz diagonal con las a; en la diagonal. Finalmente, si dos
matrices A y B son similares entonces pa(A) = pg(A).

Debido a ésto tiltimo decimos que la funcién M, (K) — K[\ que asigna a cada
matriz de n X n su polinomio caracteristico es un tnvartante bajo la relacién de
similaridad.

El polinomio caracteristico es un polinomio para el cual p4(A) = 0, A una
matriz cuadrada. Puede haber otros polinomios para los cuales A sea raiz. El
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polinomio ménico de menor grado tal que A es su raiz lo denotaremos con m4(A) y
se llama el polinomio minimo de A. Dicho polinomio es tinico, divide al polinomio
caracteristico y posee los mismos factores irreducibles que el caracteristico de A.
También, A es un valor caracteristico de A si, y sélo si, A es una raiz del polinomio
minimo de A. AuUn ma&s, una matriz cuadrada A es diagonalizable si, y solo si,
ma(A) = (A=A1)(A=X3) - - (A=A,) donde Ay, ..., A, son los valores caracteristicos
distintos de A.

El concepto de similaridad de matrices se traduce en uno de similaridad de
operadores el cual, al igual que el de matrices, es una relacién de equivalencia.
.,Cémo determinamos si dos operadores son similares? o equivalentemente, jcémo
podemos distinguir las clases de equivalencia? Para hacerlo, definiremos ciertas
matrices llamadas formas canénicas, una para cada clase de equivalencia. Definimos
un conjunto de formas candnicas para una relacién de equivalencia ~ en un
conjunto C' como un subconjunto F' de C' que consiste de exactamente un elemento
de cada clase de equivalencia de ~. Asi, una vez obtenidas, bastard comparar
si son las mismas para cada operador. Existen varias formas canodnicas, nosotros

consideraremos en este texto tnicamente la triangular y la de Jordan.

Sea U un subespacio de V. Denotamos con v + U el conjunto de todas las
expresiones de la forma v + u donde u recorre todos los elementos de U. Dichos
v + U los llamaremos clases laterales de U en V. Es inmediato comprobar que
cualesquiera dos clases laterales o son ajenas o son iguales. Denotamos con V/U el
conjunto de todas las clases laterales de U en V. Si definimos (u4+U) + (w+U) =
(v+w)+Uy ANv+U) =M+ U hacemos de V/U un espacio vectorial llamado
espacio cociente. La funcién lineal p:V — V/U tal que v — v + U se llama
PTOYECCION Canonica.

Si U es un subespacio de V tal que p(U) C U para p € Homg(V,V') decimos
que U es tnvariante bajo p. Dicho operador p:V — V induce un operador de
U denotado p|y. Se sabe que dim V = dim U + dim V/U. Diremos que un
operador p € Homg(V,V) puede representarse por una matriz triangular si su
matriz asociada con respecto a alguna base lo es. Su polinomio caracteristico se
factoriza como producto de polinomios lineales. Lo inverso es cierto: si el polinomio
caracteristico de p se factoriza como producto de polinomios lineales entonces existe
una base de V' para la cual la matriz asociada es triangular. Traducido a matrices
tenemos que si A es una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico se factoriza
en polinomios lineales entonces A es similar a una matriz triangular.

Se dice que un operador p € Homg(V,V) es descomponible como suma di-
recta de operadores p

v, si V. = @;_,U; con U; invariante bajo p. Escribimos
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p = ®;_,p|u,. El siguiente resultado se conoce como el teorema de la descom-
POSICLON Primaria.

TEOREMA. Si p € Homg (V,V) posee el polinomio minimo
mp(A) = fr(N)™ fa(A)" o fs(A)™

donde los f;(\) son polinomios monicos irreducibles distintos, entonces V
es suma directa de los subespacios ker f;(p)" y éstos son invariantes bajo
p. Atn mds, f;(\)" es el polinomio minimo de plye, f,(pym: -

Como consecuencia se tiene que p € Homg (V,V) posee una matriz asociada
diagonal si, y s6lo si, su polinomio minimo m, () es producto de polinomios lineales
distintos.

Un operador lineal p € Homg (V, V) se llama nilpotente si p™ = 0 para alguna
n > 0. El entero r es el indice de nilpotencia de p si p” = 0 pero p"~! # 0.
También diremos que una matriz cuadrada A es nilpotente si A = 0y r es el
indice de nilpotencia de A si A™ =0 pero A"~! # 0. Obsérvese que el polinomio
minimo de un operador nilpotente de indice  es m,(A\) = A" y su tnico valor
caracteristico es el cero. Entonces existe una base del espacio vectorial tal que
la matriz asociada a p es triangular. El encontrar formas canénicas para dichos
operadores nilpotentes nos permiten encontrar formas candnicas para cualquier
operador que se factorice como producto de polinomios lineales. Asi tenemos la

siguiente

PROPOSICION. Si p € Homg (V,V) es de indice de nilpotencia r y v €
V tal que p"~1(v) # 0, entonces el conjunto {p"~1(v), p""2(v),...,p(v),v} es
una base del subespacio que genera, cuya matriz asociada posee indice de
nilpotencia r y es de la forma

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
000 - 01
000 - 00

Atin mds, sip € Homg(V,V) es de indice de nilpotencia r, entonces p posee
una matriz asociada diagonal por bloques que son de la forma de la matriz
anterior.

Se sabe que existe al menos una matriz de orden r y que las otras son de 6rdenes
< r. El nimero de matrices esta determinado en forma tnica por p y el nimero de
matrices de todos los érdenes es igual a la dimensién de ker p.
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Finalmente tenemos el siguiente

TEOREMA. Sea p € Homg(V,V) tal que sus polinomios caracteristico
y minimo se factorizan como producto de potencias de polinomios lineales.
Entonces p posee una matriz asociada diagonal por bloques J, llamada forma
candnica de Jordan de p cuyo bloques son de la forma

Ao 10 0 O
0 N 1 0 O
Jij = : . . . .
0 0 O Y|
0O 0 O 0 X

Asi, dos operadores lineales cualesquiera son similares si, y sélo si, poseen la
misma forma canénica de Jordan salvo el orden de los bloques.

Una funcién f: U x V — W de espacios vectoriales sobre un campo K se llama
bilineal si es lineal en cada variable cuando la otra se mantiene fija. El ser bilineal
no quiere decir que sea lineal ni viceversa. Si W = K diremos que [ es una forma
bilineal y denotamos con L?(U,V; K) el conjunto de formas bilineales de U x V
en K. Si U =V, utilizaremos la notacién Bil(V) y le podemos dar a Bil(V) una
estructura de espacio vectorial sobre K.

Considere el espacio vectorial sobre K, Homg(V,K). Sus elementos
f:V — K se llaman funcionales lineales o formas lineales, se acostumbra
denotar a Homg (V,K) con L*(V;K) o simplemente V* y se le llama espacio
dual de V. Se tienen los siguientes resultados:
(i) Sea {v;}"_; una base de V'y {fi}?; € Homg(V,K) = V* funcionales tales
que f;(v;) = d;;. Entonces {f;}?_; es una base de V* y dim V* =n.

(ii) Si {fi}j=, es una base de V* entonces {fi;}7';,—; dada por fi;(u,v) =
fi(u)f;(v) es una base para Bil(V) y dim Bil(V) = n?.

(iii) Sea v = {v;}!", una base de V 'y f:V x V — K una forma bilineal. Si

u=y " 0u Yy v= Z?Zl B;v; entonces

Flu,v) = i f(vi,v).

i,j=1

Si A = (a;j) es la matriz cuadrada tal que a;; = f(v;,v;) entonces

n

fluw) =Y aifjay; = [l Alol,

i,7=1
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y A se llama matriz asociada a la forma bilineal f con respecto a la base 7,

también denotada [f],. Se tienen los siguientes resultados para una forma bilineal
[V xV —K:

(i) Si N es la matriz de transicién de una base v en otra 7' de V entonces la
matriz B asociada a f con respecto a v es B ='NAN.

(i) Bil(V) = M,(K) dado por f +— [f],.

(iii) Si N es la matriz de transicién de la base {u;} en la base {v;}, entonces ‘N !
es la matriz de transicién de las bases duales {f;} en {g;}.

(iv) Sea V** = (V*)*, entonces V = V**,

Diremos que una forma bilineal de V' es simétrica si f(u,v) = f(v,u) para toda
u,v € V. Sucede que una forma bilineal es simétrica si, y s6lo si, su matriz asociada
es simétrica, i.e. es igual a su traspuesta. Si f posee una matriz asociada diagonal
entonces f es simétrica.

La forma cuadrdtica asociada a f es la funcién ¢: V — K dada por ¢(v) =
f(v,v), v € V. Sea A la matriz simétrica asociada a la forma bilineal simétrica
f. Entonces ¢(X) = f(X,X) = 'XAX =}, ;ajjz;v;. Si A es diagonal, ¢(X) =
a7+ +ap, 2. La férmula f(u,v) = [g(u+v)—q(u) —q(v)]/2 permite obtener
f a partir de q.

Si f es una forma bilineal simétrica y K es de caracteristica diferente de 2,
entonces existe una base de V' tal que f posee una matriz asociada diagonal. Una
matriz simétrica B es congruente con una matriz simétrica A si existe una matriz
no singular o invertible N tal que B = *NAN. Asi, si A es una matriz simétrica con
elementos en un campo de caracteristica diferente de 2, entonces A es congruente

con una matriz diagonal.

Decimos que una forma bilineal f es antisimétrica si f(u,v) = —f(v,u) para
toda u,v € V. Si V es de dimension finita, f es antisimétrica si, y solo si, su matriz
asociada A es tal que A = —'A, es decir, antisimétrica. También decimos que f
es alternante si f(v,v) = 0 para toda v € V. Se tiene que toda forma bilineal es

suma de una simétrica y una antisimétrica.

Si consideramos el caso en que K = €, una forma f:V x V — € se llama
hermitiana si f es lineal en la primera variable y f(u,v) = f(v,u) para u,v € V.
La forma cuadrética ¢:V — IR asociada a f, dada por ¢(v) = f(v,v) se llama
forma cuadratica hermitiana.

Si K = R, decimos que f:V x V — R estd definida positivamente si
f(v,v) > 0 para todav € V, v # 0.
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Ahora consideraremos espacios vectoriales sobre R o €. En ellos podemos
definir una forma bilineal simétrica o hermitiana definida positivamente ( , ) lla-
mada producto escalar o interno sobre IR o €. Este producto escalar permite
definir los conceptos de longitud y déngulo. La norma o longitud ||v|| de un vector
v que pertenece a un espacio vectorial sobre K = IR o € se define como / (v, v).
Dos vectores son ortogonales si (v, w) = 0. El 4ngulo 0 entre dos vectores u,v € V
diferentes de cero se define como 6 = arccos({u, v)/||u||||v]|) para 6 € [0, 7]. El con-
junto UL = {v € V| (u,v) = 0 Vu € U, U un subconjunto de V'} se llama conjunto
ortogonala U y resulta ser un subespacio de V. Sea {v; }?_; un conjunto de vectores
de V. {v;}7_, es ortogonal si (v;,v;) = 0 para ¢ # j y ortonormal si (v;,v;) = d;;.
El siguiente teorema es de particular importancia y en su demostracion se establece
un procedimiento para encontrar una base ortonormal de un espacio vectorial de
dimensién finita llamado procedimiento de Gram-Schmadt:

TEOREMA. Sea {u;}!_; una base del espacio vectorial de dimension
finita V sobre R o €. Entonces existe una base ortonormal {v;}, de V
tal que la matriz de transicion es triangular.

Un resultado 1itil es el siguiente: si U es un subespacio de V entonces V =2 UgU L.
Asi, podemos hablar de una proyeccién llamada ortogonalde Ven U, py:V — V
tal que im py = U y ker py = UL,

Un espacio que posee un producto escalar se llama espacio con producto es-
calar. Sea V un espacio vectorial con producto escalar sobre un campo K = R
oC yg:V — V* dada por g(v)(u) = g,(u) = (u,v). Asi claramente, cada vec-
tor v € V nos determina un funcional g,. Lo inverso también sucede: si V es de
dimenson finita y f:V — K un funcional, entonces existe un vector tnico v € V
tal que f(u) = (u,v), para toda u € V. Estos resultados nos dicen que cualquier
funcional es igual al producto escalar con un vector fijo de V.

Sea u un elemento fijo de un espacio vectorial de dimension finita V' con producto
escalar y p € Homg(V,V). Consideremos f € V* un funcional dada por f(v) =
(p(v),u). Luego, existe un vector dnico v’ € V tal que {p(v),u) = (v,u’) para toda
v € V. Definimos p*: V — V tal que p*(u) = v'. Entonces (p(v),u) = (v, p*(u)),
p* resulta ser lineal, tinico, y se le llama operador adjunto de p.

Si A es la matriz asociada a p con respecto a una base ortonormal de V' entonces
la matriz asociada a p* es A* =T A.

Se define un isomorfismo f:V — V' entre espacios vectoriales con producto
escalar como un isomorfismo que preserva productos escalares, es decir, tal que
(f(v), f(u)) = (v,u) para toda v,u € V.
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Sea ¢: Homg (V,V) — Hompg(V,V) el operador dado por ¢(p) = p*. Son

Ly (p(v), p(u)) = (v,u) para toda v,u en V.

equivalentes las afirmaciones p* = p~
Un operador unitario (ortogonal) p:V — V definido en un espacio vectorial con
producto escalar V sobre K = € (K = RR) es un isomorfismo de espacios vectoriales
con producto escalar p: V' — V. Entonces p es unitario (ortogonal) si K = C (K =
R) y p* = p~!. La matriz asociada a un operador unitario p es A (llamada matriz
unitaria) si, y sélo si, A* = A~1. La matriz asociada a un operador ortogonal p es
A (llamada matriz ortogonal) si, y s6losi, YA = A=1. Si A es una matriz ortogonal,
|A] = £1. El conjunto de matrices ortogonales de n X n posee una estructura de
grupo, llamado grupo ortogonaly es denotado con O(n). El conjunto de matrices
ortogonales que poseen determinante 1 es denotado con SO(n) y llamado grupo
ortogonal especial. Finalmente, decimos que un operador p: V — V es normal
si conmuta con su adjunto, es decir, si pp* = p*p. Anilogamente, una matriz
compleja A es mormal si conmuta con su conjugada traspuesta, i.e. AA* = A*A.
Asi, los operadores ortogonales y unitarios son normales.

Un operador p € Homg(V,V) es autoadjunto si ¢(p) = p* = p. Si K = R
le llamaremos también simétrico y si K = € le llamaremos hermitiano. Los
operadores autoadjuntos son importantes por lo siguiente: si p es simétrico, su
polinomio caracteristico se factoriza en factores lineales, los vectores caracteristicos
son ortogonales y posee una matriz asociada diagonal. En términos de matrices,
si A es una matriz simétrica real entonces existe una ortogonal N tal que B =
N7'AN = !NAN es diagonal. En forma similar, si p € Homg(V,V) es normal
entonces posee una matriz asociada diagonal. En términos de matrices, si A es
normal entonces existe una matriz unitaria N tal que B = N"'AN = N*AN es
diagonal.

El siguiente resultado establece una descomposicién de p llamada espectral de
p: sea p un operador normal, entonces existen proyecciones ortogonales py, de V
en Vj, tales que p =377 Aipvy,, 2opvy, =1y by, opv,, = 0sii# .

Generalizando el concepto de funcién bilineal, diremos que una funcién
Vi xVox .- xV, — W entre espacios vectoriales sobre un campo K es
multilineal si para cada i = 1,...,m se tiene que

Foi, oo v+l o) = fo1, oV Um) A+ f(01, U e Um)

v for, oo s A0, 0m) = Af (01,00 Um)

donde A € K y v;,v; € V;. Es decir, f es lineal en v; si las demds variables se
mantienen fijas.
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Sea f: Vi x -+ x V;, — T una funcién multilineal y h:T — W una funcién
lineal entre espacios vectoriales. Entonces h o f es una funcién multilineal. Nos
preguntamos, jcuando es posible tener T'y W de tal manera que toda funcién mul-
tilineal se obtenga de esta forma? En otras palabras, ;cudndo podemos encontrar
T y f de tal manera que dada cualquier funciéon multilineal g: V3 x --- x V,,, — W
exista una y solamente una funcién lineal h: T — W tal que ho f = g? La pregunta
anterior suele conocerse con el nombre de problema universal para funciones mul-
tilineales. Definimos el producto tensorial de los espacios {V;}; como la pareja
(T, f) que resuelve dicho problema universal y denotamos T con V1 @ Vo ®- - - ® Vy,,
o con ®;2,V;. La condicién g = h o f puede visualizarse en el siguiente diagrama

conmutativo
{/1 X oo X Vm i) T
AN lh

w

Es relativamente facil comprobar la unicidad y existencia del producto tensorial
que ademas posee las siguientes propiedades:

1) Vegk K2V2KegV

(i) Uk V)eg W=2Ug (VoW)=2UkV aearg W

(i) U®g V2V @k U.

Existen isomorfismos que relacionan el producto tensorial con el conjunto de
homomorfismos (véase [LL1]).

Sea {V;}!, una familia de espacios vectoriales de dimensién finita sobre un
campo K. Diremos que la sucesion

fm—2 fm—1 fm

(AEAING VANELING VA NG VAN E I il VAR Lt VAR L)

es exacta en V; si im f;_1 = ker f; y diremos que es exacta si es exacta en cada
Viparai=1,...,m.

Sucede que si se tiene una sucesién exacta como la anterior, entonces
dim Vi —dim Vo +dim V3 — -+ + (=1)""!dim V,, = 0y si 0 — V; —
Vo — V3 — 0 es una sucesién exacta (llamada sucesion exacta corta) entonces
Vo2V Vs,

Consideremos una funcién multilineal f: x*_,V; — W. Diremos que f es al-
ternante si f(v1,...,vx) = 0 siempre que v; = v; para algunas ¢ # j.
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Sea V; = V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo K. La
potencia exterior de grado k de V es la pareja (/\k V, f) donde /\k V' es un espacio
vectorial sobre K y f: x¥ | V; — /\k V' es una funcién multilineal alternante tal que
para todo espacio vectorial W sobre K y para toda funcién multilineal alternante
g: xk_ | V; — W, existe una funcién lineal tinica h: /\k V — W tal que g = ho f,
es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta

Vi b ANV
AN |n
W
Si {v;}¥_, son vectores de V, denotaremos a f(vy,...,vx) con vy A --- A vy.
También denotaremos /\2 V como V A V. Es facil comprobar que u Av = —v A u.

Si definimos /\k V como el cociente ®F_,V; /U donde U es el subespacio de ®@F_, V;
generado por todos los elementos de la forma v ® - - - ®@ vy, con v; = v; para algunas
1 # j es claro que la existencia y unicidad de /\k V estéan garantizadas. La dimensién

de A"V resulta ser Z
Sea A:V — V un endomorfismo (sinénimo de operador lineal) de V. Su-
pongamos que dim V = n. Definamos la funcién g = ga: x",V; — A"V

donde V; = V dada por ga(vi,...,vn) = A(v1) A -+ A A(vy). Como g es mul-
tilineal alternante, existe una funcién lineal tinica h = ha: \" V — A" V tal que

ha(vr A=+ Awvy) = A(vi) A+ A A(vy). Como dim A"V = ") =1, haes
n

simplemente la multiplicacién por un escalar denotado |A| o det(A), i.e.

hator A Awg) = |Al(ugr A= Aop).

El determinante de A:V — V se define como el escalar |A|. Es fécil com-
probar que si {v;}?_; es una base de V' y si escribimos A(v;) = Z;—;l oV para
i =1,...,n donde (a;;) es la matriz de A con respecto a la base {vi,...v,}, el
determinante de A es igual a ) sigoai,(1) - - - Qpe(n) donde o es una permutacién
del conjunto {1,2,...,n} Asi, definimos el determinante de una matriz (a;;)
como el determinante del endomorfismo A: V' — V dado por A(v;) = 2?21 Q5V;
para i =1,...,n y lo denotamos con |a;;| o det(cv;).

Podemos definir una multiplicacién llamada producto exterior y denotarla por
conveniencia con A: AV x A*V — A"V mediante la regla

Ay A Aug)y (03 A= Avg)) = uy A A Avg A=+ A g,
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Este producto exterior es asociativo, distributivo y anticonmutativo. Para comple-
tar los indices se define \°V = K y A'V = V. Entonces tenemos un algebra
graduada

AV = (K VN V,NV,)

llamada algebra exterior o de Grassman de V.

También, si T*(V) = @*V = V @k --- @k V, llamado espacio tensorial de
grado k de V definimos una multiplicacién

< THV x T — T*™ mediante
((U1®"'®Uk),(1)1®"'®W))HU1®"‘®Uk®Ul®'“®W

Asf tenemos un élgebra graduada (donde T°V = K y T'V = V)
TV = (K, V,T*V, T3V, T*V,..))

llamada dlgebra tensorial de V.

Sea V* el espacio dual de V. Consideremos el espacio tensorial T*V de grado k de
V. Consideremos también TV* y denotemos con TF(V) el producto
(@*V) @ (®*V*). Es decir, TV @ T*(V*) = TF(V). Con esta notacién se tiene
que TH(V) = TH(V) = @V, T)(V) = @'V* y T)(V) = K. Llamaremos a T}V
espacio tensorial de tipo (k,¢) y cada uno de sus elementos lo llamaremos tensor
de tipo (k, ). Un tensor de tipo (k,0) se llamard tensor contravariante de grado
k y uno de tipo (0,¢) tensor covariante de grado ¢. Un tensor de tipo (0,0) es
simplemente un escalar. Un elemento de T¢V = V se llama vector contravarian-
te y uno de TPV = V* se llama vector covariante. Si k # 0y £ # 0, un tensor
mixto es un tensor de tipo (k,£).

Sea {v;}j, una base de V' y {f/}7_, la base de V*, (con indices superiores). Es
facil ver que los tensores

vi1®"'®vik®fjl®"'®fjé

con iy, gy, = 1,...,n; p = 1,....k y n = 1,...,¢ forman una base de T}(V).
Entonces cualquier tensor del tipo (k,¢) puede escribirse en forma tnica como

b= e, @ @, © @@ [

Los indices i, se llaman indices contravariantes, los j, indices covariantes

y {;:jj:;’; se llaman componentes de t con respecto a la base {v;}.
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La K-Teoria Algebraica Clasica es parte del Algebra Lineal General. Intuiti-
vamente, la K-Teorfa Algebraica Clédsica es una generalizacién del teorema que
establece la existencia y unicidad de las bases para espacios vectoriales y también
de la Teoria de Grupos del grupo lineal general sobre un campo K.

Definiremos un grupo denotado Ky(X) asociado a un monoide conmutativo X
mediante la siguiente propiedad universal: sea g: X — G un homomorfismo de
monoides del monoide X en el grupo conmutativo G. Definimos el grupo Ky(X)
como el unico grupo que cumple que, si f: X — Ky(X) es un homomorfismo de
monoides entonces existe un homomorfismo de grupos tunico h: Ko(X) — G tal
que g =ho f

x L KX

N\, lh
G

Ko(X) se llama grupo de Grothendieck del monoide X.

Sea K un campo y consideremos los espacios vectoriales de dimensién finita sobre
K. Denotemos con (V) la clase de isomorfismo del espacio vectorial de dimensién
finita V. Es inmediato verificar que el conjunto X = {(V')} de clases de isomorfismo
es un monoide conmutativo cuya operacién binaria estd dada por

(VY+ (W) =(VaeWw).

Sea ¢g: X — Z dado por g({V)) = dim V un homomorfismo de monoides. Sea
F el grupo abeliano libre con base el conjunto de clases de isomorfismo de los
espacios vectoriales. Sea R el subgrupo de I’ generado por las expresiones de la
forma (Ve W) —(V)— (W) donde 0 — V — V@ W — W — 0 recorre todas
las posibles sucesiones cortas para los espacios vectoriales. Sea Ko(K) = F/R el
grupo cociente y denotemos con [V] la proyeccién o imagen de [V] en el cociente.
Entonces, siempre que se tenga una sucesién exacta corta de espacios vectoriales

0—V —>VeW —W —0

tendremos una expresién de la forma [V @ W] = [V] + [W] en Ky(K), es decir,
Ko (K) esté generado por {[V] | V es un espacio vectorial} sujeta a las relaciones
de la forma

V]+[W]=[VeaeWl.

El homomorfismo g: X — Z da lugar a un homomorfismo h: Ko(K) — Z
dado por h([V]) = dim V el cual es biyectivo. Es decir, para los espacios vectoriales
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sobre un campo K, los cuales podemos representar por el simbolo EV g se tiene

que Ko(EVg) = Ky(K) = Z.

i Qué sucede para otras estructuras cuando consideramos anillos que no nece-
sariamente son campos? Si consideramos los Z-mddulos proyectivos finitamente
generados Ab, es decir, los grupos abelianos libres de rango finito se sabe que
Ko(Z) = Z. Sin embargo, si consideramos los Z-mdédulos finitos Abf se sabe que
Ko(Abf) 22 Q. Pero si consideramos los Z-médulos finitamente generados Abfg
se tiene que Ky(Abfg) =~ Z.

Como antes, sea K un campo y denotemos con K" el producto K X --- x K
n veces. El producto tensorial de dos espacios vectoriales sobre K es un espacio
vectorial sobre K. Como K" @ K™ = K™ los espacios vectoriales son cerrados
bajo el producto tensorial. Entonces podemos dar a Kq(K) una estructura de anillo
mediante

V] [W]=[Vex W]

Consideremos el conjunto de las transformaciones lineales invertibles a través
de uno asociado de matrices. Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un
campo K. Denotemos con GL(V') (o con Autg(V')) el conjunto de todas las fun-
ciones lineales de V en V' que sean biyectivas (invertibles). Podemos proporcionarle
a este conjunto una estructura de grupo definiendo una operacién binaria

o: GL(V) X GL(V) — GL(V)
mediante la composiciéon
(feg)(v) = flg(v)).
Claramente GL(V') es un grupo bajo o.

Ahora definamos otro conjunto. Denotemos con GL,(K) el conjunto de las
matrices de n X n con elementos en el campo K que poseen inverso, es decir, el
conjunto de todas las matrices invertibles o no singulares de n x n con elementos
en K. Podemos definir en GL,(K) una operacién binaria

<GL,(K)x GL,(K) — GL,(K)
(A,B)— A-B
donde - denota la multiplicacién de matrices. Es facil comprobar que

(GL,(K),-) es un grupo cuyo elemento de identidad es la matriz diagonal I,.
Llamaremos a GL, (K) el grupo lineal general de grado n sobre K.

Existe una estrecha relacién entre los grupos GL(V) y GL,(K), a saber, si
escogemos una base fija de V', cada funcién lineal biyectiva de V en V posee una



Introduccion 19

matriz asociada de n X n con elementos en K la cual es no singular o invertible.
Esta correspondencia establece un isomorfismo entre los grupos GL(V) y GL,,(K)
debido a que cuando se componen dos funciones lineales, ésta composicién esta
representada por la multiplicacién de sus matrices asociadas.

Consideremos un tipo especial de matrices de GL,, (K), que llamaremos elemen-
tales y que son aquellas que difieren de la matriz identidad I,, sélo en un elemento
A € K fuera de la diagonal. Dichas matrices las denotaremos con el simbolo ef‘j.

Definimos el simbolo [A, B] como el producto de las matrices ABA™'B~! y lo
llamaremos conmutador de A y B donde A, B € GL,(K).

Se tiene la siguiente férmula para el conmutador de matrices elementales:
1 sij#k,i#£l
Mot 1=de sij=k il
et sijAk Q=1

Denotemos con E,(K) el subgrupo de GL, (K) generado por todas las matrices

A

elementales €7y, A € K, 1 <i # j <n, llamado grupo elemental lineal de K.

Si cada matriz A € GL,(K) la identificamos con la matriz

(61 ?) € GLni1(K)

obtendremos inclusiones GL;(K) C GLy(K) C GL3(K) C ... . Sea GL(K) =
U,—, GL,(K), la unién de los grupos GL,(K) la cual llamaremos grupo lineal
general infinito de K. Podemos concebir a GL(K) como el grupo que consta
de todas las matrices invertibles infinitas A = (a;;) con a;; € K, 1 < i < oo,
1 <j < ooy a;; =0, la delta de Kronecker para toda 7,j excepto un nimero
finito de 4,j. Entonces GL,(K) C GL(K) y lo vemos como el subgrupo de todas
las (a;;) € GL(K) con a;; = 0;; para toda i,j > n. La inclusién de GL,(K)
en GL,11(K) se restringe a la inclusién de E,(K) en E,41(K) y, en GL(K), el
subgrupo
B(K) = U2, En(K)

se llama grupo elemental infinito de K. Se puede probar un resultado de White-
head:
[GL(K), GL(K)| = E(K).

Definimos el grupo cociente GL(K)/E(K) como el K-grupo algebraico de indice
uno del campo K denotado con K;(K). Luego

Ki(K) = GL(K)/|GL(K), GL(K)].
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Obsérvese que si f: K — K’ es un homomorfismo de campos se tiene un homo-

morfismo de grupos inducido por f
fo:GL(K) — GL(K'")

que envia a E(K) en E(K'), siendo asi que f induce un homomorfismo de grupos
Ki(f): Ki(K) — Ki(K').
Como K es conmutativo podemos considerar el determinante de una matriz como

un homomorfismo de grupos det: GL(K) — K* donde K* denota las unidades
de K.

Definamos SL(K) = ker(det), o sea, todas las matrices de GL(K) con determi-
nante uno, y lo llamaremos grupo especial lineal o infinito de K. det induce un
homomorfismo, que por abuso de notacién, también lo denotaremos con

det: K\(K) = GL(K)/E(K) — K*

el cual posee un inverso K* = GL(K) — GL(K) — GL(K)/E(K) = K;(K).

Si definimos SK;(K) = SL(K)/E(K) = ker(det: K1(K) — K*) resulta que
K (K) 2 SK;(K) @ K*. Como K* puede considerarse conocido, el cdlculo de
K (K) se limita al de SK;(K). Obsérvese que SK;(K) es trivial si, y sélo si, para
cualquier matriz A € SL, (K) podemos transformar la matriz

(3 &)

para k adecuada, en la identidad I, 1 mediante operaciones elementales por renglén
o columna. Si SK;(K) es trivial, entonces K;(K) = K*. Este resulta ser el caso

para el campo K y en general para cualquier dominio euclidiano. Asi K; (K[z]) &
K*y Ky(Z)) = {-1,+1}.

Podemos generalizar todo lo anterior poniendo un anillo conmutativo A en lugar
de un campo K. Véanse [LL1] y [LL2] para una lectura posterior.



Capitulo I
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

I.1 ESPACIOS VECTORIALES Y

FUNCIONES LINEALES

Sea K un campo.

1.1 DEFINICION. Un espacio vectorial sobre un campo K es un conjunto

no vacio V con una operacién binaria

+VxV—=V
(u,v) — u+wv

y una funcion

wKxV —YV
(a,v) — pla,v) = av
que cumplen los siguientes axiomas:
(i) u+tv=v+u
(ii

)

) (utv)+w=u+ (v+w)

(iii) Existe O € V tal que v +0 =
)

(iv) Para cada v € V existe un elemento, denotado con -—uv,

v+ (—v)=0

tal que
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(v) alu+v) =au+ av
(vi) (a+ B)v=av+ Pv
(vil) (aB)v = a(Bv)
(vili) Paral e K, lv=v; (o,0,1€ K; u,v,weV).
Los elementos u, v, w, ... del espacio vectorial sobre K se llaman wvectores. Los

elementos del campo K se llaman escalares y la funcién p se llama multiplicacion
escalar.

Los primeros cuatro axiomas hacen de V', junto con la operacién binaria +, un
grupo conmutativo, por lo que no se requiere utilizar paréntesis al sumar vectores
y el orden de los sumandos carece de importancia. También, el vector O es tnico y
el inverso —v de v es dnico (problema 1.1). La resta u — v se define como u + (—v);
u,v €V.

Los siguientes cuatro axiomas ((v) a (viii)) se refieren a la “accion” del campo
K en V. Veamos algunas propiedades que se pueden deducir de ellas.
1.2 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K.
Entonces
(i) bv=0;0€e K,0€eV.
(ii) (—a)v=a(-v)=—-av; a€ K,veV.

Demostracién. (i) Sabemos que 0+ 0 =0 en K. Luego, utilizando el axioma
(vi) de 1.1 tenemos que
0v + 0v = (0 + 0)v = Ow.

Sumando —0v a ambos lados obtenemos que 0v = O.
(if) Como a + (—a) =0, € K tenemos que
O=0=(a+(—a)v=av+ (—a)v.
Sumando —aw a ambos lados se tiene que —av = (—a)v. Tomando v+ (—v) =
O (axioma (iv)), obtenemos (problema 1.2(i))
O =0a0 =a(v+ (—v)) = av + a(—v).

Sumando —av a ambos lados obtenemos —av = «a(—v). Luego, (—a)v =
al—v) = —ava

Obsérvese que, en la demostracién precedente, cuando tomamos a + (—a), el
signo + se refiere a la suma del campo K y cuando consideramos v 4 (—v), el signo
+ se refiere a la suma del espacio vectorial V.
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A continuacién veamos varios ejemplos de espacios vectoriales:
1.3 EJEMPLO. Sea K un campo. Definamos en K™ la suma
+: K" x K" — K"

((ala' --7an)a(617~-~»ﬁn)) — (ala"' ,Oén) + (ﬁla"wﬁ’n) mediante
(1, a2, an) + (B1, B2y ..o, Bn) = (a1 + Br,ae + B2, ..o + Bn); q, B € K.

Definamos una multiplicacién escalar

wKx K" — K"
(o, (a1, oyap)) — alag, ..., ap)

mediante alag,...,an) = (aaq,...,aq,); a,a; € K.

Es facil comprobar que K™ junto con las operaciones de suma y multiplicacién
escalar es un espacio vectorial sobre K. Observe que este ejemplo establece que, en
particular, el campo de los nimeros reales R = R!, asf{ como R", (n un entero
mayor o igual que 1), son espacios vectoriales sobre R. También €" es un espacio
vectorial sobre € y sobre IR. Sin embargo, IR™ no es un espacio vectorial sobre € .

1.4 EJEMPLO. Sea K un campo. Sea V = M,,«, K, el conjunto de matrices
de m x n con elementos en K, con la suma y multiplicacién por un escalar usuales.
Entonces V' es un espacio vectorial sobre K.

1.5 EJEMPLO. Sea V el conjunto de funciones de un conjunto no vacio .S en
un campo K, i.e., V = K°. Si definimos la suma de dos funciones f,g € K° como
(f +9)(s) = f(s) + g(s) y la multiplicacién escalar mediante (af)(s) = af(s),
s € 5, es inmediato comprobar que V es un espacio vectorial sobre K.

1.6 EJEMPLO. Sea V = KJz|] el conjunto de todos los polinomios
ag + oz + asx? + -+ + ayz™ con coeficientes en un campo K. Entonces, V
es un espacio vectorial sobre K si definimos la suma y la multiplicacién por un
escalar de la manera usual.

Veamos como relacionar dos espacios vectoriales sobre un campo K mediante
una funcién que preserve la estructura de espacio vectorial.
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1.7 DEFINICION. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K. Una
funcién f:U — V se llama lineal o también homomorfismo de espacios vecto-
riales si

(1) flut+v)=fu)+flv)y
(i) flaw) =af(v); uw,velU;acK.

Obsérvese que el + de u + v se refiere a la suma de U y que el + de
f(u) + f(v) se refiere a la suma de V. Lo mismo que av denota la multiplicacién
escalar de U y af(v) la de V.

Si en (ii) tomamos o« = 0 € K, tenemos que f(0v) = f(O) = 0f(v) = O, luego
f(O) = 0, i.e., todo homomorfismo de espacios vectoriales (o funcién lineal) envia
el vector cero del dominio en el vector cero del codominio.

Es obvio que las condiciones (i) y (ii) de la definicién 1.7 son equivalentes a la
siguiente:

flau+ o) = af(u) +Bf(v); « b€ KiuveUl.

También se suele llamar a una funcién lineal f, aplicacion lineal o transfor-
macion lineal. Utilizaremos cualquiera de estas denominaciones.

Nota. Por abuso de notacién se acostumbra escribir 0 en lugar de O.

1.8 EJEMPLO. Sea U = R®> y V = R con la suma y multiplicacién escalar
usuales. Definamos f: U — V mediante la regla f(x,y, z) = 3z — 2y +2z. Veamos
que f es lineal. Como

f((@1,y1,21) + (22, Y2, 22)) = f(21 + 22,91 + Y2, 21 + 22)
=3(z1 +22) — (11 +y2) +2(21 + 22)
y f(@1,y1,21) + f(22,92, 22) = (31, —2y1 + 221) + (B2 — 2y2 + 222),
claramente se cumple la condicién (i) de 1.7. También, f(a(z,y, 2)) = f(az, ay, az)

= 3ax — 2ay + 20z = a(3x — 2y + 22) = af(z,y, 2), por lo que se cumple (ii) de
1.7.

1.9 EJEMPLO. Sea U = V = R?. Definamos f:U — V mediante f(z,y) =
(x+2,y+3). Como f(0,0) = (2,3) # (0,0), f no es lineal pues todo homomor-
fismo de espacios vectoriales envia el vector cero del dominio en el vector cero del

codominio.

1.10 PROPOSICION. La composicion de dos homomorfismos de espa-
ctos vectoriales sobre un campo K es un homomorfismo de espacios vecto-
riales sobre K.
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Demostracién. Sean f:U — V' y g: V — W funciones lineales. Luego
(g0 f)u+v) =g(f(u+v))
( (u) + f(v))
(f(u)) +9(f(v))
( o f)(u) + (go f)(v)
Ademés, (g o f)(au) = g(f(au)) = g(af(u)) = ag(f(u)) = a(g o f)(u). Porlo

tanto (g o f) es una funcién lineal.n

1.11 DEFINICION. Sea f:U — V un homomorfismo (o funcién lineal o
aplicacién lineal) de espacios vectoriales sobre un campo K. Diremos que f es un
isomorfismo, y escribiremos f:U =, V, si existe un homomorfismo ¢g: V — U
talque go f =1y y fog=1y.

Es facil comprobar (problema 1.9) que, si g existe, estd determinada en forma
nica; la denotaremos con f~! y se llama inverso de f. Asi, f:U — V es
isomorfismo si, y solo si, es biyectiva. Diremos que dos espacios U y V sobre un
campo K son isomorfos si existe un isomorfismo f: U =V y escribiremos U =2 V.

PROBLEMAS

1.1 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Pruebe que el vector O € V
es Unico y que el inverso de v € V' es también tnico.

1.2 Pruebe que

(i) a0O=0;a0€ K,0cV.

(ii) Si aw = O entonces, a =00v=0; ac K,veV.
(i) (-)v=—v; veV.

1.3 Proporcione con todo detalle el hecho de que V' es un espacio vectorial en los
ejemplos 1.3, 1.4, 1.5 y 1.6.

1.4 Sea U =V = K". Pruebe que f:U — V dada por f(u1,...,un) =
(u1,u2,...,Up—1,0) es lineal.

1.5 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Pruebe que la funcién
1y: V. — V y la funcién Oy:V — V dadas por 1y(v) = vy Oy(v) = O
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Vv € V, son lineales. 1y se llama homomorfismo identidad de V' y Oy se llama
homomorfismo trivial.

1.6 Compruebe cuales aplicaciones son lineales y cuales no lo son:

(i) f: K™ — K™, f(v) = Av donde A es una matriz de m X n con elementos en
el campo K.

(11 f:KQ—)K2a 'T7y):(4y70)
(111 f:KS - K3a xayvz) = (—z,x,y)
,y) = (2*,2y)

(v) f: K® — K4,
(i) f: K% — K3,

) I
) f(
(iv) f: K? — K2, f(
) flu,v,2,y, 2) = (2uy, 3zz,0,4u)
) f(

r,y,2) = (x+2,y+2,24+2)

1.7 Establezca que, (i) si V = R[z] es el espacio vectorial de los polinomios en z
sobre IR, entonces la diferencial D:V — V dada por D(f) = df /dz y la integral
IV — R dada por I(f) = fol f(z)dx son lineales.

(ii) la traza tr: M,,(K) — K de una matriz cuadrada (la suma de los elementos
de su diagonal) es una funcién lineal y que el determinante det: M,,(K) — K no

es una funcién lineal.

1.8 Sea K un campo. Denotemos con Homg (U, V') el conjunto de homomorfismos
o funciones lineales del espacio vectorial U sobre K en el espacio vectorial V' sobre
K. Defina f+¢:U — V mediante (f +g)(u) = f(u) +g(uw),uec Uy af: U —V
mediante (af)(u) = a(f(u)), @ € K,u € U. Pruebe que Homg (U, V') es un espacio
vectorial sobre K con las operaciones definidas. A menudo, también se utilizan las
notaciones L(U, V) y A(U,V) en lugar de Homg (U, V).

1.9 Pruebe quesi f:U — V es como en 1.11, g estd determinada en forma tnica
y que f es isomorfismo si, y sélo si es biyectiva.

1.10 Sea f:U — V una aplicacién lineal biyectiva de espacios vectoriales sobre
un campo K. Pruebe que la funcién inversa f~':V — U es también lineal.

1.11 Sea K un campo y V un espacio vectorial sobre K. Considere K como un
espacio vectorial sobre si mismo. Pruebe que dado un vector v € V, existe una
funcién lineal tnica h: K — V tal que h(1) = v. (Esta funcién estd dada por
hia) = av.)
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I.2 SUBESPACIOS VECTORIALES

Siempre que consideramos un objeto matemédtico nos preguntamos por sus subob-
jetos. Es natural definir un subespacio vectorial de un espacio vectorial sobre un
campo K como un subconjunto que es a su vez un espacio vectorial sobre K bajo
las mismas operaciones. Sin embargo para nuestra conveniencia lo definiremos de
otra forma equivalente (problema 2.1).

2.1 DEFINICION. Un subconjunto U de un espacio vectorial V' sobre un
campo K se llama subespacio vectorial de V si

(i) el vector O de V pertenece a U,
(ii) siv,w € U entonces v+w € U y

(ii) si« € K y v € U entonces av € U.

2.2 EJEMPLO. El conjunto U de vectores de la forma (ug,...,u,—1,0) con u;
en el campo K forman un subespacio del espacio vectorial K™ sobre K.

2.3 EJEMPLO. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Los conjuntos
V' y {O} son subespacios de V', llamado este dltimo subespacio trivial y, por abuso
de notacién, se acostumbra escribirlo simplemente como 0.

2.4 EJEMPLO. Sea V = M, K el espacio vectorial de las matrices de n x n
o cuadradas. Sea U el subconjunto de M, K que consiste de las matrices que
cumplan que a;; = aj;, llamadas simétricas. Entonces U es un subespacio de
M,K.

2.5 DEFINICION. Sea f:U — V un homomorfismo (funcién lineal) de espa-
cios vectoriales sobre un campo K. El nicleo de f, denotado ker f, es el conjunto
de todos los elementos u € U tales que f(u) = 0. La tmagen de f, denotada im f,
es el conjunto de f(u) con u € U.
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2.6 PROPOSICION. Sea f:U — V un homomorfismo (funcién lineal)
de espacios vectoriales sobre un campo K. Entonces, si U’ es un subespacio
de U, f(U") es un subespacio de V vy, si V' es un subespacio de V, f=H(V')
es un subespacio de U.

Demostracién. Veamos que f(U') = {f(u)|u € U’} es un subespacio de V.
Sean v,w € f(U’), luego, existen u,u’ € U’ tales que f(u) = v, f(u') = w. Como
U’ es subespacio de U, u+u' € U' y au € U’. Como f es lineal,

f0)=0¢€ fU),
vtw= f(u)+ f(u) = flutu') e f(U),
av =af(u) = flau) € f(U).

Por lo tanto, f(U’) es un subespacio de V.

Veamos que f~1(V') = {u € U|f(u) € V'} es un subespacio de U. Sean u,u’ €
F~YHV"), entonces f(u) y f(u') estdn en V’. Como V' es un subespacio de V' y f

es lineal,

FO)=0eV
flutu) = flu) + f(u) eV’
flau) =af(u) €V', a€K.

Luego, f~1(V’) es un subespacio de U.a

2.7 COROLARIO. Seq f:U — V lineal. Entonces im f es un subespacio
de V y ker [ es un subespacio de U.

Demostracién. Inmediata de 2.6 tomando U' =U y V' = 0.m

2.8 PROPOSICION. Sea {V;};cr una familia de subespacios de un es-
pacio vectorial V sobre un campo K indizada por un conjunto I. Entonces
NicrVi es un subespacio de V.

Demostracion. Sea a € K; u,v € N;jcrV;. Como N;c;V; C V; para cualquier
i € I, tenemos que u,v € V;. Como V; es subespaciode V, O € V;, u+v eV, y
au € V; para toda i € I. Por lo tanto O € NV, u4+v € Nigf Vi vy au € NierVim

2.9 DEFINICION. Sean U y V subespacios vectoriales de un espacio vectorial
W sobre un campo K. La suma de U y V, denotada U + V, es el conjunto de
todas las sumas u + v donde u € U, v € V.
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Es inmediato comprobar que U + V' es un subespacio de W, (problema 2.5).

2.10 DEFINICION. Sean U y V subespacios del espacio vectorial W sobre un
campo K. Diremos que W es la suma directa interna de U y V si cada elemento
w € W puede escribirse de una y solamente una manera como w = u + v; u € U,
v € V. En tal caso escribiremos W =U @ V.

2.11 EJEMPLO. Sea W = R*, U = {(z,4,2,0) € R*|z,5,2,0 € R} y
V ={(0,0,z,t) € R*z2,t,0 € R}. Entonces R* = U + V pues cualquier vector en
R* es suma de vectores de U y de vectores de V. R?* no es suma directa de U y
V' pues no son tnicas las expresiones para w € W. Por ejemplo, el vector (4,2,3,5)
se puede escribir de varias maneras, como (4,2,1,0) + (0,0,2,5), o como (4,2,2,0) +
(0,0,1,5). Sin embargo si tomamos W = R, U = {(2,%,0,0) € R*|z,y,0 € R}
y V =1{(0,0,z,t) € R*z2,t,0 € R} es claro que cualquier vector (z,y, z,t) puede

escribirse como suma de un vector en U y otro en V en una, y solamente una forma:
(z,y,2,t) = (z,9,0,0) + (0,0, 2, t).
Entonces R'=U @ V.

Podemos definir la suma directa externa de espacios vectoriales {V;},i =
1,...,n, sobre un campo K y la denotamos con @, V; como sigue: los elementos
de @, V; son listas de la forma (v1,...,v,); dos elementos de @V; son iguales, si
son iguales coordenada a coordenada; su suma y multiplicacion escalar estdan dadas

mediante

(1, e yvp) + (U], .. 00) = (v1 + 0], v+ 0)) y

a(vy, ..., 0,) = (Quy,...,au,), a€ K.

Es inmediato comprobar que @&, V; con las operaciones de suma y multiplicacién
escalar es un espacio vectorial sobre un campo K, y que, si V es la suma directa
interna de Vi, ..., V,, entonces V es isomorfo a la suma directa externa de V1, ..., V,
(véase el problema 2.10). En vista de esto hablaremos de la suma directa.

2.12 TEOREMA. W =U &V st, y sélo si, W=U+V yUNV ={0}.

Demostracién. Supongamos que W = U @V, esto es, w € W se escribe de
manera tnica como w = u+v; u € U, v € V. Luego W = U 4+ V. Supongamos
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que w € UNV. Entonces podemos escribir w como w =w+0conw e U, 0V y
también w =0+ w con 0 € U, w € V. Como cada expresiéon para w es Unica por
hipétesis, w = 0. Luego U NV = {0}.

Ahora, supongamos que W = U +V con UNV = {0}. Sea w € W. Como
w = u + v, lo Gnico que debemos probar es que dicha expresion para w es unica.
Supongamos que existe otra expresién para w de la forma w = v’ + v'. Entonces
u+v=u +v. Luegou —v =v —v. Perou—u € Uy v —v € V y como
UNnV ={0},u—uw =0yv —v=0. Luego u = v’ y v =v'. Por lo tanto, w se
expresa en forma tnicay W=U @ V.=

2.13 COROLARIO. Sean f:U — V y ¢g:V — W funciones lineales
entre espacios vectoriales sobre un campo K tales que go f es isomorfismo.
Entonces V =2 im f @ ker g.

Demostracién. Veamos que im f+ker g=V. Seav € V y g(v) € W. Como
gf:U — W es un isomorfismo, existe u € U tal que gf(u) = g(v). Seav’ = f(u) €
im fyv"” =v—v". Entonces g(v") = g(v—v") = g(v) —g(v') = gf(u) —g(f(u)) = 0.
Luego v" € ker gy, por lo tanto, v' 4+ v" € im f + ker g pues v era arbitraria.

Veamos que im fNker g = {0}. Seav € im fNker g. Entonces, como v € im f,
existe u € U tal que f(u) =v. Como v € ker g, g(v) = 0. Luego gf(u) = g(v) = 0.
Como gf es un isomorfismo, u = 0. Luego f(u) = 0 y, por lo tanto, v = 0. Por
212, V=im f @ ker gm

A continuacién estableceremos una propiedad, llamada universal, de la suma
directa.

2.14 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K,
pi: Vi = V, i = 1,2 funciones lineales de espacios vectoriales e 1;: V; —
Vi® Vs, i = 1,2 las inclusiones naturales. Entonces existe una funcion
lineal unica o: Vi ® Vo — V tal que pou; = p;, i =1,2.

Demostracién. La afirmacién del enunciado puede representarse en el siguiente
diagrama:

<P1/‘ TW \tpz
Vi 5 VeV, < W
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Definamos ¢(v1,v2) = p1(v1) + @a(ve). Es facil comprobar que ¢: Vi @ Vo — V
es la Unica funcién lineal tal que el diagrama anterior conmuta, i.e., v 01; = ;,
1 =1,2.Problema 2.9a

El teorema precedente caracteriza a la suma directa y se puede generalizar
facilmente a n sumandos con solamente considerar ¢ = 1,2,...,n. El diagrama
correspondiente es

1%
‘P.i/‘ T@
v, -5 @V

donde 7; denota la inclusién natural de V; en @), V;.

2.15 DEFINICION. Decimos que un vector v de un espacio vectorial V' sobre
un campo K es una combinacion lineal de elementos de un subconjunto S de V/
si existe un nimero finito de elementos {v; }_; de S tal que v = vy + - - + ap vy,
a; € K. Las a; se llaman coeficientes.

Para simplificar la notacién, y cuando no haya posibilidad de confusién, quitare-
mos los limites del conjunto. Por ejemplo escribiremos {v;} en lugar de {v;}_;.

2.16 TEOREMA. El conjunto de todas las combinaciones lineales (S) de
un subconjunto mo vacio S del espacio vectorial V sobre un campo K es un
subespacio de V. que contiene a S y es el subespacio mds pequeno de V que
contiene a S.

Demostracién. Sea v € S, como v = 1lv entonces v € (S) y es inmediato
comprobar que O € (S). Si u,v € (S) entonces u = aus + -+ + AUy y v =
Bivi + -+ Bmum; a4, B € K; ui,v; € S. Entonces w +v = oqug + -+ + aptp +
Bivr + - 4 Bvm ¥ au = a(aqug + -+ + auuy) = aaqug + - - + apuy,. Luego
u+ vy au pertenece a (S). Asi, (S) es un subespacio de V.

Supongamos que U es un subespacio de V' que contiene a S y supongamos que
UL, ..., U, €S CU. Entonces ajuq,...,a,u, € U con a; € K. Esto significa que
U contiene a todas las combinaciones lineales de S, i.e., U contiene a (S).m

2.17 DEFINICION. El subespacio méas pequenio de un espacio vectorial V'
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sobre un campo K que contiene a un subconjunto S de V se llama subespacio
generado por S.

Por el teorema 2.16, (S) es el subespacio generado por un subconjunto S de
V. Ademads, observe que como es el subespacio mas pequeno de V' que contiene
a S, (S) es igual a la interseccién de todos los subespacios que contienen a S. Si
(S) =V, todo elemento de V es una combinacién lineal de elementos de S. En este
caso, diremos que V estd generado por el subconjunto S de V.

2.18 EJEMPLO. Sea S = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} un
subconjunto de IR*. Considere las combinaciones lineales de elementos de S, i.e.,
expresiones de la forma

011(1, 07070) + OéQ(O, 1a 07 O) + OZ3(0707 17 O) + Ol4(0, 07 07 1)

Es claro que cualquier vector de R* puede escribirse como combinacién lineal de
vectores de S; luego (S) = R*.

2.19 EJEMPLO. Sea S = {uj,us} donde u; = (2,3,4) y us = (1,6,7) son
vectores en V = R?. Entonces (S) es el plano dado por la ecuacién (z,y,2) =
01(2,3,4) +az(1,6,7). Es decir, cada punto (z,y, z) € (S) es tal que z = 2a;3 + oo,
y=3a1 +6as y z =401 + Tas.

PROBLEMAS

2.1 Pruebe que el subconjunto U del espacio vectorial V' es un subespacio de V si,
y sblo si, U es un espacio vectorial sobre K con respecto a las mismas operaciones
de V.

2.2 Muestre con todo detalle el hecho de que U sea un subespacio de V en los
ejemplos 2.2 y 2.4.

2.3 Pruebe, sin utilizar la proposicién 2.6, la afirmacién de 2.7.
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2.4 Pruebe que el conjunto solucion (i.e., el conjunto de todas las soluciones) X
de un sistema de m ecuaciones lineales homogéneo con n incégnitas y coeficientes

en un campo K

apry + o+ apr, = 0
vy + o 4+ g, = 0
omiz1 + 0 4+ agnT, = 0

es un subespacio del espacio vectorial K™ sobre K llamado subespacio solucion.
Observe que el conjunto solucién de un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales
con n incégnitas no es un subespacio de K.

2.5 Pruebe que U + V es un subespacio de W donde U,V y W son los definidos
en 2.9.

2.6 Geométricamente, explique qué significan en R® las combinaciones lineales
de uno, dos y tres vectores en todas sus posibles elecciones.

2.7 Verifique si el vector v = (2,8,1) € R* es una combinacién lineal de los

vectores
(i) U1 = (37870)7 V2 = (2, 174) y vz = (07278) y
(ll) U1 = (07476)a V2 = (37678) y vz = (2737 1)

2.8 Demuestre que una funcién lineal f:U — V entre espacios vectoriales sobre
un campo K es inyectiva si, y sélo si, ker f = {0}.

2.9 Pruebe que ¢ en 2.14 es lineal y tnica.

2.10 (a) Compruebe que la suma directa externa @, V; de los espacios vectoriales
Vi, i =1,...,n sobre K es un espacio vectorial sobre un campo K.

(b) Establezca el isomorfismo entre la suma directa interna y externa de la familia

{Vitis,.
2.11 Sean vq,...v, vectores de un espacio vectorial V' sobre un campo K. Se dice

que estos vectores son linealmente dependientes si existen escalares asq,...,a, €
K, no todos iguales a cero, tales que

n
a1 + - apu, = E o;v; = 0.
i=1
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También se dice que un conjunto de vectores es linealmente independiente si no
es linealmente dependiente.

Pruebe que un conjunto finito de vectores de V' es linealmente dependiente si, y
solo si, algiin vector del conjunto es una combinacién lineal de los restantes.
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I.3ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA

Iniciaremos esta secciéon estudiando, desde otro punto de vista, los conceptos de
dependencia e independencia lineal definidos en el problema 2.11. Veremos que
ambos puntos de vista coinciden.

Consideremos la suma directa K™ = &7_; K; con cada K igual a K considerado
como espacio vectorial sobre si mismo. Sea 1;: K; — @?le ; la inclusién natural
dada por #;(«) = (0,...,a,...,0), (o en el lugar 7). Por el problema 1.11 y como
1,...,0) =
e;. Observe que cada u € @®}_;K; puede escribirse en forma tnica como u =

es lineal, la inclusién queda determinada por su valor en 1, 2;(1) = (0, ...

7

orer + ageg + - - + ape, con o € K. Denotaremos con g la funcién
. n
g: {1, ey TL} — @jlej
L — e;

dada por ¢(i) = e;. (g es simplemente una funcién.)

3.1 PROPOSICION. Para todo espacio vectorial V sobre un campo K
y para toda funcion f:{1,2,...,n} — V existe una funcion lineal unica
¢p: @7 K — V tal que f=¢og.

\%4
RN

K < {l....n}

Demostracién. Sea u = aje; + -+ ane, € ®7_; K y sean v1 = f(1),..., v,
= f(n). Como la expresién de u es tnica podemos definir una funcién ¢ mediante
la férmula ¢(are; + - - apen) = a1v1 + - -+ + @, v,. Es inmediato comprobar que ¢
es lineal y que ¢(e;) = f(i), es decir, ¢g(i) = f(i), 0 sea, pog= fm

3.2 DEFINICION. Diremos que el conjunto {v,}, j € {1,2,...,n}, de ele-
mentos de un espacio vectorial V' sobre un campo K es

(i) linealmente independiente si ¢ es inyectiva

(ii) un conjunto de generadores de V si ¢ es suprayectiva
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(iii) una base de V si ¢ es biyectiva.

En otras palabras, el conjunto {v;}, j € {1,2,...,n} es linealmente indepen-
diente si ¢(3_7_, aje;) = >0 aju; = 0 implica que a; = 0 para toda j en
{1,2,...,71}, a; € Kj‘

Diremos que el conjunto {v;},j € {1,2,...,n}, de elementos de un espacio
vectorial V sobre un campo K es linealmente dependiente si dicho conjunto no
es linealmente independiente. Es decir, {v;} es linealmente dependiente si existen
escalares o; € K no todos cero tales que

a1v1 + aguy + - - - + o vy, = 0.

Esta ultima expresién es valida para o; =0, Vj € {1,2,...,n} y si ésta tdltima
expresién es valida unicamente para a; =0, j € {1,2,...,n} entonces el conjunto
{v;} es linealmente independiente. En otras palabras, el conjunto {v;} es lineal-
mente independiente si, y sélo si, toda combinacién lineal no trivial de vectores del
conjunto {v;} es diferente del vector 0.

Decir que ¢ en 3.2 es suprayectiva equivale a decir que todo elemento de V'
puede escribirse como Z?:l ajv;, i.e., como una combinacién lineal. El que ¢ sea
biyectiva quiere decir que todo elemento v € V' puede escribirse de una y solamente

una manera en la forma v = Z?=1 a;v;, Vie{l1,2,...,n}.
Es claro que el conjunto {e;}, j € {1,...,n}, es una base de ®7_, K; (llamada
canonica). Frecuentemente se identifica el conjunto {1,2,...,n} con el conjunto

de los e; mediante la biyeccién dada por j — e;.

3.3 EJEMPLO. Los vectores del espacio vectorial R* sobre R, v1 = (2,3,1,4),
vy = (3,2,1,0) y vs = (17,18,7,16), son linealmente dependientes puesto que
4(2,3,1,4) + 3(3,2,1,0) — (17,18,7,16) = (0,0,0,0).

3.4 EJEMPLO. Sean v; = (5,4,7), v = (0,3,1) y v3 = (0,0, 2) vectores del
espacio vectorial R? sobre R. Sea a1v1 + asve + azvs = 0 una combinacién lineal
igual a cero. Entonces tenemos un sistema de ecuaciones lineales

5&1 + 00[2 + 00&3 =0
4a1 + 3as + 0az =0
70[1 + ].042 —+ 2&3 = 0
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De la primera ecuacion, tenemos que oy = 0. De la segunda ecuacién con oy = 0
tenemos que as = 0, y de la tercera ecuacién con a; = ag = 0 tenemos que ag = 0.

Luego a1 = ag = ag = 0 y los vectores vy, v3 y v3 son linealmente independientes.

3.5 PROPOSICION. El conjunto de vectores diferentes de cero {v;},
es linealmente dependiente si, y solo si, uno de ellos es combinacion lineal
de los vectores precedentes.

Demostracién. Supongamos que son linealmente dependientes; entonces
o1v1 + -+ + apv, = 0 con alguna a; # 0. Sea j el mayor entero tal que a; # 0.
Entonces c1v1 + - -+ + ajvj + 0vjpq + -+ -+ 0v, =0, ie., ayvg + -+ a;v; = 0. Si
j =1 entonces orjv; = 0 con a1 # 0, luego v1 = 0. Si j > 1, como los vectores v,
son diferentes de cero y

J

v = —« j

QU — - — a1V,

v; es combinacién lineal de los vectores precedentes.

Supongamos ahora que v; = o v1 +- - - +0o;j_1v;—1. Entonces podemos reescribir
esto como

a1v1+~-~+aj_1vj_1—vj+0vj+1+~-~+0vn=0

con o # 0. Luego, {v;}!; es linealmente dependiente.n

3.6 OBSERVACION. Es inmediato de la definicién 3.2 que si V' es un espacio
vectorial sobre un campo K con base {vy,...,v,} entonces es isomorfo a K™.

3.7 TEOREMA. Sea X = {u;}?, un conjunto de generadores de un
espacio vectorial V. sobre un campo K.

. . . .. . i—1 .
(i) Siwu; es combinacion lineal de los vectores {u;}I_; entonces el conjunto

{u1,...,uj—1, Uj+1,...,u,} genera a V.

(i) S Y = {v1,...,v.} es linealmente independiente entonces r < n y V
estd generado por un conjunto de la forma {vi,...,vr, Wiy, ., u;,_, }
con u;; € X.

(i) Cualquier base de V posee la misma cardinalidad.

.. . Sy i—1
Demostracién. (i) Supongamos que u; es combinacién de {u;}]_;, entonces
j—1 n .
u; = >0, Biui. Sea w € V. Como {u;}!_; genera a V, w = Y I | a;u;, susti-
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j—1
tuyendo u; con ), Bu; tenemos que

j—1 j—1 n j—1 n
w = E oy + oy g Biu; + E QiU = E (o + aBi)u; + E Oy
i=1 i=1 i=j+1 i=1 i=j+1
Por lo tanto, como w era arbitrario, {u1,...,uj—1,uj41,...,Un} genera a V.

(ii) Como {u;}!, genera a V, si le agregamos el vector v;, entonces
{v1,u1,...,u,} es linealmente dependiente y genera a V (véase el problema 3.3).
Por 3.5 uno de los vectores del conjunto {vy,u1,...,u,} es una combinacién lineal
de los vectores precedentes. No puede ser v, pues {v1} es linealmente indepen-
diente, tiene que ser uno de los de X, digamos u;. Por (i) podemos omitir a u;
y obtener un conjunto {vi,u1,...,%;j—1, Ujt1,...,Up} que genera. Repetimos el
procedimiento con ve. Entonces {v1,va,u1,...,Uj—1, Ujt1, ..., Uy} € linealmente
dependiente y genera a V. Por 3.5 uno de los vectores del conjunto es una com-
binacién lineal de los precedentes. Como {v1,v2} es linealmente independiente,
ese vector debe ser una uy. Por (i) podemos omitir u; y obtener un conjunto

{v1,v2, U1, ..o, U1, Wjg1, - oy Uk—1, kg 1, - - - Un } qUe genera a V. Si continuamos
el proceso obtendremos un conjunto, para r < n, {v1, v, ..., Vp, Uiy, ..., U;, _, } que
genera a V.

(iii) Sea {u1,...,un} una base de V'y {v1,ve,...} otra base de V. Como {u;}™ ,
genera a V, la base {v;} debe contener n o menos vectores, pues, si no, serfa
linealmente dependiente (por (i) o el problema 3.4). Si la base {v;} contiene
menos de n vectores, entonces {u; }? ; es linealmente dependiente (por (ii) o por el
problema 3.4). Luego, la base {v,} contiene n elementos.

Obsérvese que los espacios vectoriales K™ y K™ son isomorfos si, y sélo si,

n=m.

3.8 DEFINICION. La dimension de un espacio vectorial V' sobre un campo
K, denotada dim V, es el nimero de elementos de una base de V.

A continuacién estableceremos un resultado que relaciona la dimensién de la
suma de subespacios, con la de cada uno de ellos.

3.9 TEOREMA. Sean U y V subespacios de un espacio vectorial W sobre
un campo K de dimension finita. Entonces

dim (U+V)=dimU +dim V —dim (UNV).
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Demostracién. Sean =dim U, m =dim V y r = dim (UNV). Sea {u;}]_;
una base de U N V. Por el problema 3.5 (iii) {u;}i_; es parte de una base de
U y también de una base de V, digamos A = {uy,...,Ur,v1,...,0p—r} y B =
{u1,...,up, w1, ..., wny_r} respectivamente.

Consideremos el conjunto C' = {uy,..., U, V1, ., UperyWi,eno,Wi—prt ¥
veamos que es una base de U 4+ V con lo que habremos terminando. Como A
genera a U y B genera a V', C genera a U + V. Nos resta probar que C es lin-
ealmente independiente, pero esto lo dejamos como ejercicio al lector (problema
3.8).m

3.10 COROLARIO. dim (U & V) = dim U + dim V =

3.11 PROPOSICION. Sea f:U — V una transformacion lineal de es-
pacios vectoriales sobre un campo K. Entonces

dim U = dim (im f) + dim (ker f).

Demostracion. Sea n = dim U. Como ker f es un subespacio de U,
dim (ker f) < dim U = n. Sea r = dim (ker f) < n. Veamos que dim (im f) =
n—r. Sea {v1,...,v,} una base de ker f. Podemos extenderla a una base de U de
la forma {v1,...,vp,w1,..., wy—}. Consideremos {f(w1),..., f(wn—r)} v veamos
que es una base de im f.

Sea v € im f. Entonces existe u € U tal que f(u) = v. Como {vy,...,v,,
Wiy.ooyWnep} genera a U, u = aqvy + - + Uy + f1w1 + -+ - + BnpWp_p con oy,
B; € K. Como f(v;) =0 parai=1,...,r pues v; € ker f, tenemos que f(u) =
v= fa1vr+- o+ Brwr + -+ BapWn—r) = Brf(wi) + -+ Boer f(Wn—r).
Asi, f(w;) genera a la imagen de f.

Ahora veamos la independencia lineal: sea fif(wi) + SBaf(ws) + -+
Bn—rf(wn—r) = 0. Entonces f(fwi + -+ + Bprwn—r) = 0 y por lo tanto
Yo Biw; € ker f. Como {v;} genera a ker f, existe oy € K, i = 1,...,r
tal que

Grwr + Bawa + -+ - 4 B pWpn—r = 101 + Q2V3 + - - - + Q0

ie.,

ﬁlwl +o anrwnfr —ayvy — - — v = 0.

Como {v1,...,0p,w1,...,W,—p} es una base de U, es linealmente independiente
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y por lo tanto 5; = a; = 0. En particular 5; =0, i =1,...,n—r. Luego, los f(w;)

son linealmente indendientes. Por lo tanto dim (im f) =n —rm

PROBLEMAS

3.1 Compruebe que

. . .z n 3
(i) Sien la expresién ijl a;v; = 0 una de las a;; no es cero, entonces el conjunto
{v;} es linealmente dependiente.

(ii) Sien el conjunto {v;} alguna v; = 0 entonces el conjunto {v;} es linealmente
dependiente.

(iii) Cualquier vector diferente de cero es, por sf mismo, linealmente independiente.

(iv) Si en {v;}, v; = v; para alguna i # j entonces la familia es linealmente

dependiente.

(v) Dos elementos de un espacio vectorial V' sobre un campo K son linealmente
dependientes si, y sélo si, uno de ellos es un multiplo del otro.

(vi) Un conjunto de vectores que contiene un conjunto linealmente dependiente es
linealmente dependiente.

(vii) Un subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente in-
dependiente.

3.2 Demuestre que un conjunto de elementos {v;}, j € {1,2,...,n} de un espacio
vectorial V' sobre un campo K es linealmente dependiente si, y sélo si, uno de ellos
es combinacién lineal de los restantes.

3.3 Sea X ={uj,...,u,} un conjunto generador de un espacio vectorial V' sobre
un campo K. Pruebe que si v es cualquier vector de V, entonces {v,uy,...,u,} es
un conjunto linealmente dependiente y genera V.

3.4 Supongamos que {v1,...,v,} genera el espacio vectorial V' sobre un campo
K. Pruebe que n + 1 vectores o mas de V son linealmente dependientes.

3.5 Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Un subconjunto de elemen-
tos {u;}i—, de S se llama subconjunto independiente mdzimo de S, si es un
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subconjunto linealmente independiente de S y si v € V' es cualquier elemento de S,
entonces {u;}7_; U{v} es linealmente dependiente. Pruebe que:

(i) si (S) =V y {u;}*, es un subconjunto independiente méximo de S entonces
{u;}7—; es una base de V.

(ii) si #S < 0o y (S) = V entonces dim V < oo y un subconjunto de S es una
base de V.

(iii) cualquier conjunto linealmente independiente es parte de una base de V.

3.6 Sea U un subespacio de un espacio vectorial V sobre un campo K de dimension
finita. Pruebe que dim U < dim V' y que si dim U = dim V entonces U = V.

3.7 Caracterice los subespacios de dimensiones 0, 1,2 y 3 del espacio vectorial R?
sobre R.

3.8 Pruebe que el conjunto C del teorema 3.9 es linealmente independiente.

3.9 Sea V el espacio vectorial de las matrices de m X n sobre un campo K. Sea
EllJ € V la matriz con 1 en el lugar ij y cero en todos los demas. Pruebe que {E}]}
es una base de V' y que dim V = mn.

3.10 Sean Uy,...,Us subespacios de un espacio vectorial V' sobre un campo K.
Pruebe que V' = @®;_,U; si, y s6lo si la unién de los elementos de las bases de cada
U; es una base de V.
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I.4 APLICACIONES

Considérese el sistema de ecuaciones lineales

anzr1 + - 4+ awmT, = b

m1T1 + 0+ AQuaTn = bm
con a;; en el campo K. Podemos reescribirlo de la siguiente manera:
ari A1in by

Am1 Amn bm

4.1 PROPOSICION. Considérese el sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo
A+, AT =0
donde A* = *(ay;,...,am;) € K™ yn > m. Entonces existe una solucién no

trivial del sistema.

Demostracién. Como n > m, y mas de m vectores son linealmente dependien-

tes, existen elementos del campo si,...,s, € K no todos cero tales que
s1AY 4+ 8,A" = 0. Por lo tanto S = {s1,...,8,} es una solucién no trivial del
sistema.m

4.2 PROPOSICION. Si en (x), m =n y el conjunto {A'} es linealmente
independiente entonces el sistema posee una solucion y ésta es unica.

Demostracién. Como {A’} es linealmente independiente, forma una base de
K™ y en consecuencia el vector columna '(by,...,b,) = B puede expresarse de
manera Unica como combinacién lineal de las A*, es decir, como

1Al + - 4 2,A" = B.

Luego, X = (z1,...,,) es la Gnica solucién.m

También podemos escribir el sistema original de ecuaciones lineales en la forma

AX =B
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donde

a1+ Qin

A= s X:t(itl,...,l'n)yB:t(bl,...,bm).

Am1 ot Gmn

Observe que cualquier matriz A de m x n lugares determina una aplicacion lineal
f: K™ — K™ dada por v — Av donde los vectores de K™ y K™ se ponen como
vectores columna. La linealidad es inmediata pues A(v; + va) = Avy + Avs y

A(av) = aA(v), a € K. Por ejemplo, si A = (‘;’ % g), A determina f: K3 —

2 2
K? dada por f(v) = Av. Asi, siv = <%l>, flw) = Av = (% % %) <4> =

6
( 22 ) '
26

De esta forma, la solucién de la ecuacion AX = 0 es el nucleo de la aplicacién
lineal f = A: K™ — K™.

Recuerde que el rango de una matriz A es el nimero maximo de renglones
linealmente independientes (que también es el nimero méximo de columnas li-
nealmente independientes). Recuerde también que el rango de una matriz se ob-
tiene reduciéndola mediante operaciones elementales a una matriz escalonada. Por
definicién, si f: U — V es una transformacién lineal, el rango de f es la dimensién
de la imagen y la nulidad de f es la dimensién del nicleo de f, i.e.

rango f = dim (¢m f) y nul f = dim (ker f).

4.3 PROPOSICION. La dimension del espacio solucion de un sistema
de ecuaciones lineales homogéneo AX =0 es n—r donde n es el nimero de
mcdgnitas y r es el rango de la matriz de coeficientes.

Demostracion. Por la proposicién 3.11,
dim (ker f) = dim K" — dim (¢m f) = n — rango A.
Pero n es el nimero de incégnitas, luego el resultado es inmediato.m

Observe que, si vemos a A como transformacién lineal, entonces la dimension
de la imagen de A coincide con el rango de A pues im A corresponde a su espacio
columna. (Vedse el problema 4.8.)
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4.4 EJEMPLO. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales
r+3y—22+4s— t=0
T+3y— 2+3s+ t=0
2046y — 2+ 5s+4t=0.

Obtenemos el rango de la matriz de coeficientes

1 3 -2 4 -1 1 3 -2 4 -1 1 3 -2 4 -1
13 -13 1|~(00 -1 1 -2]~{0O0 -1 1 =2].
2 6 -1 5 4 0 0 -3 3 —6 00 0 0 O

Asi tenemos un sistema de dos ecuaciones con cinco incégnitas

r+3y—2z+4s— t=0
—z+ s—2t=0.

La dimensién del espacio solucién es n — r, es decir 3. Tenemos tres variables
libres (y, s,t).

En términos de y, s,t obtenemos z = s — 2t y * = —3y — 2s — 3t. Luego, las
soluciones son de la forma (—3y — 2s — 3t,y,s — 2t, s,t). Si damos valores particu-
lares para (y, s,t) obtenemos valores particulares que son solucién del sistema. Por
ejemplo, si damos valores (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) para la terna (y, s,t) obtene-
mos las soluciones u; = (—3,1,0,0,0), us = (—2,0,1,1,0) y uz = (—3,0,—2,0,1)
respectivamente, las cuales forman una base del espacio solucion.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Sea f:V — V una aplicacién
lineal de V' en si mismo. Tal aplicacién lineal se llama operador lineal.

4.5 DEFINICION. Diremos que un operador lineal f:V — V es invertible
si posee un inverso f~1, i.e., si existe f71:V — Vtalque fof~ ! =1y = f~lof.

4.6 DEFINICION. Sea g:U — V una transformacién lineal de espacios
vectoriales sobre un campo K. Diremos que g es no singular si ker g = {0}. g es
stngular si no es no singular.

4.7 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimension finita
sobre un campo K. El operador f:V — V es invertible si, y sélo si, es no
stngular.
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Demostracién. Si f es invertible, entonces es biyectiva, en particular es inyec-
tiva y, por el problema 2.8, ker f = {0}. Luego, f es no singular.

Si f es no singular, entonces ker f = {0} y por lo tanto f es inyectiva (problema
2.8). Como dim V < oo, dim V = dim (¢m f) + dim (ker f) = dim (im f). Por lo
tanto im f =V, i.e., f es suprayectiva. Asi, f es biyectiva, luego invertible.m

Consideremos el sistema de n ecuaciones con n incégnitas AX = B. Si supone-
mos que el sistema homogéneo asociado AX = 0 solamente posee la solucién trivial,
i.e., ker A = {0}, entonces, por 4.7, A es biyectiva y por lo tanto AX = B posee

una solucién dnica para cualquier B.

Si suponemos que A es singular, i.e., ker A # {0}, existe una solucién no trivial
de AX = 0. Luego A no es suprayectiva, i.e., existe B € K™ para el cual AX = B

no tiene solucién. Atn més, si existe una solucién, ésta no es tnica.

PROBLEMAS

4.1 Pruebe que los renglones diferentes de cero de una matriz escalonada son
linealmente independientes.

4.2 Encuentre la dimensién y una base para el espacio solucién de los sistemas

(a) 20 +3y+22z—4t=0
20 4+3y+ z2+2t=0
6r —2y+82— t=0

(b) T+2y+22—5+3t=0
r+2y+3z+s+ t=0
3r4+6y+82+s+5t=0

4.3 Encuentre el sistema homogéneo cuyo espacio solucién esta generado por el
conjunto {(1, 3,2), (4,5,8),(3,8,6)}. Haga los mismo para el conjunto {(1, 2,0, 3),
(]—7 _1a _17 4)3 (1, 07 _23 5)}
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4.4 Sean Uy V los subespacios de R?® dados por U = {(z,y,2)|z +y + z = 0},
V ={(z,y, 2)|z+y = 0}. Encuentre una base y la dimensién de U, V' 'y UNV. Haga
lo mismo para U = {(a, b, ¢,d) € R*|b+c+d =0}y W = {(a,b,c,d) € R*|a+b =0,
c=2d}.

4.5 Sean U y V los subespacios de R* generados por {(1,4,3,2),(2,4,6,8),
(3,6,4,2)} v {(2,3,1,4),(1,1,2,0),(3,1,2,4)}. Encuentre la base y la dimensién
de U+V y de UNV. Haga lo mismo para los subespacios U y V de R® generados
por los conjuntos {(1,3,-2,2,3),(1,4,-3,4,2),(2,3,-1,-2,9)} y {(1,3,0,2,1),
(1,5,-6,6,3),(2,5,3,2,1)}.

4.6 Sea A una matriz de n x n. Pruebe que el rango de A es n si, y s6lo si A es
invertible.

4.7 Encuentre la transformacién inversa del operador lineal f: R®> — R? dado
por f(.’II,y,Z) = (y72:1c - Z7Z)'

4.8 Pruebe que el rango por columna de una matriz A de m x n es igual al rango
de la funcién lineal f: K™ — K™ determinada por A. (Sugerencia: verifique que
para cada j = 1,...,n, el vector f(e;) = Ae; es la j-columna de A.)
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I.5 LA MATRIZ ASOCIADA A UNA
TRANSFORMACION LINEAL

Sea K un campo. Denotemos con Homg (U,V) el conjunto de transformaciones
lineales del espacio vectorial U sobre K en el espacio V sobre K. Sean f,g:U — V
aplicaciones lineales y definamos f + ¢:U — V mediante (f + g)(u) = f(u) +
g(u). También, si f:U — V y a € K definamos una multiplicacién escalar
af:U — V mediante (af)(u) = a(f(uw)). Es inmediato comprobar que f+ gy
af son lineales (problema 5.1(a)). Aun més, (véanse los problemas 5.1(b) y 1.8)
tenemos el siguiente resultado:

5.1 TEOREMA. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K.
Entonces Homg (U, V) con las operaciones definidas arriba es un espacio
vectorial sobre K.m

(Cudl serd la dimensién del espacio Homg (U,V) si U y V son de dimensién
finita? Para responder esta pregunta, primero veamos un resultado previo que nos
dice que una transformacion lineal estd totalmente determinada si conocemos la
imagen de los elementos de la base de U.

5.2 PROPOSICION. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K.
Sea {u;}, una base de U y {v;}_, cualesquiera vectores de V. Entonces
existe una funcion lineal unica f:U — V tal que f(u;)) =v;, i=1,...,n.

Demostraciéon. Daremos dos demostraciones.

(1) Consideremos el diagrama

/i

K, - oK, < {1,2,...,n}

Por 3.1 y 3.6, basta tomar f = ¢’ o ¢! donde ¢': "_1Kj — V es la funcién
lineal tinica tal que ¢’ o g = g” pues ¢ es biyectiva.
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(2) Definamos f: U — V mediante f(u) = f(aius + -+ anuy) = aqvy + -+
apv,. En particular f(u;) = f(Ouy + -+ 4+ lu; + - - + Ouy, ) = v;. Veamos que f es
lineal: seanu =Y, azu; yu' =Y i Biu; entonces f(u+u') = 37" (i +8;)v; =
Diy qivi + 350 Biv = f(u) + f(W) y flow) = 300 acu; = a3l o =
af(u). Veamos que f es unica: sea f':U —— V otra aplicacién lineal tal que
f(u;)) = v, i =1,...,n. Entonces f'(u) = f'(O. asu) = D auf'(u;) = > vy =

f(u). Como u es arbitraria, f' = fm

5.3 TEOREMA. Si dim U =n y dim V = m entonces dim Homg (U, V) =
nm.

Demostracién. Sea {u;}{_; una base de U y {v;}72; una base de V. Encon-
tremos una base para Homg (U,V) y contemos el niimero de elementos de dicha
base. Para ello definimos f;; € Homg (U, V) mediante

y _Jv; sik=1
f”(“k)_{o sik #i.
Veamos que {fi;} es linealmente independiente: supongamos  que

Sy Z;n=1 a;jfij = 0; ai; € K. Pero para uy,

n m m

0= "> afijlu) =Y anjfi;(ur) = Y arjoy;
j=1 j=1

i=1 j=1

pero como las v; son linealmente independientes, para k = 1,...,n tenemos que
Qp1 = Qg = -+ = agm = 0. Luego «;; = 0 y por lo tanto {f;;} es linealmente
independiente.

Veamos que {f;;j} genera a Homg(U,V): sea f cualquier elemento de
Homg (U, V). Sea w; = f(u;), i =1,...,n. Como wy € V, wy, = apivs + -+
QmUm; k =1,...,n; a;; € K. Luego, al evaluar en ug, » ., Z;":l aij fij(ug) =
Sy akifrj(ug) = YL vy = wy.  Pero wy = f(uy). Luego, f =
D1 >y @i fij y por lo tanto {fi;} genera a Homg (U, V). Como hay nm ele-
mentos en {f;;}, dim Homg (U, V) =nma=

Sea f:U — V una aplicacion de espacios vectoriales U y V con dim U =m y
dim V = n. Supongamos que 8 = {u1,...,un}y S = {v1,...,v,} son bases para
U y V respectivamente. Como f(u;) € V, tenemos que

flur) = anvi + -+ a1t

f(um) = amllvl + -+ am;Lvn
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El sistema de ecuaciones anterior lo podemos escribir como

fluy) Q11V1 + -+ QipUn Qi1 o Qlp 1

.o

f(um) am1U1 + -+ OnUn am1 MR € 7997 ) Un

A la matriz

, tf 1 - Qip Q11 Ol
5 =1 | =

Qm1 ot Qi [e5T)) ot Omp

se le llama matriz asociada a la transformacion lineal f, y decimos que repre-
senta a f.

5.4 EJEMPLO. Sea f: R* — R? dado por f(z,y) = (2z —y,z +y). Cal-
culemos [f]g con respecto a la base 8 = ' = {(1,0), (0,1)}. Entonces

f(1,0) =(2,1) =2(1,0) + 1(0,1) y
f(0,1) =(-1,1) = —1(1,0) + 1(0, 1).

Luego [f}gl = (% 711>.

5.5 EJEMPLO. Sea f: R*> — IR? la aplicacién lineal dada por f(z,y) =
(4x + y, 2z — 4y). Calculemos [f]?/ donde v =+' = {(1,1),(-1,0) }:

fLY)=(5,-2)==2)L, D+ (=7)(-1,0) y
f(*l,(]) = (747 72) - (72)(17 1) + (2)(*130) Luego

Observemos que si u = (3,5) entonces, en términos de la base -+,
w=(3,5) = 5(1,1) + 2(—1,0). Luego f(u) = f(3,5) = (17,—14) = —14(1,1) +
—31)(—1,0). Asf que, el vector traspuesto de coordenadas de u es [u], = (g) y

el vector traspuesto de coordenadas de f(u) es [f(u)]y = (:21;11) Finalmente

= (7 3) (3) = (T1) =
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Tenemos el siguiente resultado que establece lo que observamos en el ejemplo

anterior:

5.6 PROPOSICION. Sean 8 = {u1,...,um} y S ={v1,...,v,} bases para
los espacios vectoriales U y V sobre un campo K respectivamente. Sea

f:U — V una transformacion lineal. Entonces [f]g/ [ulg = [f(u)]g-

Demostracion. Consideremos f(u;) = 01 + qpova + -+ + Qipt, =
n B’ . .
>_j—1 Qijv;. Entonces [f])5 es la matriz cuyo renglén j es (a1, aaj, ..., mj).

m

Supongamos que u = YUy + - F VY, = Zizl ~viu;.  Luego [U}ﬂ =
“(y1,...,¥m). Aplicando la transformacién lineal f a u obtenemos f(u)
SO i) = 30 vif(w) = 300 'Yi(Z?:1 a;v;) = 2?21(221 @ij7i)V;

n
ijl(alj’h +o 4+ am.]’ym)UJ

Luego [f(u)]p es el vector columna cuyo coeficiente en el nivel j es
a1;Y1 + -+ - 4 Qmj¥m- Calculando

, Q11 Qupl 94! 1171 + 0+ QmiTm
15 g = | : S = : = [f(u)]g =

A1n - Qmn Tm Q1pY1 T+ F OmnYm

La proposicién anterior nos dice que, el multiplicar el vector de coordenadas de

u con respecto a la base § = {u1,...,u,} por la matriz [f]gl nos da el vector de

coordenadas del vector f(u) con respecto a la base 3/ = {v1,...,v,}.

5.7 DEFINICION. Sean 8 = {u1,...,un} v v = {u},...,u,} bases de U.
Considérese

! !
ly(u)) = w = anu)] + - + apul,

: L : ,
lu(un) = up = apuuf + -+ + apuul,.
Luego, la matriz cuadrada

Qi1 R e 775 |

A1p +° Qpp

se llama matriz de transicion de la base 3 en la base . Con frecuencia escribimos
simplemente N en lugar de Ng. Si g =7, Ng se denota Ng y se llama matriz
asociada a f con respecto (o relativa) a (3.
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La matriz de transicién Ng puede verse como la matriz asociada a la funcién
lineal 1y: U — U con respecto a las bases 8y v, es decir Nj = [1y]}.

5.8 EJEMPLO. Considere U = R? con bases 3 = {(1,0),(0,1)} y v =
{(1,1),(—1,0)}. Entonces

(1,0) =0(1, 1) + (=1)(=1,0) y
(0,1) = 1(1, 1) + (1)(-1,0).

Luego Nj = ( 0 1). Por otro lado,

-1 1

Luego Ng = (% _01).

Observe que N,?N[;Y =1

5.9 LEMA. Sea N = Nj la matriz de transicion de la base B = {u;}}_,
en la base v = {u;}}'_, del espacio vectorial U sobre un campo K. Entonces
Nlul, = [ulg, y [u]ly, = N~ [u]g para toda v € U.

Demostracién. Sea v, = a;iu; + qouz + ++ - + Qipy, = Z?Zl Q;;uj, para
cada ¢+ = 1,...,n. Entonces N es la matriz cuadrada con rengléon j igual a
(alj,agj, e ,Oénj).

Si suponemos que u = Ajuj + Aoub + -+ 4+ A\pul, = > Nul entonces [u], =
O,y An)- Luego w = >0 Nup = L NG o) =
Do (i iy = 3T (aj A Fagjde A an A )uy. Ast [u]g es el vector
columna con coeficiente j igual a aj A1 + agjdg + - + apjdy.

Por otro lado, el coeficiente j de Nu], se obtiene multiplicando el renglén j de
N por [u],, i.e., multiplicando (a1, agj, - .., @y ) por (A1, ..., A,). Dicha multipli-
cacién es precisamente aijA\ + - - - + A, Luego Nu], v [u]s tienen los mismos
coeficientes. Por lo tanto N[u], = [u]g. Finalmente, si multiplicamos por N1,
(véase el problema 5.6), obtenemos N ~'u]g = N"'N[u], = [u],.=

5.10 TEOREMA. Sea N la matriz de transicion de la base 8 = 3’ = {u;}
a la base v = ~" = {u}} del espacio vectorial U. Sea f:U — U un operador
lineal. Entonces [f]2 = N‘l[f]g N donde N = NJ.
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Demostraciéon. Sea u € U, luego N’l[f]g/N[u],y &9 Nfl[f]gl[u]ﬁ
N‘l[f(u,)]ﬁ/ .9 [f(u)]y. Como [f];y/,[?]v = [f(u)]y por 5.6, tenemos que
NHAG Nluly = [f17 [u]y- Luego N™HfITN = [f]7 =

5.11 EJEMPLO. Considere el operador f: R* — R? dado por f(z,y) =
(4 + y,2x — 4y). Sean B = ' y v =+ las bases del ejemplo 5.8. Luego

f(1,0) = (4,2) = 4(1,0) + 2(0,1) y
f(Oa 1) - ( 774) - 1(130) + (74)(071)

75 = (3 )

Calculemos [f]?/ utilizando el teorema 5.10 con la N = Nf obtenida en 5.8:

Asi que

’

1 =NfGN
DG )0 o)
-(9 D(% 29)=(3 7)

la cual coincide con la matriz [f]'vy/ de 5.5.

PROBLEMAS

5.1 a)Sean f,g:U — V funciones lineales de espacios vectoriales sobre un campo
K y a € K. Demuestre que f + g y af son funciones lineales.

b) Pruebe el teorema 5.1 con detalle. Si U = V se acostumbra denotar al
conjunto de funciones lineales de V' en s{ mismo con Endg (V') y se llama conjunto
de endomorfismos de V.

5.2 Sea f: R?> — IR? el operador lineal dado por f(z,y) = (3z — 4y,x — y).
Calcule la matriz [f]g asociada a f con respecto a la base § = {(1,1),(—1,0)}.

5.3 Sea f como en el problema anterior. ;Cudles son las coordenadas del vector
f(3,5) con respecto a 3 7
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5.4 a) Describa la matriz de transicién de un espacio de dimensién 1.

b) Calcule la matriz de transicién de la base 8 = {(1,1),(—=1,0)} a la base
B = {(2,6),(4,10)} del espacio vectorial R? del problema 5.2.

5.5 Calcule la matriz asociada [f]g: en el problema 5.4.
5.6 Pruebe que la matriz de transicién Ng definida en 5.7 es invertible.

5.7 Pruebe que existe un isomorfismo del espacio Homg (U, U) con el espacio de

las matrices cuadradas M,, K dado por f +— [f]g

5.8 Pruebe que si f,g € Homg (U, U) entonces [f o g]g = [f]g[g]g

5.9 Pruebe resultados andlogos al problema 5.7 para Homg (U, V) i.e.,
Homg(U,V) 2 M, «x»K y al problema 5.8 para cuando f € Homg(U,V) y
g € Homg (V,W) son transformaciones lineales de espacios vectoriales U,V y W
sobre un campo K con bases 3, v y n respectivamente, i.e. pruebe que [go f]g =

913 [£15-

5.10 Sea N la matriz de transicién de la base  en la base v de U. Sea M la
matriz de transicién de la base 3’ en la base v de V. Pruebe que si f:U — V es
una aplicacién lineal, entonces

17 = MYfS N

Y






Capitulo II
VECTORES CARACTERISTICOS

Y FORMAS CANONICAS

II.1 VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS

1.1 DEFINICION. Sean A y B matrices cuadradas. Si A = N"'BN con N
una matriz invertible entonces diremos que A es similar o semejante a B.

1.2 PROPOSICION. La relacion de similaridad (o semejanza) es una
relacion de equivalencia.

Demostracién. Claramente A = I~'AJ donde I es la matriz identidad, la cual
es invertible. Luego, A es similar a A. Si A es similar a B, existe una matriz
invertible N tal que A = N"'BN. Entonces NAN~! = N(N"!BN)N~! = Bo
bien (N~1)"*AN~! = B. Luego, B es similar a A. Finalmente, si A es similar
a By B es similar a C, entonces existen matrices invertibles N y M tales que
A=N7"'BNyB=M"1CM. Sustituyendo obtenemos A = N~} (M~1CM)N =
(MN)='C(MN) y como MN es invertible, A es similar a C'.m



56 Capitulo II Vectores caracteristicos y formas canonicas

1.3 PROPOSICION. Las matrices A y B representan al mismo operador
lineal f:U — U si, y solo si, son similares una con la otra.

’

Demostracién. Sean 3 = 'y v = 7/ bases de U. Supongamos que A = [f]7

y B= [f]g/ representan el mismo operador lineal. Por 1.5.10, A es similar a B.

Sea 3 = /3’ una base de U y supongamos que A es similar a B = [f}g/, es decir,

que A = Nfl[f]g/N para alguna matriz invertible N. Sea v = 7' la base de U
obtenida mediante N a partir de 8 = (. Es facil comprobar (problema 1.5) que A
representa a f con respecto a la base y.m

Dado un operador lineal f, podemos decir que sus matrices asociadas forman
una clase de equivalencia de matrices similares.

1.4 DEFINICION. Diremos que un operador lineal f:U — U es diagonali-
zable si para alguna base de U, la matriz asociada es diagonal. Diremos que dicha
base diagonaliza a f.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de 1.3:

1.5 COROLARIO. Sea B = [f]g/ la matriz asociada al operador lineal f
con respecto a la base = ('. FEntonces [ es diagonalizable si, y solo si,

existe una matriz invertible N tal que N"'BN es una matriz diagonal=

Hacemos la observacion de que no todo operador es diagonalizable. Como ve-
remos mas adelante, a todo operador f se le puede asociar una matriz especial
llamada forma candnica, (véase §4).

1.6 DEFINICION. Sea U un espacio vectorial sobre un campo K. Sea
f:U — U un operador lineal. Si existe un vector v € U distinto de cero y
un escalar A € K tal que f(u) = Au entonces llamaremos a A valor caracteristico
o valor proptode fy au vector caracteristico o vector propio correspondiente
a A

Observe que si en la definicién anterior u = 0 entonces u seria un vector ca-
racteristico correspondiente a cualquier A € K. Noétese que u es un vector carac-
terfstico correspondiente a A si f(u) es un multiplo de u, i.e., f(u) = Au, A € K.
También los miltiplos au de un vector caracteristico son vectores caracteristicos
pues f(au) = af(u) = a(Au) = A(au). Ademds, puede haber muchos vectores
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caracteristicos correspondientes a un valor caracteristico. Por ejemplo, la funcién
identidad 1y7:U — U posee a 1 € K como su unico valor caracteristico, pero
cualquier vector distinto de cero de U es un vector caracteristico correspondiente
al 1.

1.7 PROPOSICION. Sea X wun walor caracteristico (fijo) de
f:U — U. Entonces el conjunto de los vectores u € U tales que f(u) = Au
es un subespacio no trivial de U denotado U .

Demostracién. Siu=0¢c U, f(u) = f(0) =0 = X0 = Au, para A € K. Luego
0 € Uy. Siwu,u € Uy entonces f(u) = Ay f(u') = M. Luego, f(u+u') =
fw) + f(w) = A+ 2 = Mu+'). Ademds f(au) = af(u) = a(du) = Aau).
Asi, u+u' € Uy y au € Uy. Luego U, es un subespacio de U.n

Llamaremos a U, espacto caracteristico de X. Observe que U, consiste del
cero y de todos lo vectores caracteristicos correspondientes a .

1.8 EJEMPLO. Si A es una matriz cuadrada, los valores caracteristicos de
A son los valores caracteristicos de A vista como operador lineal. Por ejemplo, si
A= (:2)) é) encontremos los valores caracteristicos y sus vectores caracteristicos

no triviales asociados, i.e., si X = (”;j), buscamos A € K tal que AX = AX. Esto
es
2 4 T\ x
3 90)-0)
2 + 4y = A\ (2=Nx+4y=0
Entonces se tiene , por lo que .
3x + 6y = Ay 3x+(6—XNy=0

Asi, el sistema homogéneo anterior tiene solucién no trivial si, y sélo si, el deter-

minante de la matriz de coeficientes es cero:

2-) 4

3 (6/\)‘:(2—/\)(6—/\)—12:12—2/\—6)\4—)\2—12

=2 -8\ =)\\—-8)=0.

Asi, X es un valor caracteristico de A correspondiente a un vector caracteristico

2x+4y =0
distinto de cero si, y s6lo si, A = 0 0o A = 8. Si A = 0, entonces

3x+6y =20
o bien, z + 2y = 0. Luego X = <§> = (_12) es un vector caracteristico no
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trivial correspondiente al valor caracteristico asociado a A = 0. Cualquier otro

vector caracteristico asociado a A = 0 es un multiplo de X. Si A = 8, entonces
—6x +4y =0 ) z 9
o bien 3z — 2y = 0. Luego Y = = (3) es un vector

3z —2y=0 Yy
caracteristico no trivial correspondiente al valor caracteristico A = 8. Cualquier

otro vector caracteristico de A = 8 es un multiplo de Y.

1.9 TEOREMA. Sea f:U — U un operador lineal de un espacio vectorial
U sobre un campo K. Entonces A € K es un valor caracteristico de [ si, y
solo si, \I — [ es singular.

Demostracion. A es un valor caracteristico de f <= existe un vector no
trivial u tal que f(u) = Au <= (AI)(u) — f(u) =0 <= (M — f)(u) =0 ie,
M — f es singular, (o no invertible).m

1.10 COROLARIO. El espacio de vectores caracteristicos de A es igual
al nicleo de \I — f.m

1.11 PROPOSICION. Los vectores caracteristicos correspondientes a
valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes.

Demostracion. Sea f:U —— U un operador lineal con uq,...,u, vectores
caracteristicos correspondientes a los valores caracteristicos distintos Ay, ..., A,.
Veamos que {u;}; es linealmente independiente. Para ello hagamos induccién so-
bre n. Sin = 1, entonces u; es linealmente independiente pues u; # 0. Supongamos
que, para n > 1,

arug + -+ apu, =0, a; € K. (%)

Luego, f(ajus +---+apuy) = a1 f(u1) + -+ anf(u,) = f(0) = 0. Por hipétesis,
fu;) = M\u;, y tenemos que

aiA\ul + -+ ap A, = 0.
Si multiplicamos (*) por A, obtenemos

Q1A Uy + - -+ Aty = 0.
Restando las dos tltimas ecuaciones obtenemos

al()\l - )\n)ul + -+ anfl()\nfl - )\n)unfl =0.
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Por induccién, a;(A; — A,) = 0 parai =1,...,n — 1. Como las \; son distintas
entre si, A\; — A\, # 0 para i # n. Luego, a; =0 parai=1,...,n — 1. Al sustituir
en (*) obtenemos que a,u, = 0y, por lo tanto, a,, = 0. Asi, las u; son linealmente
independientes.m

Nota. Vectores caracteristicos linealmente independientes pueden corresponder

a un mismo valor caracteristico.

El siguiente teorema relaciona los conceptos de matriz diagonal y vector carac-
teristico.

1.12 TEOREMA. Sea f:U — U un operador lineal. Entonces f tiene
como matriz asociada a (o puede representarse por) una matriz diagonal st,
y solo si, U posee una base que consta de vectores caracteristicos de f.

Demostraciéon. f puede representarse por una matriz diagonal

A 0 0 - 0
0 A 0 --- 0
B = ) )
0 0 0 --- X\,

si, y sblo si, existe una base {u;}_; de U tal que

f(ul) = /\1’LL1 + O’LLQ + -+ O’U,n
f(UQ) = 0uq + Aaug + - -+ + Ouy,

f(up) = 0ug 4+ Oug + - - - + Ay

i.e. si, y sdlo si, los vectores {u;}?_; son vectores caracteristicos de f correspon-
dientes a los valores caracteristicos {A;}7_; .=

Observe que los elementos de la diagonal de B son precisamente los valores
caracteristicos correspondientes.

Observe también que, por 1.12, una matriz cuadrada A es similar a una matriz
diagonal B si, y s6lo si, A posee n vectores caracteristicos linealmente indepen-
dientes. Aqui también B posee en su diagonal a los valores caracteristicos. Si
N es la matriz cuyas columnas son los n vectores caracteristicos de A, entonces
B=N"1AN.

1.13 EJEMPLO. Sea A la matriz del ejemplo 1.8. Los vectores caracteristicos
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son X = <_12> yY = (%) Sea N = <_12 %), N~ = <1?}/88 g?g) Luego

A es similar a la matriz diagonal

povav =5 38) G (T D=0 Y

donde los elementos de la diagonal son los valores caracteristicos correspondientes.

[evfen}

PROBLEMAS

1.1 Recuerde que la traza de una matriz cuadrada A (i.e. la funcién
tr: M,(K) — K), denotada trA, es la suma de los elementos de su diagonal.
Pruebe que:

(i) tr(AB) =tr(BA) y que

(ii) tr(A) = tr(B) si A y B son similares. Debido a esto ultimo, decimos que la
traza es un invariante bajo la relaciéon de similaridad o semejanza.

1.2 Calcule los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos correspondien-
tes de la matriz A = (}1 :55) y encuentre una matriz invertible N tal que N~'AN

sea diagonal.

1.3 Calcule los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos correspondien-

1 4 2
tes de la matriz A = (2 3 2) y encuentre una matriz invertible N tal que
1 1 2

N~1AN sea diagonal.

1.4 Sean A, B € M,,,x» K. Se dice que A es equivalente a B si existen matrices
invertibles M y N tales que A = M BN. Pruebe que la equivalencia de matrices es
una relaciéon de equivalencia.

1.5 Pruebe con todo detalle que A representa a f con respecto a la base v en la
proposicién 1.3.

1.6 (i) Supéngase que A y B son matrices similares de n x n, i.e. B = N"1AN
para alguna matriz invertible N. Pruebe que B¥ = N=1AFN.
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(ii) Suponga que los conejos no se reproducen durante su primer mes de vida,
pero que a partir del segundo mes cada pareja de conejos produce un nuevo par.
Suponga que ningin conejo muere. Si comenzamos con un par de conejos, jcuantas
parejas de conejos hay a los n meses? Sugerencia: escriba la férmula de recursién
Up = Up—1 + Up—2 como la igualdad de matrices (tn, un—1) = (Up—1,un—2)B donde
B = (% é) Encuentre los valores caracteristicos de B y utilice (i). La sucesién
as{ obtenida se llama sucesion de Fibonacci, sus términos se llaman numeros
de Fibonacci y el valor caracteristico positivo obtenido se llama seccidn durea o
proporcion divina. La solucién de muchos problemas de “aplicacién” de la teoria
con largos enunciados se reduce a formular ecuaciones adecuadas como en este

problema.
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I1.2 TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

2.1 DEFINICION. Sea f(r) = a,z" +a,_12" ' +---+a12+ap un polinomio
con coeficientes en un campo K. Sea A una matriz cuadrada con coeficientes
también en K. Definimos el polinomio f(A) como a, A" +a, 1A" '+ - +a1 A+
aol, donde I es la matriz identidad.

En forma andloga tenemos la siguiente

2.2 DEFINICION. Sea p:U — U un operador lineal del espacio vectorial
U sobre el campo K. Sea f(x) un polinomio con coeficientes en K. Definimos
f(p) = anp™ + -+ + a1p' + apl donde I es la aplicacién de identidad. Aqui,

pt=po---0p, n veces.

Se dice que una matriz A (o un operador p) es una raiz del polinomio f si

F(A) =0 (0si f(p) = 0).

2.3 DEFINICION. Sea A la matriz cuadrada

@11 ai2 -+ Aip

apl  Ap2 -+ Qpp

La matriz cuadrada AI,, — A se llama matriz caracteristica. Llamamos polinomio
caracteristico pa(A) de A al determinante de la matriz caracteristica de A, i.e.,
pa(A) = |A, — Al

Asi, M, — A es
A—air  —ai2 - —Qin
—asz1 A—az - —A2n
7dn1 76’%2 A 7.ann
y pa(A) es (A —a11)(X —ag2) -+ (A= apn) —-- - ; 0 bien,
paA(N) = A" = (a11 +agn + - F )N = A = (e AN (1) A

donde (—1)"|A| = pa(0) es el término constante.
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Recordemos que si A es la matriz cuadrada de n x n

aip - Gln

ap1  +°+ Qnn
se denota con N;; a la submatriz de (n — 1) x (n — 1) obtenida de A suprimiendo

su renglén ¢ y su columna j y, el determinante |N;;| se llama menor del elemento
a;j de A. El cofactor de a;; se define como el escalar

Agj = (1) Nyl.

1 2 3
Por ejemplo, si A= 4 5 6 | entonces
7 8 9
Nip = (% 8) y Az = (=1)'+? ‘% 8‘ = —(36 — 42) = 6.

Recordemos que |A| = a;1 A1 + aipdis + -+ + ainAin = Z;;l aijAij vy |Al =
ajArj + agjAs; + - 4 anjAn; = Y iy aij Ay

También recordemos que la matriz adjunta cldsica de A es la matriz traspuesta
de cofactores, i.e.,

A oo Am
A= . .

. 1 -
y tiene la siguiente propiedad: AA = AA = |A|I; lo cual implica que A™! = WA.

2.4 TEOREMA. (Cayley-Hamilton). Toda matriz cuadrada es raiz de su
polinomio caracteristico.

Demostracién. Sea A una matriz cuadrada y pa(A) = [AM — A] = A" +
Ap_1 A" 1 + -+ a1\ + ag su polinomio caracteristico. Sea Cy la adjunta clésica
de la matriz AI — A. Como los elementos de C) son cofactores de \I — A, son
polinomios en A de grado menor o igual que n — 1. Luego

Cy = Cnfl)\n_l +- +CIA+Cy

donde C; es una matriz cuadrada con elementos en K. Asi que, aplicando la
propiedad que mencionamos de la matriz adjunta clésica se tiene que (Al — A)C)y =
A — A|I. Esto es

A = A)(Cpp A" o OIAN+Co) = (AN Fan A" -+ ag )+ ag)l.
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Luego —ACy = aol, Cy — AC7 = a1l,...,Cp_3 — ACy_o = a,_ol,
Ch_o—AC,_1 =ap_11 y C,,_1 = I. Si multiplicamos ambos lados de cada igual-
dad por I, A, A% ..., A" respectivamente, obtenemos: —ACy = agl, ACy— A%C, =
aA, .. AV2C, 3 — A" TIC_y = ap_g A", AVTIC, o — A"Ch_q = a1 AMTL,
A"C,_1 = A™. Al sumar las ecuaciones obtenemos 0 = agl + a1 A + as A% + --- +
1 A"+ A" a

2.5 EJEMPLO. Sea A = (é Z) Luego

pA(A))\IA|’/\__31 )\__24‘)\2)\4)\+46/\25>\2.

Por el teorema 2.4

2.6 PROPOSICION. Sea A una matriz cuadrada con elementos en un
campo K. Un elemento o € K es un wvalor caracteristico de A correspon-
diente a un vector caracteristico (diferente de 0), si, y sdlo si, o es una raiz
del polinomio caracteristico pa(\).

Demostracion. Por 1.9, « es un valor caracteristico de A si, y sélo si, al — A es
singular, es decir, no invertible. Pero af— A es no invertible si, y sélo si, |al —A| =0
(recuerde que una matriz es invertible si, y s6lo si, su determinante es distinto de

cero). i.e., « es rafz de py(\).m

2.7 PROPOSICION. Supdngase que pa()\) es de la forma
A=—a1)A—az) - (A—an)

con todas las a; distintas, entonces A es similar a una matriz diagonal con
las a; en la diagonal.

Demostracién. Como las a; son las distintas raices diferentes de cero de pa()),
éstas son, por 2.6, los valores caracteristicos de A y, por 1.11, los vectores car-
acteristicos correspondientes son linealmente independientes. Luego, los vectores
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caracteristicos asociados a dichos valores caracteristicos son una base del espacio
vectorial y, por 1.12; A es similar a una matriz diagonal.m

2.8 PROPOSICION. Si A y B son matrices similares, entonces
pa(A) =pB(A).

Demostracién. Si A es similar a B entonces A = N"'BN con N invertible.
Como A = N7IMIN, tenemos que |\ — A| = |\ — N"!BN| = |[N7!A\IN —
N7IBN|=|N"YA - B)N| =|N~Y\ — B||N| = |\ — B||[N7!||N| = |\ - B|=

En otras palabras, la funcién M, (K) — KJ[A] que asigna a cada matriz su
polinomio caracteristico es un invariante bajo similaridad o semejanza.

Puesto que todo polinomio sobre © posee una raiz, si A es una matriz con
coeficientes en € entonces A posee al menos un valor caracteristico.

PROBLEMAS

2.1 Pruebe quesi f y g son polinomios con coeficientes en K entonces (f+g)(A) =

f(A) +g(A), (f9)(A) = f(A)g(A) y (Af)(A) = A(f(A)), A€ K.
2.2 Sea A la matriz asociada a p. Pruebe que f(A) es la matriz asociada a f(p).

2.3 Pruebe que si A es la matriz adjunta clasica de A entonces AA = AA = |A|I.

1
2.4 Sea A = <4

o TN

1 6 |. Calcule la adjunta clasica C) de la matriz A — A.
9

Compruebe que C)

Co)2 + C1AY + Cy donde C; es una matriz cuadrada con
elementos en K.

2.5 Pruebe que pa(A) = pra(N).

2.6 Pruebe que si A es una matriz triangular, su polinomio caracteristico posee
como valores caracteristicos a los elementos de la diagonal.

2.7 Sea p: R® — R? un operador lineal dado por p(z,y,2) = (z + y, 2z, 4y).
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Encuentre los valores caracteristicos a y una base para cada espacio caracteristico
Uy.

2.8 Calcule los valores y vectores caracteristicos de
A= (% —31) y B= (:% %) sobre R y sobre €.

Propdéngase usted mismo ejercicios similares a éstos dos tltimos si presiente que
no ha dominado la técnica.
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II.3 EL POLINOMIO MINIMO

En esta seccién presentaremos otro invariante para la relaciéon de similaridad o

semejanza.

3.1 DEFINICION. Sea A una matriz cuadrada. El polinomio minimo m4(\)
de A es el polinomio ménico (con coeficiente inicial 1) de menor grado tal que
mA(A) =0.

Por el teorema de Cayley-Hamilton, A es raiz de un polinomio p(A) diferente
de cero. Supongamos que tiene grado n y que es el més pequeno de los grados
tal que pa(A) = 0. Si dividimos p4(\) entre su coeficiente inicial obtendremos un
polinomio ménico m () de grado n con A como raiz. Si m/, () es otro polinomio
monico de grado n para el cual m’y (4) = 0 entonces m 4 () —m’, (A) es un polinomio
diferente de cero de grado menor que n con raiz A. Esto contradice el que n sea el
maés pequeno de los grados tal que pa(A) = 0. Por lo tanto m4(\) es tnico.

Adn més, por el algoritmo de la divisién, si f()) es un polinomio tal que f(A) =0
entonces f(A) = ma(A)g(A) + r(A) con 7(A) =0 o gr r(A) < gr ma(A). Como
f(A) = 0y ma(A) = 0 tenemos que r(A) = 0. Si r(A) # 0, entonces r(A) es
un polinomio de grado menor que el de m4(A) que posee a A como raiz, lo cual
contradice el hecho de que m 4 () sea minimo. Luego r(A) =0y f(A) = ma(A)g(N).
Podemos resumir lo anterior en la siguiente

3.2 PROPOSICION. El polinomio minimo de una matriz A existe, es
unico y divide a cualquier otro polinomio que tenga a A como raiz, en
particular, divide al polinomio caracteristico de A.m

3.3 PROPOSICION. El polinomio minimo y el polinomio caracteristico
de una matriz A poseen los mismos factores irreducibles.

Demostracion. Sea m4(\) el polinomio minimo de A de la forma my(\) =
M+ a1 M1+ +a X+ ap. Consideremos las matrices Cy = I, C; = A+ar_11,
Co=A2+a,1A+ap_ol,...,Co1=A"""+a,_1A" 2 +...+a]. Luego Cy =1,
C1 — ACy = ay_11, Cy — ACy = ay_oI,...,Ci_1 — ACy_5 = ayl. Multiplicando
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C;_1 por —A obtenemos —AC;_1 = agl — (A* + a;_1 A"+ - + a1 A + apl) =
agl — mA(A) = apl. Sea C()\) = )\tilco + )\t—ch 4+ -+ AXCi_o + C;_1. Entonces

(A= A)-C(\) = (N'Co+ A 1Ch + -+ ACy_1)
— (NTLTACH + ANT2AC 4 -+ MNACy o + ACy )
= MNCo+ NHC — ACo) + -+ + A(Ch—1 — ACy_3) + aol
= AT+ a N + o ag AT+ aol
=ma(N)I.

Luego, |A — A||C(A)| = [ma(A\)I] = ma(X)". Por lo tanto, |\ — A divide a
ma(\)". Es decir, el polinomio caracteristico de A divide a m4(\)™.

Sea g(A) un polinomio irreducible. Si g(A)|m.a(A) entonces g(A)|pa(A) pues
ma(N)|pa(X). Por otro lado, si g(A\)|pa(A) entonces g(A)|ma(A)™. Como g(\)
es irreducible, g(A)|ma(X). Luego ma(\) y pa(A) poseen los mismos factores
irreducibles.m

3.4 COROLARIO. Un elemento a € K es valor caracteristico de A si, y
solo si, a es raiz del polinomio minimo de A.

Demostracion. Por 3.3, el polinomio minimo y el polinomio caracteristico de
A poseen los mismos factores lineales irreducibles y, por lo tanto, poseen las mismas
raices.m

3
3.5 EJEMPLO. Sea A = 8 . El polinomio caracteristico de A es
0

OOoOWoO
OWoOr
[0 enianXan]

pa(A) = AT — Al = (A — 3)3(\ — 8). Por los resultados precedentes, ma(\)|[pa()\)
y ademds m4 () posee los mismos factores irreducibles, entonces m4(\) puede ser
uno de los siguientes:

A=3)A=8),(A=3)2(A=8), 6 (A =33\ —28).

Por el teorema (de Cayley-Hamilton) 2.4, m4(A4) = 0. Luego, calculando, m 4())
debe ser (A — 3)%(\ — 8).
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PROBLEMAS
2 0 0 4
. . . 10 4 2 0
3.1 Encuentre el polinomio minimo de 4 = 0 0 2 4
0 0 0 9
8 0 3 1
3.2 Encuentre los valores caracteristicos de A = g % g (2)
00 0 2

3.3 Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo K. Pruebe
que p € Homg (V,V) es invertible si, y s6lo si, el término constante de m,(\) de p

no es cero.

3.4 Sea V en espacio vectorial de dimensién finita sobre un campo K. Pruebe
que:

1

(a) si p € Homg(V,V) es invertible, entonces p~!' es una expresiéon polinomial

en p sobre Ky
(b) si p es singular, entonces existe n € Homg (V, V), n # 0 tal que pn =np = 0.

3.5 Pruebe que una matriz cuadrada A es diagonalizable si, y sélo si, ma(A\) =

A=A)(A=A2) -+ (A=) donde Aq,. .., \. son los valores caracteristicos distintos
de A.
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II.4 FORMA CANONICA TRIANGULAR

En 1.1 definimos el concepto de similaridad de matrices, (el cual se traduce en uno
para operadores), y en 1.2 se vio que era una relacién de equivalencia. El problema
que consideraremos serd el de como distinguir las clases de equivalencia, o bien, di-
cho de otra manera, cémo determinamos si dos operadores lineales son similares. Lo
resolveremos definiendo ciertas matrices llamadas formas candnicas, una para cada
clase de equivalencia. Formalmente, definimos un conjunto de formas candnicas
para una relacién de equivalencia ~ en un conjunto C' como un subconjunto F
de C' que consiste de exactamente un elemento de cada clase de equivalencia de
~. Entonces, una vez obtenidas las formas candnicas, bastard comparar si éstas
son las mismas o no para cada operador. Comenzaremos estudiando el importante
concepto de espacio cociente que utilizaremos en esta seccién y en el resto del texto.

4.1 NOTACION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Sea U un
subespacio de V' y v € V. Denotaremos con v + U el conjunto {v + u|lu € U}.
Dichos elementos v + U los llamaremos clases laterales de U en V.

ComoO0eUyv=v+0€v+U,cadav €V pertenece a una clase lateral. Es
inmediato comprobar que cualesquiera dos clases laterales son ajenas o son iguales
(problema 4.1).

Sea V/U el conjunto de todas las clases laterales de U en V. Démosle a V/U
una estructura de espacio vectorial mediante
+:V/U x V/U — V/U dada por
(v+0), (w+U))— ((v+w) +U) ¥y

w: K xV/U — V/U dada por
MNv+U)— M+ U.

Es facil comprobar que las operaciones anteriores estan bien definidas (problema
4.2) y que definen una estructura de espacio vectorial en V/U. Llamaremos a V/U,
espacio cociente.

Nota: Sea U un subespacio del espacio vectorial V' sobre un campo K. Si
u € v+ U entonces existe w € U tal que v = v+ w. Luego u —v = w € U.
Siu—wv € U entonces u —v =w € U. Luego u = v+ w € v+ U. También
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u—v €U <= —(u—v)=v—u€elU <= v €& u+U. En resumen,
uev+lU <= u—velU <= veu+U.

Sea p:V — V/U dada por v — v+ U. Si v,w € V, entonces p(v + w) =
(w+w)+U=@w+U)+ (w+U) =p) +pw). Si X € K,p(Av) = v+U =
Av+U) = Ap(v). Por lo tanto, p es una aplicacién lineal llamada proyeccion
canonica.

4.2 DEFINICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y U un subes-
pacio de V. Decimos que U es invariante bajo un operador lineal
p:V—Visip(U)CU.

Observe que p define un operador lineal de U que denotamos con p|y.

4.3 PROPOSICION. Sea p:V — V un operador lineal de V y U un
subespacio de V invariante bajo p. Entonces p induce un operador lineal
pvyu:V/U — V/U dado por pyy(v+U) = p(v) +U.

Demostracién. Veamos que py,y estd bien definido: sea v +U = ' + U,
entonces u — u’ € U y como U es invariante bajo p, p(u — ') = p(u) — p(v') € U.
Luego

pvyo(u+U) = p(u) + U = p(u') + U = pyu(u' +U).

Asi, si w4+ U = v’ 4 U entonces py y(u+ U) = pyy(u' + U) y, por lo tanto,
pv u estd bien definida.

Veamos que py,y es lineal:

pvyo((u+U) + (' +U)) = pyju(u+u +U)
=plut+u)+U = p(u) +p(u')+ U
=pu)+U+p)+U
= pyyu(u+U) + py(W +U).
pviuANu+U)) = pyyu(du+U)
=p(Au) +U
=Ap(u) +U
= Ap(w) + 1)
=Mpyu(u+U)m
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4.4 PROPOSICION. Sea p:V — V wun operador lineal. Si f es un
polinomio tal que f(p) =0 entonces f(pyv,u) = 0.

Demostracién. Sea v+ U una clase lateral de V/U. Observe que (p?)y,y =
(pvjv)? pues (p*)vyu(v +U) = p*(v) + U = plp(v)) + U = pyyu(p(v) + U) =
pvyu(pvyu(w+U)) = (pyyu)*(v + U). Andlogamente, (p')y,u = (pyyu)’. Luego,
para el polinomio f = Y7  «a;t’ tenemos que

[f(0)]vyr(v+U) = f(p)(v) +U

n .
= Z ap'(v) +U
=0

= Zai(p"(v) +U)

= Zai(Pi)V/U(v +U)
= ailpyw) (v +U)

= (Z O‘i(PV/U)Z) (v+0)

i=0
= flpvyu)(v+U).
Astque [f(p)lv/u = f(pv,u). Estoes, sipesraiz de f entonces [f(p)]lv,v = Oy =
U = f(pvyu), luego py,y es raiz de f.m
Observe que, debido a la proposicién anterior, el polinomio minimo de py,r

divide al polinomio minimo de p.

4.5 PROPOSICION. Sea U un subespacio de un espacio vectorial V sobre
un campo K. Sea {ui,...,u:} una base de U y {v1,...,7,} una base de V/U.
Entonces {v1,...,v,u1,...,u:} es una base de V y dim V = dim U +dim V/U.

Demostracién. Sea v € V. Como {7;} es una base de V/U, 7 = v+ U =
01701 +oTa+- - -+, Typ. Luego v = vy +- - -+ a,v.+u donde u € U. Como {u;} es
una base de U, v = ajv1+- - -+, v+ B1ur+- - -+ Brus. Luego {vy, ... 00, u1,. .., us}
genera a V.

Supongamos que Y101+ - -+ Ur +01u1 +- - -+ 0uy = 0. Luego v101+- - - +7,-0, =
0 = U pues cada 7; = v; + U. Como {v;} es linealmente independiente, v; = 0.
Luego d1uy + -+ + 0rup = 0 y como las {u;} son linealmente independientes, las
d; = 0. Luego {v1,...,0p,u1,...,us} es linealmente independiente.n

Sea p € Homg (V,V) un operador lineal de V. Diremos que p puede represen-
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tarse por una matriz triangular si su matriz asociada es triangular. Si A es la

matriz triangular de la forma

ai; a2 - QAip
G2 -+ A2np

.. . 9
0 0 apn

su polinomio caracteristico es

pa(A) =AM = Al = (A = a11)(A — az2) - (A = ann).

El siguiente teorema establece el sentido inverso:

4.6 TEOREMA. Sea p € Homg(V,V) tal que su polinomio caracteristico
se factoriza como producto de polinomios lineales. Entonces existe una base
de V para la cual la matriz asociada a p es triangular.

Demostracién. Utilizando induccién sobre la dimensiéon de V' tenemos que, si
dim V = 1, la matriz asociada a p, de 1 x 1, es triangular.

Supongamos que dim V' =n con n > 1 y que el teorema es véalido para dimen-
siones menores que n. El polinomio caracteristico se factoriza como producto de
polinomios lineales por hipotesis, luego p posee al menos un valor caracteristico y
un vector caracteristico asociado diferente de cero. Sea v dicho vector caracteristico
tal que p(v) = a11v. Sea U el subespacio de dimensién 1 generado por v. Luego,
por 4.5, dim V/U = dim V — dim U = n — 1. Como U es invariante bajo p, por
4.3 p induce un operador py,y; cuyo polinomio minimo divide al polinomio minimo
de p. Como el polinomio caracteristico de p es producto de polinomios lineales, el
polinomio minimo de p también es producto de polinomios lineales y por ende lo
son los polinomios caracteristicos y minimos de py,;. Luego V/U y py,y satisfacen
las hipétesis del teorema. Por induccién, existe una base {vs,...,7,} de V/U tal
que

pvu(U2) = a0z

pv u(U3) = az2Vs + a33vs

pviu(Un) = nals + an3Vs + -+ + ApnTp.

Sea v; € ;. Por 4.5, {v,va,...,v,} es una base de V. Como py i (V2) = a2272,
pvu(V2) — azvz = 0. Luego p(v2) — azevy € U. Como U estd generado por v,
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p(v2) — ag2vy es un miltiplo de v, por ejemplo, p(ve) — agevy = ag1v, luego p(vy) =
a1V + agevy. Andlogamente parai = 3,...,n, p(v;) — @23 —a;3v3— - —av; € U,

luego p(v;) = a;1v + ajova + - - - + aj;v;. Asi que

p(v) = av

p(v2) = az21v + azvs

p(Un) = Qp1V + Ap2V2 + - + Appln

v la matriz asociada a p con respecto a esta base es triangular.m

4.7 PROPOSICION. Sea U un subespacio invariante de p € Homg (V,V).
Entonces p posee una matriz asociada de la forma <‘§ }Z/ donde X es la

matriz asociada a ply.

Demostracién. Sea {ui,...,u;} una base de U. Completemos la base a una
base de V: {uq,...,us, wn,..., ws}. Entonces
plu(ur) = p(ur) = anur + - -+ + angw

p
plu(uz) = p(uz) = ag1ur + - - - + azuy

plu(us) = plus) = apur + - + aguy
plwy) = brrur + - - + bryuy + criwy + -+ - + c15ws

p(wa) = barur + - -+ + boguy + co1wi + - - - + caswWs

p(ws) = bs1ur + -+ + bspug + 101+ + Cs5Ws.
Asi, la matriz asociada a p es la traspuesta de la matriz de coeficientes del sistema

y es de la forma < )0( g) donde X es la traspuesta del sistema correspondiente.m

4.8 PROPOSICION. Sea p € Homg(V,V) y plu la restriccion de p a un
subespacio invariante U de V. Si f es un polinomio, entonces f(p|y)(u) =
f(p)(u), v e U y el polinomio minimo m,|, (\) divide al polinomio minimo
my(A).
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Demostracién. Sea f cualquier polinomio. Supongamos que el grado n de
f es mayor que 1, pues si es de grado cero o uno es valida la afirmaciéon. Si
f es de la forma anz™ + ap_12" ' + - + a2t + ag y el resultado vale para
grados menores que n, entonces f(ply)(u) = (anplfy + -+ + a1plu + aol)(u) =
(Capli™ )Pl () + (rplf ™ + -+ a0l) () = (anp™ 1) (p(w)) + (10" +
-+ agl)(u) = f(p)(u). Si m,(\) denota al polinomio minimo de p, entonces
mp(plu)(uw) = my(p)(u) = 0(u) = 0 Vu € U. Luego p|y es raiz del polinomio
minimo de p y, por la proposicién 3.2, el polinomio minimo de p|y divide a m,(A).m

PROBLEMAS

4.1 Pruebe que cualesquiera clases laterales o son ajenas o son iguales.

4.2 Compruebe que las operaciones definidas en V/U estan bien definidas y que
proporcionan una estructura de espacio vectorial en V/U.

4.3 Sea U un subespacio de un espacio vectorial V' sobre un campo K. Pruebe que
si el conjunto de clases laterales {T1,...,7,} de V/U es linealmente independiente
entonces {v1,...,v,} es linealmente independiente.

4.4 Describa las clases laterales de U en IR® donde U es el espacio solucién de la
ecuacién 8z + 2y + 5z = 0.

4.5 Pruebe que si p € Homg(V,V) es un operador lineal y f un polinomio
cualquiera, entonces el nicleo de f(p) es invariante bajo p.

4.6 Proporcione con todo detalle la demostracién de la Proposicién 4.8.

4.7 Compruebe que si A es una matriz cuadrada cuyo polinomio caracteristico
se factoriza en polinomios lineales entonces A es similar a una matriz triangular.
(Sugerencia: Teorema 4.6)

4.8 Pruebe que si f:V — W es una funcién lineal entre espacios vectoriales
sobre un campo K, entonces existe una funcién lineal tnica h: V/ker f — W tal
que hop = f. Ademds, h es inyectiva y f(V) =imf = V/kerf.
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4.9 Sea f:U — V una funcién lineal. Pruebe que existen bases de U y de V tales

que la matriz asociada a f es de la forma (IOT 8) donde I, es matriz identidad

y 7 es el rango de f. Este es un ejemplo de forma candnica llamada normal de
f bajo la relacién de equivalencia siguiente: una matriz A es equivalente a una
matriz B si, y sélo si, el rango de A es igual al rango de B.

4.10 Sea I;™"™ la matriz de m X n cuyos primeros r renglones son la base canénica

0 0
si A, B € My, «nK entonces A es equivalente a I/™" si, y sélo si, el rango de A es

de K" y cuyos renglones restantes son cero, i.e., I/"" = <I7“ 0). Pruebe que,

r. Concluya que A es equivalente a B si, y sélo si, sus rangos son iguales (véase el
problema 1.4) y que las matrices I™"™(r = 1,2,..., min(m,n)) son un conjunto de
formas candnicas para la relacion de equivalencia en M, ., K.

4.11 Sea p € Homg(V,V) tal que p = p1 ® p2 con respecto a la suma V = Uy §Us
donde U; (i = 1,2) es invariante bajo p. Pruebe que p,(A) = p,, (A\)p,, (A) donde
Dps Ppy Y Pp, son los polinomios caracteristicos.
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II.5 FORMA CANONICA DE JORDAN

5.1 DEFINICION. Sea p € Homg(V,V)y U;,i =1,...,s subespacios de V.
Diremos que p (es descomponible) se puede descomponer como suma directa de
operadores ply,, si V = &7_,U; con U; invariante bajo p. En este caso escribiremos

p= G9Z$:1p|Ui'

5.2 LEMA. Sea p € Homg (V, V) tal que p = p1 & ps con respecto a la suma
V =U, 8 U, donde U;, i = 1,2 es tnvariante bajo p. Entonces m,()\) es el
m.cm. de m,, (A) y de mp,(N).

Demostracién. Por el problema 4.6, m,, (A)|m,(A) y m,, (X)|m,(X). Sea h un
polinomio multiplo de m,, y m,,. Luego h(p1) =0y h(p2) =0. Sea v € V tal que
v =u1 + ug, u; € Uy, us € Us. Entonces

h(p)(v) = h(p)(u1) + h(p)(uz) = 0.

Por lo tanto, p es raiz de h. Luego, por 3.2, m,(A)|h()) y, por lo tanto, m,(\) es
el minimo comtin multiplo.m

5.3 PROPOSICION. Sea p € Homg(V,V). Sean f,g y h polinomios tales
que f(p) =0, f =gh y (9,h) = 1. Entonces V = ker g(p) ® ker h(p). Aun
mds, si f es el polinomio minimo de p entonces g y h son los polinomios
minimos de plrer g(p) Y d€ plier n(p) TESPECtivAMEnte.

Demostracién. Por el problema 4.5, ker g(p) y ker h(p) son invariantes bajo
p. Como g y h son primos relativos

rg+sh=1
para ciertos polinomios r y s. Asi que,

r(p)g(p) + s(p)h(p) =1

el cual, calculado en un elemento v € V' nos da

r(p)g(p)(v) + s(p)h(p)(v) = v.
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Como h(p)r(p)g(p)(v) = r(p)g(p)h(p)(v) = r(p)f(p)(v) = r(p)0(v) = 0,
r(p)g(p)(v) € ker h(p). Andlogamente g(p)s(p)h(p)(v) = s(p)g(p)h(p)(v) =
s(p)f(p)(v) = s(p)0(v) = 0y s(p)h(p) € ker g(p). Luego V = ker g(p) + ker h(p)

Ahora, necesitamos probar que si v = v’ +v” con v’ € ker g(p) y v’ € ker h(p),
vy v" estdn determinadas en forma tnica por v: aplicamos r(p)g(p) a v =v" +v"

y como g(p)v" = 0 tenemos que r(p)g(p)(v) = r(p)g(p)(v') + r(p)g(p)(v") =

r(p)g(p)(v"). También v = I(v") = r(p)g(p)(v") + s(p)h(p)(v") = r(p)g(p)(v")

pues  h(p)(v") = 0. Las  férmulas anteriores mnos dan

v = r(p)g(p)(v) y asi v" estd determinada en forma tnica por v. De manera

/

semejante, v’ estd determinada en forma tinica por v; luego V es suma directa de
ker g(p) y de ker h(p).

Sean mg y my los polinomios minimos de plier g(p) ¥ de plier n(p) respectiva-
mente. Sabemos que g(plrer g(p)) = 0y que h(plier n(p)) = 0. Luego my|g y mp|h.
Por 5.2, f es el m.c.m. de my y my. Pero my y my, son primos relativos puesto que
gy h'loson. Luego f = mgmy,. Pero f = gh. Esto implica que g =mgzy h =mp»

5.4 TEOREMA. (Descomposicién primaria). Sea p € Homg (V,V) con poli-
nomio minimo

mp(A) = fr(A)™ fa(N) - fo(W)™

donde los f;(\) son polinomios monicos e irreducibles distintos. Entonces
V = @i _ ker fi(p)" donde los subespacios ker f;(p)" son invariantes bajo p
y fi(\)" es el polinomio minimo de plier f,(p)ymi -

Demostracion. Utilizando induccién sobre s, tenemos que para s = 1, el re-
sultado es trivial. Supongamos que el teorema es valido para s — 1. Por la
proposicién 5.3, V = ker f1(p)"@ker (f2(p)™ --- fs(p)") y los polinomios minimos
de plrer f1(p)m Y € plrer fa(p)n2-fo(pyms SO0 f1(A)™ y f2(A)™ - -+ f5(A)" respectiva-
mente. Sea p1 = plrer fa(p)m2fu(p)ns - Por hipétesis de induccidn,
ker (fa(p)™ -+« fs(p)™) = @ _ker fi(p1)" tal que f;(A\)" es el polinomio minimo
de la restriccién de p; a ker fi(p1)". Como f;(A)" divide a fo(A)72 - fs(A)7,
ker fip)" C ker (o)™ - fs(p)%), @ = 2....5. Luego, ker fi(p)" =
ker fi(p1)™.

Como plier f,(p1)7 = Pilker fi(pym Para i =2,...,s, fi(A\)" es también el poli-

ker fi(pyyni- Luego V. = ker fi(p)™ @ ker fa(p)™ @ - @
ker fs(p)" y la descomposicion de p es p = @5_;plker f,(p)ni ®

nomio minimo de p
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5.5 COROLARIO. Un operador p € Homg(V,V) posee una matriz aso-
ciada diagonal si, y sélo si, su polinomio minimo m,(\) es producto de
polinomios lineales distintos.

Demostracién. Sea p un operador lineal cuya matriz asociada es diagonal. En-
tonces V posee una base que consiste de vectores caracteristicos de p con valores car-
acteristicos distintos A1,..., A, Por consiguiente el operador f(p) =
(p—MI)(p—XoI)---(p — A\.I) envia cualquier vector de la base al cero (véase
el problema 5.3). Luego f(p) = 0y, por lo tanto, el polinomio minimo m(\) de p
divide al polinomio f(p) = (A= A1)(A=A2)--- (A= A.I). Asi, m(\) es producto de

polinomios lineales distintos.

Ahora, supongamos que m(A) = (A — A)(A— A2)--- (A — As) con las \; € K
diferentes. Por el teorema 5.4, V = @5_ ker (p— M\I). Sea v € ker (p— A1), luego
(p — \I)(v) =0, ie., p(v) = \v. Esto significa que cada vector de ker (p — A1)
es un vector caracteristico perteneciente al valor caracteristico A;. Por el problema
1.3.10, la unién de las bases de ker (p — A\;I) es una base de V' que consiste de
vectores caracteristicos. Luego p es diagonalizable.n

A continuacién estudiaremos operadores lineales cuyas raices de su polinomio
minimo son todas cero. Sabemos entonces, por el teorema 4.6, que existe una base
del espacio vectorial tal que la matriz asociada a p es triangular. Sin embargo,
el encontrar formas candnicas para dichos operadores nilpotentes nos permitiran
encontrar formas candnicas para cualquier operador que se factorice como producto
de polinomios lineales.

5.6 DEFINICION. Un operador lineal p € Homg(V,V) se llama nilpotente
si p™ = 0 para alguna n > 0. Llamaremos al entero r indice de nilpotencia de p si
p" =0 pero p"~! # 0. También diremos que una matriz cuadrada A es nilpotente
si A" =0y res el indice de milpotencia de A si A” =0 pero A"~ # 0.

Observacion. El polinomio minimo de un operador nilpotente de indice r es
m(A) = A". Su tnico valor caracteristico es el cero. (Problema 5.7).

5.7 PROPOSICION. Sea p € Homg(V,V) un operador nilpotente de
indice v, y v € V tal que p"~(v) # 0. FEntonces el conjunto {p"~1(v),
p"2(),...,pv),v} es una base del subespacio que genera, cuya matriz aso-
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citada posee indice de nilpotencia r y es de la forma

o1 0 --- 0O
o 01 --- 00
o0 o0 --- 01
000 -+ 00
Demostracién. Por el problema 5.4, el conjunto {p"~1(v),..., v} es linealmente

independiente y el subespacio que genera es invariante bajo p. Por el problema 5.5,
como p es nilpotente de indice r, (p')"(p*(v)) = p"T*(v) = 0 luego

p’(p”";(v)) = p'(v)=0

P ()

pp) = p*(v)

P (v) = p(v)
Por lo tanto, la matriz asociada es la requerida. Es inmediato comprobar que es
de indice 7.m

5.8 LEMA. Sea p € Homg(V,V). FEntonces ker pF C ker pFtl y
p(ker pF+1) C ker pk.

Demostracién. Sea v € ker p¥, luego p*(v) = 0y p*(v) = p(p*(v)) =
p(0) = 0. Por lo tanto v € ker pF*1 y, como v es arbitraria, ker p* C ker pF*1i.
Si v € ker pFT! entonces p**1(v) = 0. Queremos ver que p(v) € ker pF ie.

p*(p(v)) = 0. Pero como pF*1(v) =0y p*(p(v)) = p**1(v) = 0 hemos terminado.m

5.9 PROPOSICION. Sea p € Homk(V,V) nilpotente de indice r. En-
tonces p posee una matriz asociada diagonal por bloques que son de la forma

010 --- 00
001 --- 00
00 0 0 1
0 0 0 0 0
Demostracién. Sea n = dim V, m; = dim ker p*, i = 1,...,r. Como p" = 0,

V = ker p" y como p"~1 # 0, ker p"~! # V. Luego m,_; < m, = n. Por el lema
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5.8, ker pt C ker p?> C --- C ker p" = V. Por induccién, podemos escoger una base
{v1,...,0n} de v tal que
{v1,...,vm,} es una base de ker p'.

Escojamos una base nueva de V para la cual p posee la forma deseada: ponga-
mosla con cierto orden;

U1,r) = Umy_i+1

u(2,7’) = Um,_1+42

U(mp—mp_1,r) = Um, y

U1,r—1) = PU(L,r)

U(zr—1) = PU2,r)

u(mrfmr,l,rfl) = pu(mrfmT,l),r) .

Por el problema 5.6, X1 = {v1,...,Um, o U(1,r—1)s s U(m,—m,_,,r—1) €5 UN
subconjunto linealmente independiente de ker p"~!. Extendemos X; a una base de

ker p"~! adjuntando nuevos elementos como

u(mrfmr,1+1,r71)
u(mr—mr_1+2,r—1)

U(mp_1—mp_z,r—1)"

Sea
U(1,r—2) = PU1,r-1)

U2,r—2) = PU2,r—1)

Ulmyp—y—mp_2,r—2) = PU(m,_1—m,_3,r—1)-
Por el problema 5.6 se tiene que
X2 = {Ula v avm7-737u(1,'r72)a v 7u(mr,17mr,2,7”72)}
es un subconjunto linealmente independiente de ker p"~2 el cual podemos extender
a una base de ker p"~2 adjuntdndole elementos de la forma

U(my— g —myp—ot1,r—2)
Uy ) =m0 +2,r—2)

u(’rnr,g—mT,g,r—Q) .
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Si seguimos con este proceso obtendremos una base para V rearreglada como

U,rys -+ Ulmp—mp_1,7)

u(l,rfl)y ey u(m,.fm,.,l,rfl)a s au(m,,,,lfm,,.,g,rfl)

u(1,2)5 e au(m,,w—m,r,1,2)7 e 7u(mr,1—mr,2,2)7 e 7u(m2—m1,2)

U,1)s - U(mp—mp_1,1)5 -+ o UW(mp_1—mp_2,1)5 -+ - UW(ma—myq,1)s - - -5 U(my,1)

El dltimo renglén es una base para ker p'. El tltimo y el pentltimo renglén son
una base para ker p? y asi sucesivamente. Obsérvese que cada vector se transforma
bajo p en el vector inmediato inferior, o en cero si el vector es del ultimo renglén,

ie.,
_ S ug -1y sig>1
PUG,5) = {0(” : sij=1.

Por la proposicién 5.7, p tendra la forma requerida si las u(; ;) se ordenan lexi-
cogréaficamente, comenzando por w1y y subiendo por la primera columna hasta
u(1,r); luego brincando a u(y 1) hasta arriba, etcétera.a

5.10 COROLARIO. En la proposicion 5.9, existe al menos una matriz
de orden r, las otras son de ordenes menores o iguales a r. El numero de
matrices de cada orden posible estd determinado en forma unica por p y el
numero de matrices de todos los drdenes es igual a la dimension de ker p.

Demostracion. Hay m, — m,_; elementos de la diagonal de orden r;
(Mmp—1 — Mp_2) — (Myp — Mp_1) = 2myp_1 — My — Mm,_o elementos de la diago-
nal de orden r — 1; ... , 2ms — my — mg elementos de la diagonal de orden 2 y
2m1 — mo elementos de la diagonal de orden 1.

Como los nimeros my,...,m, estdn determinados en forma unica por p, el
nimero de elementos diagonales de cada orden estdn determinados en forma tnica

por p.

Como my = (my — my—1) + (2my—1 — my — myp_2) + -+ + (2ma — m; — m3) +
2m1 — ms), mp = dim ker p' es el nimero de elementos de la diagonal de p.a
P P

Observe que, por 5.7 la matriz de 5.9 es nilpotente de indice igual a su orden.



§ 5 Forma candnica de Jordan 83

5.11 TEOREMA. Sea p € Homg (V,V) tal que

A=A A=) (A=A )Fr y
my(A) = (A= A1) (A= A - (A — A)™

3
hS)
—
>~
Nai?
Il

donde \; € K. Entonces p posee una matriz asociada diagonal por bloques
J (llamada forma candnica de Jordan de p) cuyos bloques son de la forma

Ao 10 0 O

0 XN 1 0 0
Jij = :

0 0 O Ao 1

0 0 O A

T

Demostracién. Por 5.4, p = ®7_,p|, . £y donde fi(N)7 = (A = X)) es

el polinomio minimo de p| ker f; Por el teorema de Cayley-Hamilton cada

.
Plier fi(pymi €s rafz de su polinomgg) minimo, i.e. (p|per £, (pyn — Al)"* = 0 para i =
1,...,7r. Definamos Ny = plper f,(pym — Xil, parai =1,...,7r. Luego pler f,(pyn =
N; + \if donde N!* = 0. Por 5.9 podemos escoger una base tal que p|ge. Filp)mi
tenga una matriz asociada diagonal por bloques cuyos elementos diagonales son las
matrices J;;. La suma directa de las matrices asociadas a p|ge, f:(pym la denotaremos

con J y por el problema 5.1, es la matriz asociada a p.m

5.12 EJEMPLO. Sea p un operador lineal con polinomio caracteristico p,(\) =
(A—=3)*(A—2)3 y con polinomio minimo m,(A) = (A—3)?(A—2)?. Su forma canénica
de Jordan es (véase el problema 5.8)

3 1 31
0 3/ 03

3 o bien es
2 1 2 1
0 2 10 2

2 2

La primera matriz ocurre cuando p tiene tres vectores caracteristicos linealmente

O W
o =

independientes correspondientes al 3. La segunda matriz ocurre cuando p tiene dos

vectores independientes correspondientes al 3.

Lo que hemos hecho es lo siguiente: en 1.1 definimos una relacién de similari-
dad entre matrices y en 1.2 probamos que era de equivalencia. En 1.3 vimos que
cualesquiera dos matrices representan a un mismo operador lineal si, y sélo si, son

similares una con la otra.
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Las formas canénicas triangular y de Jordan para un operador lineal p existen si,
y s6lo si, el polinomio caracteristico de p posee todas sus raices en un campo base
K, (lo cual es cierto si K = € pero no lo es si K = R en general). Sin embargo,
si esto no sucede, siempre podemos obtener un campo K adjuntando raices de tal
forma que los polinomios minimo y caracteristico se factoricen en factores lineales
y entonces podriamos decir que todo operador posee una forma canénica de Jordan
y que toda matriz es similar a una matriz en forma candnica de Jordan. También
vimos que una clase de transformaciones que tienen todas sus raices caracteristicas
en un campo K fueron las nilpotentes, luego siempre se pueden poner en forma
triangular.

PROBLEMAS

5.1 Seape Homg(V,V)y V =&:_,U; con U; invariante bajo p. Pruebe que si
la matriz asociada a p

U, es X; entonces p posee una matriz asociada por bloques
de la forma

X, 0 0
0 X 0

X = . .
0 0 X,

que denotaremos como X = ®;_; X;.

5.2 Sea M una matriz cuadrada diferente de I tal que M?® = I. Compruebe si M
es similar a una matriz diagonal con los coeficientes de M reales o complejos.

5.3 Pruebe con detalle que el operador f(p) dado en la demostracién de 5.5 envia
cualquier vector de la base al cero.

5.4 Sea p € Homg(V,V) un operador nilpotente de indice r, y v € V tal que
p"~1 0. Pruebe que el conjunto {v, p(v), p?(v),...,p"~1(v)} es linealmente inde-

pendiente y genera un subespacio invariante bajo p.

5.5 Pruebe que la restriccidon p’ de p al subespacio generado por el conjunto
{v,p(v),...,p"~1(v)} del problema 5.4 es nilpotente de ndice r.

5.6 Sea p € Homg(V,V), {vi,...,v} una base de ker p"=2 {vi,... v,
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r—1

Ui,...,up} una base de ker p vy {v1,.. ., v,u1, .. U, W, ..., W} Una base

de ker p". Pruebe que {v1,..., v, p(w),. .., p(ws)} es un subconjunto linealmente

r—1

independiente de ker p

5.7 Pruebe que el polinomio minimo de un operador nilpotente de indice r es
m(A) = A" y que su unico valor caracteristico es el cero.

5.8 Pruebe que, en la terminologia de 5.11, existe al menos una matriz J;; de
orden 7n; y que el resto de las J;; poseen érdenes menores o iguales a 7;. También
demuestre que la suma de los 6rdenes de J;; es igual a ;.

5.9 Encuentre todas las posibles formas candnicas de Jordan de un operador
p € Homg (V,V) cuyo polinomio caracteristico es p,(A) = (A — 3)*(A — 7)%.

5.10 Si m,(A\) = (A — 7)? es el polinomio minimo de una matriz de orden 7,
encuentre todas las posibles formas canénicas de Jordan.

5.11 Pruebe que dos operadores lineales cualesquiera son similares (proporcione
una definicién adecuada de similaridad de operadores) si, y sélo si, poseen la misma
forma canénica de Jordan.






Capitulo II1
FORMAS Y OPERADORES

III.1 FORMAS BILINEALES

1.1 DEFINICION. Sean U, V y W espacios vectoriales sobre un campo K.
Una funcién f:U x V — W se llama bilineal si:

(1) f(ur +u2,v) = f(u1,v) + f(u2,v)
(ll) f(u7vl + U2) = f(u’ Ul) + f(uvv2) y
(ii)) f(Au,v) = Af(u,v) = flu, \v); ur,uo,u € U; vi,v9,v €V; A€ K.

Es decir, f:U x V. — W es bilineal si es lineal en cada variable cuando la otra

se mantiene fija.

Observacion. Lo anterior significa que si v € V se mantiene fija en U x V,
la funcién u — f(u,v) es lineal y por lo tanto es un elemento de Homg (U, W).
De igual forma, si u € U se mantiene fija en U x V| la funcién v — f(u,v) es
lineal y pertenece a Hom g (V, W). Esto no significa que f sea lineal como funcién
f:UxV — W. Por ejemplo, f: R x R — R dada por f(u,v) = uv es bilineal
pero no es lineal. Otro ejemplo, f: R x R — R dada por f(u,v) = u+v es lineal
pero no es bilineal.
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1.2 EJEMPLO. Sea A una matriz de m x n. Definamos
KM x K" — K

mediante f(X,Y) ='XAY. Esto es

ail - Qip n
(1, Tm) : :
am1  ° Amn Yn
Y1

m m

= ( a:ia“,...,Za:iam>
i=1 i=1

m

Z TitijlYj

y?’L

-

<
I
-
-
Il
-

aijxiyj .

I
-

-
M-

Il
-

7 i

Es inmediato comprobar que f(X,Y) € K y que es bilineal, ya que las propiedades
de las matrices establecen que !X A(Y +Y’) = IXAY +1XAY' y tXA(\Y) =
AEXAY).

2 11 T Y1
Por ejemplo,si A=|1 3 3|, X=(22 ] yY =/| y2 | entonces
2 11 T3 Y3

2 11 U1
f(XaY)(9€17$2,$3)<1 3 3> <y2>
21 1) \uys

Y1
= (2561 + x9 + 223,21 + 322 + 3,1 + 322 +£E3) <y2>
Y3

= 2x1y1 + x2y1 + 223Yy1 + T1Y2 + 3T2y2 + T3Y2 + T1Y3 + 3T2Yy3 + T3Y3.

Sien 1.1, W = K diremos que f es una forma bilineal. Denotamos con
L?(U,V; K) el conjunto de formas bilineales de U x V en K. Si U = V, sim-
plemente denotamos a L*(V,V; K) con L*(V; K) o con Bil(V) entendiéndose que
se trata de formas bilineales de V' x V en K, que son las que consideraremos en
adelante.

A Bil(V) le podemos dar una estructura de espacio vectorial mediante las reglas
(f+9)(u,v) = f(u,v) + g(u,v) y (Af)(u,v) = Af(u,v) para f,g € Bil(V), A € K.
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Consideremos el caso en que tengamos el espacio vectorial de homomorfismos
Homg(V,K). Sus elementos f:V — K, que son homomorfismos o aplicaciones
lineales, se acostumbra llamarlos funcionales lineales o formas lineales. También
se acostumbra denotar a Homy (V, K) con L*(V; K) o simplemente V* y se le llama
espacio dual de V. Su estructura estd dada por

(f+9)) = flv)+g) ¥
Af)(v) = Af(v); ve VA e K.

Aqui vemos a K como espacio vectorial sobre si mismo.

1.3 EJEMPLO. Sea V = M,,(K) el espacio de las matrices cuadradas de n X n.
Sea f =tr: M,(K) — K dada por tr(4) = a1 + age + -+ - + ann, i.e., la traza de

aiy c-c Qin
la matriz A= | : |- Como tr(A+B) =trA+trBy tr(A\A) = A\rA,

an1 e Ann
tr es un funcional.

1.4 EJEMPLO. Sea V= K". Si f € Homg(V,K) = V*, f tiene una repre-
sentacion matricial de la forma

1
f(@1,. o zn) = (a1,a2,. . an) | 1 ] = @131 + a2+ -+ + anay
Tn

llamada también forma lineal.

Sabemos que si dim V' = n entonces dim V* = n pues V* = Homg (V, K) y por
el teorema 1.5.3 dim Homg (V,K) =n-1 = n.

Veamos como determinar una base para V* a partir de una base de V.

1.5 PROPOSICION. Sea {v1,...,v,} una base del espacio vectorial V

sobre K. Sean fi,..., fn € Homg(V,K) =V"* funcionales dadas por f;(v;) =
. 1 sti=j

dij, donde 60;; es la delta de Kronecker, i.e., 6;; = {O < 74?" Entonces
{fi}i—, es una base de V*.

Demostracién. Veamos que {f;}7; es linealmente independiente: Suponga-
mos que A1f1 + -+ + Ay fn, = 0. Evaluando en v; obtenemos Ajfi(v1) + -+ +
Anfn(v1) = A1 -1 = 0(v1) = 0. Luego A; = 0. Andlogamente, evaluando en
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V2,V3, ..., Uy Obtenemos que Ag = A3 = --- = A, = 0. Luego {f;}?; es linealmente
independiente. Como dim V* =n y {f;}7; es linealmente independiente, es una
base de V*. Sin embargo veamos directamente que {f;}7_; genera a V*: sea f € V*
tal que f(v;) = Ni. Sea ¢ = 3| Aifi. Luego (v1) = 3270 Aifi(v1) = A1, o(v2) =
A2y, d(vn) = A Asi que f(v;) = ¢(v;) para toda i =1,...,n. Puesto que fy
¢ son iguales al evaluarlas en los elementos de la base de V, f = ¢ = > 1" | A\ fi.
Luego {fi}, genera a V*m

La base de V*, asi obtenida, se llama base dual.

1.6 EJEMPLO. Consideremos la base {(1,1),(3,1)} de R* Encontremos
su base dual para (R?)* = Hompg(R? R). Deseamos encontrar funcionales
filz,y) = ax + By y fa(z,y) = yo + dy tales que fi(1,1) =1, fi(3,1) = 0,
f2(1,1) =0, f2(3,1) = 1. Luego

A1) =1la+18=1
f13,1)=3a+18=0
1 3

Resolviendo el sistema obtenemos a = —5¥ 0= 5

También

F(11) =7 +8=0
hB.1)=3y+5=1

1 1
Resolviendo el sistema obtenemos v = PR 0= —3 Por lo tanto, una base dual es
1 3 1 1
{fl(zyy) =TTt 5Y fa(z,y) = 37~ 2y}.

1.7 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimension finita so-
bre un campo K. Sea {v;}_, una base de V y {f;}?_, su base dual. Entonces

(i) stv eV, v es de la forma
v=fi(v)vr + fo(V)v2a + -+ fu(v)vn ¥
(ii) si f € V*, f es de la forma

f=F)fi+ fo2)fat -+ fon)

Demostracion. (i) Sea v = ayv; + agvy + -+ + apv,. Evaluando f;(v) =
filaivr + -+ apvy) = a; parai =1,...,n. Luego v = fi(v)vy + -+ + fu(v)vy,.
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(ii) Sea v = f1(v)v1+- -+ fu(v)vy,. Luego f(v) = f1(v)f(v1)+- -+ fn(v) f(vn) =
flo)fi(v)+---+ flop) fu(v) = (f(v1) fr+- - -+ f(vn) fn)(v) para toda v en V. Asi
que f = f(vi)fi+-+ f(va)fom

A continuacién encontremos una base para Bil(V).

1.8 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K de
dimensidn n. Si {fi}}_,; es una base para V* entonces {fi;}1';—; dado por
fij(u,v) = fi(u) f;(v) es una base para Bil(V).

Demostracién. Sea {v;}}_; una base de V, dual de {f;}7_,. Veamos que {f;;}
es linealmente independiente: supongamos que Y a;; fi; = 0. Entonces para indices
r,s = 1,...,n tenemos que (> a;jfij)(vr,vs) = aijfij(ve,vs)
= > aijfi(vy) fj(vs) = Y aij0irdjs = ars = 0(vy,vs) = 0. Por lo tanto {f;;} es
linealmente independiente.

Veamos que {f;;} genera a Bil(V): sea f € Bil(V) y ai; = f(vi,v;). Basta
probar que f(v,,vs) = (3 aij;fij)(vr,vs) para r,s = 1,...,n. Pero como antes,
(Z aijfij)(vra vs) = Qrs = f(v'mvs)? luego {flj} genera B’Ll(V)l

Observe que dim Bil(V) = n?.

Sea V un espacio vectorial con base v = {v1,...,v,} ysea f:V x V — K una
forma bilineal de V. Si u = ayv1 + -+ ayv, y v = B1vr + - - - + Brv, son vectores
de V,

Fluv) = fOQ - awi, Y Bivg)
i=1 j=1

= Oélﬁlf(vhm) + Oélﬁzf(vhw) + Oénﬁnf(vmvn)

=Y @ifif(vi,v)).
ij=1
Sea A = (a;j) la matriz cuadrada tal que a;; = f(v;,v;); luego

n

flu,v) = Z a;fBja;;

ij=1
b1
=(ag,...,an)A | :
Bn
— ], Afols.

Llamaremos a A matriz asociada a la forma bilineal f con respecto a la base
~. A menudo denotamos a A como [f],.
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1.9 EJEMPLO. Sea f: R®> x R?> — R una forma bilineal dada por
f((ax, @2), (B, B2)) = 4aaBa y v = {71,72} = {(1,1),(3,1)} una base de R?. Cal-

culemos la matriz asociada a f con respecto a v, i.e., A = (a;;) donde a;; = f(7vi,7;)
ai1 :f(’Yh’Yl) = f((171)7(1a1)> =4-1-1=4
a12 = f(71,72) = f((1,1),(3,1)) =4-1-1=4
(v2,m)
(72,72)

1.10 EJEMPLO. Sea f como en el ejemplo anterior. Calculemos la matriz B
asociada a f con respecto a la base v/ = {v{,74} = {(2,1),(1,-1)}:

bin = f(y,7m) = £((2,1),(2,1)) =4

biz = f(v1,7) = f((2,1),(1,-1)) = —4
bar = f(72,71) = f((1,-1),(2,1)) = -4
ba = f(v3,7) = f((1,-1),(1,-1)) =4

Luego B = (_44 24)
Ahora, calculemos la matriz de transicién N de la base «y a la base v’ del ejemplo

1.9:
1
N =2 =AMLY +uB 1) = A= =u

vy = (1,-1) =n(1,1) +§(3,1) = n= -2, 6 = 1.

_(1/2 =2
LuegoN—<1/2 1).

1 ¢ _(1/2 1/2 44) 1/2 =2 _(4 —4)_
Observe que NAN—(_/2 { )(4 4 (1/2 1)=(24 4 = B.
Establezcamos la observacién del ejemplo 1.10 en el siguiente teorema:

1.11 TEOREMA. Sea f:V xV — K una forma bilineal. Si N es la
matriz de transicion de una base v a una base v de V entonces la matriz
B asociada a f con respecto a la base v es

B='NAN
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donde A es la matriz asociada a f con respecto a ~.

Demostracién. Sean u,v € V arbitrarios. Por 1.5.9 Nu]y = [u]ly y N[v]y =
[v]y.  Luego ‘ul, = *u]'N. Asi que f(u,v) = *'ulyAp], =
‘lu]y* NAN[v],. Por lo tanto, ‘NAN es la matriz asociada a f con respecto a

/

Y.

1.12 TEOREMA. Sea f:V xV — K una forma bilineal, v = {vy,...,v,}
una base de V' y [f], la matriz asociada a la forma bilineal f. Entonces
Bil(V) =2 M,(K) dado por f+— [f],.

Demostracién. Es claro que f — [f], es biyectiva pues f estd determinada
por f(v;,v;). Veamos que es lineal: como

(f + ) (wisv) = fui,v) + f'(vi,v5) y
(Af)(vi,v5) = Af(vi,v;) para i,j =1,...,n,

se tiene que [f + f'], = [f]y + [f']y v [Af]y = Alf]y =

1.13 PROPOSICION. Sean {u;}*, y {vi}", bases de V. Sean {f;}1, v
{g:}_, bases de V* duales de {u;} y {v;} respectivamente. Sea N la matriz
de transicion de la base {u;} en la base {v;}. Entonces tN"" es la matriz de
transicion de la base {f;} en la base {g;}.

Demostracion. Recuérdese (1.5.7) que la matriz N es la matriz cuadrada tras-

puesta de la asociada al sistema

v = anur + -+ Qipla
Up = Qpiu1 + -+ Qpply
Q11 ot Qpl Q11 o Qian
: . . _t taT . . _
ie. N= : : ="(j) vy ‘N= : : = (ayy).
A1 o Qpp (6751 o Qpn

De la misma manera, la matriz de transicion B de la base {f;} a {g;} es la
traspuesta de la asociada al sistema

g = ﬂllfl + o+ ﬂlnfn
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/611 e /Bnl
ie. B= : : ="(Byj)-
51n e /Bnn

Deseamos ver que B = !N ~! Para ello, veamos que B*N = I, y asf tendremos que
B=tN"". Pero
dij = gi(v;) = (Binfr + -+ BinSfn) (@jiur + - + ajnuy)

=33 Biwajefi(ue)
k¢
= Z 5ik04jk
k=1
= Zﬂika;cj (Oé;cj = ajg).
k=1

Luego B'N = I.»
; Qué sucede cuando consideramos el espacio dual de V*?7 Lo denotaremos con
(Qué relacion existe entre V' y V**? Veremos que V = V** pero antes nece-

sitaremos un resultado previo que vale para espacios de dimensién infinita pero que
no probaremos aqui.

1.14 LEMA. Sea V un espacio vectorial de dimension finitan yv € V
diferente de cero. Entonces existe un elemento f € V* tal que f(v) # 0.

Demostracién. Como v # 0, podemos completar una base de V' de la forma
{v1,v2,v3,...,v,} con v1 = v. Sea {f1,...,fn} la base dual. Entonces f;(v1) =

filv)=1#0m

1.15 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre
un campo K. La aplicacion :V — V** dada por ¢(v) =7 donde v(f) = f(v)
Yv €V es un isomorfismo.

Demostracién. Veamos que v es lineal:

Pluto)(f) =u

I
El
+
>4
~
~—
I
=
S
+
=
I
~
—~
£
+
~
—~
<
~—

zl
S

P(u)(f) =

Il
>
2|
—
=
Il
>
<
<
~
\'3
~

Luego v es lineal.
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Sea v # 0, v € V. Por el lema 1.14, existe un funcional f € V* tal que f(v) # 0.

Luego 0 # f(v) =v(f) = ¥ (v)(f) para toda v # 0, por lo que ¥ # 0, es decir, ¥ es
no singular (ker ¢ = {0}). Por 1.4.7 ¢ es invertible y como dim V** = dim V* =
dim V, 9 es un isomorfismo.m

Observe que la funcién lineal ¢: V' — V** se definié sin hacer mencién de una
base.

A 4 de 1.15 se le llama aplicacion u homomorfismo natural de V en V**. Si
V no es de dimensién finita, ¥ no es suprayectiva.

PROBLEMAS

1.1 Pruebe que la funcion f: R™ x R™ — R dada por

flz1, - smm), (Y1s -y Um)) = T1y1 + Tay2 + -+ + Ty es bilineal. A f, asf
definida, se le llama producto escalar.

1.2 Encuentre la base del espacio dual de V para
(a) V = R? con base {(2,1),(—3,87)}.
(b) V = R? con base {(0,1,1),(0,1,-1),(2,4,—3)}.

1.3 Sea f: K™ x K™ — K una aplicacién bilineal. Pruebe que existe una matriz
tinica A tal que f(X,Y) = 'XAY y que el conjunto de aplicaciones bilineales
L?(K™,K"; K) es un espacio vectorial sobre K isomorfo a M, (K).

1.4 Considere f: R? x R? — R dado por f((a1,az), (81, 52)) = 3a1 82 — asfs.

(i) Compruebe que f es bilineal.

(ii) Encuentre la matriz asociada a f con respecto a la base v = {(2,1),
(—3,87)}.
(iii) Encuentre la matriz asociada a f con respecto a la base v = {(1,-1),

(2, 1)}.

1.5 Sea V = R? con bases v = {(0,1,1),(0,1,-1),(2,4,-3)} vy 7/ = {(1,0,0),
(0,1,0),(0,0,1)}.

(i) Encuentre la matriz de transicién de la base 7 en la base +'.
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*

(ii) Encuentre las bases duales de v y 7" en (R?)*.

(iii) Encuentre la matriz de transicién de la base dual de 7 en la base dual de 7.

1.6 Sea U un subconjunto de un espacio vectorial V' sobre un campo K. Un
funcional f € V* se llama aniquilador o anulador de U si f(u) = 0 para toda
ueU. SeaU® ={f € V*|f(u) =0 Yu e U}. Pruebe que:

(i) U® es un subespacio de V*.

(ii) Si V es de dimensién finita y U es un subespacio de V' entonces dim U® +
dimU =dimVy (U*)*=U.

1.7 Sea U el subespacio de IR® generado por los vectores u; = (4,3,1) y ug =
(1,4, 3). Encuentre una base para U®.

1.8 El rango de una forma bilineal f:V x V — K se define como el rango de
la matriz asociada a f y se denota rg(f). Se dice que f es una forma bilineal
degenerada si rg(f) < dim V. Se dice que f es nmo degenerada si rg(f) =
dim V. Pruebe que el producto escalar del problema 1.1 es una forma bilineal no

degenerada.
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III.2  FORMAS BILINEALES SIMETRICAS,
ANTISIMETRICAS, ALTERNANTES
Y HERMITIANAS.
FORMAS CUADRATICAS.

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K.

2.1 DEFINICION. Sea f una forma bilineal de V. Diremos que f es simétrica
si f(u,v) = f(v,u) para toda u, v € V.

Recuerde que una matriz se llama simétrica si es igual a su traspuesta. Veamos
como se relaciona el concepto de simetria de una forma bilineal con el de una matriz
simétrica. Sea A la matriz asociada a la forma bilineal simétrica f. Entonces, si V
es de dimensioén finita, podemos escribir f como en el ejemplo 1.2

[K"x K" — K dada por
f(X,Y)="XAY.

Pero tXAY = {(!X AY), puesto que es un escalar. Luego ‘XAY = {Y1AX.
Como f es simétrica, f(X,Y) = ‘XAY = 'Y'AX ='YAX = f(V,X) V (X,Y).
Luego ‘A = A. Anadlogamente, si A = *A entonces f(X,Y) = f(Y,X). Por lo
tanto, una forma bilineal es simétrica si, y sélo si, su matriz asociada es simétrica.
Observemos que si f posee una matriz asociada en forma diagonal entonces f es

simétrica pues toda matriz diagonal es simétrica.

2.2 DEFINICION. Sea f:V x V — K una forma bilineal simétrica. La
forma cuadrdtica asociada a f es la funcién ¢: V — K dada por ¢(v) = f(v,v),
veV.

Observe que una forma cuadratica es lineal solamente cuando f es la funcién

trivial.

Sea A la matriz simétrica asociada a la forma bilineal simétrica f. Entonces

podemos escribir
a(X) = f(X,X) ="'XAX

En otra forma, esto es
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air - Gln x1

(T1,..,Zn)

= E aijwi:cj
1,J

2 2 2
=a112] + Q2225 + - + apn;, + 2 g Qi T;T5.
i<j

Apl1 - Gnn Tn

Si A es diagonal, entonces ¢(X) = a1173+ - -+ap,r2 y como més adelante veremos,

éste es siempre el caso.

Considere la expresién y las igualdades siguientes
q(u+v) —q(u) — q(v) = flu+v,u+v) = f(u,u) = f(v,v)
= f(u7u) —l—f(u,v) +f(vvu) +f(’U,’U) — flu,u) — f(’l)7’l))
=2f(u,v)
Si el campo K es tal que 1+1 # 0 podremos dividir entre 2 y tendremos la siguiente
expresion que permite obtener f a partir de g:
1

Flu,0) = 5 la(u+v) —q(u) = q(v)].

2.3 EJEMPLO. Sea X = (z,y) v q(z,y) = 922 — 8xy — 3y? una forma
cuadratica. La matriz simétrica asociada a g posee elementos diagonales iguales
a los coeficientes de los términos cuadrados y elementos a;;, ¢ # j, iguales a la
mitad de los coeficientes de los términos no cuadrados. Luego

9 —4
-4 -3
es la matriz simétrica asociada a q.

Ahora encontremos la forma bilineal simétrica asociada a ¢: Consideremos vec-
tores X1 = (z1,y1) y X2 = (22,y2); luego

F(X1 Xa) = L 10X+ X5) — g(X2) — 9(X0)]
= % [9(5'71 + 22)? = 8(x1 + 22) (Y1 + ¥2) — 3(y1 + y2)* — 977 + 8z1y

+3y7 — 973 + 8w2y2 + 3y3]
1
=3 [2- 92120 — 8xoy1 — 8T1y2 — 2 - Y192

= 9z129 — 4z0y1 — 4T1Y2 — 3Y1Y2.
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Observe que los coeficientes de f son los elementos de la matriz simétrica asociada
aq.

2.4 TEOREMA. Sea f una forma bilineal simétrica f:V xV — K tal que
1+1#0 en K (i.e. tal que K sea de caracteristica diferente de 2). Entonces
existe una base de V tal que f posee una matriz asociada diagonal.

Demostracién. La afirmacién es obvia si dim V =1 o si f = 0. Supongamos
quen =dim V > 1y que f # 0. Si f(v,v) =0 para toda v € V| utilizando la
férmula que permite obtener f a partir de ¢ (la anterior al ejemplo 2.3), f = 0.
Por lo tanto podemos suponer que existe un elemento v; € V' tal que f(vy,v1) # 0
pues estamos considerando el caso en que f # 0. Sea Vi = (v1) y U el subespacio
generado por los elementos v € V tales que f(vy,v) = 0. Veremos que V =V, U
y asi, f restringida a U es una forma bilineal simétrica en U. Asi tendriamos
que dim U = n — 1 y por lo tanto existiria una base {vs,...,v,} de U tal que
f(vi,v;) =0 parai # jy 2 <1, j <n. Pero por la definicién de U, f(v1,v;) =0
para j = 2,...,n. Luego {vi,...,v,} es la base requerida tal que f(v;,v;) = 0,
i # j y [ posee una matriz asociada diagonal (véase la definicién de matriz asociada
a una forma bilineal f anterior al ejemplo 1.9).

Nos resta probar que V =V @ U: veamos que V; NU = {0}. Sea w € V; NU.
Como w € Vi, w = Avy para A € K. Como w € U, 0 = f(w,w) = f(Avy, \vy) =
A2 f(vy,v1). Pero f(vy,v1) # 0, luego A = 0 y por lo tanto w = Av; = 0y

ViNU = {0}. Ahora, veamos que V=V, +U. Seav € V y sea u = v—]{((vl’v))vl.
V1,01
Entonces
f(’Ul,’U)
= - =0.
flor,u) = f(vr,v) f(vl,vl)f(vl’vl)
. _ f('Ul,'U) ,
Luego u € U y, por lo anterior, v = u+ ———%wv; y asi, v es la suma de un
f(vlvvl)

elemento de V; y de un elemento de U.m

Diremos que una matriz simétrica B es congruente a una matriz simétrica A si
existe una matriz no singular o invertible N tal que B = {NAN.

En términos de congruencia de matrices podemos interpretar el teorema anterior
como sigue: si A es una matriz simétrica (con elementos en un campo de carac-
teristica diferente de 2) entonces A es congruente con una matriz diagonal, i.e.,
existe una matriz no singular o invertible N tal que !N AN es diagonal.

Observe que 1.11 lo podemos formular para el caso de formas bilineales simétricas
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como sigue: las matrices asociadas a una misma forma bilineal simétrica son con-
gruentes entre si. Nétese que si A es simétrica entonces {NAN es simétrica.

También observe que, por el teorema 2.4, cuando la caracteristica de K es
diferente de 2, siempre podemos encontrar una matriz diagonal tal que la forma
cuadrética posea una representacién de la forma

q(X) = allx% 4+ annxi.

2.5 DEFINICION. Sea f:V x V — K una forma bilineal. Diremos que f es
antisimétrica si f(u,v) = —f(v,u) para toda u, v € V.

Es claro que si V' es de dimensién finita, f es antisimétrica si, y sélo si, su matriz
asociada A es tal que A = —tA, es decir si, y sélo si, A es antisimétrica.

Observe que si el campo K es tal que 1+1 #£ 0 (i.e. es de caracteristica diferente
de dos) y f antisimétrica entonces f(v,v) = — f(v, v) lo cual implica que f(v,v) = 0.

2.6 PROPOSICION. Si f:V xV — K es una forma bilineal, entonces
f es la suma de una forma bilineal simétrica y de una forma bilineal anti-
simétrica.

Demostracién. Sea s(u,v) = %(f(u,v) + f(v,u)) y a(u,v) = %(f(u, v) —
flo,0)). Tuego s(u,v) = 5(Fu0) + fo,0) = 5(f(0,0) + f(u,0)) = s(o,u)
y a(u,0) = 3 (f(w0) ~ fo.0) = ~3(F(ew) ~ fu,0) = ~alv,u). A, s os

simétrica y a es antisimétrica. Luego f = s+ a.m

2.7 DEFINICION. Una forma bilineal f se llama alternante si f(v,v) =0
para toda v € V.

Ahora, consideremos formas bilineales f: V x V — K donde K = R.

2.8 TEOREMA. Sea f:V xV — R una forma bilineal simétrica. En-
tonces V posee una base tal que la matriz asociada a f es diagonal y
cualquier otra matriz diagonal asociada a f posee el mismo numero de
elementos positivos y el mismo numero de elementos negativos.

Demostracién. Por el teorema anterior existe una base {v; }?"_; tal que f posee
una matriz asociada diagonal. Sea {v]}!", otra base tal que la matriz asociada a
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[ es diagonal. Sean n, y n/_ los nimeros de elementos positivos, y n_ y n’ los
nuameros de elementos negativos de las matrices asociadas a f con respecto a las

bases {v;} v {vi}.

Sabemos que rg(f) = ny+n_ = n/ +n’ . Veamos que n. = n/,: sea V, el subes-

pacio generado por {v1,...,v,, } y V. el subespacio generado por {v), ,,...,v,}.
+

Luego f(v,v) >0si0#£veVyy f(v,0) <0si0#£v eV . Asi que V. NV’ = {0}
ydim Vy =ny ydim V! =n—n/ . Entonces dim (V; + V') = dim V; +dim V’ —
dim (V,NV") =ny+(n—n/)—0 =ny—n/ +n. Perodim (V, +V’) < dim V = n.
Luego ny —n/, +n < n, ie., ny < n/. Analogamente n/, < ny y por lo tanto
tendremos ny = n/,. Es claro que esto es suficiente para probar el teorema pues

podriamos comenzar la demostracion con los elementos negativos.m

El teorema anterior se llama ley de la inercia de Sylvester.

Consideremos el caso en que K = €. Diremos que una forma f:V xV — C
es hermitiana si

(1) f(Avr + pvz,v) = Af(v1,v) + pf(ve,v) y

(ii) f(u,v) = f(v,u) para vy,ve,v € V; A, u € C.

A veces se les llama formas bilineales hermitianas, a pesar de que no son
bilineales, pues el escalar de la segunda variable sale “conjugado” (problema 2.4).

Definimos ¢:V — R dado por ¢(v) = f(v,v) como la forma cuadrdtica
hermitiana o compleja asociada a la forma bilineal hermitiana f. f se obtiene a

1
partir de ¢ mediante la férmula f(u,v) = i(q(u +v) —qlu—v))+ i(q(u + iv) —
q(u — iv)) y también se tiene un resultado andlogo a 2.8 para formas bilineales

hermitianas.

PROBLEMAS

2.1 Considere las formas cuadratricas siguientes y encuentre su matriz asociada,
asi como la forma bilineal correspondiente:

(i) q(x,y) = 1822 — dxy — 9y?

(ii) gq(z,y) =2 —zy

(iii) q(z,y,2) =22 +4yz — 22
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2.2 Para cada matriz A asociada a las formas del problema 2.1 que sea simétrica
encuentre una matriz no singular N tal que !NAN sea diagonal.

2.3 En los términos del teorema 2.8 se define el signo de una forma bilineal
f:V xV — R como sgf =ny —n_. Se dice que [ estd definida positivamente
si f(v,v) > 0 Vv # 0y que estd semidefinida no negativamente si f(v,v) > 0
Yv e V.

(i) Pruebe que f estd definida positivamente si, y sélo si, dim V' = sg(f).
(ii) Pruebe que f estd semidefinida no negativamente si, y sélo si, sg(f) = rg(f)
Yy

(iii) analice las formas de los problemas 2.1 y 1.1 y diga sus caracteristicas.

24 Sea f:V xV — (€ una forma bilineal hermitiana. = Pruebe que
f(v, Avy + o) = Af (v, v1) + I f (v, v2).

2.5 Sea A = (@;;) la matriz cuadrada donde @;; denota al conjugado complejo
de a;j. Sea A* = A = tA. Una matriz se llama hermitiana si A* = A, ie.,
si a;; = @j;. Pruebe que si A es hermitiana, f(X,Y) = X AY define una forma
hermitiana en €.

2.6 Compruebe la férmula que permite obtener la forma hermitiana a partir de
la forma cuadratica hermitiana asociada

Fluv) = Flalu+v) — alu—v)) + Hlalutiv) — glu— i),

2.7 Establezca el resultado andlogo al del teorema 2.8 para formas bilineales her-
mitianas.

2.8 Pruebe que la congruencia de matrices simétricas es una relaciéon de equiva-
lencia.

2.9 Pruebe que cualquier forma cuadritica sobre R es de la forma ¢(X) = z? +
cota?—22 , —---—2? donde X = (z1,...,2,). (Sugerencia: considere la matriz
diagonal N con elementos igualesa 1sia; =0y 1/@ sia;; # 0 donde A = (ay;)
es la matriz diagonal asociada a la forma cuadratica ¢(X) = anx% + -+ amx%.
Luego A es congruente con la matriz diagonal requerida).
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III.3 PRODUCTO ESCALAR

3.1 DEFINICION. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K = R o C.
Si K = R, un producto escalar en V sobre R es una forma bilineal simétrica
definida positivamente. Si K = €, un producto escalar en V sobre € es una
forma hermitiana definida positivamente (i.e. tal que f(v,v) > 0 Vv # 0).

Es decir, si V es un espacio vectorial real o complejo, la forma bilineal
(, )V xV — K tal que

(i) <)\’U1 + ,IMJQ,?)> = )\<1)1,U> + N<’U27U>

(i) (u,v) = (v,u) vy
(iii) (v,v) >0siv#0
se llama producto escalar. También se le acostumbra llamar producto interno.

Un espacio vectorial que posee un producto escalar se llama espacio con pro-
ducto escalar. Si el producto escalar es sobre R, al espacio vectorial se le llama
espacio euclidiano y si el campo es €, se le llama espacio unitario.

Observe que
(v, Avy + pg) = (Mg + pwg, v)

3.2 EJEMPLOS. (i) Los problemas 1.1 y 2.3 nos dicen que
(, *R"x R™— R

es un producto escalar en V = R™ sobre R.

(i) (, €™ xC™ — € dado por
(X,Y) =219 + - + Ty,

donde X = (21,...,2m) €EC™ yY = (y1,...,Ym) € €™ es un producto escalar
en V =C"™ sobre C.
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iii M, K x M, K — K dado por
(iii) (, ) P

_Jtr(*BA) siK=TRy
(4, B) = {tr(B*A) si K =@

son productos escalares en M, K sobre K = R o C.

A continuacién definimos la morma o longitud de un vector v de un espacio
vectorial V sobre K = R o € como

o]l = v/ {v, ).

Observe que si (v,v) = 1 entonces ||v|| = 1 y llamaremos a v vector unitario o
normalizado.

3.3 PROPOSICION. Siv,w € V entonces |(v,w)| < ||v|| ||w]||. (Desigualdad
de Cauchy-Schwarz).

Demostracion. Si w = 0 entonces 0 < 0 y el resultado es cierto. Si w # 0,

para cualquier A € R, como (v, w) = (w,v) y A = A,

0 < ||lv— (v, w) w||* = (v — (v, W) w,v — (v, w)Iw)

= <U7U> - <U,w>A<UJ, U> - <’U,’LU>X<U, ’I,U> + <Ua w><v7w>/\2<w7w>
= (v,v) — (v, W)A{v, w) — (v, W)A(v, w) + (v, w) (v, W)A*(w, w)
= [[vll* = 2X[{v, w)? + [{v, w) PA?[Jwl|*  pues |(v,w)]* = (v, w) (v, w)
2
Ahora, si tomamos A = W, obtenemos 0 < |[v||* — W Luego

|(v, w)|* < ||v]|?||w]|?>. Tomando raiz cuadrada obtenemos el resultado requerido. =

3.4 PROPOSICION. (i)|jv|| >0 siv#0
(if) [[Av[] = [A] o]l
(iii) |Jv +w|| < ||v|| + ||w|| (desigualdad del triangulo).
Demostracién. (i) Por 3.1, (v,v) > 0 si v # 0, luego ||[v|| = /(v,v) > 0 si
v # 0.
(ii) Conmsideremos |[Av||? = (Av, \v) = A\ (v,v) = |A|?||v||?, luego tomemos la raiz
cuadrada de ambos lados.
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(iii) Por 3.3

o+ wl]* = (v +w, v +w) = (v,0) + (v,0) + (v, w) + (w,w)
< ol + 2lJol] [Jwl] + [lwll* = (o]l + [[w]])*.

Luego tomese la raiz cuadrada de ambos lados.m

Sea V un espacio vectorial con producto escalar. Diremos que los vectores v, w €
V son ortogonales si (v, w) = 0.

Si V' es un espacio euclidiano, definimos el dngulo entre dos vectores no nulos
u,v € V como 0 = arccos((u,v)/||u|| ||v]|) para 6 € [0, 7].

Sea U un subconjunto del espacio V 'y U+ = {v € V | (u,v) =0 Yu € U} el
conjunto ortogonal a U.

3.5 PROPOSICION. U+ es un subespacio de V.

Demostracién. Como (u,0) = 0, 0 € U*. Sean v,v' € U', entonces
{(u, v + v’y = Mu,v) + fi{u,v’) = A0+ 70 = 0. Por lo tanto \v + uv’ € U+,

3.6 DEFINICION. Sea {v;}?_; un conjunto de vectores de un espacio vectorial
V sobre un campo K = R o €. Diremos que {v;} es ortogonalsi (v;,v;) = 0 para

C : _ s _JO sii#jg
i # jy ortonormal si (v;,v;) = 0;; = {1 Sl

A continuacion estableceremos un procedimiento para encontrar una base orto-
normal de un espacio vectorial V' de dimensién finita, llamado procedimiento de

Gram-Schmidt.

3.7 TEOREMA. Sea {u;}?_, una base del espacio vectorial de dimension
finita V' sobre un campo K = R o €. Entonces existe una base ortonormal

{vi}7—, de V tal que la matriz de transicion es triangular.

Demostracién. Utilizaremos induccién sobre n = dim V. Sin = 1, con-
. Ui .
sideremos v; = W7 luego {v1} es ortonormal. Supongamos que el conjunto
Uy
. Wn,
{v1,v2,...,0,_1} es ortonormal. Veamos que si v, = W, donde w,, = u, —
wﬂ,

(Un,v1)V1 — (Up, V2)V2 — (Up,v3)V3 — -+ — (Up,Vp—_1)Vn_1, entonces el conjunto
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{v1,...,v,} es ortonormal. Pero un célculo directo nos muestra que (w,,v;) =
(Wp,ve) = +++ = (wp,vp—1) = 0. Asi, w, es ortogonal a cada vy, ...,v,—1. Luego,
el conjunto {v1,...,v,} es ortonormal.

Nos resta probar que el conjunto ortonormal es linealmente independiente: con-
sidere Adjv1 + -+ + Apv, = 0 y calculemos (0, v;):

0= (0,v;) = (A1v1 + -+ -+ Ayvn, v4)
= A (U1, 03) o+ A0, 00) + -+ Ap(vn, vi) = A

Luego {v;}"_; es una base de V. Resumiendo, la base ortogonal se obtiene como
sigue:

uy
U1
s ]
U2 — (ug,v1)v1
V2
||U2 - (U2,U1>U1H
o uz — (uz,v)vr — (uz, v2)v2
U3
|Juz — (uz, v1)v1 — (uz, v2)vel|
_ Up — <’un,1)1>1)1 — <Un;vn—l>vn—1
Uy =
[|tn — (Un,v1)v1 = = (Un, Vn—1)Vn—1]]|

Claramente, la matriz de transicién de la base {u;} a {v;} es triangular.m

3.8 EJEMPLO. Sean u; = (1,0,0), us = (1,1,0) y uz = (1,1, 1) los elementos
de una base para R®. Utilizando el procedimiento de 3.7 obtengamos una base
ortonormal vy, vo, v3 para R3.

1,0,0
Sea vy = — 1 = (1,0,0) = (1,0,0). Luego,
[fual| V1
wa = ug — (uz,v1)v1
=(1,1,0) — {(1,1,0),(1,0,0))(1,0,0)

=(1,1,0) — (1,0,0) = (0,1,0)

1
Consideremos vy = —2 = 0.1,0) _ (0,1,0).

lwo|l V1

Luego w3 = uz — (u3,v1)v1 — (us3, v2)va
=(1,1,1) —((1,1,1),(1,0,0))(1,0,0) — {(1,1,1),(0,1,0))(0,1,0)
= (17 1, 1) - (13();0) - (Oa 1,0) = (ana 1)



§ 3 Producto escalar 107

1
Normalizando ws obtenemos vz = s _ 0,0,1) = (0,0,1). Luego

[lws| il

{v1, v2,v3} es una base ortonormal para R3.

3.9 TEOREMA. S5i U es un subespacio de un espacio vectorial V de
dimension finita sobre un campo K, entonces V=U @ U* .

Demostracién. Sea {ug,...,us} una base de U. Extiéndase a una base
{u1,...,u,} de V y aplique el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener una
base ortonormal {v1,...,v,} de V. Por lo tanto {vy,...,vs} es una base ortonor-

mal de U y {vs41,...,v,} C Ut. Veamos que V = U + U*: si v € V entonces
v=Av1 + -+ Av, donde \jvy + - -+ Avs EU y Ag410s41 + - + vy, € U+t
Luego V = U + U+, Veamos que UNU*L = {0}: siu € UNU~ entonces (u,u) =0
y por el problema 3.7, u = 0. Luego U N U+ = {0}.=

~

Observe que si V. = U @ UL entonces existe una proyeccién tnica
(I.2.4) py:V — V tal que im py = U y ker py = U+ llamada proyeccidn
ortogonal de V en U. Por ejemplo, sea V = R*, U = {(0,0,) |n e R} y UL =
{(\ 1,0)| A\ 2 € R}. Entonces R®> = U @ UL y py(\ i1,m) = im py = (0,0,7) es
la proyeccién ortogonal de R? en U.

Otro ejemplo es el siguiente: denotemos con AX = 0 al sistema de m ecuaciones
lineales homogéneo con n incégnitas con coeficientes reales. El espacio solucion U
es el nicleo del operador lineal A. Es decir, U es el conjunto de todos los vectores
ortogonales a cada renglén de A. Luego, U es el complemento ortogonal del espacio
generado por los renglones de A. Ademds, por 1.3.10, el teorema 3.9 nos dice que
dim U = n — rango A.

PROBLEMAS

3.1 Verifique que los ejemplos de 3.2 son efectivamente productos escalares.

3.2 Sea V = Cfg,y el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo [0,1]
y K = R o €. Compruebe que (, ):Cj1 X Cjp1) — K dado por (f,g) =

fo )g(x)dz, x € [0,1] es un producto escalar en V' = Cjg ] sobre K.
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3.3 Compruebe utilizando los resultados de la seccion II1.2 que
(, ) R? x R?2 — R dado por (X,Y) = 2z1y1 — 3x1y2 — 3w2y1 + 2x2y2 donde
X = (z1,22) y Y = (y1,¥2) es un producto escalar.

3.4 Calcule la norma del vector u = (6,7) € R? con respecto al producto escalar
del problema 3.3.

3.5 Sea f=a?+x+1yg=23x+2i Calcule (f,g), ||f|| v Ilg|| con respecto al
producto escalar del problema 3.2.

3.6 Encuentre una base ortonormal para el subespacio de Cjy 1} generado por
{1, 2,2%} con el producto escalar definido en el problema 3.2.

3.7 Sea U un espacio vectorial sobre un campo K = R o €. Pruebe que
(i) si(u,u) =0 entoncesu=0,uecUy

(ii) |Ju|| =0 siy sblo siu = 0.

3.8 Sea {v1,...,vs} un subconjunto ortogonal de un espacio vectorial V de di-
mensién finita n. Pruebe que para cualquier v € V,

s 2
v, U;
> el < o
=1
(desigualdad de Bessel).

3.9 Pruebe que, (i) si U es un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién
finita, entonces U = UL+,

(ii) si V no es de dimensién finita entonces U C (U+)* .

3.10 Sea V un espacio vectorial de dimensién finita con producto escalar. Pruebe
que (U+UNE=ULnU" yque (UNU):=UL+U'".

3.11 Sea {v1,...,v,} una base ortonormal de un espacio vectorial V' sobre un
campo K. Pruebe que si v € V entonces v = (v, v1)v1 + (v, v2)v2 + - -+ + (v, V) Up,
y que si p:V — V es un operador lineal entonces el elemento ij de la matriz
asociada A a p con respecto a la base dada es (p(v;),v;).
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III.4 OPERADORES ADJUNTOS

En esta seccién K denota al campo R o C.
Sea V un espacio vectorial con producto escalar sobre el campo K. Sea
gV —V* tal que
UV gy

la funcién dada por g,(u) = (u,v). Efectivamente, como g,(Aui + pug) =
(Aur + pug,v) = Mui,v) + pfuz, v) = Ago(u1) + pgo(u2), tenemos que g, € V*.
Entonces cada elemento v € V nos proporciona un funcional g,. Veamos que si V
es de dimension finita sucede lo inverso:

4.1 TEOREMA. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre
el campo K con producto escalar. Sea f:V — K un funcional. Entonces
existe un unico v € V tal que f(u) = (u,v) para toda u € V.

Demostracién. Sea {u1,...,uy,} una base ortonormal de V. Seav = f(uy)u;+

-+« 4 f(up)u, un elemento de V. Definamos

go(ui) = (ui,v) = (ui, flur)ur + -+ fun)un) = fus).

Luego g, = f pues coinciden en los elementos de la base. Veamos que v es unico:
supongamos que v’ € V es tal que f(u) = (u,v’) para toda u € V. Entonces
(u, vy = (u,v’), i.e. (u,v—v") =0. Consideremos u = v—v' luego (v—v',v—2") = 0.
Por lo tantov —v' =0y v =1v"m

4.2 TEOREMA. Sea V como en 4.1 y p:V — V un operador lineal.
Entonces existe un operador lineal inico p*:V — V tal que
(p(v),u) = (v, p*(u))
para toda u,v € V.

Demostracion. Sea u € V un elemento fijo de V. Consideremos la aplicacién
f:V — K dada por f(v) = (p(v),u) la cual es un funcional de V. Por 4.1 existe un
elemento tnico u’ € V tal que (p(v),u) = (v,u’) para toda v € V. Sea p*:V — V
tal que p*(u) = u’/. Entonces

{p(v), u) = (v, p*(u))
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para toda u,v € V. Veamos que p* es lineal:

(v, p" (A1 + puz)) = (p(v), Aur + puz)

p(v),u1) + fi{p(v), uz)
P (1)) + v, p* (u2))

= (v, Ap™(u1) + pp* (u2))

uy,ug,v € V; A, u € K. Como v es arbitraria, por la unicidad de 4.1
P (Aur + puz) = Ap™(u1) + pp* (u2),
y por lo tanto p* es lineal. Dejamos probar la unicidad de p* al lector (problema

41)m

Si la base de V' es ortonormal se tiene la siguiente

4.3 PROPOSICION. St A = (a;;) es la matriz asociada a p con respecto
a una base ortonormal {uy,...,u,} de V entonces la matriz asociada a p*
es A*.

Demostracion. Por el problema 3.11 los elementos 7j de las matrices aso-
ciadas a p y p* son (p(u;),u;) y {p*(u;),u;) respectivamente. Pero (p*(u;),u;)

(ui, p*(uj)) = (p(u;), u;) = a@j;. Luego A* es la matriz asociada a p*.m

4.4 DEFINICION. Sea V un espacio con producto escalar. Un operador
p:V — V posee un operador adjunto p* en V si

(p(v),u) = (v, p*(u)).
Observe que si V es un espacio vectorial de dimensién finita, por 4.2 siempre
existe un operador adjunto.
4.5 EJEMPLO. Sea p: €* — €2 dado por
plx,y, z) = (2x + 3iy + 42,8z + iy + 10z, 6x + Tiy + 8z2).

La matriz A asociada a p con respecto a la base canénica es

2 3 4
A=18 9 10
6 71 8
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Entonces la matriz asociada a p* es

A* =

Luego p*(z,y,2) =

2 8 6
-3 =9 -7
4 10 8

(22 4 8y + 6z, —3ix — iy — Tiz, 4z + 10y + 8z2).

111

4.6 PROPOSICION. Sean p,n:V — V operadores lineales de un espacio
vectorial de dimension finita sobre K. Entonces

i) (p+m)*=p"+n"
(ii) (pm)* =n"p*
(iii) (Ap)* = Ap*
(iv) (p7)* =

vy I*=1

(vi)

Si p es invertible entonces (p~1)*

= ()"

Demostracién. Tomando en cuenta la proposicién 4.3, la demostracién puede

hacerse utilizando las propiedades de las matrices, pero también se puede hacer

directamente como sigue:

(i) Considere las igualdades siguientes:

((p+m)(v),u) =

Por la unicidad de 4.2, (p +n)*
(i) ((pm)(v),u) = (p(n(v)),u) =

u,v € V. Por la unicidad de 4.2, (p

) (),
= (v, (Ap*)(u)); u,v € V; A € K. Por la unicidad de 4.2, (Ap)*

(iif) ((Ap)(v),w) =

:1},

(
(
= {
(
(

p(v) +n(v),u)
= (p(v),u) + (n(v),u)
v, p*(u)) + (v, " (u))
p*(u) +n*(v))
=(v,(p" +n")(u));  wveV
=p 0.
(n(v), p*(u )> (v,n*(p*(u))) =
)* *
= Mp(v>7u> = Mo, p*(u))

(iv) (p"(v),w) = (u, p*(v)) =

(p(u),v) =

(v) Lo dejamos como ejercicio al lector.

(vi) Como I =1I* por (v), I* = (pp~")" = (p~"

(v, (*p*)(w));

= (v,20*(u))

(v, p(u)); u,v € V. Por 4.2, (p*)* = p.

) p*. Asique (p=')* = (p*) 'm
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Considere el conjunto Ay = Homg(V,V) de todos los operadores lineales
p:V — V donde V es un espacio vectorial de dimensién finita con producto
escalar. Sabemos que Ay posee una estructura de espacio vectorial. Considere el
operador ¢: Ay — Ay dado por ¢(p) = p*.

A continuacién estudiaremos el caso especifico en que ¢(p) = p* es p~ L.

4.7 DEFINICION. Sean V y V'’ espacios vectoriales con producto escalar
(, Yv v {(, )y respectivamente. Un isomorfismo entre espacios vectoriales con
producto escalar es un isomorfismo f:V — V' que preserva productos escalares,
es decir, (f(v), f(u))v: = (v,u)y para toda v,u € V.

4.8 DEFINICION. Un operador unitario (ortogonal) p:V — V definido
en un espacio vectorial V' con producto escalar sobre K = C(K = R) es un
isomorfismo p: V' — V de espacios vectoriales con producto escalar.

Por el problema 4.4, p:V — V es unitario (ortogonal) si K = € (K = R)
ypt=p"
unitario p es A (llamada matriz unitaria) si, y sélo si A* = A~! ie. AA* =

Observe que, por 4.3, si K = €, la matriz asociada a un operador

I = A*A. También, si K = R, la matriz asociada a un operador ortogonal p
es A (lamada matriz ortogonal) si, y sélo si ‘A = A7 (pues A* = 'A), ie.
AtA) =T ="1AA.

Si A es una matriz ortogonal, A(*A) = I y como |A| = |'4], |A'A] = |I] = 1.
Pero |A'A| = |A||'A| = |A]?. Luego |A| = £1.

Observe que el conjunto de la matrices ortogonales de n x n cumplen las pro-
piedades (ii), (iii) y (iv) de I.1.1, es decir, forman un grupo que llamaremos grupo
ortogonal denotado con O(n). El conjunto de matrices ortogonales que poseen
determinante 1 lo denotaremos con SO(n) y lo llamaremos grupo ortogonal es-
pecial.

4.9 DEFINICION. Diremos que un operador p: V. — V es normal si conmuta
con su adjunto, es decir, si pp* = p*p. Diremos que una matriz compleja A es
normal si conmuta con su conjugada traspuesta, es decir, si AA* = A*A.

Observe que los operadores ortogonales y unitarios son normales.
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PROBLEMAS

4.1 Compruebe la unicidad de p* del teorema 4.2.

4.2 Pruebe que, si p:V — V es un operador de V y U un subespacio invariante
bajo p entonces U+ es un subespacio invariante bajo p*.

4.3 Sea \ un valor caracteristico de un operador p: V. — V donde V es un espacio
vectorial complejo. Pruebe que

(i) si p* = p entonces A € R.

L entonces |\| = 1.

(i) sip* =p~
4.4 Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) pr=p""
(i) (p(v), p(u)) = (v, u) para toda v,u € V'
(iii) ||p(w)|| = ||u|| para toda u € V.

Un operador p que cumple la afirmacién (ii) se dice que preserva productos
escalares y si cumple (iii) se dice que preserva longitudes.

4.5 Pruebe que si A es una matriz ortogonal de 2 x 2 con |A| = 1 entonces A es

de la forma
( cost —sen t)

sent cost para alguna t € IR.

4.6 Pruebe que si A es una matriz ortogonal (o unitaria) entonces los renglones y
las columnas forman conjuntos ortonormales y viceversa.
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I11.5 EL TEOREMA ESPECTRAL

Considere el operador ¢: Ay — Ay dado por ¢(p) = p* de la seccién anterior,
donde V' es un espacio vectorial de dimensién finita con producto escalar sobre
K=RoC.

5.1 DEFINICION. Diremos que un operador p:V — V es autoadjunto
si ¢(p) = p* = p. Si K = R lo llamaremos también simétrico; si K = C lo
llamaremos hermitiano.

Veamos algunas propiedades de los operadores simétricos:

5.2 PROPOSICION. Sea p:V — V un operador simétrico. Entonces el
polinomio caracteristico p,(\) de p se factoriza en factores lineales sobre R
y los vectores caracteristicos de p que corresponden a valores caracteristicos
distintos som ortogonales.

Demostracion. Sea A la matriz asociada a p con respecto a una base ortonor-
mal de V. Entonces A = A. Sea pa()) el polinomio caracteristico de A. Por el
problema 4.3(i) el operador autoadjunto considerado como operador autoadjunto
complejo p posee inicamente valores caracteristicos reales. Entonces

Pa(A) = A= A)A=A2) - (A= An)

donde \; € R.

Sip(u) = duy p(v) = Nv con XA # XN entonces \(u,v) = (Au,v) = (p(u),v) =
(u, p(v)) = (u, N'v) = XN {u,v). Luego (A — X){u,v) =0. Como X # X, {(u,v) =0

5.3 TEOREMA. Sea p:V — V un operador simétrico (V es un espacio
vectorial sobre R). Entonces p posee una matriz asociada diagonal.

Demostracion. Utilizaremos inducciéon sobre la dimension de V. Si
dim V = 1 entonces el teorema se cumple. Sea dim V = n con n > 1. Por
5.2 existe al menos un vector caracteristico v; diferente de cero de p. Sea U el

subespacio generado por v; y sea w; = Como v es un vector caracteristico

vy
[Jor]|°

el subespacio U es invariante bajo p. Por el problema 4.2 U+ es invariante bajo
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p* = p. Asi, p|y1 es un operador simétrico. Por 3.9, V =2 UaU~+. Como dim U = 1,
dim U+ = n — 1. Por induccién, existe una base ortonormal {ws,...,w,} de U+
que consta de vectores caracteristicos de p|;;. y por lo tanto de p. Como w; € U+,
(w1,w;) =0 parai=2,...,ny por lo tanto {w;}_; es un conjunto ortonormal de
vectores caracteristicos de p y por I1.1.12 posee una matriz asociada diagonal.m

5.4 COROLARIO. Sea A una matriz simétrica real. Entonces existe una
matriz ortogonal N tal que la matriz B= N"'AN ='NAN es diagonal.=

Observe que por el problema 5.1 y el teorema anterior tenemos que un espacio
vectorial sobre IR posee una base ortonormal que consiste de vectores caracteristicos
de p si, y solo si, p es autoadjunto.

A continuacién veamos un resultado semejante al teorema 5.3 para operadores
normales en espacios complejos.

5.5 TEOREMA. Sea p:V — V un operador normal donde V es un es-
pacio vectorial complejo con producto escalar. Entonces p posee una matriz
asociada diagonal.

Demostracién. Utilizaremos el proceso de induccién sobre la dimensién de V.
Si dim V = 1 el teorema es vilido. Supongamos que dim V = n para n > 1.
Como el campo es €, p posee al menos un valor caracteristico y por ende un vector
caracteristico w # 0. Sea U el subespacio generado por w y sea v; un vector
unitario de U. Como w es un vector caracteristico de p, U es invariante bajo p. Por
el problema 5.4(i), w es también un vector caracteristico de p* y por lo tanto, U
es invariante bajo p*. Por el problema 4.2, U~ es invariante bajo p = p**. Ahora,
contintde la demostracién en forma analoga a 5.3.m

5.6 COROLARIO. Sea A una matriz normal. Entonces existe una ma-
triz unitaria N tal que la matriz B= N"1AN = N*AN es diagonalm=

5.7 EJEMPLO. Consideremos la matriz simétrica A = (_72 _42> Encon-

tremos una matriz ortogonal N tal que B = !NAN sea diagonal. El polinomio
caracterfstico pa(\) de A es

pA(/\)|>\IA|"\57 )\34‘0\3)()\8).
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Entonces A = 3 y A = 8 son los valores caracteristicos. Para A = 3, obtenemos

(5L %) <9yc> 3(3)

lo que nos da el sistema de ecuaciones

4z —2y =0
20—y =20 .
El vector (—2,—4) es una solucién del sistema y por lo tanto es un vector carac-
teristico correspondiente al valor caracteristico A = 3. Para A = 8, obtenemos

(5L %) <9yc> 8(5)

lo que nos da el sistema de ecuaciones

r+2y=0
20 +4y =0 .

El vector (—4, 2) es una solucién del sistema y por lo tanto es un vector caracteristico

correspondiente al valor caracteristico A = 8.

Por la proposicién 5.2 sabemos que dichos vectores caracteristicos son ortogo-
nales. Normalizamos los vectores caracteristicos y obtenemos una base ortonormal

{(~2/v20,-4/v20) , (~4/v20,2/v20) }.
Definamos N como la matriz

—2/v/20 —4/4/20
~4/v20  2/V20 )"

Luego {NAN = (8 g) = B. Observe que la diagonal de B consiste de los valores
caracteristicos correspondientes a los vectores caracteristicos.

A continuacién estableceremos el teorema espectral.

5.8 TEOREMA. Sea p:V — V un operador simétrico (normal) donde
V es un espacio vectorial de dimension finita con producto escalar sobre
K =R (K = C). Entonces eristen proyecciones ortogonales py, deV en
Vi, tales que
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(1) p = >\1PVA1 + >\2pVA2 + e + ASPVAS
(ii) pvy, +-+pv,, =1
(iii) PVx, OPVa, = 0817 #1.

Demostracion. (i) Como p es simétrico (normal), por 5.3 (5.5) existe una base
ortonormal que consiste de vectores caracteristicos asociados a valores caracteris-
ticos A1,...,As de p. Luego V=2V, @--- @ V),. Sea v = v1 + -+ + vs donde
v; € Vy,. Entonces p(v) = p(v1) + -+ + p(vs) = Ajv1 + -+ + Asvs. Denote-
moscon W =V, ®---dV), &---dV),. Seau €V, w= Zj#wj donde
w; € Vy;. Entonces (u,w) = (u,>,,;w;) = > ;4 (u,wj). Por el problema 5.4,
esta ultima igualdad es 0 y por lo tanto W = V/\J;. Asi, por definicién, el operador
pvy,: V. — V dado por py, (v) = v; es la proyeccién ortogonal sobre Vy,. Luego
p('l}) = Alp\/}l (U) + -+ )‘SPVAS (’U) y p = >\1pV>\1 + -+ ASPVAS .

(11) Seav = v1+---+vs. Por (1), U =Dvy, (7))+ : '+pVAS (U) = (pVAI +-- '+pV,\S )(U)
Luego I = py,, +---+pv,,-

(iii) (pVAi © Pvy, )(U) = DPvy, (pV/\j (’U)) = Dvy, (vj) con v; € V)\LZ Pero Pvy, (vj) =0
pues py,  es la proyeccién ortogonal. Luego py, o v, = O.m

La descomposicién de p del teorema anterior se llama descomposicion o reso-
lucion espectral de p.

5.9 EJEMPLO. Considere el operador p: R* — R? dado por p(z,y,2) =
(4 + by, bx + 4y, 3z). Su matriz asociada es

4 5 0
A=1[5 4 0
0 0 3

la cual es simétrica (y por ende p lo es) y posee una descomposicién espectral en
proyecciones ortogonales. Veamos como se obtienen. Los valores caracteristicos se
obtienen de

=(A=4)2%\A-3)—25(A—3)

=((A—4)*-25)(A—3)
=A=9A+1DA-3).

Sean \;y =9, Ay = —1 y A3 = 3 los valores caracteristicos. Ahora encontremos los
espacios caracteristicos generados por los vectores caracteristicos asociados a Ay, Ag

Y As:
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-5 0
(i) Para Ay =9, MI — A= | — 5 0|, luego
0 6
5 =5 0 x
-5 5 0 Y
0 0 6 z
5 — oy =0
y obtenemos el sistema de ecuaciones —bx+ 5y =0 cuya solucién es
62=0

r=y=ayz=0.

-5 =5 0
(ii) Para Ao = =1, I —A=| =5 =5 0 |, luego
0 0 —4

(3 ) (E)-(0)

—br—by=0
y obtenemos el sistema de ecuaciones —5x — 5y =0 » cuya solucién es x = c,
—4z =0
y=—-cyz=0.
(iii) Andlogamente, para A3 = 3 obtenemos x =y =0y z = b. Asi, los espacios
caracteristicos son
N = {(a,a,0)]a € R}, dim V), =1
W, ={(¢,—¢,0)lce R}, dimV,,=1y
s = {(0,0,0)]b € R}, dim V), = 1.

Luego R® = V), @ V), ® Vi,. Si (,9,2) € R? entonces
(z,y,2) = (a,a,0) + (¢, =¢,0) + (0,0,0)

=(a+c,a—cb).
Comoxr=a+c,y=a—cyz=»,
z+y=2a y —x+4+y=—2c
de donde a = %, c= —* ;_ y_ % Las proyecciones ortogonales son

r+y r+y
pV>\1: 9 5 9 70

_(rz—y y—x 0
pV>\2_ 2 ) 2 )

pV,\3 = (Oa 07 Z)
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y podemos expresar p como

Ty x+y r—y y—x
=9 0] — —,0 3(0,0, 2).
plonn) =9 (5L T ) - (5L 15 0) 430,09

Es facil comprobar que p(z,y, z) = (4 + by, bx + 4y, 32).

PROBLEMAS

5.1 Pruebe que si V' es un espacio vectorial sobre R de dimension finita con
producto escalar y p:V — V es un operador lineal para el cual existe una base
ortonormal que consiste de vectores caracteristicos de p entonces p es simétrico, i.e.
es autoadjunto sobre IR.

5.2 (i) Proporcione una demostracién del corolario 5.4.

(ii) Pruebe que si A es una matriz hermitiana entonces existe una matriz unitaria
N tal que N*AN es diagonal.

5.3 Pruebe que si p es un operador normal entonces
(i) p — Al es normal

(if) p*(v) = 0si, y sélo si, p(v) =0

5.4 Sea p un operador normal. Pruebe que
(i) si p(v) = Av entonces p*(v) = \v
(ii) sip(v) =Avy p(v') =XNv' y A # X entonces (v,v') = 0.

5.5 Escriba con detalle el final de la demostracién de 5.5.

5.6 (i) Pruebe que si p es una proyeccién entonces p* = p.

(ii) Veifique y pruebe en caso de ser vélida la doble implicacién del siguiente
enunciado: Un operador p: V — V es normal si, y sélo si p es autoadjunto.

5.7 Pruebe que si p es un operador normal y f un polinomio sobre €, entonces
f(p) es un operador normal.

5.8 Sea A= (_92 %2> una matriz simétrica. Encuentre una matriz ortogonal
N tal que B =tNAN sea diagonal.
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5.9 Encuentre la descomposicion espectral de p: R?® — R? dado por plz,y,z) =
(5z — 2y, —2x + 2y, 42).



Capitulo IV
ALGEBRA MULTILINEAL Y

K-TEORIA ALGEBRAICA CLASICA

IV.1 PRODUCTO TENSORIAL

A continuacién definiremos un espacio vectorial en el cual solamente se tienen rela-
ciones bilineales.

1.1 DEFINICION. Sean U y V espacios vectoriales de dimensién finita sobre
un campo K. El producto tensorial de U y V', es la pareja (T, f) donde T es un
espacio vectorial de dimensién finita y f:U x V — T es una funcién bilineal, tal
que si W es un espacio vectorial de dimensién finita y g:U x V — W es bilineal,
entonces existe una funcién lineal tinica h: T — W tal que g = h o f.

La condiciéon g = h o f se puede representar mediante el diagrama

Uxv Lo

s\ |n
w

Veamos a continuacion que, si existe, el producto tensorial de dos espacios vecto-
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riales de dimensién finita es tnico. Es decir, dados dos productos tensoriales (T, f)
y (T", f') de U y V existe un isomorfismo entre T'y T”. Esto es inmediato, pues, por
ser T un producto tensorial, existe h: T — T’ tal que f' = ho f. Andlogamente,
como T es un producto tensorial, existe h': T — T tal que f = I/ o f’. Consid-

eremos los siguientes diagramas

T T’
a ', Lw
vxv 2o Uvxv -5 -
N AN
T T’

Por ser T un producto tensorial, y como 17:T — T es tal que 1o f = f y también
h oho f = f, por la unicidad tenemos que h' o h = 17. De manera semejante,
por ser 1" un producto tensorial, y como 17/:T" — T es tal que 177 o f' = ' y
también hoh'o f' = f’, se tiene, por unicidad, que hoh’ = 17.. Por lo tanto, h es

un isomorfismo.

Entonces podemos hablar de el producto tensorial T de U y V', denotado con
T=U®g V o simplemente U ® V.

En otras palabras, 1.1 nos dice que cualquier funcién bilineal g:U x V — W
puede expresarse en términos de f: UxV — T = U®kV como g(u,v) = h(f(u,v))
para una funcién lineal tinica h: U Qg V — W.

Ahora veamos que, dados dos espacios vectoriales de dimensién finita sobre un
campo K, siempre existe su producto tensorial.

1.2 PROPOSICION. Sean U y V espacios vectoriales de dimension finita
sobre un campo K. Entonces existe un espacio vectorial T de dimension
finita sobre K que cumple la definicion 1.1.

Demostraciéon. Sea {uy,...,u,} una base de U y {v1,...,v,} una base de V.
Sea T'= K™ el espacio vectorial de dimensién mn sobre K y {e;;} con 1 <i<m
y 1 < j < n la base candnica. Los elementos de T se pueden expresar en forma

Unica como
m n

Z Z /\ijeij con )\ij € K.

i=1 j=1
Sea f:U x V — T la funcién dada por

f(u,v) = f(alul +-- 4+ am”m,ﬁlvl +--- +/8nvn) = Zzaiﬁjeij-

i=1 j=1
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En particular, f(u;,v;) = e;;.

Veamos que se cumple 1.1. Comprobemos que f es bilineal: sea u’' = oju; +

/
c g, Uy,

_Ms
M=

@
Il
-
<.
Il
-

flu+u',v) = (i + af)Bjeij

(aif3j + aiBj)ei

I
M-
M:

N
Il
-
<.
I
-

(ciBjeij + aifBjei;)

zﬁgem + Z Za ﬁ]ezg

+f( V)
) = flu,v) + f(u,v') vy que f(Au,v) =

I
M-
M:

N
Il
—

.
Il
-

.
Il

= f
Andlogamente se tiene que f(u,
A (u,v) = fu, \v).

Finalmente, sea g:U x V — W una funcién bilineal. Por la proposicién 1.5.2

I
e/\ MS
@V&M:

existe una funcién lineal dnica h: T — W tal que h(e;;) = g(us, v;). Asi, g(u,v) =
g (Z?L Uiy Y5 5jvj) = it 2jon g (ui, v) =
B (S0 oy aibies ) = h(f(u,0)n

La funcién bilineal f se llama funcidon bilineal universal (cualquier otra funcién
bilineal g: U x V' — W se obtiene de f). Decimos que debido a la propiedad univer-
sal, el espacio vectorial U ® g V esta determinado en forma tnica salvo isomorfismo.
Es decir, que si en la construccién del espacio vectorial U ® g V' hubiéramos tomado
bases diferentes para U y V obtendriamos un espacio vectorial isomorfo a U @ V.
Atn maés, podriamos haber construido el producto tensorial U ® V' sin utilizar
bases de U y V tal que 1.1 se cumpla, véase [LL1, p.60].

Para cada uw € U y v € V, el elemento f(u,v) lo escribiremos en la forma u ® v.
Es facil comprobar (problema 1.9) que f(U x V) genera el producto tensorial T
el cual denotamos U @ V. De manera que cada elemento de U ®g V' se puede
escribir en la forma 22:1 Ai(u; ® v;) con \; € K, u; € U, v; € V. Esta expresién
no es unica pues de la bilinealidad de f se tiene que

(Mug + Aouz) @ v = A1 (u; @ v) + Ae(ug @ v) y
u® (pv1 + povz) = pi(u®@v1) + pa(u ®vs),
donde A, Ao, pt1, o, € K uy,ug,u € U y v1,v2,v € V.
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Como caso particular se tiene que

M) @v=ANu®v)=u® (\v).
Si A = —1 se tiene que (—u) @ v = —(u®v) = u® (—v) y si A = 0 se tiene que
0®v=0=u®O0.

Por lo tanto, cualquier elemento de U ® ¢ V' puede escribirse en la forma

T

D (@)

i=1

donde u; € U, v; € V.

A continuacion estableceremos algunas propiedades del producto tensorial.

1.3 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n
sobre un campo K. Entonces

Vok K2V 2KgV.

Demostracién. Sea ¢g:V x K — V la funcién bilineal dada por g(v, A) = Av,
A e K, v e V. Entonces por 1.1 existe una funcién lineal tnica
h:V®g K — V tal que ho f = g, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

f

VxK — VK
N\, |n
14

La funcién bilineal g es suprayectiva pues g(v,1) = 1-v =v. Como ho f =g
entonces h es suprayectiva.

Veamos que h es inyectiva: sea v € V @k K. Sea {v;}_; una base de V, x es
de la forma Y. (v; ® \;) parav; € V, \; € K ytal que z = Y 1 (v; ® \;) =
S v @1) = (30, ANv) @1 =v® 1. Luego h(z) = h(v® 1) = h(f(v,1)) =
glv,1)=1-v=wv. Si h(v ®1) = 0 entonces v =0 y por lo tanto z = v ® 1 = 0.
Asi, h es inyectivo. Dejamos al lector probar que V = K @ x V (Problema 1.1).a

1.4 DEFINICION. Sean Vi, Vs, ..., V,,, W una coleccién de espacios vectori-
ales sobre un campo K. Diremos que una funcién

fVixVox- - xV, —W
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es multilineal si para cadai=1,...,m

Fory oo vi+ 0o vom) = for, o, 0 oy Um) + f(01, 00 U U) Y
For, oy Aoy 0m) = Af (V1,000 Um)

donde \ € K, v;,v} € V;.

Es decir, f es lineal en cada variable cuando las otras se mantienen fijas. Tam-
bién llamaremos forma multilineal a una funcién multilineal con codominio K.
Podemos enunciar la definicién equivalente a 1.1 para productos multitensoriales.

1.5 DEFINICION. Sean {V;}!; espacios vectoriales sobre un campo K. El
producto tensorial de {V;} es una pareja (T, f) donde T es un espacio vectorial
sobre K y f es una funcién multilineal f:V; x --- x V,;, — T tal que si W es
un espacio vectorial sobre un campo K y g:Vj x --- x V;,, — W es multilineal,
entonces existe una funcién lineal tnica h: T'— W tal que g = h o f, es decir, tal
que el siguiente diagrama conmuta:

Vix--xV, -1 T

AV
w

Denotaremos a 7" con Vi ® - -- ® Vy, 0 con ®*,V; y es facil comprobar la unicidad

y existencia de T

1.6 PROPOSICION. Sean U,V,W espacios vectoriales sobre un campo
K. Entonces UV)oW2xU(VW)2UQVQW.

Demostracién. Consideremos la funcién bilineal ¢”:U xV — UQV @ W
dada por ¢"(u,v) = u ® v ® w para w € W fija, la cual induce una funcién lineal
hpy:UQV — UV W tal que hy(u®v) =u®v@w. Sea g: (UQV)x W —
U@V ®@W dada por g(t,w) = hy(t). g es bilineal y por lo tanto induce una funcién
lineal h: (U@ V)W — UV W tal que h((u®@v) @w) =u®v ® w.

Construyamos ahora una funcién #:U @ V@ W — (U® V) ® W tal que
h' oh = lwgvyew ¥ hoh' = lygvew. Para construir A’ considere la funcién
g UXVXW — (UaV)®W dada por ¢'(u,v,w) = (u®v) @w. ¢ es lineal en
cada variable, luego induce una funcién lineal W: U@V @W — (U®V) @ W tal
que h(u®v®@w) = (u®v) ® w. Es inmediato comprobar que h’' o h = 1ygvygw
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y que hoh' = lygvew ¥, por lo tanto, h y h’ son isomorfismos. La demostracion
deque U@ (VoW)=ZU®V ®W es andloga.n

1.7 DEFINICION. Sean Vi,...,V,, espacios vectoriales de dimensién finita
sobre un campo K. Diremos que la sucesién

fo f1 f2 Jm—1 fm
0Oo—Vy -V —V,1—V, —0
es exacta en Vi siim f;_1 = ker f;. Diremos que la sucesion es exacta si es exacta
en cada V;, paratodai=1,...,m.

1.8 PROPOSICION. Sean Vi,...,V,, espacios vectoriales de dimension
finita sobre un campo K y

0L vy Iy, oy Say Ty ey e

una sucesion exacta. Entonces

dim V; — dim Va 4 dim V3 — - -- + (=1)™"'dim V,, = 0.

Demostracion. Utilizaremos el proceso de induccién sobre m. Para
m = 1 tenemos la sucesién 0 o, i N, 0. Por exactitud, im fo =0 = ker f1 = V4.
Luego V43 = 0 y dim V; = 0. Supongamos que la proposicién es valida para
m — 1. Como f5: Vo — V3 posee nicleo ker fo = im f1, induce una funcién lineal
Va/im fi — V3 (problema I1.4.8) que es inyectiva. Luego, se tiene una sucesién

exacta

OHVZ/melH‘/S*)H nL—l"VmHO
¥y, por hipétesis de induccién dim Vz/im f; —dim V3 4 -+ =0, es decir, por 11.4.5
dim V5 — dim (¢m f1) —dim V3 +--- = 0 y por 1.3.11 dim V; = dim (im fi) +

dim (ker f1) = dim (im f1) + 0 = dim (im f1) pues im fo = 0 = ker f1. Luego
dimVQ—dimVl —dlmV3+ =0m

1.9 COROLARIO. Si0 — Vi, — Vo, — V53 — 0 es una sucesion exacta
corta de espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K entonces
Va=VioVs.

Demostraciéon. Por 1.8, dim V; — dim V5 + dim V3 = 0. Luego dim V5, =
dim V; + dim V3 y por lo tanto Vo 2 V) @ Vi
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PROBLEMAS

1.1 Pruebeque K"®@ K™ = K™ y que K ®x V =2 V para V un espacio vectorial
como en 1.3.

1.2 Proporcione con todo detalle la demostracién de 1.6
1.3 Pruebe que UQV ZV QU.

1.4 Pruebe que si
L Ly w
es una sucesion exacta de espacios vectoriales sobre un campo K, entonces
(i) h es inyectiva si, y sélo si, g es trivial (i.e. g(U) = 0)

(ii) g es trivial si, y sélo si, f es suprayectivo.
1.5 Pruebe que, en una sucesién exacta de espacios vectoriales sobre un campo K
sLrtuyly tw
f es suprayectiva y k es inyectiva si, y sélo si, U = 0.

1.6 Pruebe que, si 0 — V — 0 es una sucesién exacta de espacios vectoriales
sobre un campo K, entonces V = 0.

1.7 Sea R 7, S L7 U 5 v -4 W ouna sucesién exacta de espacios
vectoriales sobre un campo K. Pruebe que g, k son funciones lineales triviales si,
y sblo si, h es isomorfismo, y que h es isomorfismo si, y sélo si, f es suprayectiva y
q es inyectiva.

. h . .
1.8 Pruebe que, si 0 — U — V — 0 es una sucesiéon exacta de espacios
vectoriales sobre un campo K, entonces h es un isomorfismo.

1.9 Verifique que f(U x V) genera a U ® V. (Sugerencia: defina una funcién
lineal i:U x V — U ®g V y utilice la unicidad de 1.1 para mostrar que ¢ es

suprayectiva.)
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IV.2 PRODUCTO EXTERIOR

2.1 DEFINICION. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre
un campo K. Diremos que la funcién bilineal f:V x V — W es alternante si
f(v,v) =0 para toda v € V.

2.2 DEFINICION. La potencia exterior (de grado 2) de un espacio vectorial
V' de dimensién finita sobre un campo K, es una pareja (V AV, f) en donde VAV
es un espacio vectorial sobre Ky f:V xV — V AV es una funcién bilineal
alternante, tal que para todo espacio vectorial W y toda g:V x V. — W funcién
bilineal alternante, existe una funcion lineal inica h: VAV — W tal que g = ho f,
es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

vxV L ovav
N\ |n
W

Anélogamente al caso de suma directa y al de producto tensorial se demuestra
(problema 2.1) que, si existe, la potencia exterior es tnica.

La existencia se demuestra facilmente utilizando los conceptos de producto ten-
sorial y espacio vectorial cociente:

2.3 PROPOSICION. Sea V un espacio vectorial de dimension finita
sobre K y (V®V, f') el producto tensorial. Sea U el subespacio de V@V
generado por los elementos v@v conv e€V. Sea p:VV — (Ve V)/U la
proyeccion candnica. Entonces la pareja (V@ V)/U, f), con f = pf' es la
potencia exterior VAV.

Demostracion. Veamos que f es bilineal alternante. En efecto, es bilineal
porque f’ lo es y p es lineal; es alternante porque f(v,v) = pf'(v,v) = p(v @ v) =
(v@v)+U=U queesel cerode (VeV)/U.
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Demostraremos que satisface (la propiedad universal de) la definicién de potencia
exterior. Dada  una  funcién  bilineal alternante arbitraria

g:V x V — W consideremos el diagrama

vxv 4L ovev I veviu=vav
A e (f=pf")
W

Por ser V ® V el producto tensorial existe ', funcién lineal tal que g = b/ f’. Asi,
h(v@wv) =hf'(v,0) = g(v,v) = 0. Luego, h'(v®@v) = h'f'(v,v) = 0 para toda
v € V, lo cual implica que h'(U) = 0. Entonces existe una funcién lineal tinica h
tal que b’ = hp. Por lo tanto g = hpf' = hf =

Observe que como im f' genera a V ® V' y p es suprayectiva, resulta que im f
genera a V A V.

Sif:VxV — VAV esla funcion bilineal alternante que da la potencia exterior
V' AV usaremos la notacién
flu,v) =uAw.

2.4 EJEMPLO. Con la notacién anterior, también resulta que u Av = —v A u.
En efecto, ya que f(u-+wv,u+v) = 0, se tiene que f(u, )+ f(u, v)+ f(v,u)+ f(v,v) =
0 de donde f(u,v) = —f(v,u).

2.5 EJEMPLO. Sea V un espacio vectorial de dimensién 3 y (V AV, f) la
potencia exterior. Sea {u;}?_; una base de V. Si u = Z?=1 QUi V= Zle Biu;

entonces

flu,0) =f (Z Ofiuuzﬂjuj)
= a1 01 f(ur,ur) + aq Baf(ur, ug) + a1 B f (u1, uz) + a1 f(uz, ur)
+ a2 f(uz, uz)a B3 f(uz, us) + azfr f(us, u1) + o Bz f(us, uz)

+ agus f(us, u3)

3 3
= Z Z i3 f (ui, ug).
i=1 =1
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Por ser f alternante f(u;,u;) = 0, f(ug,u1) = —f(u1,uz), flus,u1) = —f(ur,us)
y flus,uz) = —f(ug,usz). Asi obtenemos

flu,v) = (B2 — 1) fur, u2) + (a1 B3 — asfBr) f (w1, uz) + (283 — azfa) f(uz, us),

es decir,
uAv= (102 — aaf)ur Auz + (@183 — asfi)ur Aug + (a3 — asfa)us A us.

Demostraremos a continuacién que {u; A us,u; A uz,us A uz} es una base de
V AV y, por lo tanto la dimensién de la potencia exterior, en este caso, es 3.

Acabamos de demostrar que todo elemento de im f es combinacion lineal de estos
tres vectores y como la im f genera a V AV, el conjunto {ug Aug,uy Aus,us Aug}
genera a V AV.

Para demostrar que son linealmente independientes podemos utilizar la propie-
dad universal de la manera siguiente. Sea W un espacio vectorial de dimensién 3 y
{t12,t13,t23} una base de W. Sea ¢g:V x V. — W la funcién dada por

glu,v) = > (@Bl —a;B)ti;

1<i,j<3

en donde u = Z§:1 Ui, U = 2?21 Bju;. En particular se tiene que g(u;, u;) = t;;.
Esta funcién (problema 2.3) es bilineal y alternante. Entonces, por la propiedad
universal, existe una funcién lineal tnica h: VAV — W tal que g = hf. Obtenemos
asi g(u,v) = hf(u,v) = h(u Av) y, en particular, h(u; A u;) = g(us, u;) = t45.
Supongamos ahora que > A;ju; Au; =0 para (1 <i < j < 3). Entonces como h es
lineal, A(>  Ajjui Awj) =D Aijh(u; Aug) = Nijg(us,ug) = Aijti; = 0. Como
{t12,t13,t23} es base de W, entonces Aj2 = A3 = A3 = 0.

2.6 EJEMPLO. Si V = R?, recuérdese que el producto vectorial o producto
cruz de dos vectores u = (a1,a9,a3) y v = (01, B2, 83) se define como u X v =

(23 — afe,azf — 13, a182 — azf1), es decir,
uxv= (a0 —azfz)er + (azf — a1f3)ez + (a1 — azfBi)es
lo cual puede expresarse como

€1 €2 €3
a1 Q2 O3

Br P2 Ps

U Xv=
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En particular e; X ea = e3, €2 X e3 = e, e3 X e; = e3, por lo que podemos escribir

uxv= (a1 —azfr)er x ex + (o183 — azfBi)er X ez + (a2f3 — azfa)ez X e3.

Si comparamos esta expresién de u X v con la expresiéon para u A v del ejemplo
anterior (con {uy,ug,us} = {e1, e, e3}) vemos que R*A R* = R® y uAv = u xv;
la potencia exterior, en este caso, es el producto vectorial.

2

Demostracién. Sea {v;}!"; una base de V. Sabemos que {v; ® v;} (4,7 =

2.7 PROPOSICION. S7 dim V =n entonces dmV AV = (n> .

1,...,n) es una base de V@V y como p: V®V — V AV es suprayectiva, {v; Av;}
(i,j =1,...n) genera a VAV. Como v; Av; =0 (i =j)y v; ANv; = —vj Ay
(i # j) de este conjunto podemos eliminar los vectores innecesarios y quedarnos
con {v; Avj} (1 <i < j <n)y sigue generando VA V. Ademds (problema 2.4)
este conjunto es linealmente independiente, por lo que es base de VA V. Como el

-1
nimero de vectores es % — (Z), la dimensién de VAV es (Z) -

El concepto de potencia exterior puede extenderse a méas de dos factores. Di-
remos que una funcién multilineal f: x¥ | V; — W con V; = V es alternante si
f(v1,...,vx) = 0 siempre que v; = v; para algunas i # j.

2.8 DEFINICION. La potencia exterior de grado k de un espacio vectorial
V de dimensén finita sobre un campo K es una pareja (A" V, f) en donde A"V
es un espacio vectorial y f: x*_ V; — A"V (Vi = V) es una funcién multilineal
alternante tal que para todo espacio vectorial W y toda g: x¥_,V; — W (V; = V)
funcién multilineal alternante, existe una unica funcién lineal h: /\k V — W tal

que g = h o f, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

kv LAtV =)
N\ lh
w

La demostracién de la unicidad y existencia de la potencia exterior sigue exac-
tamente los mismos pasos que para el caso de /\2 V=VAV.

Dejamos al lector imitar el caso k& = 2 para probar (problema 2.6) que si
{v1,...,v,} es una base de V entonces

{Ujl/\”'/\’l)jk|1§j1<"'<jk§n}
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n
es base de /\k V. Puesto que este conjunto tiene ( k) elementos, la dimension de

k n
v .
NV es (k)
Si denotamos J = {j1,...,Jk}t con 1 < j; < -+ < jr < n entonces los elementos

vEAszondelaformav:ZJaJvJ en donde vy = v, A--- Avj,.

Para completar la definicién de A* V' definimos A’V = K y A' V = V. Obsér-
vese que para indices k > n = dim V, claramente /\k V =0.

En lo que sigue analizaremos la relacién que existe entre los conceptos de potencia

exterior y determinante.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y A:V — V un endomorfismo
(sinénimo de operador lineal) de V', es decir una funcién lineal de V' en V. Definase
una funcién g = ga: x",V; — A"V (V; = V) dada por

ga(viy ... vn) = A(vr) A A Avy)

para {v1,...,v,} una base de V. Como g es multilineal alternante existe una
funcién lineal tnica h = ha: A"V — A"V tal que

ha(vir A=~ Avp) =ga(v1,...,0,) = A(vy) A=+ A A(vy)

X?:l‘/i L? A"V (’Ul,...,’l]n) IL Vi A Ay
I\, lh N\ lh
APV A(w) A=+ A Avg)

Pero dim A"V =1, es decir A"V = K por lo que ha: K — K es una funcién
lineal y por lo tanto h 4 es la multiplicacién por un escalar. Entonces, si denotamos
con |A] a este escalar, tenemos

ha(or A= Awvy) = A|[(v1 A< Avp) = A(vr) A= A A(op).

Entonces definimos el determinante de A:V — V como el escalar |A|.

Si (a;j) es la matriz de la funcién lineal A:V — V con respecto a la base

{v1,..., 00}, es decir, si A(v;) = 377 a5 (1 <4 <n) entonces obtenemos

A(vl)/\~~/\A(vn):Zaljl~~~anjnvj1/\~~-/\vjn; 1<ji<n,i=1,...,n

Ahora bien, en esta suma los productos vj, A --- Aw;, con dos (o més) indices
iguales valen 0. Es decir, solamente quedan aquellos productos tales que los indices
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J1,---,Jn son todos distintos entre si. Dicho de otra manera, los indices son las
permutaciones de 1,...,n, es decir (i) = j;.

Ademas, como vj, A--- Avj, = sigovi A--- A v, obtenemos
A(vl) ARRRNA A(’Un) - Z Sigo—alo'(l) e Olna'(n)vl ARREVAN T
(e
y como |Alvy A---Avy = A(vi) A--- A A(vy,) obtenemos |A| = sigoai (1) - Qno(n)-
Entonces definimos el determinante de una matriz (o;;) como el determinante

de la funcién lineal A:V — V dada por A(v;) = >27_, aj;v; (i = 1,...,m). Se
denotara con |a;;|.

A continuacién definiremos una multiplicacién la cual denotaremos también con
el simbolo A por conveniencia. Sea
NAPV X NV — AT
dado por
Alur A  Aug,v1 A= Avg) =ug A+ Aug Avp A+ Avg.

Esta multiplicacién suele llamarse producto exteriory posee las siguientes propie-
dades:

(i) A es asociativo
(ii) A es distributivo con respecto a la suma directa.

(iii) ug A= Aug Avp A=~ Avg = (=D*ug Ao Avg Aug A+ Aug,.

PROBLEMAS

2.1 Pruebe la unicidad de la potencia exterior.

2.2 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y u,v € V. Pruebe que si u y
v son linealmente dependientes entonces u A v = 0.

2.3 Pruebe que la funcién g definida en el ejemplo 2.5 es bilineal y alternante.

2.4 Pruebe que el conjunto {v; Av;} (1 <i < j < n) dela demostracién de 2.7 es
linealmente independiente. (Siga el método usado en el ejemplo 2.5).
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2.5 Pruebe que si o es una permutaciéon de {1,2,...,k} entonces
V(1) A -+ AUy = sig(o)vy A -+ A v, en donde sig(o) denota el signo de la
permutacién.

2.6 Pruebe que si {v1,...,v,} es una base de V entonces {v;, A -+ A vj, |

1 <41 <-- < jr <n}es base de /\kV y que el numero de tales vectores es
n

(&)

2.7 Pruebe que si A, B:V — V son endomorfismos de V' entonces
(i) [AB| = |A[|B|

(i) 1v] =1
(iii) |A71| = |A|7! para A biyectivo (i.e. A automorfismo de V)

2.8 Pruebe que si una columna de la matriz (a;;) es combinacién de las demas,
entonces |a;;| = 0.

2.9 Verifique que el producto exterior posee las tres propiedades mencionadas.
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IV.3 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

En esta seccién definiremos varias estructuras algebraicas algunas de las cuales ya
han sido implicitamente estudiadas. Tiene como finalidad la de (i) presentar un
breve panorama de las estructuras algebraicas; (ii) definir el dlgebra tensorial y
exterior, (iii) situar al lector en la posibilidad de entender los objetos de estudio
del 4lgebra lineal y (iv) proporcionar los objetos necesarios para el estudio de la
K-Teoria Algebraica Clésica que haremos en la préxima seccién.

Sea (V,+, 1) un espacio vectorial sobre un campo K tal como se definié en I.1.1.
Si quitamos la multiplicacién escalar p nos quedaremos con un conjunto con una
operacién binaria + que cumple (i) a (iv) de I1.1.1. Entonces diremos que (V,+) es
un grupo conmutativo bajo +. Formalmente tenemos la siguiente:

3.1 DEFINICION. Un grupo es una pareja (G, +) donde G es un conjunto y
+:G x G — G es una operacién binaria (u,v) — +(u,v) donde, por abuso de
notacién se escribe +(u,v) = u + v, tal que

(i) (u+v)+w=u+ (v+w)
(ii) existe un elemento 0 € G tal que v +0=wv

(iii) para cada v € G existe un elemento, denotado con —wv, tal que
v+ (—v) =0.
Diremos que el grupo es conmutativo si ademds satisface

(iv) u+v=0v+u.

Si en la definicién anterior consideramos un conjunto S con una operacién binaria
+ que cumpla (i) diremos que (S, +) es un semigrupo.

También, si en la definicién 3.1 consideramos un conjunto M con una operacién
binaria + que cumpla (i) y (ii) diremos que (M, +) es un monoide.

3.2 EJEMPLOS. El lector podrd comprobar que (Z,+), (Q,+),
(@ =@ —{0},), (R, +), (R = R—{0},), (T, +), (C" = C —{0},"), (Zn, +),
(V,+), (M, K,+) son grupos.

Para relacionar dos grupos es necesario definir una funcién que preserve la es-
tructura de grupo.
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3.3 DEFINICION. Sean (G,¢) y (G',*) dos grupos. Un homomorfismo de
grupos es una funcién f: G — G’ tal que f(uov) = f(u)* f(v).

3.4 DEFINICION. Un anillo es una terna (A, +,-) donde A es un conjunto,
+ y - son operaciones binarias tales que

(i) (A,4+) es un grupo conmutativo
(ii) (A,-) es un semigrupo

(iii) u(v 4+ w) =wv +uw y (u+ v)w = vw + Vw

3.5 EJEMPLOS. El lector podrd comprobar que (Z,+,:), (Zn,+,-),
(Q""a ')a (Ra =+, ')7 (MnKa =+, ')7 (Ka =+, ')a (K[.’E], =+, ')7 ((D , ) son anillos.

Si un anillo (A, +, ) satisface

(iv) (A,-) es un semigrupo conmutativo, entonces (A, +, -) se llamara anillo con-
mutativo.

Sien 3.4 (A, ) es un monoide, diremos que (A, +,-) es un anillo con identidad
0 con uno.

Si el anillo (A, +, ) no posee divisores de cero, se llamard dominio entero. Si
un dominio entero posee un inverso multiplicativo para cada elemento no nulo, se
dice que es un anillo con division. Un dominio euclidiano es un dominio entero
A junto con una funcién d: A — Z* tal que (i) para todo z,y € A, distintos de
cero, d(z) < d(zy) y (ii) para todo z,y € A, distintos de cero, existen ¢, € A tales
que z = gy+r donde r = 0 0 d(r) < d(y) (algoritmo de la division). Finalmente,
un campo es un anillo conmutativo con divisién.

;, Coémo se relacionan dos anillos? Mediante funciones que preserven la estructura
de anillos. Si (A,0,%) y (A’,4,) son anillos, un homomorfismo de anillos es
una funcién que es un homomorfismo del grupo conmutativo de A en el grupo
conmutativo de A’ y que también es un homomorfismo del semigrupo de A en el
semigrupo de A’, es decir,

fluov) = f(u) + f(v) ¥y
fluxv) = f(u)- f(v).

Si en la definicién 1.1.1 consideramos un anillo (A, +,-) conmutativo con 1 en
lugar de un campo K, obtendremos una estructura algebraica llamada A-mddulo
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(izquierdo). Entonces, como caso particular de los A-médulos estan los K-modulos,
i.e. los espacios vectoriales sobre un campo K.

Todos los puntos tratados en las secciones 1.1 y 1.2 son validos para los A-
modulos, basta tomar K = A un anillo conmutativo con 1. En particular, rela-
cionamos dos A-médulos mediante un homomorfismo de A-mddulos (definicién
I.1.7). Los A-mddulos son generalizaciones de los conceptos de grupo conmutativo y
de espacio vectorial, y son los objetos de estudio del Algebra Homolégica. Imitando
a los espacios vectoriales, si un A-médulo posee una base, le llamaremos A-mddulo
libre. No todo A-médulo posee base, es decir, no todo A-médulo es libre, pero todo
espacio vectorial o K-modulo es libre, es decir, si posee una base. Diremos que un
A-mdédulo es proyectivo si es sumando directo de un libre y que es finitamente
generado si posee un conjunto finito de generadores.

Un dlgebra sobre A es un conjunto A que simultdneamente es un anillo y un
A-médulo. Es decir, un algebra (A, +,u, ) es un A-mdédulo con otra operacién
binaria, llamada multiplicacién con una condicién extra que hace compatibles las
operaciones binarias y multiplicacion escalar, la cual es la siguiente:

Au + Nv)w = AMuw) + X (vw) y

wdu + Nv) = AMwu) + N (wv) para A, \" € A; u,v,w € A
En particular se tiene que (Au)v = A(uv) = u(Av) y por lo tanto Auv es un elemento
bien definido de A.

Dejamos al lector proporcionar la definicién de homomorfismo de dlgebras asi
como percatarse de varios ejemplos de algebras ya introducidos implicitamente.

Si se imponen condiciones en la multiplicacién de un dlgebra se obtienen dlgebras
conmutativas, dlgebras asociativas, dlgebras con uno. Un &lgebra asociativa
con uno tal que todo elemento diferente de cero sea invertible se llama dlgebra con
division.

Definimos un dlgebra graduada como una sucesion

A= (Ap, A1, Ao, . ..)

de dlgebras A;, una para cada indice i € IN.

3.6 EJEMPLO. Sea T*(V) = "V = V ®f --- @k V el producto tensorial de
un espacio vectorial V sobre un campo K, k veces. Llamaremos a T*(V) espacio
tensorial de grado k de V. Si definimos una multiplicacién

TRV x TV — Ty mediante
(U1®"'®Uk)'(’01®"'®1)e):U1®"'®Uk®"01®"'®vz
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tenemos un &dlgebra graduada (donde definimos T°V = K y T'V = V) TV =
(K,V,T?V, T3V, T*V,...) lamada dlgebra tensorial de V.

3.7 EJEMPLO. Sea /\]C V=V A--- AV el producto exterior de un espacio
vectorial V' sobre un campo K, k veces. Consideremos la multiplicacién exterior
definida en la seccion 2, a saber

ANV x NV — ARV
Entonces tenemos un dlgebra graduada
AV = (E VAN VANV,)

llamada dlgebra exterior o dlgebra de Grassmann de V.

Sea V* el espacio dual de V. Consideremos el espacio tensorial de grado k de
V, T*V, del ejemplo 3.6. Consideremos también T°V* y denotemos con Tzk(V) el
producto (®*V) @ (®‘V*). Es decir, TFV @ T*(V*) = TF(V). Con esta notacién
se tiene que TH (V) =T*(V) = @V, TP (V) = @V* y T§(V) = K. Llamaremos a
TFV espacio tensorial de tipo (k,{) y cada uno de sus elementos lo llamaremos
tensor de tipo (k,¢). Un tensor de tipo (k,0) se llamard tensor contravariante
de grado k y uno de tipo (0,¢) tensor covariante de grado ¢. Un tensor de
tipo (0,0) es simplemente un escalar. Un elemento de TV = V se llama vector
contravariante y uno de TV = V* se llama vector covariante. Sik # 0y £ # 0,
un tensor mizto es un tensor de tipo (k,¢).

PROBLEMAS

3.1 Verifique que los conjuntos con operacién binaria del ejemplo 3.2 son grupos.

3.2 Verifique que los conjuntos con operaciones binarias del ejemplo 3.5 son anillos
y que Z, K y K|[z] son dominios euclidianos.

3.3 Considere la “parte aditiva” de un espacio vectorial (V, +, ) sobre un campo
K. Entonces (V,+) es un grupo conmutativo bajo la suma. Si U es un subespacio
de V, (U,+) es un subgrupo conmutativo de (V,+). Proporcione una definicién
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adecuada de subgrupo de un grupo. Considere el espacio cociente V/U definido en
I1.4. Recuerde que (V/U, +, u) posee una estructura de espacio vectorial sobre K. Si
nos fijamos solamente en la parte aditiva (V/U, +) recibe el nombre grupo cociente
y consiste también de las clases laterales de U en V. Considere el subgrupo nZ de Z
y describa las clases laterales de Z/nZ. Compruebe que existe una correspondencia
biyectiva entre los conjuntos Z/nZ y Z,. Defina adecuadamente el concepto de
isomorfismo de grupos y compruebe que Z/nZ es isomorfo a Z,.

3.4 Establezca un resultado andlogo al del problema I1.4.8 para grupos.

3.5 Sea (G,+) un grupo conmutativo. Una base de G es un conjunto {v;}7,,
n > 1 de elementos de G tal que cualquier elemento v € G puede escribirse de
manera Unica como

V=AU + -+ AUn

con A, ..., A\, € Z. Demuestre que, si G es un grupo conmutativo con base {v; }?_,
G’ es otro grupo conmutativo y {v;} ; es cualquier conjunto de elementos de G’
entonces existe un homomorfismo de grupos tnico h: G — G’ tal que h(v;) = v}
para toda ¢ = 1,...,n. Diremos que (G,+) es un grupo abeliano libre si G es
conmutativo y posee una base. Observe que el concepto de base para un grupo
abeliano se define de una manera similar a la de base para un espacio vectorial
tomando en cuenta que los coeficientes A; son enteros.

3.6 Sea U un subespacio de un espacio vectorial V' sobre un campo K. Considere
el espacio cociente V/U. Sea i:U — V la inclusién y p: V' — V/U la proyeccién
al cociente. Pruebe que

(i) 0—U Ly V/U — 0 es una sucesién exacta y

(ii) cualquier sucesién de la forma

0— M —M-—M'—0

llamada sucesion exacta corta de espacios vectoriales es esencialmente una suce-
sién del tipo del inciso (i), es decir, una sucesién con un subespacio y un espacio

cociente en los extremos.

8.7 Sea {v;}j_, una base de V' y {f7}7_, la base dual de {v;} en V* (con indices
superiores). Compruebe que los tensores

Uz'l@"'@l)ik@fjl@"'@fﬂ
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con i,y = 1,...,n, p = 1,...,k y n = 1,...,¢ forman una base de TF(V).

Entonces cualquier tensor del tipo (k, ¢) puede escribirse en forma inica como
b=, @ @, @ @

Los indices i, se llaman indices contravariantes, los j, indices covariantes y

ok se llaman componentes de t con respecto a la base {v;:}.

3.8 Sean p; y p2 elementos de Homg (V,V). Defina una operacién binaria en

Hompg (V,V) mediante pap1(v) = pa2(p1(v)) para toda v € V y compruebe que

Homg (V,V) es un élgebra asociativa sobre K también denotada con Ag (V).
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IV.4 K0 Y K1

En esta seccién estudiaremos algunos conceptos de la K-Teorfa Algebraica Clasica
la cual es parte del Algebra Lineal. Intuitivamente, la K-Teorfa Algebraica Clasica
es una generalizacion del teorema que establece la existencia y unicidad de las bases
para espacios vectoriales y también de la Teoria de Grupos del grupo lineal general
sobre un campo K.

Recordemos la construccion de Z a partir de IN: en el conjunto IN x IN definimos
la relacién
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

Es muy facil (problema 4.1(i)) ver que es de equivalencia. Entonces se tiene el

conjunto de clases de equivalencia IN x IN/ ~. Si denotamos con (a,b) a la clase
de equivalencia de (a,b) es facil demostrar que la férmula

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d)

define una operacién binaria en IN x IN/ ~ y que con esta operacién el conjunto
N x N/ ~ constituye un grupo conmutativo que se denotard Ko(IN) o con Z.
(Se debe demostrar primero que la adicién dada por la férmula anterior “estd bien
definida”, es decir, es independiente de los representantes de las clases de equiva-
lencia. Después debe comprobarse que satisface los axiomas de grupo conmutativo,
(problema 4.1(ii)).

Ademsds se tiene un homomorfismo (de monoides) f: N — Ky(IN) dado por

a+— (a,0).

Esta misma construcciéon sirve para cualquier monoide conmutativo
(X, ®) si alteramos la relacién de equivalencia de la siguiente manera: en X x X

(a,b) ~ (c,d) ©a@d®h=bDcdh

para alguna h € X. Es fdcil ver que ~ es de equivalencia (problema 4.2). (En el
caso de los naturales se puede tomar la misma h = 0 siempre. En el caso en que no
se cuente con la ley de cancelacién se necesitan estos “sumandos de compensacién”.)

Se define entonces la operacién @ en X x X/ ~ y se obtiene un grupo conmu-
tativo que se denota Ky(X) el cual se llama grupo de Grothendieck del monoide
conmutativo X. También se tiene el homomorfismo de monoides f: X — Kjy(X)

dado por f(z) = («,0).



142 Capitulo IV Algebra Multilineal y K-Teoria Algebraica Clasica

4.1 PROPOSICION. f: X — Ky(X) satisface la siguiente propiedad uni-
versal: para cada homomorfismo (de monoides) g: X — G de X en un
grupo abeliano G existe un unico homomorfismo (de grupos) h: Ko(X) — G
tal que g = hf, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

x L Ky Xx)

T\ lh
G

La demostracién es facil (problema 4.3). También, siguiendo los mismos pasos
que en el producto tensorial ® y que en la potencia exterior A, es facil demostrar
que Ky(X) es tnico (problema 4.3).

Asi, para el conjunto de los nimeros naturales IN = {0,1,2,...} con la operacién
de sumar (el cual es un monoide conmutativo en donde vale la ley de cancelacién)
el grupo de Grothendieck Kj(IN) de este monoide es el grupo aditivo Z, es decir,
Ky(N) =Z4.

Ahora, sea K un campo y consideremos los espacios vectoriales de dimensién
finita sobre K, es decir, los K-mddulos proyectivos finitamente generados. Denote-
mos con (V) la clase de isomorfismo del espacio vectorial V' de dimensién finita, es
decir, la clase de todos los espacios vectoriales que son isomorfos a V. Es inme-
diato verificar que el conjunto X = {(V)} de clases de isomorfismo es un monoide
conmutativo cuya operacion binaria estd dada por

WM+ (W)=(VeWw).

Sea g: X — Z dado por g({V)) = dim V un homomorfismo de monoides, i.e.
g({(V)y + W) = g{(Ve W) = dm (Ve W) = dim V + dim W
=g((V)) + g((W)).

Sea F' el grupo abeliano libre con base el conjunto de clases de isomorfismo de
los espacios vectoriales, es decir, con base {(V)} | V es un espacio vectorial}. Sea
R el subgrupo de F generado por las expresiones de la forma (V@ W) — (V) — (W)
donde 0 — V — V@ W — W — 0 recorre todas la posibles sucesiones
exactas cortas para los espacios vectoriales. Sea Ky(K) = F/R el grupo cociente y
denotemos con [V] la proyeccién o imagen de (V') en el cociente. Entonces, siempre
que se tenga una sucesion exacta corta de espacios vectoriales

0—V —-VeW —W —0
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tendremos una expresién de la forma [V @ W] = [V] 4 [W] en Ky(K), es decir,
Ko(K) estd generado por {[V] | V es un espacio vectorial} sujeta a las relaciones
de la forma

Vi+W]=[VeWw]

El homomorfismo ¢g: X — Z da lugar a un homomorfismo h: Ko(K) — Z dado
por h([V]) = dim V. Pero h es inyectivo, pues si h([V]) = h([W]) entonces
h([V] = [W]) =0, lo cual implica que dim V —dim W =0 y que dim V = dim W
y por lo tanto V = W. También, h es suprayectivo pues h([K]) = 1. En resumen,
para los espacios vectoriales sobre un campo K, los cuales podemos representar por
el simbolo EV i se tiene que Ko(EV k) = Ko(K) = Z. Aqui hemos denotado, por
abuso de notacién, Ky(K) en lugar de Ko(EV ).

. Qué sucede para otras estructuras cuando consideramos anillos que no necesa-
riamente son campos? Para los Z-mdédulos proyectivos finitamente generados Ab,

es decir, los grupos abelianos libres de rango finito (i.e. con base finita) se sabe que
Ko(Z) = Z.

Sin embargo, para los Z-mdédulos finitos Abf se sabe que Ky(Abf) = Q7.
Pero para los Z-mddulos finitamente generados Abfg se tiene que Ky(Abfg) = Z.

Véase [LL1] para una demostracién de éstos resultados.

Como antes, sea K un campo y denotemos con K" el producto K X -+ x K
n veces. El producto tensorial de dos espacios vectoriales sobre K es un espacio
vectorial sobre K. Como K"®@ K™ = K™™ los espacios vectoriales son cerrados bajo
el producto tensorial. Entonces (véase el problema 4.4) podemos darle a Ky(K)
una estructura de anillo mediante

V]-W]=[Vex W]

A continuacién estudiaremos el conjunto de las transformaciones lineales inverti-
bles a través de uno asociado de matrices. Sea V' un espacio vectorial de dimensién
n sobre un campo K. Denotemos con GL(V) (o con Autg(V)) el conjunto de
todas las funciones lineales de V' en V' que sean biyectivas (invertibles). Podemos
proporcionarle a este conjunto una estructura de grupo definiendo una operacién

binaria

0:GL(V) x GL(V) — GL(V)

mediante la composicion
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(fog)(v) = flg(v)).
Claramente (problema 4.5) GL(V) es un grupo bajo o.

Ahora definamos otro conjunto. Denotemos con GL,(K) el conjunto de las
matrices de n X n con elementos en el campo K que poseen inverso, es decir, el
conjunto de todas las matrices invertibles o no singulares de n x n con elementos
en K. Podemos definir en GL,(K) una operacién binaria

GL,(K) x GL,(K) — GL,(K)
mediante (A,B)— A-B

donde - denota la multiplicacién de matrices. Es facil comprobar (problema 4.6)
que (GL,(K),+) es un grupo cuyo elemento de identidad es la matriz diagonal 1,,.
Llamaremos a GL,(K) grupo lineal general de grado n sobre K.

Existe una estrecha relacién entre los grupos GL(V) y GL,(K), a saber, si
escogemos una base fija de V', cada funcion lineal biyectiva de V' en V posee una
matriz asociada de n x n con elementos en K la cual es no singular o invertible.
Esta correspondencia establece un isomorfismo entre los grupos GL(V) y GL,,(K)
debido a que cuando se componen dos funciones lineales, ésta composicién estd
representada por la multiplicacién de sus matrices asociadas.

Consideremos un tipo especial de matrices de GL,,(K), que llamaremos elemen-

tales* y que son aquellas que difieren de la matriz identidad 1,, en un sélo elemento
A

ij°
cual nos indica que tenemos una matriz con unos en la diagonal y A en el lugar i, j

A € K fuera de la diagonal. Dichas matrices las denotaremos con el simbolo €7}, el

con i # j. Por ejemplo e7y representa dentro de GL3(K) a la matriz

1 0 A
01 0
0 0 1

* También se acostumbra llamar matriz elemental (en otros textos) a aquella matriz obtenida
de la matriz 1,, mediante una sola operacién elemental y dicho concepto no coincide con el aqui
definido. También, en algunos textos se le llama transvecciones a las matrices que arriba definimos
como elementales. El nombre de elementales es el que se utiliza en la K-Teoria Algebraica desde

la década de los sesenta.
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Como ef‘j € GL,(K) entonces es facil comprobar que (ef‘j)*1 = e;f‘ (problema
4.8). Por ejemplo, en GL3(K),

1 0 3 1 0 -3 1 00
0 1 0 01 0 )J=(0 120
0 01 0 0 1 0 01

es decir, €35 - 5 = 13.

A
ij
multiplicar A por ez?‘j por la izquierda equivale a sumar A veces el rengléon j al

Es facil ver (problema 4.9) que si e7; es una matriz elemental y A € GL,(K),

renglén i, y que multiplicar por la derecha equivale a sumar A veces la columna i a la

columna j. Es decir, que la multiplicacion ef‘j

elementales por renglén o columna en matrices. Por ejemplo, en GL3(K), e33A es

Ao Aef‘j equivale a hacer operaciones

10 0 ai1 a2 a13 ary, a1 a3
0 1 X az1 G2 a3 | = | a2 +Aaz1  azx + Aazz  azs + Aasz | .
0 0 1 agy asz ass asy asz ass
Definimos el simbolo [A, B] como el producto de las matrices ABA='B~! y lo
llamaremos conmutador de Ay B donde A, B € GL,(K).

Dejamos al lector probar la siguiente féormula para el conmutador de matrices
elementales:

Lo sijAk il
[e?j’egd = eié/}\ Sl]:k,Z#f
e sijtki=1

Denotemos con E, (K) el subgrupo de GL,(K) generado por todas las matrices

elementales e}

5y A€ K, 1<i+#j<n,llamado grupo elemental lineal de K.

Si cada matriz A € GL,(K) la identificamos con la matriz

(61 9) € GLysr (K)

obtenemos inclusiones GL1(K) C GLy(K) C GL3(K) C ---. Sea GL(K) =
U ,GL,(K), la unién de los grupos GL,,(K) que llamaremos grupo lineal gene-
ral infinito de K. Podemos concebir a GL(K) como el grupo que consta de todas
las matrices invertibles infinitas A = (a;;) con a;; € K, 1 <i<o0,1<j<ooy
ai; = 05, la delta de Kronecker para toda 7, j excepto un ntimero finito de 7, j. En-
tonces GL,(K) C GL(K) y lo vemos como el subgrupo de todas las (a;;) € GL(K)
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con a;; = 0;; para toda 4, j > n. La inclusién de GL,, (K) en GL,41(K) se restringe
a la inclusién de E,(K) en E,11(K) y, en GL(K), el subgrupo

B(K) = U®

n=1

E,(K)

se llama grupo elemental infinito de K.

4.2 LEMA. (Whitehead) [GL(K), GL(K)] = E(K).

Demostracién. Primero veamos que cada matriz elemental puede expresarse
como el conmutador de otras dos matrices elementales para n > 3. Sea ef‘j € E,(K)
una matriz elemental. Consideremos las matrices e}k y egj conk #1i,7. Comon >3
siempre podemos encontrar dicha k. Entonces por la féormula para el conmutador
(problema 4.10) [e%k,eﬁj] = ef‘j,
cualquier ef‘j € E,(K), por lo tanto

0<k<nyk+#ij Pero estoes vilido para

En(K) C [En(K), En(K)], n>3.

También, el producto de matrices elementales es una matriz elemental, i.e. el grupo
conmutador siempre es un subgrupo, luego

En(K) D [En(K), En(K)].
Asl, E,(K) = [E,(K), E,(K)] vy, por lo tanto, E(K) = [E(K), E(K)].

Por otro lado, F(K) C GL(K), luego [E(K),E(K)] C [GL(K),GL(K)]. Asi
que E(K) C [GL(K),GL(K)].

Ahora veamos que E(K) D [GL(K),GL(K)]: sean A,B € GL,(K). Veamos
que ABA7'B~! € E(K), i.e. que ABA™'B~! es una matriz elemental, i.e. que se

puede expresar como producto de matrices elementales. Consideremos la siguiente
matriz en G Lo, (K)

ABA~'B=1 0
0 I

Pero

(o2 5)= (8 2) (5 2) (o8 4
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Esto significa que podemos descomponerla como el producto de tres matrices de la

forma

()0( X01> donde X € GL,(K).

Veamos que cada matriz de la forma ( )O( XO_1 ) es producto de matrices elemen-

tales (o lo que es lo mismo, invertibles) y asi tendremos que <)0( XO_1 ) € Eqn(K).

(5 )-( )6 D6 N6 )

las tres primeras elementales (i.e. pueden reducirse a I, mediante operaciones

Como

elementales por renglén) y como

(F3)=(6 )G )

X es producto de matrices elementales. Luego ABA !B~ € E(K) y

0
0 X!
por lo tanto [GL(K),GL(K)] C E(K)=

4.3 DEFINICION. El grupo cociente GL(K)/E(K) es el K-grupo algebraico
de indice uno del campo K denotado con K (K).
Asi, K7 (K) = GL(K)/|GL(K),GL(K)].

Obsérvese que si f: K — K’ es un homomorfismo de campos se tiene un homo-
morfismo de grupos inducido por f

f.:GL(K) — GL(K")

que envia E(K) en E(K'), siendo as{ que f induce un homomorfismo de grupos
Kl(f)Kl(K) — Kl(K/)

Como K es conmutativo podemos considerar el determinante de una matriz como
un homomorfismo det: GL(K) — K* donde K* denota las unidades de K, i.e.

los elementos A € K tal que A divide al 1, o sea, elementos X tales que A\ = 1 para
alguna ) € K. En un campo K, todo elemento diferente de cero es una unidad.
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Definamos SL(K) = ker (det), o sea, todas las matrices de GL(K) con de-
terminante uno, y lo llamaremos grupo especial lineal o infinito de K. Notese
que

SL(K) = UpZy SLn(K)

donde SL,(K) = ker (det: GL,(K) — K*) y que las matrices elementales siempre

tienen determinante 1, asi que, para toda n

En(K)C SL.(K) vy  E(K)c SL(K).

Nétese que det:GL,(K) — K* es invariante bajo la inclusién
GL,(K) — GLp41(K) vy, por lo tanto, det: GL(K) — K* estd bien definido.
Luego, det induce un homomorfismo, que por abuso de notacién, también deno-
taremos con

det: K1(K)=GL(K)/E(K) — K*

el cual posee un inverso

K* = GL1(K) — GL(K) — if(%) — K\(K).

Si definimos
SK (K)=SL(K)/E(K) = ker (det: K1(K) — K*)

resulta que (problema 4.11) K7 (K) = SK;(K)® K™, i.e., se tiene la sucesién exacta
corta que se escinde

1— SL(K)/E(K) — GL(K)/E(K) — K* — 1.
Como K* puede considerarse conocido, el calculo de K;(K) se limita al de

SK;(K). Obsérvese que SKi(K) es trivial si, y sélo si, para cualquier matriz
A € SL,(K) podemos transformar la matriz

(8 &)
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para k adecuada, en la identidad I, mediante operaciones elementales por renglén

o columna. Si SK;(K) es trivial, entonces K;(K) = K*. Este resulta ser el caso
para el campo K. (Véase el problema 4.12).

Podemos generalizar todo lo anterior poniendo, en lugar de un campo K, un
anillo conmutativo A. Véanse [LL1], [LL2], [V] y [L] para una lectura posterior.

PROBLEMAS

4.1 (i) Pruebe que en N x N, (a,b) ~ (¢,d) <= a+d = b+ c es una relacién
de equivalencia.

(ii) Pruebe que la adicién en IN x IN/ ~ dada por (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)
estd bien definida y IN x IN/ ~ es un grupo conmutativo.

4.2 Pruebe que si (X, ®) es un monoide conmutativo, la relacién (a,b) ~ (¢, d)
< adbBh=0®dcdh para alguna h € X es una relacién de equivalencia.

4.3 Pruebe que f: X — Kj(X) satisface la propiedad universal de 4.1.

4.4 Un ideal I de un anillo conmutativo A es un subconjunto de A que es un
subgrupo aditivo y tal que AT C I (es decir, si @ € I y A € A entonces aX € I).
El grupo cociente A/I hereda de A una multiplicacién bien definida que lo hace un
anillo, llamado anillo cociente. Defina en Ky(K) = F/R una estructura de anillo
mediante (V) - (W) = (V @ x W) en F. Compruebe que R es un ideal de F.

4.5 Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo K. Pruebe que
(GL(V),0) o (Auti(V), o) es un grupo. Observese que Autx (V) es el grupo de las
unidades de Endg (V).

4.6 Pruebe que (GL,(K);-) es un grupo.

4.7 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Establezca detalladamente el
isomorfismo de grupos

GL(V) = GL,.(K).
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4.8 Pruebe que (e;) "' = e;j.)‘,

4.9 Demuestre que si ef‘j es una matriz elemental y A € GL,(K), multiplicar A

por ef‘j por la izquierda equivale a sumar A\ veces el rengén j al renglén ¢, y que
multiplicar por la derecha equivale a sumar A veces la columna 4 a la columna j.

A
i
o sea, para el caso j =k, i = /.

4.10 Pruebe la férmula dada por el conmutador [e;, e},] y observe que no existe

eM

. . A\
una férmula sencilla para [e j 1,

ij
4.11 Demuestre que K;(K) = SK;(K) ® K*.

4.12 Pruebe que si A es un dominio euclidiano entonces Kj(A) = A*. En parti-
cular Ki(K) 2 K*, Ki(K[z]) @ K* y Ki(Z) = {—1,+1}. (Sugerencia: Considere
el isomorfismo Kj(A) & SK;i(A) & A*. Pruebe que SK;(A) = 0, es decir, que
SL(A) = E(A). Para probar que si A = (a;;) € SLy(A) entonces A € E,(A),
sea ¢ = min;{|ai;| : a1; # 0}. Supongamos que ¢ = |aig|. Después de restar
los miltiplos adecuados de la columna k de las otras columnas, pasamos a una
nueva matriz B = (b;;), con min;{|bi;| : bi; # 0} < e. Continuando de esta
manera obtenemos una matriz C' = (¢;;) con min;{|ci | : ¢1; # 0} = 1, es decir,
alguna ¢y es una unidad. De hecho, podemos suponer que ¢11 es una unidad (por
qué?). Después de transformaciones por columna y renglén, podemos suponer que
el primer rengldn, y la primera columna de C son cero, excepto c¢11. Una vez logrado
esto, repita el proceso al menor de c1; en C. Finalmente se llegard a una matriz
d = diag(dy, . ..,d,) donde necesariamente d; - - - d,, = 1. Luego, § € E,(A).)



APENDICE
NOTAS HISTORICAS

El Algebra Lineal una de las ramas
mads antiguas de la Matemdtica

y a la vez una de las mds nuevas.[B]

Al.1, A.1.2 y A.1.3 Espacios Vectoriales, Funciones Lineales,
Subespacios Vectoriales y Espacios Vectoriales de Dimensién
Finita

Hermann Gunther Grassmann (1809 -1877) fue el primero en presentar una teorfa
detallada de espacios vectoriales de dimensién mayor que tres [K]. En sus dos ver-
siones del Cdlculo de Extension (1844 y 1862), expresa simbdlicamente las ideas
geométricas sobre espacios vectoriales y distingue el Algebra Lineal como una teoria
formal, donde la geometria solo es una aplicacién particular. El trabajo de Grass-
mann no fue entendido por sus contemporaneos debido a su forma abstracta y
filoséfica. [K]

La definiciéon de espacio vectorial antes llamado espacto lineal llegd a ser
ampliamente conocida alrededor del afio 1920, cuando Hermann Weyl (1885-1955)
y otros publicaron la definicién formal. De hecho, tal definicién (para dimensién
finita e infinita) habia sido dada treinta anos antes por Peano (1858-1932), quien
fue uno de los primeros matematicos que apreciaron en todo su valor la obra de
Grassmann, y ademds con una notacién completamente moderna dio la definicion
de funcién lineal. Grassmann no dio la definicién formal de funcién lineal, ya que el
lenguaje no estaba disponible, sin embargo no hay duda de que conocia el concepto.

Grassmann comienza su trabajo en 1862 con el concepto de un vector como
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un segmento de linea recta con longitud y direccion fija. Dos vectores pueden ser
sumados uniendo el punto inicial del segundo vector con el punto final del primero.
La resta es simplemente la suma del negativo, esto es, el vector con la misma
longitud y direccién contraria. [K]

A partir de estas ideas geométricas, Grassmann define el espacio vectorial
generado por las “unidades” e, es,es, ..., considerando combinaciones lineales
> aje; donde las «; son nimeros reales. Establece la suma y la multiplicacién por

un numero real de la siguiente manera:

e+ Biei =Y (ai+ Bies
a(z ;) = Z(aai)ei

y demuestra formalmente las propiedades de espacio vectorial para esas operacio-
nes (no es claro si el conjunto de unidades puede ser infinito, pero la finitud es
implicitamente asumida en algunas de sus demostraciones). Desarrolla la teorfa de
independencia lineal similarmente a la presentacién que uno encuentra en los textos
actuales sobre Algebra Lineal. [F-S]

Grassmann denota a la funcién lineal que envia los elementos de la base

e1,€2,...,en alos de la base by, bs, . .. b, respectivamente como
o blaan"'abn
€1,€2,...,€n

y considera a () como un cociente generalizado. Mientras que hay problemas obvios
con esta notacion, ésta tiene cierta elegancia; por ejemplo, si by, bs,...,b, son
linealmente independientes, entonces el inverso de @ es

€1,€2,...,€n

bi,ba, ..., by~
Da la representacién matricial de @ como @ = Y . sE, s donde

0,...,0,e5,0,...,0
€1lyevvyCryen.Cp

Ers:

)

El determinante de Q lo define como el niimero

b1b2"'bn

€e1€g - €p

[F' = 5]

Define los conceptos de subespacio vectorial, independencia lineal, espacio
generado, dimension de un espacio vectorial, interseccién de subespacios y se da
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cuenta de la necesidad de demostrar que cualquier base de un espacio vectorial tiene
el mismo nuimero de elementos. Entre otras cosas prueba que todo espacio vectorial
de dimensioén finita tiene un subconjunto linealmente independiente que genera el
mismo espacio y que cualquier subconjunto linealmente independiente se extiende
a una base. Demuestra la identidad importante

dim (U+V)=dim U +dim V —dim (U NV).

William Rowan Hamilton (1805-1865), presenta paralelamente a Grassmann una
teoria de espacios vectoriales, sélo que lo hace en el caso de dimensién cuatro. Llama
cuaterniones a los vectores y demuestra que forman un espacio vectorial sobre el
campo de los niimeros reales, definiendo su suma y la multiplicacién por un escalar.

Al.5 La Matriz Asociada a una Funcién Lineal

El Algebra Matricial se obtuvo como una consecuencia del tratamiento de la teoria
aritmética de formas cuadréiticas binarias aX? + 2bXY + cY? contenidas en las
Disquisiciones Aritméticas de Gauss (1777-1855). Durante su estudio, Gauss in-
trodujo nuevas convenciones notacionales. Luego, para sustituciones (funciones)
lineales en dos variables

z =o' + By

D (1)

y =z + 0y

decidié, “por brevedad”, referirse a ellas por sus coeficientes:

a
v 6

Cuando estaba tratando con ejemplos numéricos, modificé la notaciéon anterior,

{o %}

Cada sustitucién lineal la denoté con una sola letra maytuscula cuando no era nece-

agregandole llaves:

sario referirse a los coeficientes.

La composiciéon de sustituciones lineales también fue una parte importante en
la teoria aritmética de formas. Como en el caso binario, Gauss observé que si la
sustitucién definida por (1) transforma una forma F = az? + 2bxy + cy? en F’ y si
F’ es transformada en F”' por una segunda sustitucién lineal

l'/ — €$” +<y//
y/ — nx// +0y//
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entonces existe una nueva sustitucién lineal que transforma F' directamente en F"':

z = (ae + )" + (ol + 60)y"
y = (ve +on)z" + (yn + 60)y"

Gauss escribié la matriz de coeficientes de esta nueva sustitucién lineal, la cual
es el producto de las dos matrices de coeficientes de las dos sustituciones lineales
originales. También realizé un célculo analogo en su estudio de formas cuadraticas
ternarias Az? + 2Bzy + Cy? +2Dxz + 2Eyz + F 22, obteniendo la regla para multi-
plicar matrices de 3 x 3. Sin embargo no designé explicitamente este proceso como
un tipo de multiplicacién de objetos que no son nimeros. Esto no significa que
tales ideas fueran muy abstractas para él, ya que fue el primero en introducirlas,
pero en un contexto diferente. [K]

Cauchy (1789-1857) escribi6 en 1815 una memoria sobre la teorfa de determi-
nantes, su trabajo fue inspirado tanto en forma como en contenido por las Dis-
quisiciones de Gauss. Siguiendo la direccion de Gauss, introdujo un “sistema

simétrico”
ayi, ai2, air3s, -, dain
a1, a2, a3, -, a2n
ap1, Q@n2, 0an3, -, 0Qnn,

que representé en forma abreviada (a;;), al cual se le asocia un determinante.
Atdn mas, en su formulacién del teorema del producto para deteminantes, Cauchy
reconocié explicitamente la idea de Gauss de componer dos sistemas (a;;) y (b;)
para formar un nuevo sistema, (mij) donde m;; = ZZ:1 a; by, ;. Entonces demostréd
que el determinante del nuevo sistema (m;;) es el producto de los determinantes de
(aij) y (bij)-

James Joseph Sylvester (1814-1897) en 1850, utiliza el término matriz para

denotar un arreglo rectangular de nimeros.

Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852) hizo un estudio cuidadoso de las
Disquisiciones Aritméticas, que inspiraron gran parte de su trabajo. Introdujo
la notacién S x T para “la sustitucién compuesta de S y T” y S para “el sistema
inverso del sistema S” en un articulo sobre formas cuadréticas ternarias publicado
en 1844.

Eisenstein consideré a las sustituciones lineales como entes que pueden ser suma-
dos y multiplicados como si fueran nimeros ordinarios, solo que la multiplicaciéon no
es conmutativa. Consideraba lo anterior como algo generalmente conocido ya que
es sugerido por el teorema del producto para determinantes formulado por Cauchy.
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Gauss habia empleado un simbolismo para la composicién de formas binarias que
reflejaban su analogia con la aritmética ordinaria, luego Eisenstein lo empled para
sustituciones lineales. Eisenstein nunca desarrolld plenamente su idea de un élgebra
de sustituciones.

El simbolismo de Eisenstein fue adoptado por su contemporaneo, Charles Her-
mite. Tanto Hermite como Eisenstein emplearon el simbolismo como un medio de
resumir resultados y no como un modo de razonamiento. Su estudio del &lgebra
simbolica no lo desarrollaron mas alld de lo que necesitaban en su trabajo sobre la
Teoria de Numeros y Funciones Elipticas.

El problema de Cayley-Hermite [H] es muy importante para el entendimiento
del desarrollo histérico del algebra simbdlica de matrices. Hermite fue el primero
en formular dicho problema y le interesé por la relevancia en su trabajo sobre
la teoria aritmética de formas cuadrdticas ternarias. Tres matemédticos, quienes
llevaron la investigacién mds alld que Eisenstein y Hermite (Cayley, Laguerre y
Frobenius), estuvieron preocupados por este problema. Al menos en el caso de
Cayley y Frobenius, fue lo primero que motivé su estudio del dlgebra simbdlica de
matrices.

En 1855 Cayley introdujo la notacién

para representar lo que hoy llamamos una matriz y noté que el uso de matrices es
muy conveniente para la teoria de ecuaciones lineales. Luego escribid

para representar el sistema de ecuaciones

u=ax+by+cz+---,
v=dz+by+cdz+---,
w=ar+by+cz+---,
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También determind la solucién del sistema usando lo que llamdé la inversa de la

matriz:
—1

a c DY
a/’ b/, C/, e u
(z,9,2) = al, v, v

En 1858, Cayley introdujo la notacién de una sola letra para matrices y definié
no solamente cémo multiplicarlas sino también cémo sumarlas y restarlas.

De esas innovaciones notacionales surge la idea de que las matrices se comportan
como entes que pueden ser sumadas y multiplicadas: la ley de adicién de matrices
es precisamente similar a la adicién de cantidades algebraicas ordinarias, y como se
puede ver en su multiplicacién, en general no es conmutativa.

Asi, Cayley desarrollé el dlgebra matricial, haciendo uso constante de su analogia
con las manipulaciones algebraicas ordinarias, pero notando cuidadosamente dénde
fallan estas analogias. Luego, usando la férmula para la inversa de una matriz,
escribié que “la nocién de inversa de una matriz falla cuando el determinante es
cero; la matriz en este caso se dice que es indeterminada; y que el producto de dos
matrices puede ser cero sin que alguno de los factores sea cero”.

Las innovaciones notacionales sugeridas por el problema de Cayley-Hermite le
permitieron a Cayley obtener el teorema de Hamilton-Cayley.

Laguerre en 1867 continda el trabajo de Eisenstein y Hermite en la aplicacion del
algebra simbodlica de las funciones lineales a problemas en la Teoria Aritmética de
Formas y a la Teoria de Funciones Elipticas. Las memorias de Laguerre constan de
dos partes: la primera estd dedicada al desarrollo del algebra simbdlica de funciones
lineales en la linea de la memoria de Cayley de 1858. La segunda parte contiene el
problema de Cayley-Hermite. El trabajo de Laguerre es importante histéricamente
porque muestra que el desarrollo del algebra simbdlica de matrices fue una conse-
cuencia del trabajo de Eisenstein y Hermite ya que Laguerre no conocia las notas
de Cayley de 1855 ni sus memorias de 1858.

Sin conocer las memorias de Cayley y Laguerre, Georg Frobenius también in-
vestigé el dlgebra simbdlica de matrices en su trabajo de formas bilineales de 1878.
Frobenius hizo méas contribuciones a la teoria de matrices, en particular estudié
algunas propiedades de varias clases especiales de matrices, como las simétricas,
hermitianas, ortogonales y unitarias.

Atdn en sus ultimas memorias de 1858 y 1866, Cayley nunca usd su dlgebra
simbdlica de matrices como un modo de razonamiento, mientras que Frobenius si
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lo hizo. En 1878, Frobenius demostré convincentemente la potencia del método
simbdlico de razonamiento cuando lo combina con los resultados de la teoria espec-

tral de formas bilineales.

Fue Emmy Noether (1882-1935) quien liber6 al Algebra Lineal de las matrices y
determinantes.

ATII.1 Valores y Vectores Caracteristicos

El concepto de matriz similar, como muchos otros conceptos de la teorfa de
matrices provienen del trabajo de Cauchy. En 1826, en su trabajo sobre formas
cuadraticas demostré que, si dos formas cuadréticas estan relacionadas mediante
un cambio de variable, esto es, si sus matrices son similares, entonces sus polinomios
caracteristicos son iguales. Sin embargo Georg Frobenius (1849-1917) fue el primero
que analizé y definié formalmente el concepto de similaridad, bajo el nombre de
transformacién contragrediente, en un articulo de 1878. Comenz6 analizando el
caso general: establecié que dos matrices A y D son equivalentes, si existen matri-
ces invertibles P y @ tales que D = PAQ. Traté los casos especiales de P = 'Q
(matrices congruentes) y de P = Q! y demostré varios resultados sobre matrices
similares incluyendo el teorema que dice: si A es similar a D, entonces f(A) es
similar a f(D), donde f es cualquier funcién matricial polinomial.

El concepto de valor caracteristico se originé independientemente de la teoria
de matrices. El contexto en el cual se obtuvieron los primeros problemas de valores
caracteristicos durante el siglo XVIII fue en la solucién de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes. En 1743, Leonhard Euler (1707-
1783) introdujo por primera vez el método estandar de resolucién de una ecuacién
diferencial de orden n con coeficientes constantes

Y+ anay" Y byt +agy” =0

usando funciones de la forma y = e*t donde A es una rafz de la ecuacién carac-
teristica

2"ty 12" 4 a1z +ag = 0.

Esta es la misma ecuacién que se obtiene al sustituir

=y, vo=v, y=y", -, yo=y"Y

reemplazando la tnica ecuaciéon de orden n por un sistema de n ecuaciones de
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primer orden

y/1 = Y2
Yo = Y3
y;z = — ayr — a1y2 — -+ — 0Gp-1Yn

y, por ultimo, calculando el polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes de
este sistema. [F-B|

Veinte anos més tarde, Lagrange (1736 -1813) dio una versién més explicita
de esta misma idea al hallar la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales
encontrando las raices del polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes. El
sistema particular de ecuaciones diferenciales surgié del examen de los “movimientos
infinitesimales” de un sistema mecéanico en la vecindad de su posicién de equilibrio.
En 1774, Lagrange resolvié un problema similar de Mecénica Celeste usando la

misma técnica.

Por otro lado, D’Alembert en trabajos que datan de 1743 a 1758, y motivado
por la consideracién del movimiento de una cuerda cargada con un ntmero finito
de masas (restringidas aqui por simplicidad a tres), habia considerado el sistema

d? Yi
dt?

3
+) awyr =0  i=1,2,3
k=1

Para resolver este sistema decidié multiplicar la i-ésima ecuaciéon por una constante

v; para cada ¢ y sumar las ecuaciones para obtener

3 de_ 3
7
Zviﬁ + Z Vi Y = 0.
=1 i,k=1

Si las v; son elegidas tal que Zle via;r + Avp = 0 para k = 1,23, esto es, si
(v1,v2,v3) es un vector caracteristico correspondiente al valor caracteristico —A\
para la matriz A = (a;), la sustitucién u = viy; + voys + vsys reduce el sistema
original a la dnica ecuacién diferencial

d’u

— + u=0.

dt?
Tal ecuacién, después del trabajo de Euler sobre ecuaciones diferenciales, fue re-
suelta facilmente y permitié encontrar las soluciones para las tres y;. Un estudio de
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las tres ecuaciones en las cuales esto aparece demuestra que A estd determinada por
una ecuacién cibica la cual tiene tres raices. D’Alembert y Lagrange, un poco més
tarde, se dieron cuenta de que para que las soluciones tuvieran sentido fisico tenfan
que ser acotadas cuando t — oco. Esto deberia ser verdadero si los tres valores de A
fueran distintos, reales y positivos. Cuando Lagrange considerd sistemas similares
derivados de sus estudios de Mecédnica Celeste, también habia determinado los va-
lores para A, los cuales en muchos casos satisfacian ecuaciones de grado mayor que
tres. No podia determinar la naturaleza de esos valores matematicamente, luego
argumentaba que de la estabilidad del sistema solar se obtenia que los valores fueran
tales que las correspondientes soluciones a las ecuaciones diferenciales permanecian
acotadas.

Cauchy fue el primero que resolvié el problema de determinar en un caso es-
pecial los valores caracteristicos de la matriz (a;;). Se considera que no estuvo
influenciado por el trabajo de D’Alembert ni de Lagrange sobre ecuaciones diferen-
ciales, sino que lo hizo como resultado de su estudio sobre superficies cuadraticas
(el cual formaba parte del curso de Geometria Analitica que ensefiaba en el Ecole
Polytechnique desde 1815). Una superficie cuadratica (centrada en el origen) estd
dada por una ecuacién f(z,y,z) = k, donde f es una forma cuadrética ternaria
Ax? 4+ 2Bxy + Cy? +2Dxz + 2Eyz + Fz2. Para clasificar tales superficies, Cauchy,
como Euler mds tempranamente, necesitaban encontrar una transformacion de
coordenadas bajo las cuales f se convertia en una suma o diferencia de cuadra-
dos. En términos geométricos, este problema significa encontrar un nuevo conjunto
de ejes ortogonales en un espacio de tres dimensiones en el cual expresar la su-
perficie. Pero entonces, Cauchy generalizo el problema a formas cuadréticas con
n variables, cuyos coeficientes pueden ser escritos como una matriz simétrica. Por

ejemplo, la forma cuadritica binaria ax? 4 2bxy + cy? determina la matriz simétrica

de 2 x 2
a b
b ¢/~

El propésito de Cauchy fue encontrar una funcién lineal tal que la matriz resultante
de ésta fuera diagonal, lo cual logré en un articulo de 1829. Debido a que la esencia
de la demostracion de Cauchy reside en el caso de dos variables, veremos este
caso: para encontrar una transformacién lineal la cual mande a la forma cuadratica
binaria f(x,y) = ax?+2bxy+cy? en una suma de cuadrados, es necesario encontrar
el maximo y minimo de f(x,y) sujeto a la condicién 22 +y* = 1. El punto en el cual
tal valor extremo de f ocurre es un punto sobre el circulo unitario, el cual también
estd al final de un eje de uno de la familia de elipses (o hipérbolas) descritas por la
forma cuadratica. Sise toma la linea del origen a ese punto como uno de los ejes y la
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perpendicular a esa linea como el otro, la ecuacién en relacién a esos ejes contendra
tunicamente los cuadrados de las variables. Por el principio de los multiplicadores
de Lagrange, los valores extremos ocurren cuando los cocientes f;/2x y f,/2y son
iguales. Dandole a cada uno de ellos el valor de A, obtenemos las ecuaciones

ax—!—by:)\ . b;v—l—cy:)\
x Y

las cuales pueden reescribirse como el sistema

(a—XNzx+by=0
br + (¢ — Ny =0.

Cauchy sabia que su sistema tiene soluciones no triviales si, y sélo si, su deter-
minante es igual a cero, esto es, si (a—A)(c—\) —b? = 0. En términos de matrices,
ésta es la ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0, la cual Cayley trabajé unos
treinta anos mas tarde.

Para ver cémo las raices de esta ecuacién nos permiten diagonalizar la matriz,
sean A1 y Ag las raices de la ecuacién caracteristica y (z1,y1), (22, y2) las soluciones
correspondientes para x,y. Luego

(a — )\1)1171 + by1 = O
(a— )\2)$2 + bys = 0.

Si se multiplica la primera de esas ecuaciones por x3, la segunda por x1, y se restan,
el resultado es la ecuacién

(A2 = A)z122 + b(y172 — T1Y2) = 0.

Similarmente, comenzando con las dos ecuaciones y utilizando —\;, se obtiene la

ecuacion

b(yQJ?l — ylﬂig) + (/\2 — )\1)y1y2 =0.
Sumando estas dos ecuaciones, tenemos que (A2 — A1)(x122 + y1y2) = 0. Luego, si
A1 # Aa (y esto es verdadero en el caso considerado, a menos que la forma original

ya sea diagonal), entonces x1x9 + y1y2 = 0. Las condiciones del problema también
implican que 2% +3? = 1y 22 + y2 = 1. En términos modernos, la funcién lineal

T = T1U + TV

Y =y1u + Yav
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es ortogonal. Se puede calcular facilmente que la nueva forma cuadritica que se
obtiene de esta transfomacién es \ju? 4+ \ov?, como se querfa. Que A1 y Ao son
reales, se sigue de suponer lo contrario, que son complejos y conjugados uno del
otro. En ese caso, x1 debe ser el conjugado de z2 y y1 el de yo, ademas x1x2 + y1y2
no puede ser cero. Por consiguiente, Cauchy habia demostrado que todos los valores
caracteristicos de una matriz simétrica son reales y al menos en el caso en el que
son todos distintos, la matriz puede ser diagonalizada utilizando transformaciones
ortogonales. [K]

Por otro lado, veamos cémo se demostrd que los vectores caracteristicos no tri-
viales correspondientes a valores caracteristicos diferentes son linealmente indepen-

dientes: supongamos que

flz) =Xz
donde x = > &e; # 0. Escribiendo C; = (A — f)(e;), se tiene que Y &C; = 0;
luego C1,Cs, - - -, C), son linealmente dependientes, de aqui que

(AL = f)(eD)][(AL = f)(e2)] - - [(AT = f)(en)] = 0.

Como ejeq---e, # 0, esto es equivalente a que el determinante de la funcién
lineal \I — f sea cero, con lo cual queda demostrado el teorema. Este teorema fue
demostrado por Cauchy en 1829 y posteriormente por Weierstrass en 1858.

AIl.2 Teorema de Cayley-Hamilton

Cayley menciona en su articulo de 1858, el que ahora es llamado Teorema de
Cayley-Hamilton para matrices cuadradas de cualquier orden. Demuestra el teo-
rema para el caso de matrices de 3 X 3 y afirma que la demostracién del caso general

no es necesaria.

El uso de la notacién de una unica letra para representar matrices fue lo que
probablemente le sugirié a Cayley el teorema que establece que

a—M b _
det( B dM>_O

donde M representa la matriz (Ccl 2) )

Cayley le comunicé a Sylvester este notable teorema en una carta el 19 de noviem-
bre de 1857. En ella y en el articulo de 1858, Cayley hizo célculos con M como
si fuera una cantidad algebraica ordinaria y demostr6 que (a — M)(d — M) — be =
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(ad — be)M° — (a+ d)M?' + M? = 0 donde M° = <(1) (1)) . Lo que motivé a Cay-
ley a establecer este resultado fue demostrar que “cualquier matriz satisface una
ecuacién algebraica de su mismo orden” y por lo tanto que “toda funcién racional
y entera (de la matriz) puede ser expresada como una funcién racional y entera de
un orden a lo mas igual al de la matriz menos la unidad”. Después demostré que
este resultado es cierto para funciones irracionales. En particular demuestra como
calcular L? = M, donde M es una matriz de 2 x 2. Supongamos que

u=(eh) v e (5 4)

Como L satisface L? — (a+6) L+ (ad — By) = 0y L? = M, sustituyendo obtenemos

1
L=——[M+ (ad — .
—— (M + (a6 = )
El proposito era expresar X = a+J y Y = ad— 37 en términos de los coeficientes
de la matriz M. Cayley resuelve esto haciendo notar que la expresién anterior para

L implica que

a+Y E

_ X X
L= < d+Y

X X

Como la suma de las diagonales de esta matriz es X y el determinante es Y, se
obtienen dos ecuaciones para las variables X y Y que involucran tnicamente los
coeficientes de la matriz original.

Hamilton enunci6 el teorema en términos de funciones lineales y no en términos
de matrices. En particular, escribié el resultado para dimensién 3 en términos de
una funcién lineal de vectores y para dimension 4 en términos de una funciéon lineal
de cuaterniones. Cabe senalar que no dio una demostracién general del teorema.
Su principal interés estuvo en derivar una expresién para la inversa de una funcién
lineal. Por ejemplo, si la ecuacion M2+ aM +b = 0 entonces bM ! = —(a+ M) y
M~ puede ser facilmente encontrada. Luego, se puede explotar esta idea tratando
con potencias negativas de una matriz dada. [K]

Frobenius en un articulo de 1878 dio la primera demostracién general del Teo-
rema de Cayley-Hamilton.

AIlL.3 El Polinomio Minimo

Frobenius define en 1878 el polinomio minimo, como el polinomio de menor grado
el cual satisface la matriz. Establece que estd formado por los factores del polinomio
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caracterisitico y que es unico. Sin embargo no fue hasta 1904 que Kurt Hensel
(1861-1941) demostrd la afirmacién de unicidad de Frobenius. [KL)]

AIl.5 Forma Canonica de Jordan

Grassmann demuestra para un operador lineal p (construyendo una base apro-
piada), que el espacio completo se puede descomponer como la suma directa de
subespacios invariantes ker(p — AI)* donde A recorre las raices caracteristicas de
p v k es la multiplicidad algebraica de A\. Grassmann fue el primero en demostrar
este resultado el cual es llamado teorema de descomposicion primaria.

En uno de sus articulos, Peirce (1809-1880) introduce la idea de elemento nilpo-
tente. [K]

El trabajo de Cauchy proviene de una teoria que trata de los valores carac-
teristicos de varios tipos de matrices. Sin embargo, estos resultados fueron escritos
en términos de formas y no en términos de matrices a mediados del siglo XIX. Las
formas cuadraticas nos conducen a matrices simétricas. El caso mds general de

formas bilineales, funciones de 2n variables de la forma

n
Z QAijTiY;
i,j=1
conducen a matrices cuadradas. Estas fueron estudiadas primero en detalle por
Jacobi alrededor del ano 1850 y un poco maés tarde por Weierstrass y Jordan, entre
otros. Lo principal de este estudio fue encontrar maneras para clasificar tales for-
mas, usualmente determinando las funciones lineales las cuales transforman unas
formas en otras de un tipo particularmente simple. La idea central de determinar
dichas funciones fue, como en el trabajo de Cauchy, la consideraciéon del polinomio
caracteristico det(A — AI), donde A es la matriz que representa la forma bilin-
eal. En 1851 Sylvester demostré que un cierto conjunto de factores del polinomio
caracteristico son preservados bajo cualquier sustitucién lineal. Estos factores, los
divisores elementales, resultan fundamentales en el proceso de clasificaciéon. Luego,
Weierstrass en 1868, tratando con valores complejos y teniendo todos los polinomios
irreducibles lineales, demostré el converso del resultado de Sylvester el cual dice que
“una forma bilineal dada A puede ser transformada en otra forma B, si y sélo si,
ambas formas tienen el mismo conjunto de divisores elementales”. En notacién
moderna, una forma bilineal puede ser expresada como X AY donde X es una ma-
triz de 1 X n, Y una matriz de n x 1, y A una matriz de n X n. Una funcién lineal
sobre X se puede expresar como X = X’'P donde P es una matriz invertible de
n X n. Similarmente, una funcién lineal sobre Y puede escribirse como Y = QY.



164 Apéndice

Se sigue que la forma bilineal transformada se puede expresar como X’'PAQY”.
Weierstrass demostré que se pueden encontrar Py @ tales que la matriz PAQ se
puede escribir como

Dy 0 0 0

0 Dy O 0

0 0 0 Dy,
donde cada submatriz D; es de la forma

0 --- 0 0 1 wu

0O -+ 01 uw O

w - 00 0 0

con u una raiz del polinomio caracteristico.

Dos anos mas tarde, Jordan desarrollé la misma forma candnica en su Tra-
tado de Sustituciones. Jordan no llegd al problema de clasificacién a través
del estudio de formas bilineales, sino a través del estudio de las funciones lineales
mismas. Habia hecho un estudio detallado del trabajo de Galois sobre soluciones de
ecuaciones algebraicas y especialmente sobre la resolucion de ecuaciones de grado la
potencia de un primo. Estas soluciones involucran el estudio de funciones lineales,
funciones cuyos coeficientes podian ser considerados como elementos de un campo
finito de orden p. Tal funcién lineal, con las raices x1, z2, ..., , puede ser expresada
en términos de una matriz A. En otras palabras, si X representa la matriz de n x 1
de las raices x;, entonces la funcién puede ser escrita como X’ = AX (mod p). El
propdsito de Jordan fue encontrar lo que llamé una “transformacién de indices”
tal que la funcién pudiera ser expresada en los términos mas simples posibles. En
notaciéon matricial, esto significa que queria encontrar una matriz invertible P de

n x n, tal que PA = DP donde D es la matriz mas “simple” posible.

Luego, si Y = PX, entonces PAP~™1'Y = PAX = DPX = DY vy la sustitucién
sobre Y es “simple”. Usando otra vez el polinomio caracteristico para A, Jordan
noté que si todas las raices de det(A — M) = 0 son distintas, entonces D puede
ser diagonal, donde los elementos de la diagonal son los valores caracteristicos.
Por otro lado, si hay raices multiples, Jordan demostré que puede encontrarse una
sustitucién tal que la D resultante tenga forma de bloque, como en la forma anterior
de Weierstrass, donde cada bloque D; es una matriz de la forma

k1 0 --- 0 0
0O k1 -~ 00

oo
oo
=
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y k # 0 (mod p) es una raiz del polinomio caracteristico. La forma canénica,
conocida hoy como forma candénica de Jordan, donde los valores k de la diagonal
mayor de la matriz son todos sustituidos por el valor 1, fue introducida por Jordan
en 1871 cuando se dio cuenta que su método podia ser aplicado a la solucién de
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, cuyos coeficientes, en lugar de ser
tomados en un campo de p elementos, fueran nimeros reales o complejos. [K]

AIII.1 Formas Bilineales

Mientras los matematicos mostraban una tendencia a desdenar las ecuaciones de
primer grado, la resolucion de ecuaciones diferenciales fue un problema muy impor-
tante. Las ecuaciones lineales se distinguieron desde el principio y su estudio con-
tribuyé a poner de manifiesto la linealidad correspondiente. D’Alembert, Lagrange
y Euler estudiaron esto, pero el primero es el inico que considera 1til indicar que la
solucién general de la ecuaciéon no homogénea es suma de una solucién particular y
de la solucién general de la ecuaciéon homogénea correspondiente; ademads, cuando
estos autores enuncian que la solucién general de la ecuacién lineal homogénea
de orden n es combinacion lineal de n soluciones particulares, no mencionan que
éstas deben ser linealmente independientes. Este punto, como tantos otros, no se
aclararan hasta la ensenanza de Cauchy en la Escuela Politécnica.

Lagrange introdujo (aunque solamente para el Cédlculo y sin darle nombre) la
ecuacién adjunta L*(y) = 0 de una ecuacién diferencial lineal L(y) = 0, la cual es
un ejemplo tipico de dualidad en virtud de la relacién

/zL(y) dx = /L*(z)y dx

valida para y y z anuldndose en los extremos del intervalo de integraciéon. Con mas
precision, y treinta anos antes de que Gauss definiera explicitamente la traspuesta
de una sustitucion lineal de 3 variables, vemos aqui el primer ejemplo de un operador
funcional L* traspuesto de un operador L dado mediante una funcidn bilineal (en
este caso la integral) [yz dx.

Posteriormente, el estudio de las formas cuadraticas y bilineales, y de sus ma-
trices y sus invariantes conduce al descubrimiento de principios generales sobre la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales; principios que Jacobi no habia alcan-
zado por carecer de la nocién de rango. [B]

AIIl.3 Producto Escalar

A principios de 1840, Grassmann habfa desarrollado el concepto de producto in-
terior (escalar) de dos vectores como el “producto algebraico de un vector mul-
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tiplicado por la proyecciéon perpendicular del segundo sobre é1” y estableci6 alge-
braicamente el producto interior «|8 de o'y 8 (cuando n = 3) como

alf = a1/ + aefe + azfs

donde @ = «aje; + ases + azes v B = [re1 + [Boes + [3e3 son hipernimeros,
las «; y (; son numeros reales y e, es y ez son unidades primarias represen-
tadas geométricamente por vectores de longitud unitaria, dibujados desde un origen
comun tal como lo determina un sistema de ejes ortogonales de la mano derecha. Las
a;e; son multiplos de las unidades primarias y son representadas geométricamente
por las longitudes «; a lo largo de los ejes respectivos, mientras que « esta represen-
tada por un vector en el espacio cuyas proyecciones sobre los ejes son las longitudes
«;. Se cumple lo mismo para 3; y 8. Para el producto interior Grassmann postula
que
eile; =1 yque e;le; =0 parai#j.

El valor numérico o magnitud de un hipernimero « lo define como

a=+/ala=\/a} +a3 +a3.
Luego, la magnitud de « es numéricamente igual a la longitud del vector, el cual se
representa geométricamente. También desarrolla la férmula para el cambio de coor-
denadas bajo cambio de base e introduce algunas de las ideas bésicas relacionadas
con las funciones lineales. Finalmente, aplicé algunas de estas ideas en el desarrollo
de la geometria simbdlica.

Hamilton también define el producto escalar de dos vectores, pero en dimensién
a lo més cuatro y demuestra su bilinealidad.

ATIV.1 Producto Tensorial

El Célculo Tensorial se inicia a principios del siglo XIX con Grassmann y Cayley,
pero prospera hasta fines del mismo. Riemann multiplicé el poder del calculo
tensorial adoptando las coordenadas curvilineas de Gauss. Un nuevo progreso fue
realizado por Christoffel en 1869 al organizar sistematicamente el nuevo algoritmo,
descubriendo las derivadas que después se han llamado invariante y covariante.
Finalmente Ricci y su discipulo Levi Civita le dieron la forma definitiva en 1888.

La fisica relativista de Einstein sacé del olvido este poderoso instrumento, hoy
de uso frecuente en las méas diversas teorias.

El ejemplo més importante es la curvatura de un espacio y precisamente este
tensor de Riemann fue el que le permitié a Einstein expresar su ley de gravitacién
y su teorfa general de relatividad. [R]
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AIV.2 Producto Exterior

Grassmann introduce el producto exterior denotado con [ ], para el cual postula
que para las unidades primarias e;

leie;] = —[ejes]  i# 7, [eies] =0.

Estos corchetes son llamados unidades del segundo orden y no son reducidos por
Grassmann (mientras que Hamilton si lo hace) a unidades del primer orden. Sin
embargo eran equivalentes a unidades del primer orden [ejes] = e3, y asi sucesiva-
mente. Con la ayuda del producto exterior de las unidades primarias, el producto
exterior P de los hipernimeros a = aje1 + ases + ages y B = [re1 + Baea + O3e3

lo expres6 como sigue:

pP= [045] = (04253 - 01352)[6263} + (04351 - 041/53)[6361] + (Cnﬁz - 042ﬁ1)[€1€2]o

Este producto es un hiperntimero del segundo orden y esta expresado en términos
de unidades independientes del segundo orden. Su magnitud |P| se obtiene a partir
de la definicién del producto interior, P|P, de dos hiperntimeros del segundo orden

y es

|P| = \/P|P = /(233 — a3f32)? + (azfB1 — a103)2 + (182 — aa3y)?

_ | (b | e | a3,
|0<|ﬁ|\/ (‘QHB\ + ]| 8] * |04||/5’|)

= |a||F|send
donde 0 es el angulo entre los vectores a y .

Luego, la magnitud |P| del producto exterior [of], se representa geométrica-
mente por el drea del paralelogramo construido sobre los vectores, los cuales son
las representaciones geométricas de o y (.

Hamilton establecié el producto exterior de dos vectores, como el que ahora es
dado para el sistema de los nimeros complejos. Durante 15 anos estuvo tratando
de generalizarlo a un espacio de tres dimensiones. Un dia mientras caminaba por
el canal Royal se le ocurrié la férmula i2 = j2 = k% = ijk que le permitié definir el
producto exterior de dos vectores, pero en un espacio de dimensién cuatro (cuater-
niones).

AIV4 K,y K,

La K-Teoria Algebraica comienza por el hecho de que no todos los médulos proyec-
tivos son libres.
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La K-Teorfa Algebraica comenzd a finales de la década de los cincuentas con la
analogia de Serre entre haces vectoriales y mddulos proyectivos: existe una corres-
pondencia biyectiva entre clases de isomorfismo de haces vectoriales reales sobre X y
clases de isomorfismo de mddulos finitamente generados sobre el anillo de funciones
reales continuas sobre X. Por medio de esta correspondencia, el conocimiento de los
haces vectoriales se utiliza para sugerir resultados, demostraciones y construcciones
para los médulos proyectivos.

En geometria algebraica, los haces vectoriales sobre variedades algebraicas se
definen como gavillas localmente libres. De hecho, existe una correspondencia
biyectiva entre haces vectoriales y gavillas localmente libres de rango finito. El
espacio afin A}! sobre un campo k es el espectro primo Spec k[t1,---,t,]. Este es
un esquema afin sobre k[t,---,t,] y las gavillas localmente libres corresponden a
médulos proyectivos finitamente generados sobre k[tq, - -, t,]. Asi pues, correspon-
den a haces vectoriales sobre A} los médulos proyectivos finitamente generados.

La conjetura de Serre era la siguiente: ;Es todo haz vectorial sobre A} un haz
trivial? o equivalentemente, ;son libres todos los médulos proyectivos finitamente
generados sobre k[ty, -+, t,]?

Una de las metas de la K-Teorfa Algebraica fue en un principio, la de proveer
nuevas técnicas para atacar el problema de Serre. Sin embargo, ninguna de las
soluciones independientes de Suslin y Quillen en 1976 se bas6 en la K-Teor{a Alge-
braica.

La K-Teorfa Algebraica Clésica es una parte del Algebra Lineal General. Es, in-
tuitivamente, una generalizacién del teorema que establece la existencia y unicidad
de las bases para espacios vectoriales y también de la Teoria de Grupos del grupo

lineal general sobre un campo.

La K-Teorfa Algebraica tiene sus raices en el trabajo de Grothendieck sobre el
teorema de Riemann-Roch, donde introdujo el funtor Ky. Sea A un anillo con
unidad. Definimos Ky(A) como el grupo abeliano con un generador [P] para cada
A-médulo proyectivo finitamente generado P, y una relacién [P] = [P’] + [P”] para
cada sucesion exacta

0— P —P—P' —0.

Llamamos a Ky(A) el grupo de Grothendieck de A, i.e., el grupo abeliano de
clases de isomorfismo de A-mdédulos proyectivos finitamente generados.

El cédlculo de Ky de un campo mide, hasta cierto punto, cudnto les falta a los
A-modulos proyectivos finitamente generados para poseer una teoria de dimensién
como la de los espacios vectoriales. Asi, podemos considerar aquella parte de la
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K-Teoria Algebraica correspondiente a Ky como un intento de generalizar ciertas
propiedades elementales del Algebra Lineal a médulos sobre un anillo cualquiera.

Observamos que la operacién aditiva en Ky(A) proviene de la suma directa de
modulos, i.e., [P]+[Q] = [P ® Q] y que, si A es conmutativo, entonces el producto
tensorial de médulos hace de Ky(A) un anillo conmutativo, i.e., [P]-[Q] = [P ® Q).

Sea GL,A el grupo lineal general de matrices invertibles de n X n con coeficientes
en A. Siidentificamos cada matriz A € GL,, A con la matriz <61 (1)> € GLy41(N)

obtenemos inclusiones GLi(A) C GLy(A) C GL3(A)---. Denotaremos su limite
directo con GL(A). En 1939, Whitehead demostré que el subgrupo E(A) C GL(A)
generado por todas las matrices elementales era igual al subgrupo conmutador

[GL(A), GL(A)).
LEMA (Whitehead) [GL(A), GL(A)] = E(A).

Por lo tanto, FE(A) es un subgrupo normal de GL(A) y el cociente
GL(A)/E(A) es un grupo abeliano bien definido. Este grupo se define como K; A y
se llama grupo de Whitehead de A. Es inmediato comprobar que K; es un funtor
de la categoria de anillos en la categoria de grupos abelianos.

Durante los tltimos anos de la década de los sesenta, uno de los problemas
mayores de la K-Teorfa Algebraica era el de definir funtores K, A para todan € Z.
Esto fue sugerido por analogia con la K-Teoria Topolégica.

En 1969, Milnor propuso una definicién de Ks(A) que posefa propiedades and-
logas a Ko y K;. El observé que, en el grupo E,(A), las matrices elementales
ef‘j satisfacian ciertas relaciones obvias. Siguiendo a Steinberg, Milnor introdujo
un grupo abstracto St,(A) definido por generadores x;\J y relaciones que imita-
ban el comportamiento de esas matrices elementales. Definiendo el homomorfismo

candnico

¢n: Stn(A) — En(A) C GL,(A)

dado por ¢, (z7;) = €}y, y pasando al limite directo obtenemos ¢: St(A) — GL(A)
tal que ¢(St(A)) = E(A). Entonces Milnor definié Ka(A) = ker ¢.

La K-Teoria Algebraica se convirtié en un tema importante porque relaciona
dos areas de las mateméticas. El desarrollo de la K-Teor{a Algebraica superior de
Quillen relaciona la Topologia con el Algebra de una manera nueva y fundamental.
La K-Teoria Algebraica utiliza métodos topoldgicos para encontrar invariantes al-
gebraicos, y también proporciona una manera de traducir conceptos algebraicos en
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conceptos topolégicos. La K-Teoria Algebraica estudia las propiedades de ciertos

grupos K;(A), construidos a partir de un anillo A.

Quillen en los setentas definid, para i > 1, el i-ésimo K-grupo algebraico de A

como K;A = m;(BGLAT). Como en los casos i = 1,2, K; es un funtor covariante

de la categoria de anillos a la categoria de grupos. [LL1] y [LL2]
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La intencién de la presente obra es la de proveer a los estudiantes de las carreras
cientificas de un enfoque serio, fundamentado y moderno de los conceptos bésicos

del Algebra Lineal. Se ha incluido el Algebra Multilineal, tema de fundamental
importancia asi como algunos conceptos de la K-Teoria Algebraica Clasica, una de
las ramas mas recientes de la Matematica. Se incluyen diversos ejercicios de calculo
explicito, asi como una gran cantidad de problemas interesantes que le brindan al
estudiante la oportunidad de crear y redactar matematica.

En la introduccién se presenta un panorama del libro y se incluye un apéndice que
contiene notas historicas sobre los conceptos definidos. El texto esta escrito en un
lenguaje claro, conciso y elegante. Esta disenado para un curso de un afio o dos
semestres al nivel licenciatura o bien de un semestre para algunos posgrados.
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